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Îáñóæäàþòñÿ íåäîñòàòêè ìåòîäîâ ïðåäâàðèòåëüíîé ëèíåàðèçàöèè 

íåëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé ðåãðåññèé. Ïðåäëàãàåòñÿ 
îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, íåïîñðåäñòâåííî 
ìèíèìèçèðóÿ ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê îò ëèíèè 
ðåãðåññèè ìåòîäàìè íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, 
äåìîíñòðèðóþùèå ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ìåòîäàìè, èñïîëüçóþùèìè ëèíåàðèçàöèþ. 

 

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÏÐÎÁËÅÌÛ 

Äëÿ îïèñàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå ÷àñòî 
ïðèìåíÿþò ðåãðåññèîííûå ìîäåëè. Îäíîôàêòîðíîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè, 
ñâÿçûâàþùåå óñëîâíîå ñðåäíåå y)  ïåðåìåííîé y ñ ïåðåìåííîé x, çàäà¸òñÿ 

â âèäå 0 1( , , ,..., )my f x b b b=)
, ãäå b0,…, bm − ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿåìûå 

ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé âûáîðêè, ñîñòîÿùåé èç n ïàð ÷èñåë (xi, yi) 
(i=1,2,…,n). Êàê ïðàâèëî, îöåíêè ïàðàìåòðîâ bj ïîëó÷àþò ìåòîäîì 
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), èç óñëîâèé ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ 
îòêëîíåíèé ei ôàêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé yi îò âû÷èñëåííûõ ïî óðàâíåíèþ 
ðåãðåññèè iy)  
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Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Q ïî ïàðàìåòðàì bj, 
ïîëó÷àþò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ñèñòåìà áóäåò 
ëèíåéíîé, åñëè ôóíêöèÿ f ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, 
äëÿ ôóíêöèè y) =a + bx ïîëó÷èì: 
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Äëÿ íåëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèé (íàïðèìåð, 

ïîêàçàòåëüíîé bxy ae=)
 èëè ñòåïåííîé by ax=)

) ñèñòåìà óðàâíåíèé òàêæå 

íåëèíåéíàÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ 
íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ïðèìåíÿþò ïðîöåäóðó ëèíåàðèçàöèè [1-6]. 
Ïîêàçàòåëüíîå è ñòåïåííîå óðàâíåíèÿ ëîãàðèôìèðóþò, íàïðèìåð, 
ïîêàçàòåëüíîå óðàâíåíèå ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïðèìåò âèä 

* * ,y a bx= +)
 ãäå * *ln , ln .y y a a= =) )

 Ïàðàìåòðû *,a b  âû÷èñëÿþò ïî 
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ôîðìóëàì (2), ñ çàìåíîé yi íà lnyi. Ôóíêöèþ 1/( )y a bx= +)
 ïðåîáðàçóþò ê 

âèäó * ,y a bx= +)
 ãäå * 1/y y=) )

 è îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðû a, b ïî ôîðìóëàì 

(2), çàìåíèâ yi íà 1/yi. Îäíàêî ïðè çàìåíå yi íà lnyi â ôîðìóëàõ (2) 

ìèíèìèçèðóåòñÿ íå ñóììà (1), à ñóììà 2(ln ln ) .y yi i−∑
)

 Ïðè çàìåíå yi íà 

1/yi ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà 2(1/ 1/ ) .y yi i−∑
)

 Â ðåçóëüòàòå òàêèõ 

ïðåîáðàçîâàíèé èñêàæàåòñÿ ïðèíÿòàÿ â ÌÍÊ ìåðà áëèçîñòè ôóíêöèè 
ðåãðåññèè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì, à îöåíêè ïàðàìåòðîâ 
ïîëó÷àþòñÿ ñìåù¸ííûìè [7].  

 
Öåëü ñòàòüè. Ïðîèëëþñòðèðîâàòü íåêîððåêòíîñòü “ëèíåàðèçàöèè” 

íåëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðåãðåññèé è ïðåäëîæèòü èíîé ñïîñîá îöåíêè 
ïàðàìåòðîâ. 

 
ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ËÈÍÅÀÐÈÇÀÖÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÐÅÃÐÅÑÑÈÉ 

È ÑÏÎÑÎÁ Å¨ ÏÐÅÎÄÀËÅÍÈß 
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè 

ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ëèíèè, òî ýòà ëèíèÿ 
è áóäåò ëèíèåé ðåãðåññèè y íà x. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ xi ðàñïîëîæèì 
ïî äâå “ýêñïåðèìåíòàëüíûå” òî÷êè íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ ei=±0,9 
îòíîñèòåëüíî çàäàííîé “òåîðåòè÷åñêîé” êðèâîé è ïî ýòèì äàííûì 
ïîïûòàåìñÿ âîññòàíîâèòü óðàâíåíèå “òåîðåòè÷åñêîé” êðèâîé.  

Â êà÷åñòâå ïåðâîé “òåîðåòè÷åñêîé” ðåãðåññèè âûáåðåì ïîêàçàòåëüíóþ 
ôóíêöèþ y=aebx ñ “òåîðåòè÷åñêèìè” ïàðàìåòðàìè a=b=1, çàäàííóþ â 
òî÷êàõ xi = 0,4i (i = 0,1,…,5) îòðåçêà [0; 2]. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ 

a
)
=0,5805, b

)
=1,3424, ïîëó÷åííûå ÌÍÊ ïîñëå ëîãàðèôìè÷åñêîãî 

ïðåîáðàçîâàíèÿ, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò “òåîðåòè÷åñêèõ”. 
Ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1à. Ýòîò æå ðåçóëüòàò 
ïîëó÷àåòñÿ è ïðè ïîñòðîåíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ëèíèè òðåíäà â 
òàáëè÷íîì ïðîöåññîðå Excel.  
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            à) ïîêàçàòåëüíàÿ                            á) ñòåïåííàÿ 

Ðèñóíîê 1 – Òåîðåòè÷åñêèå ïîêàçàòåëüíàÿ y=ex è ñòåïåííàÿ y=x3 ôóíêöèè è 
êðèâûå ðåãðåññèè, íàéäåííûå ïî ÌÍÊ ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ 

Â êà÷åñòâå âòîðîé “òåîðåòè÷åñêîé” ðåãðåññèè âûáåðåì ñòåïåííóþ 
ôóíêöèþ y=axb ñ ïàðàìåòðàìè a=1, b=3, çàäàííóþ â òî÷êàõ xi=1+0,4i 
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(i=0,1,…,5) îòðåçêà [1; 3]. Ïàðàìåòðû ñòåïåííîé ôóíêöèè a
)
=0,57442, 

b
)
=3,64287, íàéäåííûå ÌÍÊ ïîñëå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, 

ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè ñòåïåííîé ëèíèè òðåíäà â Excel è òàêæå 
çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò “òåîðåòè÷åñêèõ” (ñì. ðèñ. 1á). Íà ðèñ. 1à), 1á) 
âèäíî, ÷òî ãðàôèêè ïîêàçàòåëüíîé è ñòåïåííîé ýìïèðè÷åñêèõ ðåãðåññèé, 
ïîëó÷åííûõ ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, â êîíöå èíòåðâàëà âûõîäÿò çà 
ïðåäåëû êîðèäîðà, îáðàçîâàííîãî “ýêñïåðèìåíòàëüíûìè” òî÷êàìè. 
Ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ðåãðåññèÿìè äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ 
ôóíêöèè çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ íåëüçÿ. 

Åù¸ õóæå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå y íà 1/y* â ôóíêöèè 
y=1/(a+bx). Äëÿ ôóíêöèè y = 1/(1 + x), çàäàííîé â òî÷êàõ xi=0,4i  
(i = 0,1,…,5), ðàñ÷¸òíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: a

)
=1,63218, b

)
= − 1,63863. 

Ïîëó÷åííàÿ “ýìïèðè÷åñêàÿ” ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ 2-ãî ðîäà â òî÷êå  
x ≈ 0,9961, ðàñïîëîæåííîé íà îòðåçêå [0; 2], íà êîòîðîì “òåðåòè÷åñêàÿ” 
ôóíêöèÿ ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà (ðèñ. 2). 
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Ðèñóíîê 2 – Òåîðåòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ y = 1/(1 + x) è ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 
ðåãðåññèè 1/(1,63218-1,63863 )y x=)

, íàéäåííàÿ ïî ÌÍÊ ïîñëå ëèíåàðèçàöèè 

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêîå 
ïðåîáðàçîâàíèå ïîêàçàòåëüíîé è ñòåïåííîé ôóíêöèé, à òàêæå çàìåíà y íà 
1/y* â ôóíêöèè y = 1/(a+bx) íå ïîçâîëÿþò äîñòè÷ü ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè 
êîýôôèöèåíòîâ. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåñìåù¸ííûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ 
ðåãðåññèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 
(ÍÌÍÊ), çàêëþ÷àþùèéñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé ìèíèìèçàöèè ñóììû (1) 
ìåòîäàìè íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå 
ïðèìåðîâ ïðèâåä¸ì îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè 

ïðîöåññîðà Excel. Äëÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè: a
)
=1,000003, b

)
=0,999998 

(òî÷íûå çíà÷åíèÿ a=b=1), äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè: a
)
=1,000044, 

b
)
=2,999956 (òî÷íûå çíà÷åíèÿ a=1, b=3), äëÿ ôóíêöèè  

y= 1/(a + bx): a
)
 = 1, b

)
= 0,999999 (òî÷íûå çíà÷åíèÿ a=b=1).  

Ïðèìåíèì ÍÌÍÊ ê ïîäáîðó íàèëó÷øåé íåëèíåéíîé 
àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â 
òàáëèöå 1 ([4]). 
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Òàáëèöà 1 – Êóðñ àêöèé çà 9 íåäåëü 

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
yi 25 34 42 51 55 67 73 76 81 

Â òàáëèöå 2 ðåçóëüòàòû ðàñ÷¸òîâ ïî ÍÌÍ /( )y x a bx= +)
Ê ñðàâíèâàþòñÿ 

ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷¸òîâ ïî ÌÍÊ, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [4] â ðåçóëüòàòå 
ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíûõ ôóíêöèé ê ëèíåéíîìó âèäó.  

Òàáëèöà 2 – Âûáîð íàèëó÷øåé ôóíêöèè ðåãðåññèè  
ïî äàííûì òàáëèöû 1 

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ 2
ie∑  Ôóíêöèÿ 

ÌÍÊ ÍÌÍÊ ÌÍÊ ÍÌÍÊ 
xy a b= ⋅)
 a=25,85;    b=1,15 a=29,1979;  b=1,1289 268 191 

by a x= ⋅)
 a=23,84;    b=0,56 a=22,9962;  b=0,57725 31 27,7 

exp( / )y a b x= +)
 a=4,368;    b=-1,301 a=4,5386;    b=-2,0151 524 335,2 

1/( )y a bx= +)
 a=0,03593; b=-0,003 a=0,028713; b=-0,00192 1998 389,6 

1/( ln )y a b x= +)
 a=0,0386; b=-0,0127 a=0,034752; b=-0,01044 223 73,6 

 a=0,0314; b=0,0107 
a=0,046276; 
b=0,007413 

304 78,7 

Èç òàáëèöû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ òèïîâ ôóíêöèé 

íåïîñðåäñòâåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ñóììû 2
ie∑  äà¸ò ëó÷øóþ 

àïïðîêñèìàöèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ àïïðîêñèìàöèåé, ïîëó÷åííîé â 
ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîé ôóíêöèè. Íàèëó÷øóþ 

àïïðîêñèìàöèþ äà¸ò ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ by ax=)
 ïðè a=22,9962, 

b=0,57725. 

ÂÛÂÎÄÛ 
Ïðåîáðàçîâàíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå íåëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì 

ðåãðåññèé ê ëèíåéíîìó âèäó ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ ïðèíÿòîé â ÌÍÊ 
ìåðû áëèçîñòè ëèíèè ðåãðåññèè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì è 
íåâåðíûì îöåíêàì ïàðàìåòðîâ. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ìåòîäàìè 
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê îò ëèíèè ðåãðåññèè (ÍÌÍÊ) ïîçâîëÿåò 
ïîëó÷àòü íåñìåù¸ííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèé. Ïðåäëàãàåìûé 
ïîäõîä ïðèãîäåí è äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ äðóãèõ óðàâíåíèé ðåãðåññèé. 

 
SUMMARY 

TO QUESTION ABOUT CONSTRUCTION OF NONLINEAR 
REGRESSIVE MODELS 

Dolgih V.N., Shapovalov S.P.*  
Academy of Banking of the NationalBbank  of Ukraine 
* Sumy State University 

 
The methods preliminary linearisations of nonlinear functions of regresses are criticized. To 

define the parametres of nonlinear equations it is suggested to minimize the sum of squares of 
errors with the help of methods of nonlinear programming. The examples are given.  
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