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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì îáòåêàíèè 

ëîïàñòè ðàáî÷åãî êîëåñà öåíòðîáåæíîãî íàñîñà, èìåþùåé íåîñòðóþ  âûõîäíóþ 
êðîìêó ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ 
ìåòîäîâ ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ òåë ñ îñòðîé âûõîäíîé êðîìêîé àâòîðàìè 
ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ñ 
ó÷åòîì ñõîäÿùåé ñ åãî çàäíåé êðîìêè âèõðåâîé ïåëåíû. Âèõðåâîé ñëîé íà òåëå 
ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé âèõðåâûõ ðàìîê â ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ 3D çàäà÷è èëè 
ïàíåëüíûìè èñòî÷íèêàìè äëÿ 2D çàäà÷è. Ïåëåíà ñâîáîäíûõ âèõðåé çà òåëîì 
çàìûêàåòñÿ íà âûõîäíîé êðîìêå. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ 
â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè ñ ó÷åòîì ïðåäûñòîðèè äâèæåíèÿ.  

 
Äàëüíåéøåå ñîâåðøåíñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ è ýêñïëóàòàöèîííûõ 

õàðàêòåðèñòèê ëîïàñòíûõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèí âîçìîæíî òîëüêî â 
ðåçóëüòàòå òåîðåòè÷åñêèõ è îïûòíûõ èññëåäîâàíèé, ñîçäàþùèõ 
ïðåäïîñûëêè äëÿ îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà è ïðîåêòèðîâàíèÿ. 

Îäíèì èç íàèáîëåå ñëîæíûõ è ìàëî ðàçðàáîòàííûõ ðàçäåëîâ òåîðèè 
îáòåêàíèÿ ëîïàñòíûõ ñèñòåì ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèí ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò 
îáòåêàíèÿ òåë, èìåþùèõ íåîñòðóþ âûõîäíóþ êðîìêó èëè èçëîìû 
êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå íàçûâàþò ïëîõîîáòåêàåìûìè. Êàê 
ïðàâèëî, òå÷åíèå ïðè ýòîì íîñèò íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð, è ïîýòîìó 
ðåøàòü òàêèå çàäà÷è íóæíî â ïîëíîé íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷ îá îáòåêàíèè 
ïëîõîîáòåêàåìûõ òåë, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ 
îñîáåííîñòåé. 

 
1 ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÏÐßÌÎÉ ÇÀÄÀ×È 

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 
èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä 
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, êîòîðûé â àýðîäèíàìèêå øêîëîé 
Ñ.Ì.Áåëîöåðêîâñêîãî íàçûâàþò ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé, à â ñòðàíàõ 
äàëüíåãî çàðóáåæüÿ ïàíåëüíûìè ìåòîäàìè. Ýòîò ìåòîä ìîæíî 
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, 
ðåøåíèå êîòîðîãî ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ îäíîãî èç òèïîâ 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü â 
çàâèñèìîñòè îò âèäà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé îñîáåííîñòè è òèïà êðàåâûõ 
óñëîâèé íà ãðàíèöå. Ìíîãîîáðàçèå âûáîðà òèïà óðàâíåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ 
òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî óðàâíåíèå Ëàïëàñà îòíîñèòñÿ ê êëàññó 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, îáùåå ðåøåíèå 
êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ìíîãèì ôóíêöèÿì è ïîýòîìó ïðè âûáîðå íóæíîé 
ðóêîâîäñòâóþòñÿ ïðèíöèïîì ïðàêòè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè. Ìåòîä 
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé è åìó ïîäîáíûå ðàññìàòðèâàþò êàê 
÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ äâóõìåðíûõ èëè îäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè íåñóùåé ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî èëè 
âòîðîãî ðîäà. Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå, 
ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåë êàê ïðè 
áåçîòðûâíîì, òàê è ïðè îòðûâíîì îáòåêàíèè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà 
ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ è ñîâåðøåíñòâîâàíèþ äàííîãî ìåòîäà 
ïðèìåíèòåëüíî ê íàñîñàì öåíòðîáåæíîãî òèïà. Ñóùåñòâî ïðåäëàãàåìîé 
ìîäèôèêàöèè ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè çàìêíóòûõ âèõðåâûõ ðàìîê äëÿ 
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ìîäåëèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ âèõðåâûõ ïîâåðõíîñòåé â 
ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå, à â ñëó÷àå äâóõìåðíûõ çàäà÷ îáòåêàåìàÿ 
ïîâåðõíîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé ïàíåëüíûõ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ. Äëÿ 
âûïîëíåíèÿ ïîñòóëàòà ×àïëûãèíà-Æóêîâñêîãî ââîäèòñÿ âèõðåâîé êîíòóð 
äèñêðåòíûõ âèõðåé, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 
ïîñòóëàòà.  

Ïðåäëàãàåìûé ïðèåì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà ïëîñêîé 
ïðÿìîé çàäà÷è [1] îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå [4] òåì, ÷òî 
íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî êîíòóðó ïðîôèëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ 
îñîáåííîñòü íà ýëåìåíòàðíîì ó÷àñòêå S∆  ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à íå 
äèñêðåòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèè ïðîåêöèé ñêîðîñòåé íà îñè 
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îò îòðåçêà îñîáåííîñòåé èíòåãðàëû 
âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Ýòîò ïðèåì ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò òî÷íîñòü 
ðåøåíèÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ ïðè îäèíàêîâîì êîëè÷åñòâå ðàñ÷åòíûõ òî÷åê è 
ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðè çíà÷èòåëüíî 
ìåíüøåì èõ êîëè÷åñòâå. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíûì ïðè ðåøåíèè 
çàäà÷è îáòåêàíèÿ ñèñòåìû ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ ïðîôèëåé, êîãäà 
êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ òî÷åê ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ òûñÿ÷.  

Â ìåòîäå äèñêðåòíûõ âèõðåé ãëàäêèé âèõðåâîé ñëîé, êîòîðûì 
ìîäåëèðóåòñÿ îáòåêàåìàÿ ïîâåðõíîñòü S, ïðåäñòàâëÿåòñÿ èëè 
ïîäêîâîîáðàçíûìè âèõðÿìè, èëè âèõðåâûìè îòðåçêàìè. Óäîâëåòâîðÿÿ 
óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå òî÷åê îáòåêàåìîé 
ïîâåðõíîñòè, ðåøåíèå äâóõìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé öèðêóëÿöèè ñâîäÿò ê ñèñòåìå 
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ 
èíòåíñèâíîñòåé. 

Èçâåñòíî, ÷òî âèõðåâîé îòðåçîê â îòäåëüíîñòè íå èìååò ïîòåíöèàëà. 
Ïîýòîìó â ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ââîäÿò ñîãëàñóþùèå 
óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè è 
ïîòåíöèàëüíîñòü òå÷åíèÿ. 

Â ðàáîòå â êà÷åñòâå äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé èñïîëüçóþòñÿ çàìêíóòûå 
âèõðåâûå ðàìêè. Äëÿ íèõ óñòàíîâëåíà àïïðîêñèìèðóåìîñòü íîðìàëüíîé 
ê S ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè, èíäóöèðîâàííîé â ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ 
ïîâåðõíîñòè, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè S, ãëàäêèì âèõðåâûì ñëîåì, 
ñîâîêóïíîñòüþ çàìêíóòûõ âèõðåâûõ ðàìîê, è ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà 
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà èìååò 
îáðàòíóþ [7]. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé òðåõìåðíîé çàäà÷è áóäåì 
àïïðîêñèìèðîâàòü íåïðåðûâíûé âèõðåâîé ñëîé íà îáòåêàåìîé 
ïîâåðõíîñòè çàìêíóòûìè âèõðåâûìè ðàìêàìè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 
äâóõìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ. 

 
2 ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Ïóñòü â ïðîòî÷íîé ÷àñòè ðàáî÷åãî êîëåñà òå÷åò íåâÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ 
æèäêîñòü ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ . Ïîëîæåíèå òî÷åê îáòåêàåìîé 

ïîâåðõíîñòè S â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Îxyz (ðèñ.1) îïðåäåëÿåòñÿ 
óðàâíåíèåì 

( , , , ) 0F x y z τ = ,     (2.1) 

ãäå τ - âðåìÿ. 
Òàê êàê â ýëåìåíòàõ ðàáî÷åãî êîëåñà îáòåêàíèå öèðêóëÿöèîííîå, 

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ âûõîäíûõ êðîìîê ëîïàòîê ñõîäèò âèõðåâàÿ ïåëåíà 
( , , , )x y zσ τ  ñâîáîäíûõ âèõðåé, óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü ïî òðàåêòîðèè 

ëèíèé òîêà [5]. Ëèíèþ L ñõîäà âèõðåâîé ïåëåíû   ïî òðàåêòîðèè ëèíèé 
òîêà ñ ïîâåðõíîñòè S ïîëàãàåì èçâåñòíîé. 
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Ïîëå ñêîðîñòåé ( , )V r τ
r

 âíå S è ( ( , , )r r x y zσ =
r

) ñ÷èòàåòñÿ 

ïîòåíöèàëüíûì. Îáîçíà÷èâ ( , )rϕ τ
r

 ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, çàïèøåì 

( , ) ( , )V r rτ ϕ τ= ∇
r r r

,    (2.2) 

ãäå ∇  - îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà. 
 

Ðèñóíîê1 – Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè 
 

Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè 0divV =
r

 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë 
ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò 
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà [5,6]: 

( , ) 0rϕ τ∆ =
r

,   r S σ∉ ∪
r

,    (2.3) 

ãäå ∆  - ëàïëàñèàí. 
Òîãäà ïîëå äàâëåíèé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ 

èíòåãðàëîì Êîøè - Ëàãðàíæà äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ýéëåðà [5] 

2( , ) 1
( , ) ( ) ( ( , ))

2

r
P r f V r

∂ϕ ττ τ ρ τ
∂τ

= − +
rr r

  (2.4) 

(ìàññîâûìè ñèëàìè ïðåíåáðåãàåì). Ôóíêöèÿ ( )f τ  îïðåäåëÿåòñÿ èç 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàê, ïîëàãàÿ âîçìóùåíèå 
óáûâàþùèìè ïðè áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò S è σ 

( , ) 0rϕ τ →
r

,  ( , ) 0rϕ τ∇ →
r

,   (2.5) 

à äàâëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ( )P P∞= , ïîëó÷àåì 

2( , ) 1
( , ) ( ( , ))

2

r
P r P V r

∂ϕ ττ ρ τ
∂τ∞= − +
rr r

.  (2.6) 

Èñêîìîå âîçäåéñòâèå æèäêîñòè íà îáòåêàåìîå òåëî îïðåäåëÿåòñÿ 
èíòåãðèðîâàíèåì äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè S: 
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( , ) ( , )s s

S

R P r n r dSτ τ= − ⋅∫
r r r r

.   (2.7) 

Çäåñü ( , )sn r τ
r r

 - îðò âíåøíåé íîðìàëè ê S. 

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñîñòîèò â îòûñêàíèè 
ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé ( , )rϕ τ

r
, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (2.3) 

è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 

1)  íà S - óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ 

( , )
* ( , ) ( , )s s

r
W r n r

n
∂ϕ τ

τ τ
∂

= ⋅
r r r r r

,   (2.8) 

ãäå * ( , )sW r τ
r r

 - ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè S; 

2)  íà áåñêîíå÷íîñòè - óñëîâèþ óáûâàíèÿ âîçìóùåíèé (2.5); 
3)  íà çàäàííûõ ó÷àñòêàõ êðîìêè ïîâåðõíîñòè S - óñëîâèþ ×àïëûãèíà-

Æóêîâñêîãî; 
4) íà ñâîáîäíîé ïåëåíå σ  - êèíåìàòè÷åñêîìó óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè 

òå÷åíèé è óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ ïåðåïàäà äàâëåíèé. 
 

3 ÎÁÙÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÀÑ×ÅÒÀ 
 
Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå ïëîõîîáòåêàåìîãî òåëà â âèäå ñå÷åíèÿ ëîïàòêè 

ðàáî÷åãî êîëåñà öåíòðîáåæíîãî íàñîñà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ .2 â ñèñòåìå 
êîîðäèíàò, îñü OX êîòîðîé ñîâìåùåíà ñ õîðäîé ïðîôèëÿ.  

 
Ðèñóíîê 2 – Ïðîôèëü ëîïàòêè öåíòðîáåæíîãî íàñîñà 

 
Íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó îá îáòåêàíèè ëîïàòêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 

êàê äâóõìåðíóþ èëè òðåõìåðíóþ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ 
îñîáåííîñòåé. Â íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå ïðè áåçîòðûâíîì îáòåêàíèè 
ñõîä âèõðåâûõ ïåëåí äîïóñêàåòñÿ òîëüêî ñ óãëîâûõ òî÷åê À è Â. Êîíòóð 
ïðîôèëÿ â 2D çàäà÷å ìîäåëèðóåòñÿ äèñêðåòíûìè âèõðÿìè èëè êàê â [1] 
ïàíåëüíûìè èñòî÷íèêàìè è âèõðÿìè, à â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå 
çàìêíóòûìè âèõðåâûìè ðàìêàìè [2]. 

Äèñêðåòíûé ñâîáîäíûé âèõðü, ñõîäÿùèé â äàííûé ìîìåíò ñ óãëîâûõ 
òî÷åê À è Â è äâèæóùèéñÿ â ïîòîêå ñ ïîñòîÿííîé öèðêóëÿöèåé, 
ðàñïîëàãàåòñÿ íà êðîìêå, à íå ñäâèãàåòñÿ ñ êðîìêè, êàê ýòî äåëàëîñü 
òðàäèöèîííî ðàíåå. Òàêîå ìîäåëèðîâàíèå îñíîâàíî íà ãèïîòåçå 
×àïëûãèíà-Æóêîâñêîãî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé – ïðèñîåäèíåííûé 
âèõðåâîé ñëîé ïðè ïîäõîäå ê óãëîâîé òî÷êå, ñ êîòîðîé ñõîäèò ïåëåíà, 
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòà ãèïîòåçà áûëà âûñêàçàíà äàâíî, à äîêàçàíà â [3] 
ìàòåìàòè÷åñêè äëÿ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ ýòè 
ðåçóëüòàòû, äèñêðåòíûå âèõðè, ðàñïîëîæåííûå â óãëàõ,  áóäåì ñ÷èòàòü 
ñâîáîäíûìè. Åñëè æå òåëî ãëàäêîå è ìåñòà îòðûâà ôèêñèðîâàòü íå 
óäàåòñÿ, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä [4], ñîãëàñíî êîòîðîìó ñõåìà èäåàëüíîãî 
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òå÷åíèÿ äîïîëíÿåòñÿ ìîäåëüþ íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â 
ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü òåëà òàêæå ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé äèñêðåòíûõ 
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé – âèõðåé Γ , à ñâîáîäíûå âèõðè δ  
áóäóò ñõîäèòü â ïîòîê â òåõ ñå÷åíèÿõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå ïðîèñõîäèò 
îòðûâ. Óðàâíåíèå íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èíòåãðèðóåòñÿ 
÷èñëåííî. Öèðêóëÿöèè ïåðâûõ ñâîáîäíûõ âèõðåé ðàâíû êîëè÷åñòâó 
çàâèõðåííîñòè, ïîïàäàþùåé â îáëàñòü íåâÿçêîãî òå÷åíèÿ èç ïîãðàíè÷íîãî 
ñëîÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷åíèÿõ, à èõ ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî 
ñðåäíèì ñêîðîñòÿì â ýòèõ ñå÷åíèÿõ. Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå òå÷åíèå âíå òåëà 
ïðèíèìàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, à çàäà÷à îáòåêàíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ 
ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âíå òåëà è 
óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ ïîâåðõíîñòè òåëà â ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ. 

Â îáùåì ñëó÷àå îáòåêàíèå òâåðäîãî òåëà ñ ïîñòóïàòåëüíîé ñêîðîñòüþ 

V∞

r
 è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω

r
 â áåçãðàíè÷íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè 

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà 

0W n W n
n
φ ∗∂⋅ = = ⋅ =

∂

uur uurr r
,   (3.1) 

ãäå  

W i j k
x y z
φ φ φ∂ ∂ ∂= + +

∂ ∂ ∂

uur
, [ ]W V rω

∗
∞= + ×

uur r r r
, cos cos cosn i nx j ny k nz= + +

r
. 

Çäåñü φ - ïîòåíöèàë âîçìóùåííûõ ñêîðîñòåé; W
uur

 - âîçìóùåííàÿ 

ñêîðîñòü; W∗
r

- íåâîçìóùåííàÿ ñêîðîñòü; n
r
- åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü 

ê ïîâåðõíîñòè òåëà; r
r
 - ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ 

óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ; , ,i j k - îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé. 

Åñëè îáòåêàåìîå òåëî êîíå÷íîé òîëùèíû ñ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S  
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 

( ), , 0F x y z = ,    (3.2) 

òîãäà âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè (2) îðò íîðìàëè îïðåäåëÿåòñÿ 
óðàâíåíèåì 

 
2 2 2

x y z

x y z

F i F j F k
n gradF

F F F

′ ′ ′⋅ + ⋅ + ⋅
= =

′ ′ ′+ +

r
.   (3.3) 

Âûïîëíÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ â ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ iT  

(ðèñ.3) è òåîðåìó Òîìñîíà î ñîõðàíåíèè öèðêóëÿöèè ïî çàìêíóòîìó 
êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó òåëî è åãî ñëåä, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé 

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ öèðêóëÿöèé r
µΓ , 1,2,..., âNµ = - êîëè÷åñòâî 

äèñêðåòíûõ âèõðåé íà êîíòóðå, 1,2,..., ,r R R= - êîíå÷íûé øàã ïî 
âðåìåíè. 

Çàäà÷ó ðåøàåì êàê  íåñòàöèîíàðíóþ. Â òðåõìåðíîé çàäà÷å âñþ 
ïîâåðõíîñòü S  ðàçîáüåì çàìêíóòûìè ãëàäêèìè êîíòóðàìè iL  íà n 

îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé iS∆ â îáùåì ñëó÷àå ñ íåîäèíàêîâîé 

øèðèíîé ïàíåëåé. Â êàæäîé èç îáëàñòåé iS∆  âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå iT  
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ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì  i i i ir x i y j zk= + +
r

 è îðòîì íîðìàëè â íåé in
r

. Êîíòóðû 

iL  áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòûìè âèõðåâûìè íèòÿìè, öèðêóëÿöèè êîòîðûõ 

iΓ  ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. 

 
 

Ðèñóíîê 3 
 
Çà ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ îáõîäà iL  è öèðêóëÿöèè iΓ  ïðèìåì 

óêàçàííûå íà ðèñ. 3. 
Âîçìóùåííîå ïîëå ñêîðîñòåé îò îïèñàííîé ñèñòåìû n  âèõðåâûõ 

êîíòóðîâ iL  ñ öèðêóëÿöèÿìè iΓ  îïðåäåëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì 

( ) ( )
1

1

4

n

j j
j

V r W r
π =

= Γ∑
r rr r

,   (3.4) 

ãäå jW  - âåêòîð áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòåé îò âèõðåâûõ îòðåçêîâ êîíòóðà 

jL , êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [5,6]. 

( ) ( ) ( )
3 3

i i

j

L S

r dl n r
W r grad dS

r r

ρ ρρ ρ

ρ ρ

− × −
= = −

− −∫ ∫
rr r r r rr r

r r r vÑ .  (3.5) 

Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ (ïî êîíòóðó iL ) ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ çàêîíà Áèî-

Ñàâàðà, à âòîðîé (ïî iS ) îïðåäåëÿåò òîæäåñòâåííî ðàâíîå ïîëå ñêîðîñòåé 
îò ñëîÿ äèïîëåé ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè, ðàñïðåäåëåííûõ ïî 
ïîâåðõíîñòè iS . Íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùåííîé ñêîðîñòè â 

ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè S  çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( ) ( )
1 1

1 1

4 4

n n

jn i j i i j ij
j j

V r n W r W
π π= =

= Γ = Γ∑ ∑ ,   (3.6) 

ãäå  
( ) ( )

3 3
i i i

ij i
i iL S

n r dl n r
W n grad dS

r r

ρ ρρ ρ

ρ ρ

− × −
= = −

− −∫ ∫
rr r r r r r

r
r r r rÑ  ,        (3.7) 
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}{ ijW W= , 1,i n= , 1,j n= ,   (3.8) 

Êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç 
èíòåãðàë Êîøè – Ëàãðàíæà 

21 2SW ϕΡ
τ

+∂= − −
∂

.    (3.9) 

Â ôîðìóëå (3.9) SW  – áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü íà ïîâåðõíîñòè òåëà;  

ϕ+  – áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë; 
V t

b
τ ∞ ⋅

=  – áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ( t –âðåìÿ; 

b  – õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð). 
Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Γ – âåêòîð-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ öèðêóëÿöèé,  

à Â – âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé, ïîëó÷àåì, â ìàòðè÷íîé çàïèñè 
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ öèðêóëÿöèé â ñëó÷àå 
íåñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ 

S SW B Wσ σΓ Γ= − ,    (3.10) 

Çäåñü W σ - ñêîðîñòü íà ïîâåðõíîñòè òåëà îò ñâîáîäíûõ âèõðåé. 
Ðàâåíñòâî (3.10) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ öèðêóëÿöèé SΓ . 

Ïðè îòðûâíîì îáòåêàíèè òåëåñíîãî ïðîôèëÿ â ïåðâûé ðàñ÷åòíûé 
ìîìåíò âðåìåíè äèñêðåòíûå âèõðè ðàñïîëàãàþòñÿ òîëüêî íà êîíòóðå. Âñå 
âèõðè, çà èñêëþ÷åíèåì óãëîâûõ â òî÷êàõ À è Â, ïðåäñòàâëÿþò 
ñóììàðíûé âèõðåâîé ñëîé â òî÷êàõ êîíòóðà. 

Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ñâîáîäíûå âèõðè ñäâèãàþòñÿ â ïîòîê ïî 
ìåñòíîé ñêîðîñòè V íà âåêòîð V τ∆  ( τ∆ -ðàñ÷åòíûé øàã ïî âðåìåíè) áåç 
èçìåíåíèÿ ñâîåé öèðêóëÿöèè, òàê êàê ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ èäåàëüíîé. Âî 
âòîðîé ðàñ÷åòíûé ìîìåíò áóäåì èìåòü äèñêðåòíûå âèõðè íåèçâåñòíîé 
öèðêóëÿöèè, íàõîäÿùèåñÿ íà êîíòóðå, è ïî îäíîìó ñâîáîäíîìó âèõðþ 
èçâåñòíîé öèðêóëÿöèè îêîëî êàæäîãî óãëà. Â äàëüíåéøåì ñâîáîäíûå 
âèõðè äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ÷àñòèö, ñ êîòîðûìè îíè ñîâïàäàþò. 
Âûïîëíÿÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ  â ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ, íàéäåì 
íåèçâåñòíûå öèðêóëÿöèè, ðåøàÿ ñëåäóþùèå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå 
óðàâíåíèÿ äëÿ  R-ãî  ðàñ÷åòíîãî ìîìåíòà: 

4 1

0 , , ,
1 1 1

2
p r

ir i R i
k k m R S S m m

k R S

W W fγ δ π
−

Π
= = =

+ Γ = − +∑ ∑∑ , 1,...,m p= , (3.11) 

  
4 1

,
1 1 1

p r
ir
k R S

k R S

δ
−

= = =

Γ =∑ ∑∑ . 

 
Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (3.11) ïîëó÷åíî èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ 

òåîðåìû Òîìñîíà î ïîñòîÿíñòâå öèðêóëÿöèè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, 
îõâàòûâàþùåìó òåëî è ñëåä.  

Â (3.11) ÎÏγ  – ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ïåðåìåííàÿ; ir
kΓ  – èíòåíñèâíîñòü 

çàìêíóòîé âèõðåâîé ðàìêè; kmW  – ñêîðîñòü, èíäóöèðîâàííàÿ â òî÷êå Ì 

âèõðåâîé ðàìêîé, åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ïîìåùåííîé â òî÷êå Ì, i
mf – 
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çíà÷åíèå ôóíêöèè if  â òî÷êå Ì; p  – êîëè÷åñòâî âèõðåâûõ ðàìîê; δ  – 

èíòåíñèâíîñòü ñâîáîäíîãî âèõðÿ. 
Ðàñïîëîæåíèå äèñêðåòíûõ âèõðåé â ñëåäóþùèé ðàñ÷åòíûé ìîìåíò 

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì: 
 

, 1 ,R r R r xx x tν+ = + ∆ , 

, 1 ,R r R r yy x tν+ = + ∆ .                            (3.12) 

 
 

4 ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ ÄËß 
ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÒÅË 

Åñëè ïîâåðõíîñòü òåëà S çàìêíóòà è ðàçáèâàåòñÿ íà n  çàìêíóòûõ 
âèõðåâûõ ÿ÷ååê, âíóòðè áåðåòñÿ ïî îäíîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå è ñîñòàâëÿåòñÿ 
ñèñòåìà n  óðàâíåíèé ñ n  íåèçâåñòíûìè, òî ìàòðèöà (3.11) ÿâëÿåòñÿ 
âûðîæäåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå  ðåøàòü çàäà÷è ïðîñòðàíñòâåííîãî 
îáòåêàíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ òåë ïîìîãàåò ââåäåíèå ðåãóëÿðèçèðóþùåé 
ïåðåìåííîé, àíàëîãè÷íîé ïðåäëîæåííîé ðàíåå È.Ê.Ëèôàíîâûì äëÿ 
ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ îáòåêàíèÿ çàìêíóòûõ ïðîôèëåé [8].  

Ñóòü ýòîãî ïðè¸ìà â òàêèõ çàäà÷àõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. 
Ïðîèçâîëüíî îäèí èç êîíòóðîâ, íàïðèìåð, n-é  âûáðàñûâàåòñÿ èç 

ðàññìîòðåíèÿ, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ðàñ÷åòíàÿ òî÷êà ñîõðàíÿåòñÿ. 
Âåëè÷èíà nΓ  ïåðåñòàåò áûòü öèðêóëÿöèåé êîíòóðà nL  è ñòàíîâèòñÿ 
ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé, èìåþùåé ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû 
ïðîòåêàíèÿ (îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ êîíòðîëüíûõ òî÷åê iT ). Ñîñòàâëÿåòñÿ 

ìàòðèöà, ïîñëåäíèé ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòàâëåí èç åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. 
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à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ijW  ( 1,i n= , 1, 1j n= − ) îïðåäåëÿþòñÿ 

ôîðìóëàìè (3.7) è âìåñòî ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.10) ðåøàåòñÿ ñèñòåìà  

W = f% Γ .    (4.2) 

Äâîðàêîì À.Â. [7] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà W% íåâûðîæäåíà. ×òîáû 
óáåäèòüñÿ â ýòîì, â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî ëèøü ïðîâåðèòü 
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà çíàêîâ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû: 

 

0ijW > ,  ( ι = j), 0ijW < , ( ), 1,i j n= , ( )i j≠ .  (4.3) 

 
Îòìåòèì, ÷òî öèðêóëÿöèÿ çàìêíóòîãî âèõðåâîãî êîíòóðà èìååò 

ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñêà÷êà ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, 
"íàòÿíóòóþ" íà ýòîò êîíòóð. Òàêèì îáðàçîì, âûáðîñèâ èç ðàññìîòðåíèÿ 
êîíòóð nL , ìû òåì ñàìûì ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç S  â 

òî÷êå nT  ïîòåíöèàë íå òåðïèò ðàçðûâ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âïîëíå 
çàêîííî, ïîñêîëüêó â çàäà÷å Íåéìàíà ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ 
äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çàäàííûé 
èíòåãðàë îò ñêà÷êà ïîòåíöèàëà ïî ïîâåðõíîñòè S â äèñêðåòíîì âèäå äàåò 
äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå 
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1
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S i f +
=

Γ =∑ ,    (4.4) 

 
êîòîðîå âìåñòå ñ (3.10) ïðèâîäèò ê ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. 
Â (4.4) ( )S i îáîçíà÷åíà ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ iS . 
Ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà (3.10), (4.4) ðåøàåòñÿ ñ ââåäåíèåì 
ðåãóëÿðèçèðóþùåé ïåðåìåííîé, à èìåííî, ðåøàåòñÿ ñèñòåìà 1n +  
óðàâíåíèé ñ 1n +  íåèçâåñòíûìè 

 

1nW f+ Γ =       (4.5) 
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Ìàòðèöà (4.6) íå âûðîæäåíà.  
 
 

5 ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÀ 
Â ðàáîòå [9] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîëÿ ñêîðîñòåé â ïðîòî÷íîé 

÷àñòè öåíòðîáåæíîãî íàñîñà è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë íà ýëåìåíòàõ 
ïðîòî÷íîé ÷àñòè ïî èçëîæåííîìó â ðàáîòå àëãîðèòìó, è óêàçàíû 
îñíîâíûå ðàçìåðû è ðàñ÷åòíûå ðåæèìû. 

Íà ðèñ.4 ïðèâåäåí ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ïî 
êîíòóðó ïðîôèëÿ ñðåäèííîãî ñå÷åíèÿ ëîïàòêè ðàáî÷åãî êîëåñà 
öåíòðîáåæíîãî íàñîñà â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè ïî èçëîæåííîìó ìåòîäó 
äëÿ ñëó÷àÿ îáòåêàíèÿ å¸ òðåõìåðíûì ïîòîêîì. 

 
 

Ðèñóíîê 4 
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SUMMARY 

This article considers solution of non-stationary flow of bodies, having sharp egress edge. 
Proposed solution uses method of hydrodynamic features, dispensed over surface of body. 
Modeling of vortex trace separation, that follows body, in case of bigger angle of attack, is taken 
into consideration. 
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