
Державний вищий навчальний заклад
“Українська академія банківської справи

Національного банку України”
Кафедра вищої математики та інформатики

В.М. Долгіх, Т.І. Малютіна

ВИЩА МАТЕМАТИКА ДЛЯ ЕКОНОМІСТІВ

Частина 1
Алгебра та математичний аналіз

Навчальний посібник для самостійного вивчення дисципліни

У 2 частинах

Для студентів економічних спеціальностей
вищих навчальних закладів

Суми
ДВНЗ “УАБС НБУ”

2009



УДК 512.64:514.124](075.8)
Д64

Рекомендовано до видання вченою радою Державного вищого
навчального закладу “Українська академія банківської справи
Національного банку України”, протокол № 4 від 26.12.2008.

Рецензенти:
кандидат технічних наук, доцент

В.В. Яценко;
доктор фізико-математичних наук,

професор кафедри математичного моделювання
Львівського національного університету ім. І. Франка

М.В. Заболоцький

Відповідальний за випуск
кандидат технічних наук, доцент

В.В. Яценко

Долгіх, В. М.
Вища математика для економістів. Ч. 1. Алгебра та математичний

аналіз [Текст] : навч. посібник для самостійного вивчення дисципліни :
у 2 ч. / В. М. Долгіх, Т. І. Малютіна ; Державний вищий навчальний
заклад “Українська академія банківської справи Національного банку
України”. - Суми : ДВНЗ “УАБС НБУ”, 2009. - 97 с.

Навчальний посібник для самостійної роботи є складовою частиною
комплексу навчальних посібників з курсу вищої математики для економістів.
Перша частина посібника містить: навчальну програму курсу математики для
економістів, індивідуальні завдання з алгебри та математичного аналізу, мето-
дичні рекомендації щодо вивчення теоретичного матеріалу, а також виконання та
оформлення індивідуальних завдань, посилання на літературу.

Призначений для студентів економічних спеціальностей вищих навчальних
закладів.

УДК 512.64:514.124](075.8)

© Долгіх В.М., Малютіна Т.І., 2009
© ДВНЗ “Українська академія банківської справи

Національного банку України”, 2009

Д64



ЗМІСТ
ВСТУП ........................................................................................................4
НАВЧАЛЬНА ПРОГРАМА КУРСУ................................................................6
1. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ ТА АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ.............12

1.1. Матриці й визначники .......................................................................... 12
1.2. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь ................................................ 15
1.3. Елементи векторної алгебри ................................................................. 20
1.4. Аналітична геометрія на площині ......................................................... 23
1.5. Аналітична геометрія у просторі........................................................... 26

2. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ ..............................................28
2.1. Границя функції ................................................................................... 28
2.2. Неперервність функції .......................................................................... 38

3. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ ..................41
3.1. Похідна функції.................................................................................... 41
3.2. Правило Лопіталя ................................................................................. 49

4. ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ
ФУНКЦІЙ І ПОБУДОВИ ГРАФІКІВ ........................................................52

5. НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ ..................................................................55
6. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ.......................................................................62

6.1. Застосування визначеного інтеграла
для розв’язування задач геометрії.............................................................. 62

7. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ..........................................................................66
8. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ .............................................................69
9. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ...............................................................73

9.1. Диференціальні рівняння першого порядку........................................... 73
9.2. Диференціальні рівняння другого та вищих порядків.

Системи звичайних диференціальних рівнянь ....................................... 75
9.2.1. Диференціальні рівняння другого порядку,

що допускають зниження порядку ............................................... 75
9.2.2. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку........................ 76
9.2.3. Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків......................... 79
9.2.4. Системи звичайних диференціальних рівнянь .............................. 80

10. ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ..................................................82
10.1. Числові ряди....................................................................................... 82

10.1.1. Ряди з невід’ємними членами..................................................... 82
10.1.2. Знакопочережні ряди ................................................................. 86

10.2. Степеневі ряди.................................................................................... 87
11. КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ .............................................................................93
СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ ..............................................................................96



ДВНЗ “Українська академія банківської справи НБУ”
4

ВСТУП
Вища математика має важливе значення як під час навчання у

вищому навчальному закладі, так і для подальшої діяльності спеціалі-
ста. Вона необхідна для успішного засвоєння багатьох спеціальних
дисциплін: мікро- й макроекономіки, розміщення виробничих сил,
маркетингу, теорії прогнозування, економетрики, економічного й фі-
нансового ризику. Дослідження багатьох процесів у промисловій тех-
нології й економіці пов’язане з розробкою математичної моделі даного
явища. Для успішного дослідження математичних моделей у процесах
економіки й планування майбутній спеціаліст повинен дотримуватися
певної математичної культури.

Важливим фактором засвоєння математичних методів є само-
стійна робота студентів (СРС), яка включає такі етапи:

· вивчення теоретичного матеріалу за підручниками;
· відповіді на питання для самоперевірки;
· аналіз розв’язаних задач (вправ);
· виконання індивідуальних домашніх завдань (ІЗ) за кожним розді-

лом курсу.
Результативність СРС забезпечується системою контролю, яка

складається з опитування студентів за змістом лекцій, перевірки вико-
нання поточних завдань, контрольних робіт, захисту ІЗ, теоретичних
колоквіумів.

Опитування за змістом лекцій і перевірка виконання поточних
завдань проводиться на кожному практичному занятті.

Даний посібник для СРС є доповненням навчальних посібників
[7-9] і практикумів [10-12] і містить навчальну програму курсу мате-
матики для економістів і ІЗ за такими розділами:
1. Елементи лінійної алгебри та аналітичної геометрії.
2. Вступ до математичного аналізу.
3. Диференціальне числення функції однієї змінної.
4. Застосування похідної для дослідження функцій і побудови графіків.
5. Невизначений інтеграл.
6. Визначений інтеграл.
7. Невласні інтеграли.
8. Функції багатьох змінних.
9. Диференціальні рівняння.

10. Числові й функціональні ряди.
11. Кратні інтеграли.
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На початку кожного ІЗ наводяться посилання на список літератури,
з яким повинний ознайомитися студент перед розв’язуванням задач.

Кожне ІЗ містить 30 варіантів завдань за декількома темами. Для ІЗ
прийнята нумерація за розділами (1-ше число – номер розділу, 2-ге –
номер підрозділу).

Вимоги до оформлення ІЗ:
1. ІЗ виконується в окремому зошиті (у клітинку), на обкладинці яко-

го вказуються прізвище й ініціали студента, шифр групи, номер ва-
ріанта (визначає викладач).

2. Задачі розміщуються в порядку номерів, зазначених у завданнях.
3. Перед розв’язуванням кожної задачі треба повністю переписати її

умову.
4. Розв’язання задач необхідно подавати детально, акуратно, без ско-

рочень слів, супроводжувати поясненнями, з наведенням необхід-
них формул і посилань на відповідні питання теорії.

5. Розв’язування кожної задачі повинне доводитися до відповіді, яку
(по можливості) слід перевірити.

6. Розв’язування геометричних задач повинне супроводжуватися ри-
сунками, виконаними акуратно.

7. ІЗ повинне виконуватися самостійно, в іншому разі робота не буде
зарахована.

8. Студент зобов’язаний виправити усі відзначені викладачем помил-
ки і недоліки та подати роботу на повторну перевірку.

Якщо в процесі роботи над вивченням теоретичного матеріалу чи
при розв’язуванні задач у студента виникнуть питання, вирішити які
самостійно не вдається, то він може звернутися до викладача за кон-
сультацією.

Контроль за виконанням ІЗ проводиться в 2 етапи:
1) попередня перевірка правильності розв’язування задач;
2) захист ІЗ (усно чи письмово).
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НАВЧАЛЬНА ПРОГРАМА КУРСУ
І СЕМЕСТР

Елементи лінійної алгебри та аналітичної геометрії
Матриці. Дії над матрицями.
Визначники квадратної матриці, їх властивості, обчислення.
Обернена матриця. Ранг матриці. Теорема про базисний мінор.
Системи лінійних алгебраїчних рівнянь, методи їх розв’язку.
Однорідні системи.
Вектори. Лінійні операції над векторами. Лінійний векторний прос-

тір. Лінійно залежні й лінійно незалежні системи векторів. Базис і розмі-
рність простору. Розклад вектора за базисними векторами. Координати
вектора. Лінійні операції над векторами в координатній формі. Поділ
відрізка в даному відношенні.

Скалярний добуток векторів. Векторний і мішаний добутки векто-
рів, їх основні властивості, обчислення. Умови колінеарності та ком-
планарності векторів.

Пряма лінія на площині.
Криві другого порядку, їх канонічні рівняння.
Система координат у просторі. Площина в просторі. Пряма лінія

в просторі. Змішані задачі на пряму й площину у просторі.

Вступ до математичного аналізу
Сталі й змінні величини. Функція, властивості функцій.
Числова послідовність. Границя послідовності. Основні теореми

про границі послідовності.
Границя функції на нескінченності і в точці. Однобічні границі.

Нескінченно малі та нескінченно великі функції, їх властивості. Порі-
вняння нескінченно малих функцій. Основні теореми про границі.

Визначні границі. Невизначеності.
Неперервність функції в точці та на відрізку.

Диференціальне числення функції однієї змінної
Поняття похідної. Правила диференціювання. Похідні елемента-

рних функцій.
Похідна складної та оберненої функцій. Логарифмічне диферен-

ціювання. Похідна неявно заданої функції. Похідні вищих порядків.
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Диференціал функції, інваріантність форми диференціала. Засто-
сування диференціала для наближених обчислень. Диференціали ви-
щих порядків.

Основні теореми диференціального числення (теореми Ферма,
Ролля, Лагранжа, Коші). Правило Лопіталя для розкриття невизначе-
ностей.

Застосування похідної для дослідження функцій
і побудови графіків

Умови зростання й спадання функції. Локальні екстремуми фун-
кції, точки екстремуму. Необхідна й достатня умови існування екст-
ремуму функції. Схема дослідження функції на екстремум.

Опуклість та вгнутість кривої. Точки перегину. Достатня ознака
існування точки перегину. Асимптоти графіка функції.

Загальна схема дослідження функції та побудови її графіка.

Невизначений інтеграл
Первісна. Невизначений інтеграл та його властивості. Таблиця

основних інтегралів.
Метод безпосереднього інтегрування.
Методи підстановки й інтегрування частинами.
Інтегрування функцій, що містять квадратний тричлен. Інтегру-

вання раціональних дробів.
Інтегрування тригонометричних функцій.
Інтегрування деяких ірраціональних функцій.
Приклади інтегралів, “що не беруться”.

Визначений інтеграл
Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла. Визначе-

ний інтеграл як границя інтегральної суми. Геометричний зміст ви-
значеного інтеграла. Властивості визначеного інтеграла. Теорема про
середнє значення визначеного інтеграла.

Визначений інтеграл зі змінною верхньою межею. Похідна від ін-
теграла зі змінною верхньою межею. Формула Ньютона-Лейбніца.

Заміна змінної й інтегрування частинами у визначеному інтегралі.
Геометричні застосування визначеного інтеграла.

Невласні інтеграли
Невласні інтеграли 1-го, 2-го родів, їх збіжність. Теореми порів-

няння.
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ІІ СЕМЕСТР

Функції багатьох змінних
Поняття функції багатьох змінних. Границя, неперервність функ-

ції багатьох змінних. Частинні похідні.
Повний диференціал функції багатьох змінних і його застосуван-

ня в наближених обчисленнях.
Диференціювання неявної й складної функцій багатьох змінних.
Похідна за даним напрямом. Градієнт. Частинні похідні й дифе-

ренціали вищих порядків.
Екстремум функції багатьох змінних. Найбільше й найменше

значення функції, неперервної у замкнутій обмеженій області.
Умовний екстремум.

Диференціальні рівняння
Задачі, що приводять до диференціальних рівнянь. Основні по-

няття й означення.
Диференціальні рівняння першого порядку: з відокремлюваними

змінними, однорідні, лінійні, Бернуллі та методи їх розв’язання.
Розв’язання деяких диференціальних рівнянь другого порядку,

що допускають зниження порядку.
Лінійні однорідні й неоднорідні диференціальні рівняння другого

порядку зі сталими коефіцієнтами і правою частиною спеціального
виду.

Числові та функціональні ряди
Числові ряди. Поняття збіжності й розбіжності ряду. Сума ряду.

Залишок ряду. Необхідна ознака збіжності ряду.
Ознаки збіжності рядів із додатними членами: інтегральна ознака

Коші, ознаки порівняння, ознака Д’Аламбера, радикальна ознака Коші.
Знакозмінні ряди. Абсолютна й умовна збіжності. Знакопочереж-

ні ряди. Ознака Лейбніца.
Функціональні ряди. Область збіжності. Степеневі ряди. Радіус та

інтервал збіжності. Властивості степеневих рядів.
Ряди Тейлора й Маклорена. Розвинення функцій у степеневі ря-

ди. Застосування степеневих рядів для наближених обчислень.

Кратні інтеграли
Задачі, що приводять до кратних інтегралів. Подвійний інтеграл і

його обчислення. Деякі геометричні застосування подвійного інтеграла.
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Основні поняття теорії ймовірностей
Предмет курсу, його зміст. Роль і місце курсу як теоретичної ба-

зи ймовірнісно-статистичного моделювання. Класифікація подій на
можливі, вірогідні та випадкові. Поняття елементарної та складної по-
дії. Простір елементарних подій; операції над подіями. Класичне
означення ймовірності випадкової події та її властивості. Елементи
комбінаторики у теорії ймовірностей, аксіоми теорії ймовірностей та
її наслідки; геометрична ймовірність, статистична ймовірність.

Теореми додавання та множення ймовірностей
Поняття сумісних і несумісних випадкових подій. Теореми до-

давання ймовірностей. Поняття залежності та незалежності випадко-
вих подій. Умовна ймовірність та її властивості. Теореми множення
ймовірностей для залежних і незалежних випадкових подій. Викорис-
тання формул множення ймовірностей для оцінки надійності деяких
систем. Формула повної ймовірності та формула Бейєса.

Схема повторних незалежних випробувань Бернуллі
Означення повторних незалежних випробувань. Формула Бернуллі

для обчислення ймовірності та найімовірнішого числа. Асимптотичні
формули для формули Бернуллі (локальна та інтегральна теореми Му-
авра-Лапласа). Використання інтегральної теореми. Формула Пуассона
для малоймовірних випадкових подій. Формула обчислення ймовірно-
сті відхилення відносної частоти від заданої ймовірності в незалежних
випробуваннях.

Випадкові величини та їх числові характеристики
Поняття випадкової величини. Дискретні та неперервні випад-

кові величини. Закон розподілу. Функція розподілу ймовірностей та
її властивості. Ймовірність попадання випадкової величини в зада-
ний проміжок. Числові характеристики випадкових величин: матема-
тичне сподівання, дисперсія та їх властивості, середнє квадратичне
відхилення, мода та медіана; початкові та центральні моменти, аси-
метрія та ексцес.

Основні закони розподілу випадкових величин
Біноміальний, пуассонівський, рівномірний і показниковий зако-

ни розподілу. Числові характеристики. Нормальний закон розподілу
та його значення у теорії ймовірностей. Числові характеристики.
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Системи двох випадкових величин
Визначення двовимірної випадкової величини та закон її розподі-

лу. Система двох дискретних випадкових величин, числові характери-
стики системи; кореляційний момент, коефіцієнт кореляції та його
властивості. Функція розподілу ймовірностей і щільність ймовірнос-
тей системи двох неперервних випадкових величин, їх властивості.
Числові характеристики системи двох неперервних випадкових вели-
чин. Умовні закони розподілу та їх числові характеристики. Визна-
чення кореляційної залежності.

Закон великих чисел
Нерівність Чебишова та її значення. Теорема Чебишова. Теорема

Бернуллі. Центральна гранична теорема теорії ймовірностей (теорема
Ляпунова) та її використання у математичній статистиці.

Елементи математичної статистики.
Вибірковий метод

Генеральна та вибіркова сукупності. Статистичні розподіли ви-
бірок. Емпірична функція розподілу та її властивості. Гістограма й
полігон статистичних розподілів. Числові характеристики: вибірко-
ва середня, дисперсія вибірки, середньоквадратичне відхилення,
мода й медіана для дискретних та інтервальних статистичних роз-
поділів вибірки, емпіричні початкові та центральні моменти, асиме-
трія та ексцес.

Статистичні оцінки параметрів генеральної сукупності.
Статистичні гіпотези

Означення статистичної оцінки. Точкові статистичні оцінки: змі-
щені та незміщені, ефективні та спроможні. Точкові незміщені статис-
тичні оцінки. Виправлена дисперсія. Інтервальні статистичні оцінки.
Точність, надійність оцінки. Означення довірчого (надійного) інтерва-
лу; побудова довірчих інтервалів для ГХ  за відомого значення Гs  і
невідомого Гs . Побудова довірчих інтервалів для Гs . Оцінка точнос-
ті вимірів. Означення статистичної гіпотези. Нульова й альтернативна,
проста та складна гіпотези. Помилки першого й другого родів. Стати-
стичний критерій, спостережене значення критерію. Критична об-
ласть, область прийняття нульової гіпотези, критична точка. Загальна
методика побудови правосторонньої, лівосторонньої критичних обла-
стей. Перевірка правдивості статистичних гіпотез про рівність двох
генеральних середніх і двох дисперсій, ознаки яких мають нормальні
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закони розподілу. Перевірка правдивості нульової гіпотези про нор-
мальний закон розподілу ознаки генеральної сукупності. Емпіричні та
теоретичні частоти. Критерій узгодженості Пірсона.

Елементи теорії регресії та кореляції
Функціональна, статистична і кореляційна залежності. Рівняння

парної регресії. Властивості статистичних оцінок параметрів парної
функції регресії. Вибірковий коефіцієнт кореляції та його властивості.
Інтервал довіри для лінії регресії, коефіцієнт детермінації. Нелінійна
регресія.
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1. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ
ТА АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ

1.1. МАТРИЦІ Й ВИЗНАЧНИКИ

Література: [2, розділ 2, п. 2.2, 2.3]; [3, розділ 1, п. 1.1, 1.2];
[4, розділ 1, глава 1]; [5, глава 4, § 1-4]; [7, розділ 1]; [10, розділ 1]; [13,
розділ 2, § 7]; [14, розділ 2, § 1-4]; [16, розділ 1, п. 1.1-1.3].

Індивідуальне завдання 1.1

Задача 1

Обчислити визначник

44434241

34333231

24232221

14131211

)det(

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A =  трьома способами:

а) розкладом за елементами будь-якого рядка;
б) розкладом за елементами 1-го стовпця з утворенням додаткових

нулів;
в) зведенням елементарними перетвореннями до трикутного вигляду.

1)

2204
3210
1212
2123

-
2)

2220
3324
1312
1023 -

3)

2233
1324
3330
1122

-

4)

1214
0123
1212
3301

-
-

-  5)

1145
2213
1042
3321

-

-

6)

1414
2322
1231
2320

-
-

7)

1115
2324
1503
2121 --

8)

1122
2115
2130
1213

-
--

-
-

9)

4322
1023
3412
4321

-

-
-
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10)

2230
1112
4224
1023

-
-
-  11)

2322
1033
3422
4324

-

-
-

12)

3220
1435
4321
0212

-

13)

3333
1102
3321
4424

--

-
-

 14)

3220
3342
1342
0223

15)

1424
2522
1232
3320

-
-

16)

3404
3121
2042
3131

--
17)

4321
2333
1042
3211 -

18)

3241
2022
1233
6121

-
-

19)

2214
3212
3121
0316

--

-- 20)

3214
1122
0314
1213

- 21)

4113
2222
1013
1214

-

-

22)

2221
4322
0112
3341

-

-

23)

2123
1223
2312
2134

-

 24)

2442
0321
2134
1115

-

25)

3112
4122
3003
4141

-
 26)

3221
3431
2242
1222

-

- 27)

3303
1212
2113
0114

-
-

28)

2212
3103
1141
1225

 29)

1201
2323
1402
3212

30)

3122
4014
1323
2022

-
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Задача 2
Обчислити обернену матрицю двома способами:

а) за допомогою формули: ,
det

1

332313

322212

312111
1

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=-

AAA
AAA
AAA

A
A

де Aij - алгебраїчне доповнення елемента aij матриці A;
б) за допомогою елементарних перетворень матриці:

ГА = (А½Е) ~ (Е½А–1).
Виконати перевірку: А–1А = Е.

1)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

102
123
035

 2)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

422
503
214

 3)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

- 171
302
731

4)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

415
722
314

5)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

353
301
321

6)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
547
311
653

7)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

506
233
214

8)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--

-

271
534
123

9)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

723
014
231

10)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

743
501
232

 11)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

130
234
418

 12)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

012
654
213

13)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

111
174
036

 14)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
202
173
145

 15)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
122
151
034

16)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

113
514
320

17)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--
750
412
303

18)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

211
540
123

19)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

203
712
343

20)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--

-

321
230
215

21)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

115
330
124

22)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ-

206
135
432

23)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
256
041
323

24)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

340
223
412

25)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
033
241
125

26)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

- 221
346
612

27)
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

-
423
325
061

28)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-143
322
714

29)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

213
024
632

30)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

340
243
312
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1.2. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ

Література: [1, розділ 3]; [2, розділ 2, п. 2.4]; [3, розділ 1, п. 1.4];
[4, розділ 1, глава 2]; [5, глава 4, § 5-7]; [7, розділ 2]; [10, розділ 2]; [13,
розділ 2, § 7]; [14, розділ 2, § 5]; [16, розділ 1, п. 1.4].

Індивідуальне завдання 1.2

Задача 1
Перевірити сумісність системи рівнянь:

ï
î

ï
í

ì

=++
=++
=++

3333232131

2323222121

1313212111

,
,

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

і у випадку сумісності розв’язати її:
а) за формулами Крамера;
б) матричним методом;
в) методом Гаусса.

Виконати перевірку.

У таблиці виписані елементи розширеної матриці .

3

2

1

333231

232221

131211

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

b
b
b

aaa
aaa
aaa

1а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

6
1
7

123
132
312

2а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

3
4

3

414
211
212

3а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

3
6

12

215
421
113

1б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

1
11
8

121
542
423

2б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

2
5

1

302
211
111

3б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

0
8

15

525
113
412

4а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

-
-

-

7
11

4

221
131

312

5а) ÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---
-

-

9
6

12

112
243

423

6а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

-
-
-

5
2
4

314
111
638

4б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

5
1
2

021
254
233

5б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

2
1
8

965
542
423

6б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

1
5
3

735
522
213

7а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

-
-
-

12
2

9

638
111
314

8а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

39
24
33

1104
057
432

9а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

7
33

12

104
157
432
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7б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--
--

2
6
0

242
432
274

8б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--
--

2
1
6

124
571
495

9б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

1
7
3

034
123

151

10а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

-

22
20
6

523
450
141

11а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-

10
9
21

112
243

423
12а)

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-
--

1
12
5

321
432
523

10б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

--
-

--

0
1
3

944
511
455

11б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--
--

5
3
2

421
546
127

12б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

2
4
3

243
111

134

13а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

8
11
19

211
212
414

14а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

4
6
0

211
414
212

15а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

22
11
8

414
211
212

13б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

2
9
1

111
322

213
14б)

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

5
3
0

213
749
536

15б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-

7
1
2

324
614
318

16а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ ---

15
20

9

243
151
312

17а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

--

3
1
0

151
243
312

18а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

--

-

9
4
8

241
113
653

16б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

0
6
5

943
511
432

17б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--
--

7
3
1

365
197
432

18б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

1
9
2

133
132
265

19а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

--
-

19
36

4

241
653
113

20а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ --

16
8
11

421
215
113

21а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

19
11
9

421
215
113

19б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-

0
4
6

452
235
213

20б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

1
4
2

427
315
112

21б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
--

4
0
3

812
531
321

22а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
1
0

4

123
312
132

23а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

8
16
12

123
312
132

24а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--
-

-

8
16

14

523
432

321

22б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--
--

1
2
0

894
653
241

23б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

5
2
1

201
113
314

24б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

1
8
4

272
121
353
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25а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--
-

11
4

11

423
112
243

26а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

-

-

9
13
15

132
413
651

27а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

-

-

19
14
6

431
523
014

25б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

5
2
6

113
432

321
26б)

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--

4
7
1

332
143
215

27б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

7
1
0

134
652
782

28а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

-

-

9
6

16

132
301
425

29а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

-
-

-

6
2
9

730
514
141

30а)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-

10
3

13

132
323
147

28б)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

5
4
2

412
351

143
29б)

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

9
2
5

515
743

232
30б)

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

5
11
1

453
147
594

Задача 2

Розв’язати систему

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=+++
=+++
=+++
=+++

4444343242141

3434333232131

2424323222121

1414313212111

,
,

,

bxaxaxaxa
bxaxaxaxa
bxaxaxaxa
bxaxaxaxa

а) матричним способом;
б) методом Гаусса;
в) методом Жордана-Гаусса.

Виконати перевірку.
У таблиці виписані елементи розширеної матриці

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

4

3

2

1

44434241

34333231

24232221

14131211

b
b
b
b

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A
__

.

1)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

6
5
4
9

5213
1412
2013
3412

 2)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

- 1
0
3
1

2213
1426
2215
1324

3)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

2
9
5
6

5312
1403
1241
1352

4)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-
-

9
2
2
0

4421
2316
0434
1625

5)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-
-

--

3
3

12
7

1234
6123
4342

5321

 6)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ-

0
5
0
4

1055
2234
6251
3422
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7)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

-
-

9
2
5

11

3123
1442
2104
4123

8)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

--

0
2
3
6

3141
2231
1042
4413

9)

÷÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç

è

æ

- 6
1
0
7

1221
2313
0412
4321

10)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

--
-

3
2
9
2

3132
3242
5321
4213

 11)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

6
6
5
6

3213
5122
3041
6322

 12)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

1
3
5
3

1324
2321
2235
2214

13)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

3
5
3
6

1241
5463
3451
2243

14)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
1
0
3
0

0323
6214
4625
1413

 15)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-- 3
3
2
2

1012
5154
3133
5224

16)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

-

-

1
3
1
2

3241
2212
5143
4122

17)

÷÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-
-

1
2
3
2

0323

1224
2323
1446

18)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

2
4
5
3

2042
5363
4154
3232

19)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

--

0
3
4
0

0136
1414
3523
2414

20)

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

--

-

-

1
0
3

1

4143

2222

3414

4145

21)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-1
2
2
3

6152
1013
1242
2123

22)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

-
-

-

4
1
4
4

1313
0343
2224
1315

23)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

3
1
2
5

1032
5451
4212
4363

24)

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

--- 1
1
0
0

4431
0223

1425

4316

25)

÷÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

0
2
8
2

3164
4351
3331

7257

26)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

1
2
5
3

3143
0144
3332
4167

27)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

3
1
5
2

2325
1434
2123
1332

28)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

1
5
7
6

4141
5244
1242
3333

 29)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

-
-

-

2
1
3
2

2524
1312
6433
2424

30)

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
1
6
1
5

1134
3522
5134
5265
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Задача 3
Знайти усі розв’язки системи

ï
î

ï
í

ì

=×+×+×+×
=×+×+×+×
=×+×+×+×

3434333232131

2424323222121

1414313212111

,
,

bxaxaxaxa
bxaxaxaxa
bxaxaxaxa

а) методом Гаусса;
б) методом Жордана-Гаусса.

У таблиці виписані елементи розширеної матриці системи.

1)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ --

14
4
6

2707
3212
4323

2)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--

--

1
4
1

3314
1123
1432

 3)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--
--

1
4
6

4432
5013
4023

4)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

6
2
3

1154
2022
2143

5)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

-
-

-

2
5
1

4242
2312
3444

 6)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

---
---
--

3
0
3

8295
3232
3231

7)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-

-

---
--
---

6
2
2

7541
1123
4312

8)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-
-

2
3
4

1413
5623
5412

 9)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
--

6
3
5

8512
3141
2233

10)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

----

-

3
5
5

4143
1442
3817

11)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

---
--
---

2
2
3

7250
1432
3411

12)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

---
---
---

4
1
1

11237
1432
4223

13)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--

-

3
8
3

5223
3152
1241

14)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

-
-

-

3
3
1

3142
2251
0234

 15)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
--

1
3
2

0103
4102
4213

16)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--
--
--

2
1
1

8537
1132
3223

17)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

---

2
4
3

1303
2112
2135

18)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

---
--

-

3
2
8

1343
5432
7411

19)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--

--

1
8
4

2431
3352
2260

20)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

---
--
--

5
2
2

2312
7523
2426

21)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

-
--
---

3
1
1

1431
1322
3213

22)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

-
-

--

4
3
2

3251
0133
4212

23)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--
-

4
4
4

3014
6323
1254

24)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

-

-

3
5
1

4522
4412
4233
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25)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

4
5
1

1314
2725
2341

26)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

1
2
3

4223
3234
2326

27)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

-

--

4
5
1

5321
1204
3252

28)
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ ----

6
4
5

3033
3314
3322

29)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

--
--

--

8
3
2

2414
2252
1134

 30)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
--
--

5
1
2

1432
4331
4222

1.3. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

Література: [1, розділ 2, п. 2.1-2.5]; [2, розділ 3, п. 3.2]; [3, розділ 2,
п. 2.4]; [4, розділ 1, глава 3]; [5, глава 2]; [7, розділ 3]; [10, розділ 3];
[13, розділ 1, § 3]; [14, розділ 3]; [16, розділ 2].

Індивідуальне завдання 1.3

Задача 1
У декартовій прямокутній системі координат задано точки:
A1(x1, y1, z1), A2(x2, y2, z2), A3(x3, y3, z3), A4(x4, y4, z4).
Знайти:

1) проекцію вектора 21AA  на вектор ;41AA
2) кут між векторами ,21AA ;41AA
3) площу трикутника ;321 AAA
4) об’єм піраміди .4321 AAAA

1. A1(1, 4, 1), A2(3, 2, 1), A3(1, –1, –3), A4(10, 7, 4).
2. A1(–2, 3, –2), A2(–3, 5, 4), A3(6, 5, 3), A4(2, –3, 4).
3. A1(–3, –5, 6), A2(2, 7, –2), A3(9, 6, 3), A4(7, 5, 3).
4. A1(6, –3, 2), A2(4, 8, –3), A3(3, 6, –4), A4(5, 3, 3).
5. A1(4, 6, 3), A2(–6, 2, 6), A3(3, –2, 3), A4(–5, 6, 4).
6. A1(2, 3, –4), A2(8, –3, 2), A3(6, 5, –3), A4(–4, 2, 3).
7. A1(–2, 3, 4), A2(5, 5, 6), A3(2, 3, 4), A4(4, –3, 2).
8. A1(8, 7, 5), A2(4, –3, 2), A3(6, 4, 1), A4(–2, 5, 8).
9. A1(–5, 6, 4), A2(8, 9, 10), A3(4, 8, 7), A4(–2, 1, 5).
10. A1(2, –1, 2), A2(3, 2, –2), A3(–3, 6, –2), A4(4, –1, –3).
11. A1(1, –1, 3), A2(8, 5, 3), A3(9, 6, 3), A4(3, 6, –4).
12. A1(–5, 6, 1), A2(–1, 3, 0), A3(1, –2, 2), A4(–1, 1, 3).
13. A1(1, –7, 5), A2(0, –9, 7), A3(2, 3, –2), A4(–3, 1, –1).
14. A1(5, 2, 3), A2(7, 5, –6), A3(–2, –5, –1), A4(–1, –1, –1).
15. A1(–2, 4, 2), A2(3, 7, 0), A3(5, 4, 3), A4(–1, –3, 2).
16. A1(6, 5, 4), A2(9, –2, 7), A3(6, 4, 1), A4(8, 3, 2).
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17. A1(3, 4, –1), A2(5, –1, 1), A3(–2, 0, 3), A4(–3, –5, 5).
18. A1(2, 3, 4), A2(11, 4, 7), A3(6, 10, 12), A4(4, –1, 5).
19. A1(1, 8, –3), A2(9, –2, 4), A3(12, 5, 4), A4(8, –2, 4).
20. A1(4, –3, 5), A2(6, 9, 0), A3(7, 3, 4), A4(2, 3, 5).
21. A1(1, 1, 1), A2(2, –1, 1), A3(4, –2, 3), A4(8, –4, 5).
22. A1(6, –3, 2), A2(5, 1, 4), A3(2, 1, 1), A4(4, 0, –2).
23. A1(0, –2, 1), A2(4, –2, 1), A3(–2, 0, –2), A4(–10, 2, –3).
24. A1(9, 7, 4), A2(3, –2, –5), A3(4, 7, 6), A4(8, 0, –4).
25. A1(1, 1, –3), A2(–2, –1, 1), A3(3, 1, –2), A4(8, 2, – 3).
26. A1(6, 4, –1), A2(–2, 5, –2), A3(3, 3, 5), A4(4, –4, 3).
27. A1(4, –3, 3), A2(5, 2, 6), A3(2, 3, 2), A4(5, 0, –2).
28. A1(5, 2, –4), A2(8, –1, 7), A3(5, 6, 3), A4(–1, 4, 2).
29. A1(–1, 4, 4), A2(7, 6, 3), A3(2, 4, 7), A4(7, –5, 3).
30. A1(6, 6, 4), A2(5, –4, 1), A3(7, 8, 3), A4(–4, 6, 2).

Задача 2
У просторі R3 задано п’ять векторів:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

1

1

1

1

z
y
x

ar ,
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

2

2

2

2

z
y
x

ar ,
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=
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Потрібно:
1) знайти три вектори, що утворюють базис, і розкласти інші вектори

в цьому базисі;
2) перейти до нового базису і знайти координати розкладу інших век-

торів у новому базисі.

№ 1ar 2ar 3ar 4ar 5ar № 1ar 2ar 3ar 4ar 5ar

2 3 –1 1 0 9 2 1 0 –4
–1 –1 –1 –1 –1 –3 –1 –1 –1 31
2 2 3 2 3

2
5 2 2 3 –8

0 3 2 1 3 0 3 2 –1 1
–1 –3 –1 –1 1 –1 0 –1 1 –13
3 8 2 2 –5

4
3 –2 2 –3 2

–1 1 0 –1 2 –1 –3 1 1 –1
1 –1 –1 3 –1 3 8 –4 –2 15

–3 2 3 –7 2
6

0 –2 –1 2 –3
–5 –1 1 –1 7 –1 –5 –1 1 3
16 3 –2 1 -15 1 10 3 –2 –27
1 0 2 –3 10

8
–3 –8 0 2 11
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№ 1ar 2ar 3ar 4ar 5ar № 1ar 2ar 3ar 4ar 5ar

–1 2 –1 3 1 3 1 –1 –3 –1
1 –1 3 –6 –2 –6 –2 1 8 39

–3 8 0 5 2
10

5 2 –3 –3 0
3 5 –9 1 –7 21 3 1 –7 7

–2 –3 6 –1 5 -14 –2 –1 5 –611
–5 –9 16 –1 12

12
-36 –5 –1 12 -11

–7 –9 3 1 25 –7 18 3 5 1
5 7 –2 –1 -18 5 -13 –2 –4 –113

12 15 –5 –1 -42
14

12 -30 –5 –8 –1
5 1 –7 7 3 –1 –3 5 1 3

–4 –1 5 –4 –2 2 5 –7 –1 –415
–8 –1 12 -14 –5

16
0 –2 7 2 5

–9 –1 1 3 –1 3 3 –1 1 –9
15 2 –1 –4 0 –4 –3 2 –1 1317
–7 0 2 5 –6

18
5 8 0 2 -13

3 –6 –1 –1 1 –1 1 3 –7 –1
–4 9 2 1 –1 1 –1 –4 9 219
5 –8 0 –3 2

20
–3 2 5 -11 0

0 –1 0 1 –1 0 0 1 –1 4
1 3 –2 –1 0 6 1 –1 0 –521

–1 0 3 –2 4
22

–7 –1 –2 4 –9
–1 –3 0 1 4 –1 3 0 2 1
0 3 1 –1 0 0 0 1 –2 –123
4 8 –1 –2 -15

24
4 -11 –1 –5 –2

2 1 –1 –2 0 –1 –3 3 1 1
–2 –1 0 4 1 0 –1 3 1 225
–5 –2 4 1 –1

26
–3 –8 7 2 2

–7 –1 1 1 3 1 –1 –1 1 –3
–3 0 1 2 –2 2 3 0 1 –527
-19 –3 2 2 9

28
2 –4 –3 2 –7

1 –2 –1 1 1 1 1 1 –5 –1
2 –3 0 –1 1 –1 1 2 –5 029
2 –5 –3 3 2

30
3 2 2 -11 –3
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1.4. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ

Література: [1, розділ 4, п. 4.1, 4.2, 4.4]; [2, розділ 3, п. 3.3]; [3,
розділ 2, п. 2.1-2.3]; [4, розділ 1, глава 4]; [5, глава 3, § 1]; [7, розділ 4];
[10, розділ 4]; [13, розділ 2, § 5; розділ 3, § 8]; [14, розділ 4, § 1, 2, 6];
[16, розділ 3, п. 3.3, розділ 4, п. 4.1, 4.3].

Індивідуальне завдання 1.4
Розв’язати задачі 1, 2 та зробити креслення.

Задача 1
1. У трикутнику з вершинами А(–3, –1), В(1, –5), С(9, 3) сторони АВ і

АС розділені у відношенні 3:1. Довести, що прямі, які з’єднують
точку ділення з протилежними вершинами, і медіана АМ перети-
наються в одній точці.

2. Дані рівняння сторони x + 3y – 8 = 0 і діагоналі 2x + y + 4 = 0 ром-
ба. Записати рівняння інших сторін і діагоналі ромба, знаючи, що
точка А(–9, –1) лежить на стороні, паралельній даній.

3. Дано дві точки А(–3, 8) і В(2, 2). На осі Ох знайти координати такої
точки С, щоб периметр трикутника АВС був найменшим.

4. Дано вершини А(–3, –2), В(4, –1), С(1, 3) трапеції АВСD (AD║CB).
Діагоналі трапеції перпендикулярні. Знайти координати точки D.

5. Дано рівняння двох сторін 2х – 5у – 1 = 0, 2х – 5у – 7 = 0 і рівняння
діагоналі х + 3у – 6 = 0 ромба. Знайти рівняння інших сторін і діа-
гоналі ромба.

6. Дано рівняння двох медіан трикутника х – 2у+1 = 0, у – 1 = 0 і одну
з його вершин А(1, 3). Скласти рівняння сторін трикутника.

7. Дано вершини А(2, –2), В(3,  –1)  і точку Р(1, 0) перетину медіан
трикутника АВС. Скласти рівняння його висоти, проведеної через
вершину С.

8. Дано точки А(3, 5) і В(–1, 4). На осі Ох знайти координати такої то-
чки С, щоб периметр трикутника АВС був найменшим.

9. У трикутнику АВС дано координати точки А(2, 6) та рівняння висо-
ти х + 7у + 15 = 0 і бісектриси 6х – 42у – 85 = 0, проведених з однієї
вершини. Скласти рівняння сторін трикутника.

10. У трикутнику дано вершину А(2, –7), рівняння висоти 3х + у + 11 = 0
і медіани х + 2у + 7 = 0, проведених із різних вершин. Скласти рів-
няння сторін.

11. Дано рівняння двох сторін трикутника 5х – 4у + 15 = 0, 4х + у – 9 = 0 і
точку Р(0, 2) перетину медіан. Знайти рівняння третьої сторони
трикутника.
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12. Дано рівняння висот 2х – 3у+1 = 0, х + 2у + 1 = 0 і вершину А(2, 3)
трикутника. Знайти рівняння сторін трикутника.

13. Дано рівняння сторони 4х +  у –  12  =  0  і висот 5х –  4у – 12 = 0,
х + у – 6 = 0 трикутника. Знайти рівняння інших сторін і висоти.

14. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку М(-6, 8) та від-
тинає від координатного кута трикутник площею 12 од2.

15. Дано рівняння однієї діагоналі х – 2 = 0 і двох сторін паралелогра-
ма х + 2у + 2 = 0, х  +у – 4 = 0. Знайти координати його вершин.

16. Дано рівняння двох сторін 2х + 3у – 6 = 0 (АВ), х + 2у – 5 = 0 (АС)
трикутника АВС і кут при вершині В, що дорівнює 45є. Знайти рів-
няння висоти, опущеної з вершини А.

17. Дано дві вершини трикутника А(–3, 3), В(5, –1) і точку перетину
його висот Р(4, 3). Знайти рівняння сторін трикутника.

18. Скласти рівняння бісектрис кутів між прямими 7х – у = 19 і 2х + у = 5.
19. Скласти рівняння бісектриси кута А трикутника АВС з вершинами:

А(1, 1), В(10, 13), С(13, 6).
20. Скласти рівняння прямих, що проходять через точку А(5, 1) і утво-

рюють із прямою 2х + у = 4 кут 45є.
21. При якому значенні параметра Р перетинаються в одній точці пря-

мі х + 7у – 8 = 0, 7х – 2у – 5 = 0, Рх + Ру – 8 = 0?
22. Точки А(1, 2) і С(3, 6) – протилежні вершини квадрата. Скласти рі-

вняння його сторін.
23. Показати, що трикутник із сторонами, заданими рівняннями x + 3y +

+ 1 = 0, 3х + у + 1 = 0 і х – у = 10, рівнобедрений. Знайти кут при
його вершині.

24. Дано вершини паралелограма: А(0, 0), В(1, –3), С(7, –1). Знайти кут
між його діагоналями і показати, що паралелограм є прямокутником.

25. Довести, що трикутник із вершинами: А(1, 1), В(2, 1 + 3 ), С(3, 1) є
рівностороннім і знайти його площу.

26. Дві вершини квадрата створені перетином прямої 4х + 3у =  12  з
осями координат. Знайти координати двох інших його вершин.

27. Скласти рівняння тих прямих, що проходять через точку М(2, 7) і
утворюють кут 45є із прямою АВ, де А(–1, 7), В(8, –2).

28. На осі абсцис знайти точку, відстань від якої до прямої 8х + 15у +
+ 10 = 0 дорівнює 1.

29. Дано середини сторін трикутника М(–1, –1), N(1, 9) і Р(9, 1). Склас-
ти рівняння серединних перпендикулярів до сторін трикутника.

30. Дано рівняння двох висот трикутника у = 2х, у + 3х + 5 = 0 і одну з
його вершин А(8, 1). Скласти рівняння сторін трикутника.
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Задача 2
1. Скласти рівняння лінії, сума відстаней кожної точки якої до двох

даних точок А(–3,0), В(3, 0) дорівнює 10.
2. Скласти рівняння лінії, для кожної точки якої найкоротші відстані

до двох даних кіл (х + 3)2 + у2 = 1, (х – 3)2 + у2 = 81 рівні між собою.
3. Скласти рівняння лінії, сума квадратів відстаней кожної точки якої

до точок А(–5, –1), В(3, 2) дорівнює 40,5.
4. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої рівновіддалена від точки

А(2, 6) та від прямої у + 2 = 0.
5. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої рівновіддалена від осі ор-

динат і від кола х2 + у2 = 4х.
6. Скласти рівняння лінії, модуль різниці відстаней кожної точки якої

до двох даних точок А(–5, 0) і В(5, 0) дорівнює 6.
7. Скласти рівняння лінії, відстань кожної точки якої до точки А(3, 0)

удвічі менша відстані до точки В(26, 0).
8. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої віддалена від прямої

х + 6 = 0 на відстань вдвічі більшу, ніж від точки А(1, 3).
9. Скласти рівняння лінії, відстані кожної точки якої до точки А(2, 0) і

до прямої  2х + 5 = 0 відносяться як 4/5.
10. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої знаходиться вдвічі далі

від точки А(4, 0), ніж від точки В(1, 0).
11. Скласти рівняння лінії, сума відстаней кожної точки якої до точок

А(–2, 0) і В(2, 0) дорівнює .52
12. Скласти рівняння кола, що проходить через фокуси еліпса 4х2 + у2 = 4

і має центр у його правій вершині.
13. Дано рівняння кола х2 +  у2 = 25. Скласти рівняння геометричних

місць середин тих хорд цього кола, довжина яких дорівнює 8.
14. Скласти рівняння лінії, відстані кожної точки якої до початку ко-

ординат і до точки А(5, 0) відносяться як 2/1.
15. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої віддалена від прямої

х – 14 = 0 на відстань вдвічі меншу, ніж від точки А(2, 3).
16. Скласти рівняння лінії, для кожної точки якої відношення відста-

ней до точки А(–4, 0) і до прямої 4х + 25 = 0 дорівнює 4/5.
17. Скласти рівняння лінії, для кожної точки якої найкоротші відстані до

даного кола  (х – 5)2 + у2 = 9 і до прямої х + 2 = 0 рівні між собою.
18. Скласти рівняння кола, описаного навколо трикутника, сторони

якого задані рівняннями: 9х – 2у – 41 = 0, х – 3у + 1 = 0, 7х + 4у + 7 = 0.
19. Скласти рівняння хорди кола х2 + у2 = 49, що ділиться в точці А(1, 2)

навпіл.
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20. Скласти рівняння кола, симетричного колу х2 + у2 – 2х – 4у + 4 = 0
відносно прямої х – у –3 = 0.

21. Скласти рівняння лінії, що проходить через середини хорд кола
х2 + у2 – 4у = 4, проведених через початок координат.

22. Скласти рівняння кола, що проходить через точки: А(1, 2), В(0, –1),
С(–3, 0).

23. Скласти рівняння кола, що проходить через точки А(7, 7), В(–2, 4) і
центр якого лежить на прямій 2х – у – 4 = 0.

24. На прямій х + 5 = 0 знайти точку, рівновіддалену від лівого фокуса
і верхньої вершини еліпса х2 / 20 + у2 / 4 = 1.

25. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої віддалена від прямої у – 4 = 0
удвічі далі, ніж від точки А(0, 1).

26. На правій гілці гіперболи х2 /  16 – у2 / 9 = 1 знайти точку, відстань
якої до правого фокуса вдвічі менша від її відстані до лівого фокуса.

27. Дано точки А(–1, 0) і В(2, 0). Точка М рухається так, що в трикут-
нику АМВ кут В вдвічі більший за кут А. Скласти рівняння траєк-
торії точки М.

28. Скласти рівняння гіперболи, вершини й фокуси якої розташовані у
відповідних фокусах і вершинах еліпса х2 / 8 + у2 / 5 = 1.

29. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої рівновіддалена від точки
А(2,0) і від кола х2 + у2 = – 4х.

30. На параболі у2 = 32х знайти точку, відстань якої до прямої 4х + 3у +
+ 10 = 0 дорівнює 2.

1.5. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ У ПРОСТОРІ

Література: [1, розділ 4, п. 4.3]; [2, розділ 3, п. 3.5, 3.6]; [3, роз-
діл 2, п. 2.5]; [5, глава 3, § 1, 2]; [7, розділ 5]; [10, розділ 5]; [13, розділ 2,
§ 6; розділ 3, § 9]; [14, розділ 4, § 3-5, 7]; [16, розділ 3, п. 3.1, 3.2; роз-
діл 4, п. 4.2].

Індивідуальне завдання 1.5

Задача 1
У декартовій прямокутній системі координат задано п’ять точок:
A1(x1, y1, z1), A2(x2, y2, z2), A3(x3, y3, z3), A4(x4, y4, z4), A5(x5, y5, z5).
Знайти:

1) рівняння прямих ,21AA ;31 AA
2) кут між прямими ,21AA ;31 AA
3) рівняння площин 321 AAA , ;541 AAA
4) кут між прямою 21AA  й площиною ;541 AAA
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5) кут між площинами 321 AAA , ;541 AAA
6) канонічні рівняння лінії перетину площин 321 AAA , ;541 AAA
7) відстань від точки 4A  до площини ;321 AAA
8) рівняння висоти піраміди, опущеної з точки 4A  на площину

.321 AAA

1. A1(1, 4, 1), A2(3, 2, 1), A3(1, –1, –3), A4(10, 7, 4), A5(2, 2, 3).
2. A1(–2 ,3, –2), A2(–3, 5, 4), A3(6, 5, 3), A4(2, –3, 4), A5(1, 4, 2).
3. A1(–3, –5, 6), A2(2, 7, –2), A3(9, 6, 3), A4(7, 5, 3), A5(–2, 8, –4).
4. A1(6, –3, 2), A2(4, 8, –3), A3(3, 6, –4), A4(5, 3, 3), A5(3, 0, –2).
5. A1(4, 6, 3), A2(–6, 2, 6), A3(3, –2, 3), A4(–5, 6, 4), A5(4, 6, 5).
6. A1(2, 3, –4), A2(8, –3, 2), A3(6, 5, –3), A4(–4, 2, 3), A5(2, –3, 4).
7. A1(–2, 3, 4), A2(5, 5, 6), A3(2, 3, 4), A4(4, –3, 2), A5(2, 2, 4).
8. A1(8, 7, 5), A2(4, –3, 2), A3(6, 4, 1), A4(–2, 5, 8), A5(4, 3, 2).
9. A1(–5, 6, 4), A2(8, 9, 10), A3(4, 8, 7), A4(–2, 1, 5), A5(9, 6, 3).

10. A1(2, –1, 2), A2(3, 2, –2), A3(–3, 6, –2), A4(4, –1, –3), A5(5, –2, 1).
11. A1(1, –1, 3), A2(8, 5, 3), A3(9, 6, 3), A4(3, 6, –4), A5(3, –2, 3).
12. A1(–5, 6, 1), A2(–1, 3, 0), A3(1, –2, 2), A4(–1, 1, 3), A5(2, –4, 4).
13. A1(1, –7, 5), A2(0, –9, 7), A3(2, 3, –2), A4(–3, 1, –1), A5(2, 5, –8).
14. A1(5, 2, 3), A2(7, 5, –6), A3(–2, –5, –1), A4(–1, –1, –1), A5(–8, –4, 1).
15. A1(–2, 4, 2), A2(3, 7, 0), A3(5, 4, 3), A4(–1, –3, 2), A5(4, 4, 3).
16. A1(6, 5, 4), A2(9, –2, 7), A3(6, 4, 1), A4(8, 3, 2), A5(3 ,2, 6).
17. A1(3, 4, –1), A2(5, –1, 1), A3(–2, 0, 3), A4(–3, –5, 5), A5(4, 8, 1).
18. A1(2, 3, 4), A2(11, 4, 7), A3(6, 10, 12), A4(4, –1, 5), A5(3, –1, –3).
19. A1(1, 8, –3), A2(9, –2, 4), A3(12, 5, 4), A4(8, –2, 4), A5(1, 6, 4).
20. A1(4, –3, 5), A2(6, 9, 0), A3(7, 3, 4), A4(2, 3, 5), A5(–2, –3, 7).
21. A1(1, 1, 1), A2(2, –1, 1), A3(4, –2, 3), A4(8, –4, 5), A5(–1, 4, –1).
22. A1(6, –3, 2), A2(5, 1, 4), A3(2, 1, 1), A4(4, 0, –2), A5(3, –2, 1).
23. A1(0, –2, 1), A2(4, –2, 1), A3(–2, 0, –2), A4(–10, 2, –3), A5(4, –6, 2).
24. A1(9, 7, 4), A2(3, –2, –5), A3(4, 7, 6), A4(8, 0, –4), A5(3, –5, 2).
25. A1(1, 1, –3), A2(–2, –1, 1), A3(3, 1, –2), A4(8, 2,– 3), A5(0, 0, 3).
26. A1(6, 4, –1), A2(–2, 5, –2), A3(3, 3, 5), A4(4, –4, 3), A5(1, 4, 2).
27. A1(4, –3, 3), A2(5, 2, 6), A3(2, 3, 2), A4(5, 0, –2), A5(3, –3, 1).
28. A1(5, 2, –4), A2(8, –1, 7), A3(5, 6, 3), A4(–1, 4, 2), A5(3, –3, 2).
29. A1(–1, 4, 4), A2(7, 6, 3), A3(2, 4, 7), A4(7, –5, 3), A5(3, –4, –6).
30. A1(6, 6, 4), A2(5, –4, 1), A3(7, 8, 3), A4(–4, 6, 2), A5(5, 2, 5).
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2. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ
2.1. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ

Література: [1, розділ 5]; [2, розділ 4, п. 4.1, 4.2]; [3, розділ 3,
п. 3.3, 3.4]; [4, розділ 2, глава 6, п. 6.1-6.6]; [5, глава 6, § 4, 5]; [8, роз-
діл 1, п. 1.1-1.3]; [11, розділ 1, п. 1.1-1.7]; [13, розділ 4, § 11, 12]; [15,
розділ 1; розділ 2, § 1-3]; [16, розділ 5].

Індивідуальне завдання 2.1
У задачах 1-9 знайти границі не користуючись правилом Лопіталя.

Задача 1 [16]

1. .
2012
65lim

2

2

2 +-
+-

® xx
xx

x
2. .2lim 2

23

0 xx
xxx

x +
+-

®

3. .
27

6lim 3

2

3 -
-+

® x
xx

x
4. .

23
12lim 2

2

1 --
--

® xx
xx

x

5. .
65
462lim 2

2

2 +-
+-

® xx
xx

x
6. .

27
12lim 3

2

3 -
--

® x
xx

x

7. .
127

123lim 3

2

3/1 -
-+

® x
xx

x
8. .

32
54lim 2

2

1 --
--

-® xx
xx

x

9. .
2
123lim 2

2

1 ++-
-+

-® xx
xx

x
10. .

352
6113lim 2

2

3 --
+-

® xx
xx

x

11. .
6

8lim 2

3

2 -+
-

® xx
x

x
12. .

1
2lim 3

2

1 +
--

-® x
xx

x

13. .
20

16lim 2

2

4 -+
-

® xx
x

x
14. .

32
3114lim 2

2

3 -+
-+

-® xx
xx

x

15. .
372
673lim 2

2

3 +-
--

® xx
xx

x
16. .

483
274lim 2

2

2 -+
-+

-® xx
xx

x

17. .
23
145lim 2

2

1 -+
-+

-® xx
xx

x
18. .

123
54lim 2

2

1 -+
--

-® xx
xx

x

19. .
132
347lim 2

2

1 ++
-+

-® xx
xx

x
20. .

12
43lim 2

2

4 --
--

® xx
xx

x

21. .
103
1092lim 2

2

2 -+
+-

® xx
xx

x
22. .

132
54lim 2

2

1 +-
-+

® xx
xx

x
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23. .
103

2115lim 2

2

2 --
-+-

® xx
xx

x
24. .

3592
145lim 2

2

7 --
--

® xx
xx

x

25. .
3532
4563lim 2

2

5 --
--

® xx
xx

x
26. .

276
1532lim 2

2

3 --
-+

-® xx
xx

x

27. .
5112

352lim 2

2

5 ++
--

-® xx
xx

x
28. .

8253
8152lim 2

2

8 ++
-+

-® xx
xx

x

29. .
43
4023lim 2

2

4 --
--

® xx
xx

x
30. .

3103
352lim 2

2

3 ++
-+

-® xx
xx

x

Задача 2

1. .
363143
4548172lim 23

23

3 -++
+++

-® xxx
xxx

x
2. .

1
71232lim 34

23

1 +--
+-+

® xxx
xxx

x

3. .
375

253lim 23

234

1 -+-
-+--

® xxx
xxxx

x
4. .

1
153lim 34

23

1 +++
-++

-® xxx
xxx

x

5. .
1

254lim 23

23

1 --+
+++

-® xxx
xxx

x
6. .

1
1452lim 23

23

1 +--
-+-

® xxx
xxx

x

7. .
84103

43lim 23

23

2 ++-
+-

® xxx
xx

x
8. .

12167
43lim 23

23

2 +++
-+

-® xxx
xx

x

9. .
254

1lim 23

23

1 +++
--+

-® xxx
xxx

x
10. .

256644
1624152lim 34

23

4 +++
-++

-® xxx
xxx

x

11. .
2560212
2590394lim 23

23

5 +++
-++

-® xxx
xxx

x
12. .

23
1222lim 234

234

1 +-+-
+-+-

® xxxx
xxxx

x

13. .
51292

1lim 23

23

1 -+-
+--

® xxx
xxx

x
14. .

2028132
1682lim 23

34

2 -+-
+--

® xxx
xxx

x

15. .
44

432359lim 23

23

2 xxx
xxx

x +
-++

+-®
16. .

1
2lim 23

3

1 +--
-+

® xxx
xx

x

17. .
9157
935lim 23

23

0 -+-
++-

® xxx
xxx

x
18. .

12
154lim 24

24

1 +-
+-

® xx
xx

x

19. .
18218
72392lim 23

23

3 -+-
+-+

® xxx
xxx

x
20. .

6251255
150354lim 34

23

5 +++
--+

-® xxx
xxx

x

21. .
256644

11240lim 34

23

4 +--
+--

® xxx
xxx

x
22. .

12816
1248lim 34

23

2/1 =--
+--

® xxx
xxx

x

23. .
168

11240lim 23

23

4 xxx
xxx

x +-
+--

®
24. .

28243
2032173lim 23

23

2 ---
+++

-® xxx
xxx

x
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25. .
20873
842lim 23

23

2 --+
--+

-® xxx
xxx

x
26. .

72132383
3660232lim 23

23

6 -+-
++-

® xxx
xxx

x

27. .
71232
253lim 23

234

1 +-+
-+--

® xxx
xxxx

x
28. .

108108272
144128lim 23

23

6 +++
--+

-® xxx
xxx

x

29. .
364013

42lim 23

3

2 -+-
--

® xxx
xx

x
30. .

168
64lim 23

3

4 xxx
x

x +-
-

®

Задача 3

1. .
342
23lim 23

23

xxx
xx

x -+
+-

¥®
2. .

542
174lim 23

3

+-
++

¥® xx
xx

x

3. .
12
735lim 24

24

++
+-

¥® xx
xx

x
4. .

2
326lim 23

3

+-
++

¥® xx
xx

x

5. .
13

232lim 23

23

-++
+-

¥® xxx
xx

x
6. .

35
342lim

2

2

-+
++

¥® xx
xx

x

7. .
232

323lim 23

23

-+
++

¥® xx
xxx

x
8. .

432
35lim 2

2

++
++

¥® xx
xx

x

9. .
32
13lim 2

2

-+
++-

¥® xx
xx

x
10. .

14
13lim 3

23

++
+-

¥® xx
xx

x

11. .
1032
964lim 2

2

+-
-+

¥® xx
xx

x
12. .

2
12lim 24

34

xxx
xx

x +-
++

¥®

13. .
12
32lim 2

2

+-
-+

¥® xx
xx

x
14. .

23
382lim 2

2

++
-+

¥® xx
xx

x

15. .
43
245lim 23

23

--
-+

¥® xx
xxx

x
16. .

32
38lim 2

2

xx
xx

x --
+

¥®

17. .
323

123lim 24

24

xxx
xxx

x -+
++-

¥®
18. .

232
32lim 2

2

+-
-+

¥® xx
xx

x

19. .
12
323lim 4

24

-+
+-

¥® xx
xx

x
20. .

123
12lim 2

2

++
+-

¥® xx
xx

x

21. .
2

342lim 3

3

+-
-+

¥® xx
xx

x
22. .

132
2lim 4

43

++
-+

¥® xx
xxx

x

23. .
145
23lim 3

23

+-
-+

¥® xx
xx

x
24. .

31
4lim 2

2

xx
xx

x ++
+

¥®

25. .
32

1lim 42

42

xx
xx

x -+
+-

¥®
26. .

23
52lim 34

24

++
--

¥® xx
xx

x
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27. .
63

421lim 35

52

xxx
xx

x ++
--

¥®
28. .

421
13lim 3

23

xx
xx

x -+
+-

¥®

29. .
42
12lim 23

23

-++
-+-

¥® xxx
xxx

x
30. .

432
12lim 2

2

-+
+-

¥® xx
xx

x

Задача 4

1. .
2
43lim 24

25

++
+-

¥-® xx
xx

x
2. .

3
12lim 23

34

++
-+

¥® xx
xx

x

3. .
13
123lim 5

2

-+
-+

¥-® xx
xx

x
4. .

4
lim 2

32

+-
-

¥® xx
xx

x

5. .
52
32lim 24

3

xxx
xx

x ++
-+

¥-®
6. .

32
172lim 24

23

xxx
xx

x ++
-+

¥-®

7. .
34
132lim 23

26

-+
+-

¥-® xx
xx

x
8. .

12
32lim 2

45

-+
-+

¥® xx
xxx

x

9. .
41

35lim 3

2

xx
xx

x -+
++

¥-®
10. .

12
32lim 2

34

++
-+

¥® xx
xx

x

11. .
1
13lim 24

2

+-
++

¥-® xx
xx

x
12. .

32
743lim 24

23

-+
-+

¥® xx
xxx

x

13. .
23
12lim 24

23

++
+-

¥-® xx
xx

x
14. .

32
23lim 3

2

xx
xx

x -+
+-

¥-®

15. .
23
1lim 2

23

+-
+-

¥-® xx
xx

x
16. .

523
432lim 23

2

-+
+-

¥® xx
xx

x

17. .
12
123lim 2

23

+-
++

¥-® xx
xx

x
18. .

22
433lim 23

2

+-
++

¥® xx
xx

x

19. .
42
542lim 2

23

+-
-+

¥-® xx
xx

x
20. .

3
532lim 34

2

xxx
xx

x +-
-+

¥-®

21. .
52

33lim 23

25

-+
+-

¥-® xx
xxx

x
22. .

22
254lim 23

2

-+
+-

¥® xx
xx

x

23. .
3
13lim 2

34

-+
+-

¥-® xx
xx

x
24. .

132
423lim 2

23

+-
-+

¥-® xx
xx

x

25. .
523
12lim 23

34

+-
+-

¥-® xx
xx

x
26. .

13
12lim 23

34

+-
-+

¥® xx
xx

x

27. .
1

325lim 2

23

-+
+-

¥-® xx
xx

x
28. .

13
323lim 2

23

-+
-+

¥® xx
xx

x

29. .
53
175lim 24

2

+-
-+

¥-® xx
xx

x
30. .

163
234lim 2

23

+-
-+

¥® xx
xx

x
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Задача 5

1. .
23
12lim 23

2

+-
-+

¥® xx
xx

x
2. .

1
25lim 23

2

-+
+-

¥-® xx
xx

x

3. .
1
23lim 2

34

+-
+-

¥-® xx
xx

x
4. .

52
52lim 23

2

+-
+-

¥-® xx
xx

x

5. .
132

1lim 2

23

+-
+-

¥-® xx
xx

x
6. .

32
12lim 23

4

-+
+-

¥-® xx
xx

x

7. .
1
32lim 24

23

-+
+-

¥-® xx
xx

x
8. .

322
13lim 23

2

-+
+-

¥-® xx
xx

x

9. .
12
2lim 2

23

++
+-

¥-® xx
xx

x
10. .

12
3lim 34

23

+-
+-

¥-® xx
xx

x

11. .
13

2lim 2

45

++
-+

¥-® xx
xxx

x
12. .

4
21lim 23

42

-+
--

¥-® xx
xx

x

13. .
1

lim 23

4

-+
-

¥-® xx
xx

x
14. .

1
12lim 2

34

+-
--

¥-® xx
xx

x

15. .
42

57lim 32

2

xx
xx

x +-
-+

¥-®
16. .

32
3lim 2

23

+
+-

¥-® x
xxx

x

17. .
12

5lim 34

23

++
--

¥-® xx
xx

x
18. .

1
2lim 2

34

xx
xx

x ++
-

¥-®

19. .
1
332lim 23

2

+-
-+

¥-® xx
xx

x
20. .

12
3lim 23

24

--
+

¥-® xx
xx

x

21. .
63
232lim 24

23

+-
+-

¥-® xx
xx

x
22. .

34
13lim 24

45

-+
-+-

¥-® xx
xxx

x

23. .
423

12lim 23

2

+-
++

¥-® xx
xx

x
24. .

33
21lim 3

2

+-
--

¥-® xx
xx

x

25. .
2

352lim 43

23

xx
xx

x -
+-

¥-®
26. .

643
12lim 24

23

-+
+-

¥-® xx
xx

x

27. .
4
52lim 24

23

xxx
xx

x --
--

¥-®
28. .

52
1lim 23

2

++
+-

¥-® xx
xx

x

29. .
12
83lim 2

23

++
+-

¥-® xx
xx

x
30. .

142
543lim 23

2

+-
-+

¥-® xx
xx

x
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Задача 6 [16]

1. .
42
12lim

2

3 xx
xx

x ---
-+

®
2. .

82
412lim 24 -+
--+

-® xx
xx

x

3. .
212
410lim 23 --
--+

-® xx
xx

x
4. .

6
62lim 22 --

+--
-® xx

xx
x

5. .
143

423lim 21 +-
+-+

® xx
xx

x
6. .

15
23lim

2

2 +--
+-

® xx
xx

x

7. .
353

143lim
2

1 xx
xx

x +-+
++

-®
8. .

35
492lim

2

4 ---
+-

® xx
xx

x

9. .
158

122173lim 25 ++
+-+

-® xx
xx

x
10. .

1572
612lim 25 --

+-+
® xx

xx
x

11. .
11
22lim

2

2

0 -+

-+
® x

x
x

12. .
2

33lim
0 x

xx
x

+--
®

13. .
11

3lim
0 xx

x
x --+®

14. .
22
312lim

4 --
-+

® x
x

x

15. .
38
25lim

1 --
-+

-® x
x

x
16. .

21
34lim

5 --
-+

® x
x

x

17. .
32
23lim

7 -+
--

® x
x

x
18. .

9
334lim 23 -

--
® x

x
x

19. .
152
415lim 23 -+

-+
® xx

x
x

20. .
3

42lim 2

2

0 x
x

x

+-
®

21. .
416
24lim

2

2

0 -+

-+
® x

x
x

22. .
55

3lim
0 xx

x
x +--®

23. .
3

572lim
9 x

x
x -

-+
®

24. .
516

2lim
4 -+

-
® x

x
x

25. .
3

27lim
3

3 xx
x

x -
-

®
26. .131lim 23

2

0 xx
x

x +
-+

®

27. .
64

420lim 34 +
-+

-® x
x

x
28. .

38
23lim

2

1 -+
-

® x
x

x

29. .39lim 20 xx
x

x +
-+

®
30. .

8
314lim 32 -

-+
® x

x
x
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Задача 7

1. .
3
1lim

32 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ 2. .

1
4lim

34 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

3. .
21
23lim

41 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- 4. .

12
12lim

2 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

5. .
23
43lim

42 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ x

x x
x 6. .

6
4lim

53 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

7. .
1
2lim

21 x

x x
x +

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ 8. .

2
3lim

43 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

9. .
12
32lim

31 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ 10. .

6
lim

2 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-

11. .
23
13lim

2+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x 12. .

2
32lim

14 +

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ + x

x x
x

13. .
14
24lim

51 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ 14. .

42
2lim

53 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-

x

x x
x

15. .
2
4lim

21 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- 16. .

23
13lim

12 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

17. .
13
43lim

34 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- 18. .

3
53lim

4+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ + x

x x
x

19. .
12
52lim

27 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x 20. .

5
15lim

53 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ +

21. .
5
2lim

53 +

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- x

x x
x 22. .

23
21lim

52 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- x

x x
x

23. .
15
25lim

32 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x 24. .

23
43lim

24 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

25. .
2

12lim
43 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ - 26. .

13
3lim

12 +

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+

x

x x
x

27. .
23
21lim

35 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- 28. .

43
53lim

22 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

29. .
23

3lim
34 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
30. .

31
32lim

14 +

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- x

x x
x
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Задача 8

1. .
23
32lim

12 +

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ x

x x
x 2. .

1
12lim

52 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

3. .
13
1lim

34 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x 4. .

14
1lim

12 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

5. .
2
52lim

1 x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ 6. .

12
1lim

1+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x

7. .
14
12lim

63 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x 8. .

12
14lim

53 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x

9. .
43
32lim

2+-

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x 10. .

13
12lim

15 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x

11. .
42
13lim

34 +

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x 12. .

56
23lim

42 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

13. .
43
42lim

73 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x 14. .

54
32lim

3x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

15. .
13
25lim

23 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x 16. .

6
43lim

12 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

17. .
103
24lim

3x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- 18. .

14
32lim

15 +

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x

19. .
15
3lim

37 +

-¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x 20. .

8
53lim

2x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

21. .
14
72lim

34 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ x

x x
x 22. .

52
1lim

3x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-

23. .
6
72lim

42 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
- x

x x
x 24. .

2
31lim

6x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

25. .
43
21lim

51 x

x x
x -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- 26. .

5
34lim

34 -

¥-®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- x

x x
x

27. .
52

3lim
12 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+

x

x x
x 28. .

41
21lim

3x

x x
x
÷
ø
ö

ç
è
æ
-
-

¥®

29. .
42

3lim
4x

x x
x -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ 30. .

24
lim

52 -

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-

x

x x
x
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Задача 9

1. .
2

4cos1lim 20 x
x

x

-
®

2. .sin2sinlim
0 x

xx
x

-
®

3. .
4

4cos2coslim 20 x
xx

x

-
®

4. .
3sin
4tglim

0 x
x

x ®

5. .
4

2sintg2lim 20 x
xx

x

-
®

6. .
3sin

2arcsinlim
0 x

x
x ®

7. ( ) .
2

tg1lim
1

xx
x

p
-

®
8. .

2
sin1lim

2/ x
x

x -
-

® pp

9. .3sin3tglim 20 x
xx

x

-
®

10. .
4tg3

4cos1lim
2

0 xx
x

x

-
®

11. .
2sin

1
2tg
1lim

0 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

® xxx
12. .

3
6sin4sinlim 2

22

0 x
xx

x

-
®

13. .
sin

3sin5sinlim
0 xx

xx
x

+
®

14. .
3

4cos1lim 20 x
x

x

-
®

15. .
2

8cos4coslim 20 x
xx

x

-
®

16. .
5tg

4arctglim
0 x

x
x ®

17. .4sin4tglim 20 x
xx

x

-
®

18. .
4
2sin1lim

4/ x
x

x -
-

® pp

19. .
4

2cos2coslim 2

3

0 x
xx

x

-
®

20. .
4tg
1

4sin
1lim

0 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

® xxx

21. .
3

5cos2coslim 2

22

0 x
xx

x

-
®

22. .
2
3arcsinlim 20 xx

x
x -®

23. .
2arcsin
4cos1lim

2

0 xx
x

x

-
®

24. .
3sin
4cos1lim

0 xx
x

x

-
®

25. .
2

cos3coslim 20 x
xx

x

-
®

26. .
2arcsin
sin3sinlim

0 x
xx

x

+
®

27.
( )

.cos1lim 2x
x

x -
+

® pp
28. ( ) .ctglim xx

x
-

®
p

p

29. .
3sinsin

2lim
0 xx

x
x +®

30. .4cos4coslim 2

3

0 x
xx

x

-
®
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Задача 10
Знайти границі за допомогою еквівалентних нескінченно малих

функцій.

1. ( ).
2

1lnlim 23

2

0 xx
x

x -
+

®
2. .

2tg
3arcsinlim

0 x
x

x ®

3. .
4tg
3sinlim

0 x
x

x ®
4. .

2
1lim 3

2

0 xx
e x

x +
-

®

5. .
2
4arctglim 20 xx

x
x -®

6. .
2

5arcsinlim 2

2

0 x
x

x ®

7. .
3arctg

4sinlim
0 x

x
x ®

8. ( ).
3sin
21lnlim 2

2

0 x
x

x

+
®

9. .
5tg

1lim
4

0 x
e x

x

-
®

10. ( ) .
65

2sinlim 22 +-
-

® xx
x

x

11. .7cos5coslim 20 x
xx

x

-
®

12. .
3

4cos1lim 20 x
x

x

-
®

13. ( ) .1ln
3arctglim

0 x
x

x +®
14. .

2tg
5arcsinlim

0 x
x

x ®

15. .
5sin

1lim
3

0 x
e x

x

-
®

16. ( ).
4
2tglim 22 -

-
® x

x
x

17. ( ) .
8
2sinlim 32 -

-
® x

x
x

18. .
4tg

3arcsinlim
0 x

x
x ®

19. ( ).4tg
16lim

2

4 -
-

® x
x

x
20. .

4
6cos4coslim 20 x

xx
x

-
®

21. ( ).51lnlim 3

3

0 x
x

x

+
®

22. .
5tg

arctg7lim
0 x

x
x ®

23. ( ).21ln
4sinlim

0 x
x

x +®
24. .

4tg
5arcsinlim

0 x
x

x ®

25. .
4tg

1lim
6

0 x
e x

x

-
®

26. ( ).
5sin
41lnlim 2

2

0 x
x

x

+
®

27. ( ).
27

3sinlim 33 -
-

® x
x

x
28. ( ) .

25
5tglim 25 -

-
® x

x
x

29. .
5

10cos1lim 20 x
x

x

-
®

30. ( ) .
2sin
41lnlim

0 x
x

x

+
®
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2.2. НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ

Література: [1, розділ 5, п. 5.3]; [2, розділ 4, п. 4.3]; [3, розділ 3,
п. 3.5]; [4, розділ 2, глава 6, п. 6.7, 6.8]; [5, глава 6, § 6]; [8, розділ 1,
п. 1.9]; [11, розділ 1, п. 1.8]; [13, розділ 4, § 13]; [15, розділ 2, § 4, 5];
[16, розділ 5].

Індивідуальне завдання 2.2
У задачах 1, 2 дослідити функції на неперервність і побудувати

графіки [16].

Задача 1

1. ( )
ï
î

ï
í

ì

³
<£-+

-<+

=
.1,2

,11,2

,1,4
2

xx
xx

xx

xf 2. ( ) ( )
ï
î

ï
í

ì

>+-
£<+

£+

=
.2,4

,20,1

,0,1
2

xx
xx

xx

xf

3. ( )
ï
î

ï
í

ì

>+-
£<-+

-£+

=
.1,3

,11,1

,1,2
2

xx
xx

xx

xf 4. ( ) ( )
ï
î

ï
í

ì

³-
<<--

£-

=
.2,3

,20,1

,0,
2

xx
xx

xx

xf

5. ( )
ï
î

ï
í

ì

>
£<-+

-£+-

=
.0,

,01,)3(

,1),1(2
3

xx
xx

xx

xf 6. ( )
ï
î

ï
í

ì

>+
£<

£-

=
.2,1

,20,

,0,
2

xx
xx

xx

xf

7. ( )
ï
î

ï
í

ì

>+
£<

£+
=

.3,2
,31,2

,1,12

xx
xx

xx
xf 8. ( )

ï
î

ï
í

ì

>+
££+

<-
=

.4,3
,40,1

,0,3

xx
xx

xx
xf

9. ( )
ï
î

ï
í

ì

>-
£<

£-
=

.2,2
,20,0

,0,1

xx
x

xx
xf 10. ( )

ï
î

ï
í

ì

>+
£<

£
=

.1,2
,10,

,0,2 2

xx
xx

xx
xf

11. ( )
ï
î

ï
í

ì

>
££

<
=

.2,0
,20,

,0,sin

x
xx

xx
xf 12. ( )

ï
î

ï
í

ì

>
£<

£
=

.,2
,2/,0

,2/,cos

p
pp

p

x
x

xx
xf
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13. ( )
ï
î

ï
í

ì

³
<<

£-

=
.2,2

,20,

,0,1
2

xx
xx

xx

xf 14. ( )
ï
î

ï
í

ì

³-
<£-

<+

=
.1,

,10,1

,0,1
2

xx
xx

xx

xf

15. ( )
ï
î

ï
í

ì

³+
<£+

<-

=
.2,1

,20,1

,0,
2

xx
xx

xx

xf 16. ( )
ï
î

ï
í

ì

>-

£<
£+

=

.2,2

,20,1
,0,3

2 xx

x
xx

xf

17. ( )
ï
î

ï
í

ì

³-

<£
<-

=

.,2
,0,sin

,0,1

2 p

p

xx
xx

xx
xf 18. ( )

ï
î

ï
í

ì

>
££-+

-<+-

=
.2,2

,21,1

,1,1
2

xx
xx

xx

xf

19. ( )
ï
î

ï
í

ì

>+
£<

£

=
.2,3

,20,2

,0,1

xx
x

x

xf x 20. ( )
ï
î

ï
í

ì

>
£<-

-£+-

=
.1,2

,12,

,2,2
3

x
xx

xx

xf

21. ( )
ï
î

ï
í

ì

³
<<--

-£+

=
.2,

,21,2

,1,43
2

xx
xx

xx

xf 22. ( ) ( )
ï
î

ï
í

ì

³+-
<<-

£

=
.3,6

,31,2

,1,
2

xx
xx

xx

xf

23. ( )
ï
î

ï
í

ì

>-
££+

<-

=
.2,2

,21,2

,1,1
2

xx
xx

xx

xf 24. ( )
ï
î

ï
í

ì

>+-
££--

-<
=

.3,5
,31,1

,1,3

xx
xx

xx
xf

25. ( )
ï
î

ï
í

ì

>-

££-+-
-<

=

.1,1

,12,1
,2,

2 xx

xx
xx

xf 26. ( )
ï
î

ï
í

ì

³-
<<+-

£+

=
.2,2

,20,4

,0,3
2

xx
xx

xx

xf

27. ( )
ï
î

ï
í

ì

>
£<--

-£

=
.2,2

,21,1

,1,0
2

xx
xx

x

xf 28. ( )
ï
î

ï
í

ì

>-
££

<-
=

.,1
,0cos,

,0,1

p
p

xx
x

x
xf

29. ( )
ï
î

ï
í

ì

>
££--

-<
=

.1,ln
,11,1

,1,2

xx
xx

x
xf 30. ( )

ï
î

ï
í

ì

>+
£<

£-

=
.2,4

,20,

,0,
3

xx
xx

xx

xf
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Задача 2

1. ( ) .12 )2/(1 += -xxf 2. ( ) .15 )3/(1 -= - xxf

3. ( ) .
1
2

-
+

=
x
xxf 4. ( ) .

4
3

+
-

=
x
xxf

5. ( ) .34 )2/(1 += -xxf 6. ( ) .29 )2/(1 -= -xxf

7. ( ) .12 )4/(1 += -xxf 8. ( ) .25 )3/(1 -= - xxf

9. ( ) .36 )3/(1 += -xxf 10. ( ) .17 )2/(1 += - xxf

11. ( ) .
3
4

+
-

=
x
xxf 12. ( ) .

5
2

+
+

=
x
xxf

13. ( ) .15 )1/(2 += -xxf 14. ( ) .34 )1/(2 -= - xxf

15. ( ) .12 )2/(4 -= -xxf 16. ( ) .18 )2/(3 -= - xxf

17. ( ) .15 )3/(4 += - xxf 18. ( ) .12 )2/(3 += +xxf

19. ( ) .
1

2
2 -

=
x

xxf 20. ( ) .
2

4
-

=
x

xxf

21. ( ) .24 )2/(5 += -xxf 22. ( ) .23 )1/(2 -= - xxf

23. ( ) .15 )4/(3 += -xxf 24. ( ) .13 )3/(4 += -xxf

25. ( ) .
4
3

+
+

=
x
xxf 26. ( ) .

2
5

-
+

=
x
xxf

27. ( ) .
9
1

2 -
+

=
x
xxf 28. ( ) .

4
2
2 -

=
x

xxf

29. ( ) .6 )4/(2 += xxf 30. ( ) .16 )1/(2 -= - xxf
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3. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ
ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ

3.1. ПОХІДНА ФУНКЦІЇ
Література: [1, розділ 6, п. 6.1-6.5]; [2, розділ 5, п. 5.1-5.3]; [3,

розділ 4, п. 4.1-4.2]; [4, розділ 3, глава 7]; [5, глава 7, § 1]; [8, розділ 2,
п. 2.1-2.11]; [11, розділ 2, п. 2.1-2.11]; [13, розділ 6, § 16-18]; [15, роз-
діл 3, § 1-4, 8]; [16, розділ 6, п. 6.1-6.4].

Індивідуальне завдання 3.1
У задачах 1-8 знайти похідну y¢  [16].

Задача 1

1. х
хх

ху 3142 3
5 ++-= . 2. 2

35 2 443
х

хх
х

y +-+= .

3. 2
3 54 423

хх
ххy --+= . 4.

х
х

х
хy 4327 3

5 +--= .

5.
х

х
х

хy 657 7 4
2 +-+= . 6.

хх
ххy 545 3

3 42 -+-= .

7. 5
35 1033

х
х

х
хy +--= . 8. 5

63 7 443
х

х
х

хy +-+= .

9. 3
3 42 248

хх
ххy --+= . 10. 4

3 76 754
х

х
х

хy --+= .

11. 5
23 2372

х
х

х
хy -+-= . 12. 2

5 23 634
х

х
х

хy +--= .

13.
х

х
х

хy 1485 2
3 ++-= . 14. 43 4

3 529 х
х

х
х

y +-+= .

15. 35 2
5 794 хх

хх
y -+-= . 16. 73

3 2438 хх
хх

y -++= .

17. 63 72 245 хх
х

хy --+= . 18. 4
52 54310

хх
ххy --+= .

19. 3
3

5 343 х
хх

хy ---= . 20. 3 7
4

3 759 х
хх

хy +-+= .

21.
х

х
х

хy 743 3 2
5 -++= . 22. 3

5
3 542 х

хх
хy --+= .
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23. 3
5 42 837

х
х

х
хy +-+= . 24. 7 2

4
3 748 х

хх
хy +--= .

25. 5 4
4

158 х
хх

хy -+-= . 26. х
хх

хy 345
5

4 3 ++-= .

27. 4
3 53 234

х
х

х
хy --+= . 28. 3

35 254
х

х
х

хy +--= .

29. 65 3
3 247 хх

хх
y --+= . 30. 73

4 336 хх
хх

y -+-= .

Задача 2

1.
( )5

3 4

2
4523
-

+-+=
х

ххy . 2. ( )
132

33 3
3 4

+
--=

хх
хy .

3. ( )
( )22

5

12

54
-+

+-=
хх

хy . 4.
( )3

5 2

1
5537
-

-+-=
х

ххy .

5.
( )4

4 2

5
353
-

-+-=
х

ххy . 6.
( )3

34

2
423
+

-+-=
х

хххy .

7. ( )
534

57 2
3 5

-+
+-=

хх
хy . 8. ( )

732
24 2

5 6

+-
-+=

хх
хy .

9.
( )

345
4

3 2
7 +--

-
= хх

х
y . 10.

( )5
3 2

3
2434
-

---=
х

ххy .

11.
( )

2
3 38

1
7 хх

х
y +-+

-
= . 12.

( )4
5 2

4
4543
-

+-+=
х

ххy .

13.
( )2

3 4

5
8125
-

+--=
х

ххy . 14.
( )

7 2
5 375

2
3

---
+

= хх
х

y .

15. ( )
237

41 2
4 5

+-
--=

хх
хy . 16. ( )

47
32 23

5 6

--
--=

хх
хy .

17.
( )

3 4
2 34

4
3 хх

х
y -+-

+
= . 18.

( ) 736
8

1
2

23 -+
-

-
=

ххх
y .

19.
( )4

2

3
3251
-

+-+=
х

ххy . 20.
( )3

3 2

1
545
+

--+=
х

ххy .

21.
( )2

4 2

5
7145
-

-+-=
х

ххy . 22.
( )5

5 2

7
473
-

-+-=
х

ххy .

23. ( )
857

93 2
7

--
+-=

хх
хy . 24. ( ) 2

3 4

431
28

хх
хy

-+
--= .
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25. ( )52 1
134

3
+-

+-
= х

хх
y . 26. ( )6 52 132

4
3

+-+
-

= хх
х

y .

27.
( )

( )3 42
3 13

7
4

+--
-

= хх
х

y . 28. ( ) ( )153
104 2

7

+-
--=

хх
хy .

29.
( )

2
5 258

2
7 хх

х
y +--

+
= . 30. ( )

742
51 2

3 5

+
+-=

хх
хy .

Задача 3

1. =y 53 8cos2sin xx × . 2. ( )35 14tg3cos +×= xxy .
3. 54 4arcsintg xxy ×= . 4. 43 7ctg2arcsin xxy ×= .
5. 23arccos3ctg xxy ×= . 6. =y ( )3ln4arccos2 -× xx .
7. 45 7arctgln xxy ×= . 8. xxy sin3 34arctg ×= .
9. 3cos 5arcctg2 xy x ×= . 10. =y ( )2ln4 5 +×- xx .
11. 4tg2 7arcsin3 xy x ×= . 12. =y 52 2arccos5 xx × .
13. 34 2arctg3sin xxy ×= . 14. xxy arcctg4cos3 ×= .
15. 53 arcsin2tg xxy ×= . 16. 37 2arccosctg xxy ×= .
17. .7tg 6sin xey x-= 18. 3cos 8ctg xey x= .
19. =y xx 4arccoscos5 × . 20. 23 5arcctg7sin xxy ×=

21. 52 3arcctg3sin xxy ×= . 22. 45 arctgcos xxy ×= .
23. 26 7cos2tg xxy ×= . 24. xxy arcsin4ctg3 ×= .
25. 4arccos)ctg(1/ xxy ×= . 26. 53arcctgtg xxy ×= .
27. 33 2arccos2tg xxy ×= . 28. xy x 3arctg2 5tg= .
29. xxy arctg3sin5 ×= . 30. =y 24 3arcsin3cos xx × .

Задача 4

1. ( )4ln5arcctg2 -×= xxy . 2. ( )5ln2arctg3 +×= xxy .
3. ( )1lnarccos 24 -+×= xxxy . 4. xxy -×= 32arccos .

5. 24 7arctg3tg xxy ×= . 6. 33arcsin5
2

xy x-= .
7. ( )3logarctg 2

5 -×= xxy . 8. ( ) xxy 3arccos5log3 ×+= .

9. xey x 5arcsin2×= - . 10. ( ) xxy 4
4 arcsin1log ×-= .

11. ( ) 25 3arcctg4 xxy ×-= . 12. 33 2arctg4ctg xxy ×= .
13. 5cos 7arctg xey x-= . 14. ( ) 42 3arccos1 xxy += .
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15. 4sin arcctg2 xy x= . 16. 52arctg3
3

xy x-= .
17. xy x 3arcsin3 2cos= . 18. ( ) xxy 4arccos10ln 2×-= .
19. ( ) xxy 5arcsin2lg ×-= 20. ( ) xxy 7arctg1log 5

3 ×+= .
21. ( ) xxy 2arcctg9ln 3×+= . 22. ( ) .3arcsin2lg 2 xxy ×+=

23. xy x 3arctg4 sin-= . 24. .arcctg2 3cos xy x=

25. ( ) xxy 5arcsin3lg 2×-= . 26. ( ) xxy 2
2 arccos3log ×+= .

27. xy x 4arctg2 3-= . 28. ( ) xxy 3arcctg4ln 4×-= .
29. ( ) xxy 3arcctg3lg 4×+= . 30. ( ) 32

5 arctg1log xxy ×+= .

Задача 5

1. 34 2arcsin3tg xxy ×= . 2. ( ) 44 5arcsin2 xxy -= .

3. 47arctg2
3

xy x ×= - . 4. ( ) 55 3arcctg6 xxy += .

5. ( )73ln3 2cos +-= xxy x . 6. ( ) xxy arctg7log2 ×-= .
7. .tg5arccos 43 xxy ×= 8. ( ) 37 7arcctg5 xxy -= .

9. .7ctgarccos 32 xxy ×= 10. 45arccos5
2

xy x-= .
11. 44 7cosarctg xxy ×= . 12. ( ) 56 3arcsin74 xxy -= .
13. ( ) xxy 5arccos5 32+= . 14. xy x 2arcsin2 3sin-= .
15. ( ) xxy arccos2 7+= . 16. ( ) 45 7arcsin7 xxy -= .
17. ( ) 43arccos3ln xxy ×-= . 18. ( ) xxy 4arctg4log 3

2 ×-= .
19. ( ) xxy 7arcctg7 24-= . 20. .2arccos3 43 xxy -=

21. xxy 5arcsin4 43 -= . 22. ( ) 65 3arccos3 xxy -= .

23. ( ) 35 2arcsin3 xxy += . 24. ( ) xxy 3arccos13 2+= .

25. xxy 3arcctgtg3 ×= . 26. ( ) ( )17arctg2 3 --= xxy .

27. ( ) 25 2 7arcsin4 xxy += . 28. xxy 3ctg4arcsin3 ×= .

29. .2arcsincos xey x-= 30. ( ) xxy 43 arccos5+= .

Задача 6

1. .)3ctg( arcsinxy x= 2. .))2(cos( ln+= xy x

3. .)3(sin arccos xxy = 4. .)5tg( )1arcsin(xy x= +

5. .))2(sin( 2arcsin+= xy x 6. .)5(cos arctgxy x=
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7. .)23(
3arcctg

+= xy
x 8. .))3(ln( sin+= xy x

9. .))4(log( 2
7ctg+= xy x 10. .)3(sin )2(arctgxy x= +

11. .)3(cos )/1(ctgxy x= 12. .)5(arcsin tgxy x=

13. .)5(arccos lnxy x= 14. .)2arctg( sinxy x=

15. .))7(ln( 2ctg+= xy x 16. .))47(ctg( 3+= +xy x

17. .)1tg(
2arctg

+= xy
x 18. .))ctg(1/( 7arcsinxy x=

19. .))5(cos( 3arcsin+= xy x 20. .)5(
3arccos

+= xy
x

21. .)4(sin
1arctgxy x= 22. .)3tg( 4 3

xy x= +

23. .)2ctg( sin3 xxy = 24. .)7tg( 25 += xxy

25. .)(arccos cosxy x= 26. .)7ctg( )3sin(xy x= +

27. .)5(sin )2(arctgxy x= + 28. .)arctg( )13(tgxy x= +

29. .)ctg(
)3sin(

xy
x

=
+ 30. .)3(sin 2arcctgxy x=

Задача 7

1. .))2((arccos 3tg+= xy x 2. .)2(arcsin )1(ctgxy x= +

3. .))7(arctg( 2cos+= xy x 4. .))3(arcctg( 4sin-= xy x

5. .))23(ctg( 3arcsin-= xy x 6. .))34(tg( 2arccos-= xy x

7. .))52(cos( 5arctg-= xy x 8. .))47(sin( arcctg+= xy x

9. .)2(arcsin )3ln(xy x= + 10. .)3(arccos )15lg(xy x= -

11. .)5arctg( )4(log 2xy x= + 12. .)7arctg( )1lg(xy x= +

13. .))42(log( 4
arcsin+= xy x 14. .))23(log( 5

arccos+= xy x

15. .))57(lg( 2arctg-= xy x 16. .))45(ln( arcctg-= xy x

17. .))56(log( 2
2arcsin+= xy x 18. .))34(lg( 4arccos-= xy x

19. .))37(ln( 5arctg-= xy x 20. .))52(log( 5
arctg+= xy x

21. .))78(sin( )3(ctg-= +xy x 22. .))83(cos( )7(tg+= -xy x

23. .))29(tg( )12cos(+= -xy x 24. .))57(ctg( 3sin+= xy x

25. .))73(sin( )4cos(-= +xy x 26. .))32(cos( )5(tg-= +xy x

27. .))57(tg( )2sin(-= +xy x 28. .))23(cos( )4cos(+= +xy x

29. .))47(ln( tg+= xy x 30. .))38(lg( 5tg+= xy x
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Задача 8

1. .
)25(

)32(73
5

4

+
-+

=
x

xxy 2. .
)14(

)23()3(
3

35

-

+-=
x

xxy

3 .
)45(

)12()23(
2

53

-
+-

=
x

xxy 4. .
)13(

)25()32(
7

5 2

+

-+
=

x

xx
y

5. .
)15(

)34()23(
5

37

+

-+=
x

xxy 6. .
)43(

)27()12(
3 2

54

-

+-=
x

xxy

7. .
)25(

43)32(
7

2

+
+-=

x
xxy 8. .

)34(
13)72(

5

10

+
--=

x
xxy

9. .
)25(

)32()13(
5

28

+

-+=
x

xxy 10. .
)12(

)74()25(
3 4

4

-

-+
=

x
xxy

11. .
)34()12(

)43(
52

5 3

+-

+
=

xx
x

y 12. .
)54()13(

)12(
35

3 7

-+
-

=
xx

xy

13. .
)25(

)12()23(
7

43

+

-+
=

x
xx

y 14. .
)72(

)34()23(
3

23 5

-
+-

=
x

xxy

15. .
)12(

)25(83
5

64

-
+-

=
x

xxy 16. .
)85(

)34(13
3

75

+
-+

=
x

xxy

17. .
)67()14(

)23(
52

7 4

-+
-

=
xx

xy 18. .
)45()32(

)13(
34

5 2

--
+

=
xx

xy

19. .
)45()32(

32
27

2

-+
-+

=
xx
xxy 20. .

)14()52(
)2(

7

3 2 4

+-
-

=
xx

xy

21. .
)2(

)25()43(
3 2 5

42 3

-

-+=
x

xxy 22. .
)34(

)2()12(
5 3 2

5 36

+

+-
=

x

xx
y

23. .
)23(

)72()12(
3 5

22 4

+

-+-=
x

xxxy 24. .
13

)32()73(
2

52 2

-+

-+=
xx

xxy

25. .
)45(

)73(37
2

2 53

-
+-

=
x

xx
y 26. .

)14(
)83(103

5

32

-
-+

=
x

xxy
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27. .
)35(

)12()2(
2 4

75 2 3

+

--
=

x

xxy 28. .
)35(

)2()12(
2 2

3 54 3

-

-+
=

x
xx

y

29. .
)52()2(

)13(
4 73 4

6 5

-+

-
=

xx

xy 30. .
)35()12(

)23(
3 54

5 4 3

--

+
=

xx
x

y

Задача 9
Знайти y¢  і .y ¢¢

1. .82 xyy = 2. .422 =+ yx
3. .arctgyxy =+ 4. .133 =++ yxyx
5. .2cos2 xyxy =- 6. .2arctg 2 yxy +=

7. .tg 2yxy += 8. .sin32 yyx =+

9. .22 xey y += 10. .2/ln =- xyy

11. .03222 =++ yxyx 12. .1242 +=+ xyxy

13. .3=+ yx 14. .2

yx
yxy

-
+

=

15. .1)(sin 22 =+ yx 16. .2)(ctg xyx =-

17. ).(cos/ 2 yxyx += 18. .1324 =++ yxyx
19. .42 yxe y += 20. .34)2(tg 2 yxyx +=+

21. .33 xyyx =+ 22. ./4 22 yxyy -=

23. .2 22/ yxyx += 24. ./)ln( 2 xyxy =+
25. .32)arcsin( yxyx +=+ 26. .)52(cos 22 yxyx -=+

27. .)/sin( 22 yyxx =+ 28. .2)cos( xyyxx =-

29. .22 yxyx -=+ 30. 2.)tg( =+ yxy

Задача 10
Знайти y¢  і .y ¢¢

1.
î
í
ì

=
+=

.4
,cos)1(

2ty
ttx

2.
î
í
ì

=
=

.sin2
,cos4

2

2

ty
tx

3.
î
í
ì

=
=

.sin2
,cos

3

3

ty
tx 4.

î
í
ì

+=
+=

.)]1/(2[
),1/(1

2tty
tx
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5.
î
í
ì

=
= -

.2
,2

3

4

t

t

y
x 6.

î
í
ì

=
=

.
,

3 ty
tx

7.
î
í
ì

+=
+=

).1/(2
),1/(

22

3

tty
ttx

8.
ïî

ï
í
ì

-+=
-=

.1)1(
,1

2

2

tty
tx

9.
î
í
ì

+=
+=

.2
,
23

2

tty
ttx 10.

î
í
ì

=
=

.ln4
,/)(ln

tty
ttx

11.
î
í
ì

=
=

.sin2
,cos4

tey
tex

t

t

12.
î
í
ì

=
=

.ln2
,4

tty
tx

13.
î
í
ì

=
=

.2sin3
,2cos5

ty
tx

14.
î
í
ì

=
=

.cos2
,sin3

2

2

ty
tx

15.
î
í
ì

+=
=

).1ln(2
,arctg

2ty
tx

16.
ïî

ï
í
ì

=
-=

.arcsin
,1 2

ty
tx

17.
î
í
ì

-=
-=

).cos1(4
),sin(4
ty
ttx

18.
î
í
ì

+=
-=

).sin(cos2
),cos(sin2

ttty
tttx

19.
î
í
ì

=
=

.cos2
,2sin3

2 ty
tx

20.
î
í
ì

=
=

- .
,

5

4

t

t

ey
ex

21.
î
í
ì

=
=

.ln3
,/)(ln

2 tty
ttx

22.
ïî

ï
í
ì

=
-=

.2arccos
,41 2

ty
tx

23.
î
í
ì

-=
=

.91
,3arcsin

2ty
tx

24.
î
í
ì

=
=

./
,

3

2

t

t

ety
tex

25.
ïî

ï
í
ì

-=
-=

.1
,)1( 3

ty
tx 26.

î
í
ì

+=
=

).ln(4
,ln 2

tty
tx

27.
î
í
ì

=
=

.arcsin
,ln

ty
tx

28.
î
í
ì

=
+=

.arcctg
),1ln( 2

ty
tx

29.
î
í
ì

+=
+=

.14
,1

5 ty
tx 30.

î
í
ì

=
=

.arctg
,ln
ty

tx
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3.2. ПРАВИЛО ЛОПІТАЛЯ

Література: [1, розділ 6, п. 6.8]; [2, розділ 5, п. 5.4]; [3, розділ 3,
п. 3.4.4]; [4, розділ 3, глава 8, п. 8.1, 8.2]; [8, розділ 2, п. 2.13]; [11, розділ 2,
п. 2.13]; [13, розділ 6, § 19]; [15, розділ 3, § 6, 7]; [16, розділ 6, п. 6.5].

Індивідуальне завдання 3.2
У задачах 1-3 [16] знайти границі, використовуючи правило Ло-

піталя.

Задача 1

1. .
3

)5ln(lim 4 +
+

¥® x
x

x
2. .

1
lim

ln

1 -
-

® x
xa x

x

3. .
sin

lglim
0 xx

xx
x -

-
®

4. .
1

)6/(sin41lim 2

2

1 x
x

x -
-

®

p

5. .)1(lim /1 xa x

x
-

¥®
6. .ln)arctg2(lim xx

x
-

¥®
p

7. ).(ctgarcsinlim ax
a

ax
ax

-×
-

®
8. .

lnln
1lim

1
÷
ø
ö

ç
è
æ -

® x
x

xx

9. .
sin

cos1lim 22

2

0 xx
x

x -
-

®
10. .

sin2
tglim

0 xx
xx

x +
-

®

11. .
arctg2

1lim 2

/1 2

p-
-

¥® x
e x

x
12. .

67
22lim 3

23

1 +-
+--

® xx
xxx

x

13. .sincoslim 30 x
xxx

x

-
®

14. .lim 5x
ex

x ¥®

15. ( ) .2/sin1
1lim

1 x
x

x p-
-

®
16. .lnlim

3 x
x

x ¥®

17. .
cos1

sinlim
0 x

x
x -®

18. ( ).2/ctg
/lim

0 x
x

x p
p

®

19. .
4cos1

tg2)cos/1(lim
2

4/ x
xx

x +
-

®p
20. .

)ln(sin
)ln(sinlim

0 x
mx

x ®

21. .
5tg

tglim
2/ x

x
x p®

22. ( ) .ctgcos1lim xx
x

×-
¥®

23. ( ) ( ).2/tg1lim
1

xx
x

p-
®

24. ( )./3sinlim xx
x ¥®

25. .
2

121lim
3

1 xx
x

x ++
++

-®
26. .sincoslim 30 x

xxx
x

-
®
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27. ( ) .2/sin1
1lim

1 x
x

x p-
-

®
28. .

sin4
sintglim

0 xx
xx

x -
-

®

29. .
5tg
3tglim

2/ x
x

x p®
30. .

4cos1
tg2seclim

2

4/ x
xx

x +
-

®p

Задача 2

1. .
2tg

8cos1lim 20 x
x

x

-
®

2. .sinlim 4 ÷
ø
ö

ç
è
æ

¥® x
ax

x

3. ).1ln(lnlim
1

-×
®

xx
x

4. ( ).lnlim
0

xx
x®

5. ( ) ( ) .
13

1
12

1lim 31 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
-® xxx

6. .
sin

lim
0 x

ee bxax

x

-
®

7. .
cos2ctg

lim
2/ ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

® xx
x

x

p
p

8. ( ) .
2

tglim ÷
ø
ö

ç
è
æ×-

®

xx
x

p
p

9. .arctglim 30 x
xx

x

-
®

10.
( )

.
2

sin1lim 2
)2/( pp -

-
® ax

ax
ax

11. .
3cos
sin21lim

6/ x
x

x

-
®p

12. ( ).21ln
1lim

2

0 x
e x

x +
-

®

13. .
1
1lim

0 -
-

® x

x

x c
a 14. .

1
lnlim 31 x

x
x -®

15. .
ctg
lnlim

1 x
x

x®
16. .

cos1
cos1lim

0 bx
ax

x -
-

®

17. .lim nnax ax
ax

-
-

®
18. .

2sin
1lim

0 x
ex

x

-
®

19. .
6

5
3

1lim 23
÷
ø
ö

ç
è
æ

--
-

-® xxxx
20. .1

sin
1lim 20

÷
ø
ö

ç
è
æ -

® xxxx

21. ( ) .ctg1lim 2

0
xe x

x
×-

®
22. .

1
lim

20 xx

ba xx

x -

-
®

23. .
2sin

1lim 2

3

0 x
xe x

x

--
®

24. .
sin

1lim
0 bx

e xa

x

-
®

25. ( ) .
3cos
1lnlim

2

0 xx ex
x

-® -
+ 26. .lim 5x

ex

x ¥®

27. ( ).
3
7lnlim 7 -

+
+¥® x

x
x

28.
( ) .2/5ctg

/lim
0 x

x
x

p
®

29. ( ) .4ctg2cos1lim
0

xx
x

×-
®

30. .sinlim 2 ÷
ø
ö

ç
è
æ

¥® x
bx

x
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Задача 3

1. .
55

4arcsinlim 30 xx e
x

-® -
2. .coslnlim

0 x
x

x®

3. .
1cos

1lim
2

0 -
-

® x
e x

x
4. .

)2/(1cos
)2/(1lim 2

2

0 xx
xxe x

x --
---

®

5. .
tg

1lim
tg

0 xx
e x

x -
-

®
6. ( ) ( ).

ctg
2/tg1lnlim

1 x
xx

x p
p+-

®

7. .
)ln(

)ln(coslim axax ee
axx

-
-×

®
8. ( ) ( ).1ln2/cos

1lim
1 xxx -×® p

9. .
1cos

)1cos(lim
2

0 -
-

® x
e x

x
10. .

cos
coslim

0 bxe
axe

bx

ax

x -
-

®

11. .lim nn

mm

ax ax
ax

-
-

®
12. .

6
sinlim

x
ax

x
×

¥®

13. .
sin124sin3
tg124tg3lim

0 xx
xx

x -
-

®
14. .

1sin2
1tg

lim 24/ -
-

® x
x

x p

15. .)1(2)1(lim 30 x
eex xx

x

--+
®

16. .arcsin22arcsinlim 30 x
xx

x

-
®

17. .lim 3

sin

0 x
aa xx

x

-
®

18. ( ) .tglim 2tg

4/

x

x
x

p®

19. ( )
( ).cosln
coslnlim

0 bx
ax

x®
20. .

1sin2
1tg

lim 2

3

4/ -
-

® x
x

x p

21. .
1

11lim
0

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

® xx ex
22. .lim 01,02 x

x
ex -

¥®
×

23. .
)1ln(

)1ln(lim
20 xx

xex

x ++

+
®

24. ( ) .1lim 2log

1

x

x
x-

®

25. .
arctg2

1lim 2

/4 2

p-
-

¥® x
e x

x
26. ( ).12ln2lnlim

2/1
-×

®
xx

x

27. .
3ln
1

13
lim

2/1
÷
ø
ö

ç
è
æ -

-® xx
x

x
28. .tgarcsinlim

0
xx

x
×

®

29. .lim 3 x

x
ex -

¥®
30. ( ) .1lim 1

1

-

®
- x

x
x
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4. ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ ДЛЯ
ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ І ПОБУДОВИ ГРАФІКІВ

Література: [1, розділ 6, п. 6.6, 6.7]; [2, розділ 5, п. 5.5-5.8]; [3,
розділ 4, п. 4.3]; [5, глава 7, § 2]; [8, розділ 2, п. 2.12, 2.16]; [11, розділ 2,
п. 2.12, 2.16]; [13, розділ 6, § 20, 21]; [4, розділ 3, глава 8]; [15, розділ 3,
§ 5, 9, 11]; [16, розділ 6, п. 6.6-6.8].

Індивідуальне завдання 4.1
У задачах 1, 2 провести повне дослідження функцій і побудувати

їх графіки [16].
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Задача 3
Знайти найменше та найбільше значення функції )(xfy =  на від-

різку ].16[];[ ba
1. ].3;0[),22ln( 2 +-= xxy 2. ].5;0[),1/(3 2 += xxy
3. ].0;2/1[,)1/()12( 2 ---= xxy 4. ].2;2[,)2( 1 -+= -xexy
5. ].2/3;1[),42ln( 2 -+-= xxy  6. ].1;1[),1/( 23 -+-= xxxy
7. ].2;1[,)/)1(( 3xxy += 8. ].1;0[,3xxy -=

9. ].1;0[,4 xey --= 10. ].2;1[,/)4( 23 xxy +=

11. ].0;2[, -= xxey 12. ].1;2[,)2( --= xexy
13. ].3;0[,)1( xexy --= 14. ].2;2[),9/( 2 --= xxy
15. ].;/1[,/)ln1( eexxy += 16. ].3;1[,

24 xxey -=

17. ].1;3[,/)8( 45 ---= xxy 18. ].2;1[,12

-
+

= x

x

e
ey

19. ].1;/1[,ln 2exxy = 20. ].0;4[,13 -= +xexy
21. ].3;1[),1/()22( 2 ++-= xxxy 22. ].3;5/4[,)1( 3 2 -+= xxy

23. ].3;3[,
26 -= -xxey 24. ].4;1[,/)(ln xxy =

25. ].1;3[,2163 34 -+-= xxy 26. ].2;1[,155 45 -++-= xxxy
27. ].5;0[,)3( xexy --= 28. ].2/;0[,cos2/3 pxy +=

29. ].4;1[,108 4 --= xxy 30. ].20;16[,764/ 32 +-= xxy
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5. НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ
Література: [1, розділ 8, п. 8.1, 8.2]; [3, розділ 6, п. 6.1]; [4, роз-

діл 4, глава 10]; [5, глава 9]; [8, розділ 1]; [11, розділ 1]; [13, розділ 7,
§ 22]; [15, розділ 4]; [17, розділ 8].

Індивідуальне завдання 5.1
У задачах 1-7 обчислити невизначені інтеграли [17].
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Задача 4
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6. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ
Література: [1, розділ 8, п. 8.2, 8.3]; [3, розділ 6, п. 6.2]; [5, гла-

ва 10, § 1-5]; [8, розділ 2, п. 2.1-2.7]; [11, розділ 2, п. 2.1-2.7]; [13, роз-
діл 7, § 23, 24]; [4, розділ 4, глава 11, п. 11.1-11.6]; [15, розділ 5, § 1-4];
[17, розділ 9].

Індивідуальне завдання 6.1

6.1. ЗАСТОСУВАННЯ ВИЗНАЧЕНОГО ІНТЕГРАЛА
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ГЕОМЕТРІЇ

У задачах 1, 2 обчислити площу фігури, обмеженої вказаними лі-
ніями.

Задача 1

1. ., 22 xyxy == 2. .3,2 xyxy -==

3. ., 3xyxy == 4. .0,2, ==+= yyxxy

5. .2,2 22 pxypyx == 6. .,2 232 xyxy =-=

7. .0,,,ln 2 ==== yexexxy 8. .23,2 xyxy -==

9. .,2 2 xyxxy -=-= 10. .2,2/, 22 xyxyxy ===

11. .1,, === - xeyey xx 12. .2/,2,2 xyxyxy ===

13. .2/),1/(1 22 xyxy =+= 14. .9,1 22 xyxy -=+=

15. .4,0,32 === yxxy 16. .2/3,4/ 22 xxyxy -==

17. .2,2 2 +=+= xyxxy 18. .3,92 xyxy ==

19. .0,2/3,)1(4 2 ==--= xxyxy 20. .4,4 22 yxxy ==

21. .2,32 == xxy 22. .2, 22 xyxy -==

23. .0),4( 32 =-= xxy 24. .623,4 2 =--= yxxy

25. .0,1,3 === xyxy 26. .07,6 =-+= yxxy

27. .2,0,2,2 2 ==-== xxxxyy x 28. ).4/(8,4 22 +== xyyx

29. .4/,0,arcsin p=== xxxy 30. .0,cos,1 ==+= yxyxy
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Задача 2

1. .2cos3 jr = 2. .20, pjjr ££= a

3. .2cos22 jr a= 4. .sin7,cos7 33 tytx ==
5. .3cos4 jr = 6. .2cos3 jr =
7. ).cos1(2 jr -= 8. .2sin22 jr =
9. ).cos1(4),sin(4 tyttx -=-= 10. ).cos1(2 jr +=
11. .3sin2 jr = 12. .cos2 jr +=
13. .4cos2 jr = 14. .5sin2 jr =
15. .sin4,cos2 33 tytx == 16. .sin4 2jr =

17. .sin2,cos3 tytх == 18. .5cos2 jr =

19. .sin2,cos2 33 tytx == 20. .sin jr ka=
21. .sin jr ka= 22. .sin4 jr =
23. .cos2 jr = 24. .4sin3 jr =
25. .cos2,cos4 jrjr == 26. .sin2 jr +=
27. .sin2,cos2 jrjr == 28. .2,3cos4 ³= rjr

29.

.0),0(
)cos(sin3
),sin(cos3

=££
î
í
ì

-=
+=

yt
ttty
tttx

p

30.

.0),0(
)2sinsin2(
),2coscos2(

=££
î
í
ì

-=
-=

yt
ttay
ttax

p

Задача 3
Обчислити довжину дуги лінії.

1. .sin2,cos2 33 tytx ==
2. ).0()cos(sin2),sin(cos2 p££-=+= ttttytttx

3. ( ) ).0(
2

axeeay axax ££+= -

4. xy sinln=  від x = π/3 до x = π/2.

5. .933 23 2 =+ yx
6. .4 323232 =+ yx
7. ,)1( 32 += xy .4=x
8. ).6/0(cosln1 p££-= xxy
9. ).2/0()3/(cos6 3 pjjr ££=

10. .sin4,cos4 33 tytx ==

11. 32 )1( -= xy   від точки А(1; 0) до точки В(6; 125 ).
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12. ,32 xy =   що відтинається прямою .5=x
13. .cos3 jr =
14. ).cos1(3 jr -=
15. xy ln=  від точки А(1; 0) до точки В(e; 1).
16. ).2/0(sin5,cos5 22 p££== ttytx
17. 32 )3(49 xy -=  між точками перетину з віссю .Oy
18. .sin3 jr =
19. ).2/3/(sinln pp ££= xxy
20. ).20()cos1(9),sin(9 p££-=-= ttyttx
21. ).cos1(2 jr -=

22. 32 )1( -= xy  від точки А(2; –1) до точки В(5; –8).
23. ).42()cos1(7),sin(7 pp ££-=-= ttyttx
24. ).20(22 ££+= - xeey xx

25. .sin4,cos4 33 tytx ==

26. teytex tt sin,cos ==  від t = 0 до t = 1.
27. .sin5 jr =
28. .cos4 jr =
29. ).cos1(5 jr +=

30. 32 xy =  від точки А(0; 0) до точки В(4; 8).

Задача 4
Обчислити об’єм тіла, отриманого обертанням плоскої фігури Ф

навколо вказаної осі координат.
1. Ф: .,0,42 Oyxxy =-=

2. Ф: .,0,0,2 Oxyxyx ===+

3. Ф: .,14/9/ 22 Oyyx =+

4. Ф: .,1,23 Oxyxy ==

5. Ф: .),cos1(6),sin(6 Oxtyttx -=-=

6. Ф: .),2/0(sin4,cos3 22 Oyttytx p££==

7. Ф: .,, 22 Oxyxxy ==

8. Ф: .,2,)1( 32 Oxxxy =-=

9. Ф: .,0,
2
3,1 2 Oxyxyyx ==-=
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10. Ф: .),0(0,sin Oxxyxy p££==

11. Ф: .,4,4 22 Oxyxxy ==
12. Ф: .,sin5,cos2 Oytytx ==

13. Ф: .,8, 22 Oyyxxy ==

14. Ф: .,1,0, Oxxxey x ===

15. Ф: .,3,3/42 Oxxxy ==

16. Ф: .,0,2 2 Oxyxxy =-=

17. Ф: .,0,,1 2 Oxxxyxy ==-=

18. Ф: .,sin7,cos7 33 Oytytx ==

19. Ф: .,11/16/ 22 Oxyx =+

20. Ф: .,0,0,)1( 23 Oxyxyx ==-=
21. Ф: .,062,4 Oxyxxy =-+=

22. Ф: .,sin2,cos3 Oytytx ==

23. Ф: .,,2 22 Oxxyxy =-=

24. Ф: .,,8 22 Oxxyxy =-=

25. Ф: .,0,)4( 32 Oxxxy =+=

26. Ф: .,8,0,3 Oyyxxy ===

27. Ф: .,sin,cos 33 Oxtytx ==

28. Ф: .,0322,2 2 Oxyxxy =-+=

29. Ф: .,0,2 Oxyxxy =-=

30. Ф: .,2,2/2 2 Oyyxxy =+-=
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7. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ
Література: [1, розділ 8, п. 8.5]; [3, розділ 6, п. 6.4]; [4, розділ 4,

глава 11, п. 11.7]; [5, глава 10, § 2]; [8, розділ 2, п. 2.8]; [11, розділ 2,
п. 2.8]; [13, розділ 7, § 23]; [15, розділ 5, § 6]; [17, розділ 9, п. 9.2].

Індивідуальне завдання 7.1

Задача 1
Обчислити невласні інтеграли або довести їх розбіжність [17].

1.   а) ò
¥

+0
4 ;

116x
xdx б) ò -

1

0
3

.
42 x

dx

2.   а) ò
¥

-1
4 ;

116
16

x
xdx б) ò

+-

3

1
2

.
96xx

dx

3.   а) ò
¥

+0
4

3

;
116x

dxx
б) ò

+3/1

0
2

13

.dx
x

e x

4.   а) ò
¥

-1
4

;
116x

xdx б) ò
-

3

1
3 5

.
)3( x

dx

5.   а) ò
¥- +

0

32
;

)4(x
xdx

б) ò -
-1

3/1

.
13

)13ln( dx
x
x

6.   а) ò
¥

+0
3 43

2

;
)8(x

dxx
б) ò +-

1

4/1
2 .

1920 xx
dx

7   а) ò
¥

+0
4 52

;
)16( x

xdx
б) ò --

1

2/1
2 .

)1(ln)1(
2ln

xx
dx

8.   а) ò
¥

+-4
2

;
14xx

xdx б) ò -
-3/2

0

3
.

32
)32ln(

dx
x

x

9.   а) ò
¥

- ++1
2 ;

)54( xx
dx

p
б) ò -

1

0
4 .

1 x
xdx

10. а) ò
¥

- ++1
2 ;

54xx
xdx б) ò

-

6/

0
6 5

.
)3sin1(

3cosp

dx
x

x
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11. а) ò
¥

+0
2 ;
)41(

2arctg dx
x
x

p
б) ò

-

1

0
4

.
1
2

x
xdx

12. а) ò
¥

++2/1
2 ;

)544(
16

xx
dx

p
б) ò

- +

0

3/1
3

.
31 x

dx

13. а) ò
¥

++0
2 ;

544 xx
xdx б) ò -

1

4/3
5

.
43 x

dx

14. а) ò
¥

++

+

0
3 42

;
)14(

)2(
xx
dxx

б) ò
2/

0
2

tg

.
cos

p

dx
x

e x

15. а) ò
¥

+
-

0
2

2

;
4

3 dx
x

x
б) ò

-

-1

0
2

arcsin21

.
1

2 dx
x

e
x

p

p

16. а) ò
¥

+0
2 ;

41
2arctg2 dx

x
x

p
б) ò

--

2

1
5 2

.
44 xx

dx

17. а) ò
¥

+1
2 ;

)ln1(
4

xx
dx б) ò

p

p 2/
7 2

.
cos

sin
x

xdx

18. а) ò
¥

0

;sin xdxx б) ò
- +

0

4/3

.
34x

dx

19. а) ò
-

¥- -

1

2 ;
5ln)4(

7
xx

dx б) ò
-

2

1
32

.
2ln)1(x

xdx

20. а) ò
¥

+3/1
22 ;
3arctg)91( xx

dxp б) ò +-

3/1

0
2 .

299 xx
dx

21. а) ò
¥

+2
2 ;

)2/(arctg)4( xx
dx
p

б) ò
2/

0

3

.
cos

sin3p

x
xdx

22. а) ;
ln2

3ò
¥

xx
dx б) ò

-

3

0
3 2

3
.

9
9

x
xdx

23. а) ò
¥

-

0

3 ;xdxe x б) ò
-

1

0
3 5

4

.
1 x

dxx

24. а) ò
¥-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-

-

0

23

2

;
11

dx
x

x
x

x б) ò
-

2

0
6

2

.
64 x

dxx

25. а) ò
¥

+-0
2 ;

122 xx
dx б) ò -

1

2/1
9

.
21 x

dx
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26. а) ò
¥

+1
2 ;

)1(xx
dx б) ò

-

5

1
3

2

.
)1(31 x

dxx

27. а) ò
¥

-2

;
)1(ln 2

e xx
dx б) ò

--

2/3

1
2

.
23 xx

dx

28. а) ò
¥

+-1 2
;

4
3ln)156( xx

dx
б) ò

-

4

0
4 32

.
)16(

10
x

xdx

29. а) ò
¥

+-1
2 ;

299 xx
dx б) ò -

4/1

0
3

.
41 x

dx

30. а) ò
¥

+-3
2 ;

23xx
dx б) ò -

2/1

0
2 .

)12( x
dx
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8. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ
Література: [1, розділ 7]; [3, розділ 5]; [4, розділ 6, глава 15,

15.1-15.7]; [5, глава 8]; [8, розділ 3]; [11, розділ 3]; [13, розділ 6, § 16-
18, 20]; [15, розділ 6, § 1-8]; [17, розділ 10].

Індивідуальне завдання 8.1

Задача 1
Знайти частинні похідні й повний диференціал функції.

1. ).ln( 2 xyz -= 2. .arcsin 3xyz =
3. ).(arctg 2yxz += 4. ).sin( 24 xyxz -=

5. ).cos( yxz += 6. ).(tg 32 yxz +=

7. ./ctg 3yxz = 8. .2
2 xyyz -=

9. ).ln( 32 yxz -= 10. )./arccos( 2yxz =

11. )./(arcctg 2yxz = 12. ).cos( 3xyz =

13. ).sin( 2yxz -= 14. ).(tg 32 yxz =

15. ).23(ctg 32 yxz += 16. .
32 xyyez +=

17. ).1ln( += xyz 18. ).arcsin( 2xyz =

19. )./(arctg 32 yxz = 20. ).cos( 32 xyxz +=

21. .tg
yx
yxz

-
+

= 22. .arctg
yx

xz
+

=

23. .)/(ctg yxxz -= 24. .
2 xyez +=

25. )./3ln( 32 yxz = 26. .sin 22 yx
yxz

+
-

=

27. )./(arcctg 2 yxz = 28. .sin 3yxz -=

29. ./3 xyez -= 30. ]./)2(tg[ 23 xyxz +=
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Задача 2

Обчислити частинні похідні
y
z

x
z

¶
¶

¶
¶ ,  функції ),,( yxfz =  заданої

неявно.
1. .43 2333 yxxyzzyx --=-++  2. .4222 =-++ xyzyx
3. .132 =-++ xzzyx 4. .13 =--++ xyzyxez

5. .2222 =+-++ yzzyx 6. .43 23 xzxyz -=--

7. .1sincos 222 =++++ yzzyx  8. .1sin3cos =++ yxez

9. .432222 =+--+ yxzyx 10. .132 2 =-++ xyzyx
11. .123 =+-++ yzxzyx 12. .1sin3)cos( =++ zxye y

13. .1coscoscos =++ xzzyyx 14. .2222 =-++ xyxzzyyx
15. .432 232 yxxyzzyx ++=-+-  16. .1 32 zyxxyz +--=

17. .22222 =-++ xyzyzxyx 18. .2)ln( 222 =+++ yyzxz

19. .0)sin(2/ 322 =+-+ xzxyzyxz 20. ))./((arctg xyzz =

21. .0)ln( 22 =+++ yzyxz 22. .2222 =-++ xyzyxzyxz

23. .1=++
z
y

x
z

y
x 24. .1222 =++

z
y

x
z

y
x

25. .4)()()( 222

=
-

+
-

+
-

y
xz

x
zy

z
yx

26. .1)()()( 222

=++
y

zx
x

yz
z

xy

27. .1222 =++
y
zx

x
yz

z
xy

28. .2

3

2

2

3

2

z
z
y

x
z

y
x

=++

29. .1coscoscos 222 =++ xzzyyx  30. .coscoscos 222 zxzzyyx =++

Задача 3
Знайти екстремуми функції [17].

1. .433 232 yyxxz ++-= 2. .568 33 +-+= xyyxz
3. .22151 22 yxyxxz ---+= 4. .61 22 yxyxxz ---+=

5. .1839623 yxxyyxz +--+= 6. .5622 33 +-+= xyyxz
7. .10933 33 +-+= xyyxz 8. .122 +-+++= yxxyyxz
9. .)(4 22 yxyxz ---= 10. .33)(6 22 yxyxz ---=

11. .9622 yxxyyxz --++= 12. .102)2( 22 -+-= yxz
13. .1)5( 22 ++-= yxz 14. .333 xyyxz -+=
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15. .422 22 yxxyz --= 16. .6322 yxxyyxz --++=

17. .2352 22 +--= yxxyz 18. ).12( yxxyz --=

19. .922 +--= yxxyz 20. .10232 22 +--= yxxyz
21. .168 33 +-+= xyyxz 22. .12322 +-+-+= yxxyyxz
23. .206922 +-+-+= yxxyyxz 24. ).6( yxxyz --=

25. .22 yxxyyxz ++-+= 26. .222 yxxyyxz --++=

27. .2)1( 22 yxz +-= 28. .23 22 yxxyz --=

29. .)2(3 22 ++= yxz 30. .)(2 22 yxyxz --+=

Задача 4
Знайти найбільше та найменше значення функції ),( yxfz =  в

області D, обмеженої заданими лініями [17].

1. .0,4,:,3 ===-+= xyxyDxyyxz
2. .3,0,:,2 ===--= xyxyDyxxyz
3. .1,0,0,2:,8422 ====+-+= xxyyDyxxyxz
4. .1,0,0,1:,35 22 ====+-= xxyyDyxyxz
5. .3,0,1:,42 22 ==+=--+= xyxyDxyxyxz
6. .1,0,0:,822 22 =+==++--= yxxyDyyxxz
7. .1,0,0,6:,2 223 ====+-= xxyyDyxyxz
8. .1,0,0,1:,63 22 ====---+= xxyyDyxyxyxz
9. .3,0,0:,1624 22 =+==---+= yxxyDxyxyxz
10. .4,0:,102 22 -==-+= xyyDxyxz
11. .3,0,0,4:,2 ====--= xxyyDyxxyz
12. .2,8:,2/ 22 xyyDxyxz ==-=

13. .1,0,0:,23223 22 =+==++--= yxxyDyyxxz

14. .4/99,0:,132 222 xyyDyxz -==++=

15. .01,3,0:,142 22 =++-==++--= yxxyDxyxyxz
16. .01,5,0:,133 22 =--==+--+= yxxyDyxyxz
17. .0,2,2:,4)2/(22 22 ===--+= xyxyDxyxyxz
18. .2,0,2,0:,2)2/5(2 22 ====---= xxyyDxyxyxz
19. .4,0,4,0:,32 ====--= xxyyDxyxyz
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20. .44,0:,2 22 -==-+= xyyDxyxz
21. .6,0,0:),4(2 =+==--= yxxyDyxyxz
22. .2,0,2,1:,3 33 ===-=+-= xxyyDyxyxz
23. .42,42:,44 22 =-=+---= yxyxDyxyxz
24. .0,0,1:,432 ===+++-= xyxyDyxyxyz
25. .1,0,0,2:,96944 22 ====-+-+= xxyyDyxyxyxz
26. .02,2,0:,222 22 =+-==+--+= yxxyDyxyxyxz

27. .1,0:,24 222 xyyDyxz -==--=

28. .1,1,1,1:,435 22 -==-==++-= xxyyDyxyxz
29. .02,0,0:,42 22 =++==+-+= yxxyDxyxyxz
30. .6,0,0:,2 2232 =+==--= yxxyDyxyxyxz
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9. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ
9.1. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Література: [1, розділ 10, п. 10.1-10.5]; [3, розділ 7, п. 7.1-7.2];
[4, розділ 4, глава 12, п. 12.1-12.6]; [6, глава 4, § 1]; [9, розділ 3, п. 3.1];
[12, розділ 3, п. 3.1]; [13, розділ 8, § 25]; [15, розділ 8, § 1-4]; [17, роз-
діл 11, п. 11.1-11.3].

Індивідуальне завдання 9.1

Задача 1
Розв’язати диференціальне рівняння [17].

1. )./(sec xyxyxy =¢- 2. .02)3( 22 =+- dxxydyxy
3. .0)2( =-+ xdydxyx 4. .0)()( =++- dyyxdxyx
5. .0)2( 22 =+- dyxdxxyy 6. .22 yxyyxy ¢=¢+
7. ).tg( xyxyyx =-¢ 8. .exyyx xy-=¢
9. .))(ln()( xyxyxyyx ++=-¢  10. ).ln(cos xyyyx =¢

11. .)( xdydxxyy =+ 12. .22 yyxyx +-=¢

13. ).( x yeyxy -¢= 14. .1-=¢ xyy
15. .0=++¢ yxxy 16. .)( yxyyx +=¢-

17. .22 dxyxydxxdy +=- 18. .2)2( yxyyx -=¢-

19. .0)( 2 =-- dyxydxyx 20. .)2( 22 yxyxyxy ¢+=+

21. .)2( 22 yxyyxyx -=¢- 22. .0)2( =+- xdydxyxy

23. .0)1(ln =-+¢
x
yyyx 24. .02)( 22 =++ xydydxyx

25. .0)2( 22 =-- dyxdxxyy 26. .0)2( =++ xdydxyx
27. .0)()2( =++- dyyxdxyx 28. ).2(2 223 yxyyx -=¢

29. ).(2 yxyyx +=¢ 30. .
x
y

y
xy +=¢
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Задача 2
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, що за-

довольняє початкову умову [17].
1. .0)0(,sectg ==+¢ yxxyy 2. .0)0(,34)1( 2 ==+¢+ yxyyx
3. .0)1(,22 4 ==-¢ yxyyx  4. .0)0(,))(1( ==+¢- - yeyyx x

5. .0)0(),(2 2 =+=¢ yyxxy 6. ).2/(1)1(,0
2

eyxeyyx x ==++¢ -

7. .1)0(, ==-¢ yeyy x 8. .
4

)0(,sin)cos2(cos p
=¢+= yyyyxy

9. .0)1(,012 ==++¢ yxyyx  10. .1)2(,34 23 =+=+¢ yyyxxy
11. .1)0(),3( 2 =-=¢ yyxyy 12. .1)0(,ln4)2( =+=+ yydyydxdyyx

13. .0)1(,)( ==-¢ yeyyx x 14. .1)0(),1()21( =-=¢- yyyyxy

15. .0)0(,2
2

==+¢ - yxexyy x 16. .2)2(,sin pp ==+¢ yxyyx

17. .0)0(,1)2( ==¢- yyxe y  18. .0)1(,3)1( 2 ==++¢ - yexyxyx x

19. .1)0(,)( 2 ==+ yydxdyyx 20. .2)0(,1)ctg(sin2 p==¢+ yyyxy
21. .0)1(,02 2 ==+-¢ yxyyx 22. .0)0(,)1( 23 =+=+¢+ yxxyyx
23. .0)(,2ln)1( ==-¢ eyyxyx 24. .1)2(,)1( 32 =-=-¢- yxxxyyx
25. .1)0(,1)1( 2 ==+¢- yxyyx  26. .0)0(,ctgcos2ctg 2 ==-¢ yxxyxy
27. .1)1(,322 -=+=¢ yxyyx 28. .0)2(),cos( =-¢= pyxxyxy

29. .0)1(,1ln =+=+¢ yxyyx 30. .0)0(,03
3

22 ==--¢ yexyxy x

Задача 3
Розв’язати диференціальне рівняння [17].

1. .yxyy =+¢ 2. .sec22 2 ydyxyxdyydx =+

3. .2 2 xeyyy =+¢ 4. .tgcos4 xyxyy +=¢

5. .)( 2 dxxyxydy += 6. .02 35 =++¢ xeyxyyx
7. .2sin3 yyxyxy -¢=¢ 8. .)ln2( 2 yyxyyx =¢-

9. .
1

2 2 -
=-¢

x
xy

y
xy 10. .42 2 yyxyx =-¢

11. .322 yxyxy +=¢ 12. .))(1( 2 yyyx -=+¢+

13. .2xyyxy -=+¢ 14. .
2

3 xeyxyy --=-¢

15. .2 3 yyxyx =-¢ 16. .33 yxxyy =+¢
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17. .2 ye
y
xy x +=¢ 18. .2yxxxy -=+¢

19. .)1( 3 xyyyxx =+¢- 20. .0132 223 =++¢ yxyyx

21. .21 dyx
yx

dx
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-= 22. .33 yyxy =+¢

23. .ln2 xyyyx =+¢ 24. .)( 32 dyyyxxdx -=

25. .22 33 yxxyy =+¢ 26. .2yxyy =+¢

27. .0costg 2 =+-¢ xyxyy 28. .0cos2 =+-¢ xyyy

29. .
cos
22

2 x
y

x
yy =+¢ 30. .

12 -
+=¢

x
xyyxy

9.2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ДРУГОГО
ТА ВИЩИХ ПОРЯДКІВ. СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Література: [1, розділ 10, п. 10.6]; [3, розділ 7, п. 7.3, 7.4]; [4,
розділ 4, глава 12, п. 12.7, 12.8]; [6, глава 4, § 2, 3, 5]; [9, розділ 3,
п. 3.2, 3.3]; [12, розділ 3, п. 3.2, 3.3]; [13, розділ 8, § 26]; [15, розділ 8,
§ 5-7]; [17, розділ 11, п. 11.5-11.7].

Індивідуальне завдання 9.2

9.2.1. Диференціальні рівняння другого порядку,
що допускають зниження порядку

Задача 1
Розв’язати диференціальні рівняння другого порядку, що допус-

кають зниження порядку [17].
1. .2)1( 2 =¢-¢¢- yxyx 2. .12 2 -¢=¢¢¢ yyyx
3. .123 =¢+¢¢ yxyx 4. .2sintg xxyy =¢+¢¢

5. .ln yxxy ¢=¢¢ 6. .2 xexyyx =¢-¢¢
7. .2ln yxxy ¢=¢¢ 8. .12 =¢+¢¢ yxyx
9. .yxy ¢-=¢¢ 10. .yyx ¢=¢¢
11. .xyy +¢=¢¢ 12. .2xyyx +¢=¢¢
13. ).ln( xyyyx ¢¢=¢¢ 14. .ln xyyx =¢+¢¢
15. .1tg +¢=¢¢ yxy 16. .02 2 =¢+¢¢ yxy
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17. .12 2 +¢=¢¢¢ yyyx 18. ).1(
1

-=
-
¢

-¢¢ xx
x

yy

19. .sectg xxyy =¢¢+¢¢¢ 20. .sinctg2 3 xxyy =¢-¢¢

21. .24 2xyy =¢+¢¢ 22. .2 2 xexyyx =¢-¢¢
23. .0)1( =¢++¢¢ yyx 24. .2cos4 xyy =¢+¢¢
25. .sin xyy =¢+¢¢ 26. .22 yyx ¢=¢¢

27. .42 2 -¢=¢¢¢ yyyx 28. .ln yxxy ¢¢=¢¢¢

29. .2ctg =¢+¢¢ yxy 30. .2)1( 2 yxyx ¢=¢¢+

9.2.2. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку

Задача 2
Знайти загальні розв’язки лінійних однорідних диференціальних

рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами [17].

1.   а) ;04 =+¢¢ yy б) ;02510 =+¢-¢¢ yyy  в) .023 =+¢+¢¢ yyy
2.   а) ;02 =-¢-¢¢ yyy  б) ;09 =+¢¢ yy в) .044 =+¢+¢¢ yyy
3.   а) ;04 =¢-¢¢ уу б) ;0134 =+¢-¢¢ ууу  в) .093 =+¢-¢¢ ууу
4.   а) ;065 =+¢-¢¢ ууу б) ;016 =+¢¢ yу в) .052 =+¢+¢¢ ууу
5.   а) ;02 =-¢+¢¢ ууу  б) ;0102 =+¢-¢¢ ууу  в) .02 =¢-¢¢ уу
6.   а) ;04 =-¢¢ уу б) ;0172 =+¢+¢¢ ууу  в) .012 =-¢-¢¢ ууу
7.   а) ;06 =-¢+¢¢ ууу  б) ;09 =¢+¢¢ уу в) .0204 =+¢-¢¢ ууу
8.   а) ;049 =-¢¢ уу б) ;054 =+¢-¢¢ ууу в) .032 =-¢+¢¢ ууу
9.   а) ;07 =¢+¢¢ уу б) ;045 =+¢-¢¢ ууу в) .016 =+¢¢ уу
10. а) ;086 =+¢-¢¢ ууу б) ;054 =+¢+¢¢ ууу в) .05 =¢+¢¢ уу
11. а) ;03 =¢-¢¢ уу б) ;0384 =+¢-¢¢ ууу  в) .0102 =+¢-¢¢ ууу
12. а) ;016 =-¢¢ уу б) ;0103 =-¢-¢¢ ууу в) .0204 =+¢+¢¢ ууу
13. а) ;0=+¢¢ уу б) ;0214 =-¢-¢¢ ууу  в) .069 =+¢+¢¢ ууу
14. а) ;032 =+¢+¢¢ ууу б) ;084 =+¢+¢¢ ууу в) .096 =+¢-¢¢ ууу
15. а) ;022 =+¢-¢¢ ууу б) ;02110 =+¢-¢¢ ууу  в) .04 =¢+¢¢ уу
16. а) ;06 =¢+¢¢ уу б) ;02910 =+¢+¢¢ ууу  в) .078 =+¢-¢¢ ууу
17. а) ;025 =+¢¢ уу б) ;096 =+¢+¢¢ ууу в) .022 =+¢+¢¢ ууу
18. а) ;03 =¢-¢¢ уу б) ;087 =-¢-¢¢ ууу в) .0134 =+¢+¢¢ ууу
19. а) ;043 =-¢-¢¢ ууу б) ;0136 =+¢+¢¢ ууу  в) .02 =¢+¢¢ уу
20. а) ;025 =¢+¢¢ уу б) ;01610 =+¢-¢¢ ууу  в) .0168 =+¢-¢¢ ууу
21. а) ;06 =¢-¢¢ уу б) ;0183 =-¢-¢¢ ууу в) .052 =+¢+¢¢ ууу
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22. а) ;08 =¢-¢¢ уу б) ;0152 =-¢-¢¢ уу в) .0136 =+¢-¢¢ ууу
23. а) ;02 =+¢+¢¢ ууу  б) ;0256 =+¢+¢¢ ууу  в) .04 =¢-¢¢ уу
24. а) ;010 =¢+¢¢ уу б) ;086 =+¢-¢¢ ууу в) .044 =+¢+¢¢ ууу
25. а) ;05 =+¢¢ уу б) ;069 =+¢-¢¢ ууу в) .086 =+¢+¢¢ ууу
26. а) ;045 =+¢-¢¢ ууу б) ;0106 =+¢+¢¢ ууу  в) .044 =+¢-¢¢ ууу
27. а) ;0=-¢¢ уу б) ;0584 =-¢+¢¢ ууу  в) .0106 =+¢-¢¢ ууу
28. а) ;09 =¢+¢¢ уу б) ;0258 =+¢+¢¢ ууу  в) .0239 =-¢+¢¢ ууу
29. а) ;016 =+¢¢ уу б) ;0376 =-¢+¢¢ ууу  в) .044 =+¢-¢¢ ууу
30. а) ;02 =¢-¢¢ уу б) ;03612 =+¢+¢¢ ууу  в) .069 =+¢-¢¢ ууу

Задача 3
Методом невизначених коефіцієнтів знайти загальний розв’язок

лінійного неоднорідного диференціального рівняння [17].
1. .10178 2xeyyy =+¢-¢¢ 2. .)16(6 3xexyyy +=-¢+¢¢

3. .3127 4xeyyy =+¢-¢¢ 4. .241262 2xxyy -+=¢-¢¢
5. .5sin605cos18346 xxyyy +=+¢-¢¢ 6. .)44(2 2xexyy +=¢-¢¢

7. .4222442 23 -++=+¢+¢¢ xxxyyy 8. .1684 xyy -=¢-¢¢

9. ).2cos2(sin16208 xxyyy -=+¢-¢¢ 10. .42 xeyyy =+¢-¢¢

11. .)4612(32 2 xexxyyy -+=-¢+¢¢ 12. .644 2xeyyy -=+¢+¢¢

13. .2sin34136 3 xeyyy x-=+¢-¢¢ 14. .6103 xyy -=¢+¢¢

15. .24052402510 2xxyyy -+=+¢+¢¢  16. .8016 2xeyy =+¢¢

17. .532554 2 +-=+¢+¢¢ xxyyy 18. .)1024(4 2xexyy --=-¢¢

19. .)1012(2 xexyyy --=+¢+¢¢ 20. .7296 3xeyyy =+¢+¢¢
21. .4sin524cos4204 xxyyy --=+¢+¢¢ 22. .154 xeyy =¢+¢¢
23. .sin7cos92 xxyyy -=-¢+¢¢ 24. .)818(2 xexyyy -+=+¢+¢¢
25. .7sin1444914 xyyy =+¢-¢¢ 26. .109 3xeyy =+¢¢
27. .2sin382cos6253 xxyyy +=-¢-¢¢  28. .cos2544 xyyy -=+¢-¢¢
29. .sin7cos1134 xxyyy -=-¢+¢¢ 30. .26294 xeyyy -=+¢+¢¢

Задача 4
Знайти структуру частинних розв’язків лінійного неоднорідного

диференціального рівняння [17].
1. :)(37 xfyyy =+¢-¢¢ ;)12()(a) 3xexxf += .3cos)(б) xxf =

2. :)(27 xfyyy =+¢-¢¢ ;3)(a) 2xxexf = .2cos32sin)(б) xxxf -=
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3. .sin)(б);)5()(a):)(2 2 xxxfexxfxfyyy x =-==-¢+¢¢ -

4. .4cos)(б);2)(a):)(492 4 xexfexfxfyyy xx =-==+¢-¢¢

5. .7sin3)(б);4)(a):)(49 3 xxfxxxfxfyy =+==+¢¢

6. .3sin3cos2)(б);)(a):)(3103 3 xxxfexfxfyyy x -===+¢+¢¢ -

7. .4cos3)(б);2)(a):)(23 xxfexxfxfyyy x =+==+¢-¢¢

8. .4)(б);22sin)(a):)(44 2 -=+==+¢-¢¢ xxfexxfxfyyy x

9. .27)(б);cos)(a):)( +===+¢-¢¢ xxfxexfxfyyy x

10. .2sin)(б);52)(a):)(3 2 xexfxxxfxfyy x-=-==¢-¢¢

11. .sin)(б);3)(a):)(43 4 xxxfxexfxfyyy x ===-¢+¢¢ -

12. .6sin2)(б);4)(a):)(36 xxfxexfxfyy x ===+¢¢ -

13. .cos4)(б);)2()(a):)(96 3 xxfexxfxfyyy x =-==+¢-¢¢

14. .3sin)(б);)24()(a):)(54 xexfexxfxfyyy xx =+==+¢-¢¢

15. .2cos)1()(б);3)(a):)(274 2 xxxfexfxfyyy x -===-¢+¢¢ -

16. .sincos9)(б);2)(a):)(6 3 xxxfxexfxfyyy x -===-¢-¢¢

17. .sin4cos)(б);3)(a):)(16 4 xxxfexfxfyy x -=-==-¢¢

18. .4cos3)(б);)2()(a):)(4 4 xxfexxfxfyy x =-==¢-¢¢

19. .sin)(б);)32()(a):)(22 4 xexfexxfxfyyy xx =-==+¢-¢¢

20. .sincos)(б);)(a):)(65 2 xxxfexxfxfyyy x -===+¢-¢¢

21. .2sin3)(б);2)(a):)(295 3 xxfxxxfxfyyy =-==-¢+¢¢

22. .5sin)(б);4)(a):)(152 3 xxxfxexfxfyyy x ===-¢-¢¢

23. .cos2)(б);42)(a):)(3 33 xexfxxxfxfyy x=-==¢-¢¢

24. .2sin3)(б);2)(a):)(127 33 xxxfexexfxfyyy x =+==+¢-¢¢

25. .sin)(б);34)(a):)(9 22 xxexfxxxfxfyy x=-+==¢+¢¢

26. .2sin2cos)(б);2)(a):)(54 xxxxfxexfxfyyy x -=-==+¢-¢¢

27. .sin3cos)(б);3)(a):)(23 xxxfxexfxfyyy x -===+¢+¢¢ -

28. .4sin24cos)(б);2)(a):)(168 4 xxxfxexfxfyyy x +===+¢-¢¢

29. .2cos3)(б);)12()(a):)(2 xxfexxfxfyyy x =-==-¢+¢¢ -

30. .2sin)(б);6)(a):)(43 2 xxxfxexfxfyyy x ===-¢+¢¢ -
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Задача 5
Методом варіації довільних сталих знайти загальний розв’язок

лінійного неоднорідного диференціального рівняння [17].

1. .
1+

=-¢¢ x

x

e
eyy 2. .

2cos
14

x
yy =+¢¢

3. .
cos

54
2

x
eyyy

x

=+¢-¢¢ 4. .
1

2
-

=-¢¢ x

x

e
eyy

5. .
3sin

19
x

yy =+¢¢ 6. .12 x
x

xe
xeyyy +=+¢+¢¢

7. .
cos

22
x

eyyy
x-

=+¢+¢¢ 8. .
sin

22 2 x
eyyy

x

=+¢-¢¢

9. .ctg22 xeyyy x-=+¢+¢¢ 10. .sin/22 xeyyy x=+¢-¢¢

11. ./2 2xeyyy x=+¢-¢¢ 12. .tgxyy =+¢¢
13. .2ctg4 xyy =+¢¢ 14. .ctgxyy =+¢¢

15. ./2 xeyyy x=+¢-¢¢ 16. ./2 xeyyy x-=+¢+¢¢
17. .cos/1 xyy =+¢¢ 18. .sin/1 xyy =+¢¢
19. .2sin/14 xyy =+¢¢ 20. .2tg4 xyy =+¢¢

21. ./44 32 xeyyy x-=+¢+¢¢ 22. ./44 32 xeyyy x=+¢-¢¢

23. .132 +=+¢+¢¢ - xeyyy x 24. .ctg 2 xyy -=+¢¢

25. ).cos(2 xx eeyy =¢-¢¢ 26. ).sin(2 xx eeyy =¢-¢¢

27. .tg 2 xyy =+¢¢ 28. .sin/2 2 xyy =+¢¢

29. .
2sin

52
x

eyyy
x-

=+¢+¢¢ 30. .
3cos

19
x

yy =+¢¢

9.2.3. Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків

Задача 6
Знайти частинний розв’язок лінійного однорідного диференціа-

льного рівняння, що задовольняє початкові умови [17].
1. .30)0(,0)0(,0)0(,067 =¢¢=¢==¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyy
2. .0)0(,0)0(,0)0(,1)0(,1)0(,09 ==¢¢¢=¢¢-=¢==¢¢¢- IVV yyyyyyy
3. .1)0(,0)0(,0)0(,0 -=¢¢=¢==¢¢-¢¢¢ yyyyy
4. .4)0(,2)0(,0)0(,04 =¢¢=¢==¢-¢¢¢ yyyyy
5. .1)0(,1)0(,0)0(,0 =¢¢=¢==¢+¢¢¢ yyyyy
6. .4)0(,2)0(,0)0(,0 =¢¢=¢==¢-¢¢¢ yyyyy
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7. .8)0(,0)0(,0)0(,0)0(,022 =¢¢¢=¢¢=¢==-¢-¢¢¢+ yyyyyyyy IV

8. .14)0(,1)0(,0)0(,035 -=¢¢=¢==+¢-¢¢+¢¢¢ yyyyyyy
9. .1)0(,1)0(,0)0(,0 -=¢¢=¢==¢¢+¢¢¢ yyyyy
10. .0)0(,1)0(,1)0(,0485 =¢¢-=¢==-¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyyy
11. .2)0(,0)0(,0)0(,023 =¢¢=¢==¢+¢¢+¢¢¢ yyyyyy
12. .1)0(,0)0(,1)0(,033 =¢¢=¢-==+¢+¢¢+¢¢¢ yyyyyyy
13. .0)0(,0)0(,5,2)0(,01892 =¢¢=¢-==-¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyyy
14. .18)0(,9)0(,0)0(,09 -=¢¢=¢==¢+¢¢¢ yyyyy
15. .133)0(,1)0(,0)0(,01213 =¢¢=¢==¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyy
16. .0)0(,2)0(,1)0(,2)0(,045 =¢¢¢=¢¢=¢-==+¢¢- yyyyyyy IV

17. .24)0(,8)0(,0)0(,0)0(,0910 =¢¢¢=¢¢=¢==+¢¢- yyyyyyy IV

18. .0)0(,1)0(,0)0(,0 =¢¢=¢==-¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyyy
19. .4)0(,0)0(,0)0(,033 =¢¢=¢==-¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyyy
20. .6)0(,0)0(,1)0(,044 -=¢¢=¢-==-¢+¢¢-¢¢¢ yyyyyyy
21. .2)0(,1)0(,0)0(,0)0(,02 =¢¢¢=¢¢=¢==¢¢+¢¢¢- yyyyyyy IV

22. .4)0(,0)0(,0)0(,0)0(,0 -=¢¢¢=¢¢=¢==- yyyyyy IV

23. .8)0(,0)0(,0)0(,0)0(,016 -=¢¢¢=¢¢=¢==- yyyyyy IV

24. .12)0(,0)0(,0)0(,0)0(,044 =¢¢=¢=¢==-¢-¢¢+¢¢¢ yyyyyyy
25. .9)0(,3)0(,1)0(,01892 -=¢¢-=¢==+¢+¢¢+¢¢¢ yyyyyyy
26. .27)0(,0)0()0()0()0(,096 ==¢¢¢=¢¢=¢==¢¢¢+- IVIVV yyyyyyyy
27. .3)0(,2)0(,0)0(,02 -=¢¢=¢==¢+¢¢+¢¢¢ yyyyyy
28. .1)0(,0)0(,1)0(,0 =¢¢=¢-==+¢-¢¢-¢¢¢ yyyyyyy
29. .16)0(,1)0(,4)0(,1)0(,045 -=¢¢¢-=¢¢=¢==+¢¢+ yyyyyyy IV

30. .27)0(,9)0(,3)0(,1)0(,0910 -=¢¢¢-=¢¢=¢==+¢¢+ yyyyyyy IV

9.2.4. Системи звичайних диференціальних рівнянь

Задача 7
Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних дифе-

ренціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами [17].
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10. ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ
10.1. ЧИСЛОВІ РЯДИ

Література: [1, розділ 9, п. 9.1]; [3, розділ 8, п. 8.1-8.3]; [6, глава 3,
§ 1]; [9, розділ 4, п. 4.1-4.3]; [12, розділ 4, п. 4.1-4.3]; [13, розділ 5,
§ 14]; [4, розділ 5, глава 13, п. 13.1-13.5]; [15, розділ 9, § 1-3]; [18, роз-
діл 12, п. 12.1].

Індивідуальне завдання 10.1

10.1.1. Ряди з невід’ємними членами

Задача 1
Дослідити збіжність ряду двома способами:

1) за інтегральною ознакою Коші;
2) за ознакою порівняння.
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Дослідити на збіжність ряд.
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10.2. СТЕПЕНЕВІ РЯДИ

Література: [1, розділ 9, п. 9.2-9.4]; [3, розділ 8, п. 8.4-8.7]; [6, гла-
ва 3, § 2-6]; [9, розділ 4, п. 4.4, 4.5]; [12, розділ 4, п. 4.4, 4.5]; [13, роз-
діл 5, § 15]; [4, розділ 5, глава 14]; [15, розділ 9, § 4-7]; [18, розділ 12,
п. 12.2-12.4].

Індивідуальне завдання 10.2
У задачах 1, 2 знайти інтервал збіжності степеневого ряду та до-

слідити його збіжність на кінцях інтервалу збіжності.
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Задача 3
Обчислити визначений інтеграл з точністю до 0,0001.

1. ò -
2

0
.dxex x 2. ò

5,0

0

2

.sin dx
x
x

3. .2sin5,0

0
ò dx

x
x 4. .arctg5,0

0
ò dx

x
x

5. ò +
4,0

0

3 .)1ln( dxxx 6. .sin
1

0

2ò xdxx

7. .
1

5,0

0
4ò + x

dx 8. ò
-2

1
.dx

x
e x
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9. .112/1

0
2

2

ò
-+ dx

x
x 10. .121

0
dx

x
e x

ò
--

11. .1
4,0

0

2ò + dxx 12. ò
1

0

3 .cos dxx

13. .
8

0

1
3 3ò

- - x
dx 14. .cos

1

0
dxxò

15. .arctg
5,0

0

2ò dxx 16. .)1ln(21

0
2

2

dx
x

x
ò

+

17. .)1ln(1 2
5,0

0
dxx

x
+ò 18. .

5,0

2,0
2 dx

x
e x

ò
-

19. .1
5,0

0

2ò + dxx 20. .
5,0

0
ò - dxe x

21. .)2/cos(5,0

25,0
2

2

ò dx
x
x

22. .
25,0

0

2

ò - dxe x

23. .cos
1

0

3ò xdxx 24. ò
5,0

0

10 .sin xdxx

25. ò +
25,0

0
.)1ln( dxx 26. .

1

5,0

0
4ò

+ x
dx

27. .sin1

0
ò dx

x
x 28. .3cos

5,0

0

2ò xdxx

29. .1
5,0

0

2ò + dxx 30. .arctg
5,0

0

2ò dxx

Задача 4
Знайти п’ять членів розвинення у степеневий ряд частинного

розв’язку диференціального рівняння, що задовольняє дані початкові
умови.

1. .1)0(,1)0(,2 =¢=-¢=¢¢ yyxyyy
2. .1)1(),ln( =++=¢ yyxxyy
3. .0)0(, =+=¢ yxyey y

4. .1)0(,22 =+=¢ yyxy

5. .
3

)0(,1)0(,cos p
=¢=+¢=¢¢ yyxyyy

6. .2)0(,4)0(,2 =¢=+¢=¢¢ yyxyyy
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7. .3)1(,12 =-+=¢ yxyy
8. .1)0(,122 =-=¢ yyxy

9. .0)1(,1)1(,02
=¢==+¢+¢¢ yyyy

x
y

10. .0)4(, =+=¢ yxyxy
11. .0)0()0(,cos =¢=+=¢¢ yyxxyy

12. .0)1(,1)1(,01
=¢==+¢-¢¢ yyyy

x
y

13. .1)0(,22 =++=¢ yyxxyy

14. .
2
1)0(,sin22 =+=¢ yxyyxy

15. .1)0(,2 23 =+=¢ yxyey x

16. .0)0(,sin =+=¢ yxey x

17. .0)0(,cos2cos =+=¢ yyxyy

18. .
2

)(,1)(,sin ppp =¢=¢=¢¢ yyyey y

19. .0)1(,1)1(,1
=¢=-

¢
=¢¢ yy

xy
yy

20. .1)0()0()0(,2 =¢¢=¢=¢-=¢¢¢ yyyyxyey x

21. .1)1(,1 =+=¢ - yyxy
22. .1)0(,0sin3cos 2 ==--+¢ yxyexyy x

23. .0)1(,1)1(,01
=¢==+¢+¢¢ yyyy

x
y

24. .
4

)0(,sinsin p
==¢ yxyy

25. .2)0(,0)0(,1
=¢=¢=¢¢ yyyyy

x
26. .0)0(,1)0(,0 =¢==+¢+¢¢ yyxyyy

27. .1)1(,0)1(, =¢=-=¢¢ yy
x
yy

28. .1)0(,11 2

=+
-

=¢ y
y
xy

29. .
2
1)1(,2)1(,22 =-¢=-+=¢¢ yyyxy

30. .
2
1)0(,arcsin =+=¢ yxyy
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11. КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ
Література: [3, розділ 6, п. 6.5-8.3]; [6, глава 3, § 1]; [9, розділ 2,

п. 2.10]; [12, розділ 2, п. 2.10]; [13, розділ 7, § 23]; [4, розділ 6, глава 15,
п. 15.9]; [15, розділ 7, § 1-3]; [18, розділ 13, п. 13.1, 13.3].

Індивідуальне завдання 11.1

Задача 1
За допомогою подвійного інтеграла обчислити площу області D,

обмеженої заданими лініями [18].
1. .0,3,42 ³=+= yyxxy  2. .0,2,6 2 ³=+= xyxxy

3. .2,22 =+= xxy 4. .0,0,31,2 22 ³£-=-= yxyxyx

5. .4),4/(8 22 yxxy =+= 6. .3,12 =++= yxxy

7. .4,4 22 yxxy == 8. .0,1,cos ³+£= yxyxy

9. .0,3,4 2 ³=-= xxyyx 10. .0,2,,22 ³==+= xxxyxy

11. .2,9,4 22 £== yxyxy 12. .,2 xyxy -==

13. .4/31, 22 yxyx +== 14. .,2 22 xyxy =-=

15. .4,42 +=+= xyxxy 16. .0,5,2 ³=+= xyxxy

17. .6,22 2 -³-= yxy 18. .0,2,2,2 2 ==-== xxxxyy x

19. .4),4/(8 22 xyyx =+= 20. .2,4 22 xxyxy -=-=

21. .3,12 =++= yxyx 22. .3,3 22 yxxy ==

23. .0,1,cos ³+£= xyxyx 24. .02,4 2 =+--= yxyx

25. .,2 22 yxyx =-= 26. .2,2,2,42 -==+=-= yyxyxy

27. .1
4
3, 22 +== xyxy 28. .0,2/,1

14

22

³£=+ yxyyx

29. .4, 22 xyxy -== 30. .0,2,,1 2 ==== xyxyxy
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Задача 2
Обчислити подвійний інтеграл по області D, обмеженої вказани-

ми лініями [18].
1. òò +

D
dxdyyx ,)( 2

.,: 22 yxxyD ==

2. òò
D

dxdyxy ,2
.2,: 2 xyxyD ==

3. òò +
D

dxdyyx ,)( .,: 2yxxyD ==

4. òò
D

ydxdyx ,2
.0,2,: ³-== xxyxyD

5. òò -
D

dxdyyx ,)2( 3
.0,0,1: 2 ³£-= xyxyD

6. òò -
D

dxdyxy ,)( .,: 2 xyxyD ==

7. òò +
D

dxdyy ,)1( .,5: 2yxxyD ==

8. òò +
D

dxdyyx ,)( .1,1: 22 xyxyD -=-=

9. òò -
D

dxdyyx ,)1( .3,,5: === xxyxyD

10. òò -
D

ydxdyx ,)2( .2,,2/: === xxyxyD

11. òò -
D

dxdyyx ,)( 2
.1,: 2 == yxyD

12. òò
D

ydxdyx ,2
.1,0,2: 3 === xyxyD

13. òò +
D

dxdyyx ,)( 22
.,1: 2yxxD ==

14. òò
D

xydxdy, .2,0,: 3 £== xyxyD

15. òò +
D

dxdyyx ,)( .3,0,8,: 3 ==== xyyxyD

16. òò +
D

dxdyyxx ,)2( .0,1: 2 ³-= yxyD

17. òò -
D

dxdyxy ,)1( .,: 3 xyxyD ==

18. òò
D

dxdyxy ,3
.0,1: 2 ³-= xxyD

19. òò +
D

dxdyyx ,)5( .0,05,5: £=+++= xyxxyD
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20. òò -
D

dxdyyx ,)( .3,1: 2 =-= yxyD

21. òò +
D

dxdyyx ,)1( 2
.3,3: 2 == yxyD

22. òò
D

dxdyxy ,2
.1,0,: === xyxyD

23. òò +
D

dxdyyx ,)( 3
.0,1,2,1: ³£=+=+ xxyxyxD

24. òò
D

dxdyxy ,3
.0,4,: 3 ³== yxyxyD

25. òò +
D

dxdyyx ,)3( 3
.0,1,1: 2 ³-==+ xxyyxD

26. òò
D

xydxdy, .0,,2: ===+ yxyyxD

27. òò
D

dxdy
x
y ,2

2
.1,2,: === xyyxyD

28. òò +
D

ydxdyx ,)1( 2
.0,3,: 3 ³== yxyxyD

29. òò +
D

dxdyyx ,)12( 2
.0,2: 2 =-= xyxD

30. òò
D

ydxdye , .2,0,ln: === xyxyD
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