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Вступ 

 

Метою конспекта лекцій на тему «Складні лінійні та нелі-

нійні електричні кола змінного струму» з дисципліни «Теорія 

електричних та магнітних кіл» є розгляд теоретичних питань 

щодо розрахунку складних електричних кіл трифазного струму, 

несинусоїдального струму, чотириполюсників, режимів роботи 

лінійних електричних кіл із розподіленими параметрами та ме-

тоди розрахунку нелінійних кіл постійного та змінного струмів. 

Опрацювання конспекта лекцій і виконання розрахунково-

го завдання  сприяють набуттю навичок практичного застосу-

вання розрахункових методів складних електричних кіл.  

Конспект лекцій містить методи розрахунку складних еле-

ктричних кіл трифазного струму, несинусоїдального струму та 

чотириполюсників, методи розрахунку довгих лінійн та неліній-

них електричних та магнітних кіл.  

Для полегшення сприйняття студентами матеріалу кожен 

розділ після відповідного теоретичного викладення супрово-

джується прикладами. 

Конспект лекцій може бути використаний як допоміжний 

засіб для проведення лекційних та практичних занять. 
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1 ТРИФАЗНІ КОЛА 

 

1.1 Загальні співвідношення у трифазних колах 

 

Трифазні кола знайшли велике поширення в електропоста-

чанні промисловості, транспорту та сільського господарства 

внаслідок їх економічних і енергетичних переваг. 

 Під трифазним колом (системою) розуміють сукупність 

трифазного джерела (генератора), навантаження та 

з’єднувальних проводів. 

Трифазний генератор 

Відомо, що при обертанні провідника в рівномірному маг-

нітному полі у ньому наводиться ЕРС 

tEe m sin . (1.1) 

Закріпимо жорстко на одній осі три однакові котушки (об-

мотки), зміщені одна щодо одної у просторі на 
3

2
 (120 ) і поч-

немо їх обертати в рівномірному магнітному полі з кутовою 

швидкістю   (рис. 1.1). 

 

 

 

 

Y 

Z X 

C A 

B 

Рисунок 1.1 
 

 

 При цьому у котушці A буде наводитися  
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tEe mA sin . (1.2) 

Такі самі значення ЕРС виникнуть у котушках B і C, але 

відповідно через 120  і 240  після початку обертання, тобто 

.240sin

;120sin





tEe

tEe

mC

mB
 (1.3) 

Сукупність трьох котушок (обмоток), що обертаються на 

одній осі з кутовою швидкістю , у яких наводяться ЕРС, що 

дорівнюють за модулем і зсунуті одна від одної на кут 120 , на-

зивають симетричним трифазним генератором. Кожна котуш-

ка генератора – це фаза генератора. У генераторі на рис. 1.1 фа-

за B «випливає» за фазою A, фаза C – за фазою B. Така послідов-

ність чергування фаз називається прямою послідовністю. При 

зміні напрямку обертання генератора спостерігається зворотна 

послідовність чергування фаз. Прямої послідовності на підставі 

співвідношень (1.2, 1.3) відповідає векторна діаграма ЕРС, зо-

бражена на рис. 1.2 а, для зворотної – векторна діаграма ЕРС на 

рис. 1.2 б. 

Надалі всі міркування з розрахунку трифазних кіл будуть 

стосуватися тільки трифазних систем із прямою послідовністю 

проходження генераторних ЕРС. 

 

 

EC EB 

EA 

EB EC 

EA 

а б 

Рисунок 1.2 

 
Рисунок 1.2 

 

Перейдемо від миттєвих значень ЕРС до їх комплексів: 
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.240sin

,120sin

,sin

120240

240120















j

A

j

ACmC

j

A

j

ABmB

j

AAmA

eEeEEtEe

eEeEEtEe

eEEtEe

 (1.4) 

Сумі миттєвих ЕРС відповідає сума комплексів цих ЕРС 

0CBACBA EEEeee  . (1.5) 

Графік зміни миттєвих значень ЕРС при  = 90  поданий 

на рис. 1.3. Алгебраїчна сума ЕРС дорівнює нулю. 

Крайнім точкам котушок (обмоток) дають назву кінець і 

початок. Початки котушок позначають A, B, C, кінці відповідно 

X, Y, Z (рис. 1.4 а). 

Фазні обмотки трифазного генератора можуть бути зобра-

жені у вигляді джерел ЕРС CBA EEE  ,,  (рис. 1.4 б). 

 

e 

eC 

eA 

eB 

t 

Рисунок 1.3 
 

Рисунок 1.3 
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Рисунок 1.4 
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Рисунок 1.4 

 
Рисунок 1.4 

 

1.2 З'єднання у зірку і трикутник, фазні та лінійні величини 

 

У трифазних колах застосовують два види з'єднань генера-

торних обмоток – у зірку і трикутник (рис. 1.5). 

 

 

O (X, Y, Z) 

C B O (X, Y, Z) 

A B C 
A 

Рисунок 1.5 

Z Y X 

A B C A(Z) 

C(Y) B(X) 

 

O (X, Y, Z) 

C B O (X, Y, Z) 

A B C 
A 

Рисунок 1.5 

Z Y X 

A B C A(Z) 

C(Y) B(X) 

 
Рисунок 1.5 
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При з'єднанні в зірку всі кінці фазних обмоток з'єднують в 

один вузол, що має називу нейтральної, або нульової точки, і 

позначають, як правило, літерою O. При з'єднанні у трикутник 

обмотки генератора з'єднують так, щоб початок однієї з'єднува-

лося з кінцем іншої. ЕРС у котушках у цьому разі позначають 

відповідно .,, ACCBBA EEE   Якщо генератор не під’єднаний до 

навантаження, то по його обмотках не проходять струми, тому 

що сума ЕРС дорівнює нулю. 

 

 

aZ  
bZ  cZ

 

O1 

a b c 

cZ

 
bZ

 

aZ  

O1 

c b 

a 

сaZ

 
bсZ

 

abZ  

Рис. 1.6 

a b c 

сaZ  

bсZ

 

abZ  

a 

c b  
 

 

 

aZ  
bZ  cZ

 

O1 

a b c 
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abZ  

Рис. 1.6 

a b c 

сaZ  

bсZ

 

abZ  

a 

c b 
 

Рисунок 1.6 

 

У зірку та трикутник включаються  й опори навантаження 

так, як показано на рис. 1.6. 

Фазні опори cabcabcba ZZZZZZ ,,,,, , з'єднані у трику-

тник або у зірку, називають фазами навантаження. 

Існує п'ять видів з'єднання генераторів з навантаженням: 

зірка – зірка з нульовим проводом, зірка – зірка без нейтрально-

го проводу, трикутник – трикутник, зірка – трикутник і трикут-

ник – зірка (рис. 1.7). 
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З’єднувальні проводам між початками фаз навантаження 

та початками фаз генератора називають лінійними проводами.  

Як правило, початок фаз генераторів позначають заголов-

ними літерами, а навантаження – прописними. Провід, що з'єд-

нує нульові точки генератора і навантаження, називають нульо-

вим, або нейтральним, проводом. 

Напрямок струмів у лінійних проводах прийнято вибирати 

від генератора до навантаження, а в нульовому – від наванта-

ження до генератора.  

На рис. 1.7 CBACAcaBCbcABab IIIUUU  ,,,,, )()()(  – лінійні 

напруги та струми. 

cabcabCcBbAa IIIUUU  ,,,,, )()()(  – фазні напруги та стру-

ми. 

Лінійні напруги (напруги між лінійними проводами) – це 

різниця відповідних фазних напруг: 

accacbbcbaab UUUUUUUUU  ,, .  (1.6) 

Лінійні струми при прийнятих напрямках струмів (рис. 1.7) 

визначаються за першим законом Кірхгофа: 

bccacabbcbcaaba IIIIIIIII  ,, . (1.7) 

Таким чином, фазні напруги на генераторі – це напруги, 

прикладені до обмоток генератора COBOAO UUU  ,, , а напруги 

фаз  навантаження – це напруги на відповідних опорах 

111
,, cObОaО UUU  . Фазні струми – це струми, що проходять у 

фазах генератора або навантаження. Необхідно зазначити, що 

фазні та лінійні напруги в трикутнику однаков, як і фазні та лі-

нійні струми у зірці. 

Сукупність відповідної фази генератора, з’єднувального 

провода та фази навантаження називають фазою трифазного 

кола. (Не плутати з початковою фазою гармонічної функції!). 
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O 

bсZ
 

abZ  сaZ  

A 

B 

C 

a 

c 
b 

 
 Рисунок 1.7 

 

1.3 Розрахунки трифазних кіл 

 

Розглянемо розрахунки трифазного кола зірка – зірка з 

нейтральним проводом (рис. 1.7). Розрахунки такого кола можна 

здійснювати будь-якими відомими методами розрахунків розга-

лужених кіл. Найчастіше раціонально застосовувати метод вуз-

лових потенціалів, тому що в цій схемі два вузли O і O1, і для 

визначення невідомих струмів і напруг потрібно скласти одне 

рівняння. Візьмемо потенціал крапки О1 такими, що дорівнює 

нулю, тоді напруга нейтралі 

ocba

cCbBaA
OOO

YYYY

YEYEYE
U




11
, (1.8) 

де CBA EEE  ,,  – комплекси ЕРС відповідних фаз генератора, 

CCBBAA UEUEUE  ,, ; ocba YYYY ,,, – комплексні 



 

 15 

провідності відповідних фаз навантаження та нульового прово-

ду. 

Напруга на фазах навантаження 

.

,,

1

11

OOCccc

OOBbbbOOAaaa

UUZIU

UUZIUUUZIU





 

(1.9) 

Струми у фазах 

.,, cccbbbaa UYIUYIUYI   (1.10) 

Розглянемо кілька випадків. 

1.  Відсутній опір у нейтральному проводі 0OZ , тоді 

0
1OOU . 

2. Опір навантаження однаковий cba YYY , наванта-

ження симетричне. З (1.8) випливає, що у цьому випадку також 

напруга нейтралі 0
1OOU . Лінійні струми відповідно однакові 

.,,
c

c

c

C
c

b

b

b

B
b

a

a

a

A
a

Z

U

Z

U
I

Z

U

Z

U
I

Z

U

Z

U
I








  (1.11) 

Враховуючи співвідношення (1.11), векторні діаграми на-

пруг на навантаженні та на генераторі збігаються і мають ви-

гляд, показаний на рис. 1.8 а. 

 

O 1 (O) 

) ( 
C c U U   ) ( 

B b U U   

) ( 
A a U U   

Рис. 1.8 

b U  

30  

bc U  
30  

 
 

 ca U  

ab U  

b I  

c I  

a I  

O 

c U  

a U  

120  

 
Рисунок 1.8 
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При активно-індуктивному характері навантаження  > 0, 

векторні діаграми струмів і напруг на навантаженні показані на 

рис. 1.8 б. Враховуючи співвідношення між фазними та ліній-

ними напругами, одержимо, з'єднуючи відповідні точки a  з 

b , b  з c , c  з a , лінійні напруги cabcab UUU  ,, . З діаграм 

на рис. 1.8 очевидно, що модулі всіх лінійних напруг однакові 

лcabcab UUUU . 

Розрахувавши трикутник, утворений, наприклад, фазними 

напругами cb UU  ,  та лінійним bcU , одержимо 

фbbлbc UUUUU 3330cos2  , (1.12) 

де cbaф UUUU  – модулі фазної напруги симетричного 

навантаження. 

3. Нейтральний провід відсутній, що відповідає схемі «зір-

ка – зірка без нейтрального проводу». Розрахунки здійснюються 

за формулами (1.8, 1.9) з урахуванням того, що 00Y . 

У схемі «зірка – зірка без нейтрального проводу» із симет-

ричним генератором і несиметричним навантаженням у випадку 

рівності комплексних опорів тільки у двох фазах напругу нейт-

ралі можна визначити зі співвідношень 

.
2

,
2

,
2

1

1

1

cba

c

c
COO

bca

b

b
BOO

acb

a

a
AOO

ZZZZ
ZZ

ZZ
UU

ZZZZ
ZZ

ZZ
UU

ZZZZ
ZZ

ZZ
UU







 

Покажемо справедливість цих формул на прикладі 

acb ZZZZ . 
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ZZ
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ZZZ

j
Z

j
ZZ
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При з'єднанні навантаження у трикутник струми в його фа-

зах визначаються за законом Ома: 

ca

ca
ca

bc

bc
bc

ab

ab
ab

Z

U
I

Z

U
I

Z

U
I








 ;; . (1.13) 

Лінійні струми знаходять за першим законом Кірхгофа:  

bccacabbcbcaaba IIIIIIIII  ;; . (1.14) 

Оскільки лінійні напруги на навантаженні дорівнюють лі-

нійним напругам на генераторі, які, у свою чергу, однакові від-

повідним ЕРС на обмотках генератора, векторна діаграма ліній-

них напруг на навантаженні (рис. 1.9) повністю збігається з век-

торною діаграмою генераторних ЕРС, наведених на рис. 1.2. 

 

)( CAca UU  )( BCbc UU 

)( ABab UU 

Рис. 1.9

 
Рисунок 1.9 

 

Нехай навантаження симетричне і носить активно-

індуктивний характер, тоді векторні діаграми напруг, фазних і 

лінійних струмів мають вигляд, показаний на рис. 1.10.  
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cI

bI

aI

bcU
caU

abU

bcI

caI

abI

abI

O

Рис. 1.10

 
Рисунок 1.10 

 

За допомогою отриманої діаграми можна визначити, що 

модулі лінійних струмів однакові (вони є сторонами рівносто-

роннього трикутника) 

лIIII cba . 

З розрахунку трикутників, утворених двома фазними 

струмами (бісектриси рівностороннього трикутника) і лінійним 

струмом, випливає, що 

ффл 330cos2 III 
. (1.15) 

При несиметричному навантаженні векторні діаграми 

струмів мають найрізноманітніший вигляд. Приклад такої діаг-

рами наведений на рис. 1.11, де cabcab ZZZ . 

 

cI
bI

aI

bcU

ca

bc

ab

caU
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bcI

caI

abI

abI

Рис. 1.11

 
Рисунок 1.11 
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1.4 Деякі режими роботи трифазних кіл 

 

Розглянемо режими роботи трифазних кіл на прикладі 

з'єднання «зірка – зірка» і з'єднання навантаження у трикутник. 

Розглянемо три режими роботи схеми, зображеної на    

рис. 1.12. 

 

aZ

П2

О О1

П1

EC

EB

EA A

B

C сZ

bZ

bZ

a

b

c

Рис. 1.12

 
Рисунок 1.12 

 

1. ZZZZ cba , перемикач П1 замкнутий, переми-

кач П2 розімкнутий. Має місце симетричний режим роботи три-

фазного кола: 

,
3

;;;
120120

Z

U
IIII

Z

eU
I

Z

eU
I

Z

U
I

л
фcba

j

a
c

j

a
b

a
a

 








 

 за величиною 
Z

U
IIII л

фcba
3

. 

Векторні діаграми при активно-індуктивному навантажен-

ні подані на рис. 1.13. Усі фазні струми cba III  ,,  зміщені що-

до відповідних фазних напруг на кут . Лінійні напруги випере-

джають фазні напруги на 30  

( ,aab UU  ,bbc UU 
caU cU ). 
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сU bU

aU

cI

bI

aI

bcU

caU

abUO

Рис. 1.13

 
Рисунок 1.13 

 

2. Перемикачі П1 і П2 розімкнуті (режим холостого ходу 

або обрив фази А). При цьому схема із трифазного кола перетво-

риться в однофазну з напругою bcU  на опорах ZZZ cb 2  

(рис. 1.14). Потенціал точки О1 стає дорівнює 
2

BCU
. 

 

O1

Ubc

I

bс

Рис. 1.14

 
Рисунок 1.14 

 

Векторні діаграми зображеніні на рис. 1.15. 

 

сU
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I

b
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Рис. 1.16

 
Рисунок 1.15 
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Струм у опорах bZ  і cZ  дорівнює   

Z

eU

Z

U
III

j
abbc

cb
22

120
 . 

Фазні струми 

.
2

фф
Z

U
II л

cb
 

Напруги 

.5,13,5,030sin ффф 111
UUUUUU OOaOOO

  

 Таким чином, фазний струм і фазна напруга неушкодже-

них фаз зменшилися у 15,132  раза. 

3. Перемикачі П1 і П2 замкнені (режим короткого зами-

кання фази А). Потенціал точки О1 враховує значення потенціа-

лу точки a. Векторні діаграми подані на рис. 1.17. 

 

Рис. 1.17 

c b 

a ( O 1 ) 

с U  
b U  

bc U  

ca U  
ab U  

O 

30  

a I   

c 
I  b I  

a I  

 
Рисунок 1.17 

 

У цьому режимі лUUUUUUU bcabbcac
 . 

ллл
л 330cos IIII

Z

U
II acb


. 

 Таким чином, фазні напруги та струми неушкоджених фаз 

B і C збільшилися в 3  раз, а струм закороченої фази (Ia) – в 3 

рази у порівнянні із симетричним режимом роботи схеми. 
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bсZ

abZ
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c
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caU

bcU

abU

b
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Рис. 1.18

 
Рисунок 1.18 

 

На рис. 1.18 наведена схема, що містить три однакові опо-

ри 

 cabcab ZZZZ , 

з'єднаних трикутником, які підключені до симетричної системи 

лінійних напруг cabcab UUU  ,, . Розглянемо три режими роботи 

цієї схеми. 

1. Перемикачі П1 і П2 замкнені. При цьому має місце си-

метричний режим роботи трифазного кола: 

.3, фф IIIIIIIII лcbacabcab  (1.16) 

Векторні діаграми напруг і струмів при активно-

індуктивному навантаженні наведені на рис. 1.19. 
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сaI

abI

bсI
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caIabI
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bcUcaU

abU

O

Рис. 1.19

cI

30

30
30

 
Рисунок 1.19 

 

Усі фазні струми cabcab III  ,,  відстають від відповідних 

фазних напруг cabcab UUU  ,,  на кут . Лінійні струми 

cba III  ,,  відстають від відповідних фазних струмів 

cabcab III  ,,  на 30 : 

.3, фф IIIIII лcabcab  (1.17) 

2. Перемикач П1 розімкнутий (режим холостого ходу або 

обрив фази bc): 

.,,,0 фIII
Z

U
I

Z

U
II caab

ca

ca
ca

ab

ab
abbc





  (1.18) 

Лінійні струми cacabbcaaba IIIIIII  ;; , 

тобто ,3 фIIa  фIII cb . Таким чином, лінійний струм у 

проводі, не зв'язаному гальванічно з «пошкодженою» фазою, 

залишається незмінним у порівнянні із симетричним режимом, а 

два інші лінійні струми bI  та cI  дорівнюють фазним струмам 
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при симетричному режимі. Векторні діаграми напруг і струмів 

наведені на рис. 1.20. 

 

сac II 

abb II 

aI
caIabI

bcUcaU

abU

O

Рис. 1.20

 
Рисунок 1.20 

 

3. Перемикач П1 замкнутий, а перемикач П2 розімкнутий 

(обрив лінії В). При цьому трифазне коло перетвориться в одно-

фазне, і всі три опори підключаються до напруги caU  (рис. 

1.21). Векторні діаграми напруг і струмів для цієї схеми подані 

на рис. 1.22. 
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I

ca

ca
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b aс
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Рис. 1.21

caI
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 I
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Рис. 1.22

 
Рисунок 1.21 
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b aс

caZ
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Рис. 1.21

caI

1I
 I

abU

caU

Рис. 1.22

 
Рисунок 1.22 

 

Струм, що проходить за двома опорами  bcZ  і abZ   

ф11
2

1

22
I

Z

U
I

Z

U
III ca

bcab


 , 

струм у фазі ca   

ф, II
Z

U
I ca

ca

ca
ca


 . 

Лінійні струми 

Z

U
IIIIIII ca

caac
2

3

2

3

2

1
ффф1 . 

Таким чином, при обриві лінійного проводу у фазах, галь-

ванічно пов'язаних з ним, струми зменшуються удвічі, у третій 

фазі струм залишається незмінним, лінійний струм у непошко-

дженій лінії зменшується в порівнянні із симетричним режимом 

в 1,15 раза. 
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1.5 Вирази фазних напруг трифазної системи зірка – зірка 

без нейтрального проводу через лінійну напругу 

 

У схемі, що зображена на рис. 1.23, у загальному випадку 

cba ZZZ .  

 

a

Рис. 1.23

aZ

bZ

О

сZ

bZ

bZ

cI

bI

aI

caUbcU

abU

c

b

 
Рисунок 1.23 

 

Струми у фазах визначаються зі співвідношень 

cccbbbaaa UYIUYIUYI  ;; . (1.19) 

За першим законом Кірхгофа 

0ccbbaacba UYUYUYIII  . (1.20) 

Виразимо bU  та cU  через фазну напругу aU  та лінійні 

напруги abU  та caU : 

caacabab UUUUUU  ; . 

Підставимо ці вирази у (1.20) 

0caacababaa UUYUUYUY   

Звідси  

cba

cacabb
a

YYY

UYUY
U


 . (1.21) 

Заміняючи у (1.21) відповідно aU  і cU  через bcU  і abU , 

cU  через caU  і bcU , одержимо значення bU  і cU  через лінійні 

напруги: 
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cba

bcbcaa
c

cba

ababcc
b

YYY

UYUY
U

YYY

UYUY
U





 , . (1.22) 

 

1.6 Потужності у трифазних колах 

 

Потужності у трифазних колах розраховують так само, як і 

потужності в розгалужених гармонійних колах. Потужність 

трифазного генератора, з'єднаного в трикутник: 

CACABCBCABABCABCAB IUIUIUSSSS
***~~~~ 

. 

(1.23

) 

Для зірки 

CCBBAACBA IUIUIUSSSS
***~~~~  . (1.24) 

Потужності споживачів, з'єднаних у трикутник: 

,

coscoscos

222

СПОЖ

cacabcbcabab

cacacabcbcbcababab

RIRIRI

IUIUIUP
 (1.25) 

   

.

sinsinsin

222

СПОЖ

cacabcbcabab

cacacabcbcbcababab

XIXIXI

IUIUIUQ
 (1.26) 

Для зірки 

,cos

coscoscos

2222

СПОЖ

1

λ

ooccbbaaoooo

cccbbbaaa

RIRIRIRIIU

IUIUIUP
 (1.27) 

  

.sin

sinsinsin

2222

СПОЖ

1 ooccbbaaoooo

cccbbbaaa

XIXIXIXIIU

IUIUIUQ
 (1.28) 

 Тут oooooo XRIU ,,,,
1

 – відповідно напруга, струм, аргу-

мент, активний і реактивний опори нейтралі (нульового прово-

ду). 
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У симетричних трифазних колах 

лфффф

*

ф 333
~

IUIUSIUS  , 

.3sin3sin3

,3cos3cos3

ф

2

флфффСПОЖ

ф

2

флфффСПОЖ

XIIUIUQ

RIIUIUР
 (1.29) 

флффф

*

ф 333
~

IUIUSIUS  , 

.3sin3sin3

,3cos3cos3

ф

2

ффлффСПОЖ

ф

2

ффлффСПОЖ

XIIUIUQ

RIIUIUР
 (1.30) 

 

1.7 Колове обертове магнітне поле трифазного струму 

 

 Під час проходження по котушці струму у напрямку, за-

значеному на рис. 1.24, вектор магнітної індукції B  спрямова-

ний вгору. Якщо змінити напрямок струму на протилежний, то 

вектор B  змінить напрямок на протилежний.  

 

B

Рис. 1.24

 
Рисунок 1.24 

 

 При зміні струму за синусоїдальним законом 

tIi m sin  вектор B  змінить свій напрямок двічі за період. 

Відомо, що модуль B  при цьому теж є синусоїдальною функці-

єю tBB m sin , тобто B  за даних умов у просторі може на-

бирати два протилежні напрямки, а у часі змінюватися за гармо-

нійним законом.  

Розмістимо три (1, 2, 3) однакові котушки, зсунути у прос-

торі на 120  один щодо одного (рис. 1.25). 
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Рис. 1.25

 
Рисунок 1.25 

 

Візьмемо за позитивний напрямок векторів 321 ,, BBB  

кожної котушки так, як це показано на рис. 1.25 при зазначених 

напрямках струмів. Підключимо ці котушки до трифазного кола: 

).240sin(

);120sin(;sin

3

21





tIi

tIitIi

m

mm
 

При цьому модулі вектора магнітної індукції кожної коту-

шки будуть змінюватися: 

).240sin(

);120sin(;sin

1

21





tBB

tBBtBB

m

mm
. 

Проаналізуємо, чому дорівнюватиме сума 

BBBB 321  при 
2

3
;;

2
;0t . 

1.  При 0t  

.
2

3
240sin

,
2

3
120sin,0

3

21

mm

mm

BBB

BBBB





 

Векторна діаграма векторів B  для даного моменту показа-

на на рис. 1.26 а. Модуль вектора 
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 mm BBBBB 5,130cos
2

3
232

 . 

2.  При 
2

t  

.
2

210sin

,
2

30sin,

3
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m
m

m
mm

B
BB

B
BBBB





 

Векторна діаграма векторів B  показана на рис. 1.26 б. Мо-

дуль вектора 

mm BBBBBB 5,160cos60cos
2

1
1321


. 

3.  При t  

.
2

3
60sin

,
2

3
60sin,0

3

21

mm

mm

BBB

BBBB





 

Векторна діаграма векторів B  для цього випадку показана 

на рис. 1.26 в. Модуль вектора 

 mm BBBBB 5,130cos
2

3
232

 . 
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4.  При 
2

3
t  

.
2

30sin

,
2

150sin,

3
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m
m

m
mm

B
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B
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 Для цього моменту – векторна діаграма B  на рис. 1.26 г. 

Модуль вектора  

mm BBBBBB 5,160cos
2

1
60cos

2

1
1321


. 

 Із поданого аналізу випливає, що при підключенні трифа-

зного кола до трьох однакових котушок, зсунутих одно щодо 

одної у просторі на 120 , виникає обертове магнітне поле. Век-

тор магнітної індукції такого поля за модулем дорівнює 1,5Bm і 

обертається з кутовою швидкістю . 

Ефект обертового магнітного поля використовується для 

створення асинхронних і синхронних трифазних двигунів. 
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2 ЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ІЗ ДЖЕРЕЛАМИ          

ПЕРІОДИЧНИХ НЕГАРМОНІЧНИХ ВПЛИВІВ 

 

Періодичними несинусоїдальними струмами та напругами 

називають струми та напруги, що змінюються у часі за періоди-

чним несинусоїдальним законом.  

 

f

t

T

Рис. 2.1

 
Рисунок 2.1 

 

На рис. 2.1 зображена така крива, період повторення якої 

Т. Ця крива може бути описана функцією 

TtfnTtftf , (2.1) 

де  n=0, 1, 2 і т.д. 

Причини появи несинусоїдальних сигналів: 

1. Джерело струму або джерело напруги генерують неси-

нусоїдальний струм або несинусоїдальну ЕРС, а всі елементи 

кола (R, L, C) лінійні, тобто від величини струму не залежать. 

2. Джерело струму або джерело напруги генерують сину-

соїдальний струм або синусоїдальну ЕРС, але один або кілька 

елементів кола нелінійні (вентиль, електрична дуга, котушка зі 

сталевим магнітопроводом). 

3. Вплив періодичних перешкод на синусоїдальний сиг-

нал. 

4. Використання генераторів сигналів спеціальної форми 

(пилкоподібної, східчастої, прямокутної) в автоматиці, обчис-

лювальній техніці, у різних пристроях радіозв'язку. 

Існує два шляхи розрахунків лінійного електричного кола 

при впливі сигналів такої форми: 
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1. Застосування спеціальних математичних прийомів, що 

відображають стан кола у кожний момент часу, що приводить 

до складної системи диференціальних рівнянь. Тому він не 

знайшов застосування в інженерних розрахунках. 

2. Зведення складного завдання до сукупності більш прос-

тих і застосування відомих методів розрахунків їх з урахуванням 

особливостей сигналу, що впливає. 

Відомо, що будь-яка періодична несинусоїдальна функція 

f(t) з періодом 2 , що задовольняє умови Дірихле, тобто що має 

на будь-якому кінцевому інтервалі часу кінцеве число розривів 

першого роду та кінцеве число максимумів і мінімумів, може 

бути розкладена у тригонометричний ряд, тобто бути подана у 

вигляді суми гармонічних складових – ряд Фур'є. Усі періодичні 

сигнали, використовувані в електротехніці, задовольняють умо-

ви Дірихле, тому проводити перевірку на виконання умови Ді-

рихле немає необхідності. 

Гармонічний ряд у тригонометричній формі має вигляд 

1

110

1112

1211110

),sincos(

sincos2sin

2cossincos)(

k

kmkm

kmkmm

mmm

tkBtkAF

tkBtkAtB

tAtBtAFtf

  
(2.2) 

де  0F  – стала складова, або нульова гармоніка, що дорів-

нює середньому значенню функції за період; 

 Akm і Bkm  – амплітуди косинусоїдальних і синусоїдальних 

складових. 

 Як відомо з курсу математики, коефіцієнти ряду Фур'є 0F , 

Akm і Bkm визначаються за допомогою формул: 

T

k

T T

k

tdtktf
T

B

tdtktf
T

Adttf
T

A

0

0 0

0

.sin)(
2

,cos)(
2

,)(
2
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Сума косинусоїд та синусоїд, що виражається формулою 

(2.2), може бути подана у вигляді суми тільки одних синусоїд із 

відповідними початковими фазами, так звана фазова-

амплітудно-фазова форма 

1

101

2121110

210

,sinsin

2sinsin

)()(

k

kkmkkm

mm

n

tkFFtkF

tFtFF

fffFnTtftf







 
(2.3) 

де F0 – стала складова;  f1 – основна синусоїда, або перша гар-

моніка; 

f2, …, fk – вищі гармоніки;  Fkm  – амплітуда k – ї гармоніки; k  – 

початкова фаза k – ї гармоніка;  1 – частота повторення 

першої (основної) гармоніки, 
T

2
1 ; Т – період несинусоїда-

льної періодичної функції. 

Гармоніки, для яких k – непарне число, називають непар-

ними, для яких k – парне число, – парними. 

Оскільки 

tkFtkFtkF kmkkmkkmk 111 sincoscossin)sin( , 

то з порівняння двох форм запису гармонічного ряду (2.2) і (2.3) 

маємо 

.cos,sin kmkmkkmkmk FBFA  (2.4) 

Співвідношення (2.4) дозволяють переходити від ряду Фу-

р'є у вигляді (2.3) до вигляду (2.2). Зворотний перехід здійсню-

ється за формулами 

.0приarctg

,0приarctg

а

tg,22

k

k

k

k

k

k

k

k

k

kkkk

B
B

A

B
B

A

бо

B

A
BAC

 (2.5) 
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У загальному випадку ряд Фур'є містить нескінченне число 

членів. Однак, як правило, він швидко сходиться і достатньо об-

рати невелике число гармонік для одержання необхідної точнос-

ті. 

Існують прилади, що мають назву гармонічних аналізато-

рів, які дозволяють визначати коефіцієнти Ak і Bk або механічно 

за графіком кривої f(t), або електричним шляхом подачі на зати-

скачі приладу досліджуваної несинусоїдальної напруги. 

Періодичні несинусоїдальні функції, що описують зміни 

струмів або напруг у електричних колах, зазвичай мають який-

небудь вигляд симетрії, і це полегшує розкладання їх у ряд Фу-

р'є. 

У ряді випадків доцільно подати ряд Фур'є в комплексній 

формі: 
q

q

tjq
jqFe

T
tf )(

1
)( 1

1 , (2.6) 

де 
2

2

1
1)()(

T

T

tjq
dtetfjqF . (2.7) 

У виразі (2.6) кожній k–й гармоніці відповідає сума двох 

сполучених членів ( при q = + k і при q = – k), що дорівнює под-

воєній дійсній частині кожного із цих членів: 

tjktjktjk
ejkF

T
jkFe

T
jkFe

T
111 )(

2
Re)(

1
)(

1
111 . (2.8) 

Позначивши kj
ekFjkF )()( 11 , маємо 

),sin()(
2

)cos()(
2

)(
2

Re

11

111
1

k

k

tjk

tkkF
T

tkkF
T

ejkF
T

 (2.9) 

де kk 2 . 

Таким чином, величина 
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)(
2

)(
2

)(
2

111 jkF
T

jekF
T

jekF
T

kk jj  (2.10) 

являє собою комплексну величину k-ї гармоніки 

kj
kk eAA , (2.11) 

де )(
2

1kF
T

Ak . 

Сукупність амплітуд усіх гармонік цієї функції може розг-

лядатися як дискретний спектр цієї функції.  

Його можна подати на графіку у вигляді спектра значень 

амплітуд і спектра значень фаз. За віссю абсцис відкладаємо 

значення, що дорівнюють частотам гармонік. Для кожної часто-

ти гармонік відкладаємо від осі абсцис паралельно осі ординат 

відрізки, довжини яких дорівнюють амплітудам Ak або початко-

вим фазам k гармонік. При цьому Ak > 0, а k може бути як по-

зитивним, так і негативним. Такі характеристики звуться дис-

кретними спектрами або дискретними частотними характе-

ристиками – відповідно до амплітудно-частотної та фазо-

частотної характеристик. 

 При побудові спектра періодичного сигналу за віссю абс-

цис відкладають кратні основній частоті значення частот гармо-

нічних складових. Зазначимо, що чим більший період функції 

f(t), тим щільніше розміщені спектральні лінії та відповідно ме-

нше значення амплітуд гармонічних складових. Зрозуміло, у 

конкретних випадках ті або інші частотні складові спектра сиг-

налу можуть бути відсутні, але складових, частота яких не крат-

на основній частоті, спектр містити не може. 

Приклад. Визначимо спектр періодичної послідовності 

прямокутних імпульсів амплітуди F0 із тривалістю, що дорівнює 

половині періоду, T/2 (рис. 2.2 а). Аналітичний вираз часової за-

лежності розглянутого сигналу на періоді має вигляд 
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.
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T
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tf  

Розв’язання 

Якщо за початок відліку вибрати початок координат, то 

функція має парну симетрію і містить тільки косинусні складові 

з коефіцієнтами Ak. Визначимо амплітуду k-ї гармоніки:  

2
sin

2
cos

2
4

4

0
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k

k

F
tdtkF
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Звідси  
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Знайдені коефіцієнти дозволяють записати розкладання 

Фур'є: 

.5cos
5

1
3cos

3

1
(cos

2

2
)( 111

00 ttt
FF

tf  

Спектри амплітуд і фаз набувають таких значень: 

),3,2,1(
2

,
2

00
0 k

k

F
A

F
A

km  

),3,2,1,14(

),,2,1,0,14(0





nnk

nnk

k

k
 

і зображені на діаграмах рис. 2.2 б і 2.2 в. 
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Рисунок 2.2 

 

2.1 Максимальне, середнє діюче значення несинусоїдальної 

функції 

 

Максимальне значення несинусоїдальної періодичної фун-

кції – найбільше за модулем значення функції за період. 

Середнє за модулем значення визначається за формулою 
T

dttf
T

F
0

ср )(
1

. (2.12) 

Якщо крива f(t) симетрична щодо осі абсцис і протягом 

половини періоду жодного разу не змінила знака, то середнє за 

модулем значення дорівнює середньому значенню за половину 

періоду: 
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2

0

ср )(
2

T

dttf
T

F , 

причому початок відліку часу у цьому виразі повинен бути об-

раний так, щоб f(0)=0. Якщо за весь період функція жодного ра-

зу не змінила знака, то середнє за модулем значення дорівнює 

сталій складовій. 

При несинусоїдальних періодичних впливах, як і при си-

нусоїдальних, як правило, під значенням ЕРС, струму або на-

пруги розуміють діюче значення. 

Діюче значення несинусоїдальної функції – середньоквад-

ратичне за період від миттєвого значення цієї функції 

T

dttf
T

F
0

2 )(
1

.  (2.13) 

Розглянемо діюче значення на прикладі напруги. Нехай 

2121110 2sinsin)( tUtUUtu mm , 

тоді 

.sinsin

sinsin

2sinsin)(

1

,1,1

1

1 1

101

222

0

2

2121110

2

q

qp
qp

pqmpm

k k

kkmkkm

mm

tqtpUU

tkUUtkUU

tUtUUtu 

  

(2.14) 

Розглянемо інтеграли від кожного з доданків окре-

мо. 

1. 

T

UdtU
T

0

2
0

2
0

1
 – це квадрат сталої складової на-

пруги; 



 

 40 

2. 

T

k
km

kkm U
U

dttkU
T

0

2
2

1
22

2
sin

1
,  

тому що цей інтеграл за визначенням дорівнює квадрату діючо-

го значення Uk гармонічної складової напруги k-ї гармоніки; 

3. 0sin
1

0

10 dttkUU
T

T

kkm ,  

тому що інтеграл від синусоїдальної величини за ціле число пе-

ріодів дорівнює нулю; 

4. dttqtpUU
T

q

T

pqmpm 1

0

1 sinsin
1

,0]cos

)[cos(
2

1

11

11

0

dttqtp

tqtp
UU

T

qp

qp

T
qmpm

 

де p  q; підінтегральний вираз є різницею двох косинусоїдаль-

них функцій, інтеграл кожної з яких за ціле число періодів дорі-

внює нулю. 

Таким чином, діюче значення періодичної несинусоїдаль-

ної напруги 

 2

2

2

1

2

0

2

2

2

12

0
22

UUU
UU

UU mm ,  (2.15) 

тобто діюче значення періодичної несинусоїдальної напруги дорі-

внює кореню квадратному із суми квадратів сталої складової 

та квадратів діючих значень усіх гармонічних складових. Так 

само визначається діюче значення періодичного несинусоїдаль-

ного струму: 

 2

2

2

1

2

0

2

2

2

12

0
22

III
II

II mm .  (2.16) 

Аналогічним чином визначається діюче значення будь-якої 

іншої періодичної несинусоїдальної величини. 

Несинусоїдальні струми та напруги вимірюють приладами 

різних систем. Прилади електромагнітної, електродинамічної та 
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теплової систем реагують на діюче значення, магнітоелектричні 

прилади з випрямлячем – на середнє значення, магнітоелектри-

чні без випрямляча – на сталу складову. 

 

2.2 Коефіцієнти, що характеризують періодичні несинусоїда-

льні функції 

 

В електротехніці при оцінці несинусоїдальних періодич-

них кривих користуються коефіцієнтом форми кривої kф, кое-

фіцієнтом амплітуди kа та коефіцієнтом викривлення kв. 

Коефіцієнт форми визначається як відношення діючого 

значення функції до середнього значення функції, взятої за мо-

дулем: 

T

T

dttf
T

dttf
T

F

F
k

0

0

2

ср

ф

)(
1

)(
1

.  (2.17) 

Коефіцієнт амплітуди визначається як відношення макси-

мального значення функції до її діючого значення: 

T

mm

dttf
T

F

F

F
k

0

2

а

)(
1

.  
(2.18) 

Для синусоїди .41,12;11,1
22

аф kk  

Коефіцієнт викривлення визначається як відношення дію-

чого значення основної (першої) гармоніки до діючого значення 

всієї функції: 

T

dttf
T

F
k

0

2

1
В

)(
1

.  
(2.19) 

Для синусоїди 1Вk . 
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В електроніці та радіотехніці для оцінки викривлень кори-

стуються коефіцієнтом гармонік, обумовленим як відношення 

діючого значення вищих гармонік до діючого значення основної 

гармоніки: 

.
1

2

2

1

г

k

kF
F

k   (2.20) 

 

2.3 Активна та повна потужність несинусоїдального струму 

 

Вираз миттєвої потужності 

)()()( titutp   (2.21) 

справедливий для струмів і напруг з будь-якою формою кривої. 

 Під активною потужністю несинусоїдального струму 

розуміють, як і в колах синусоїдального струму, середнє значен-

ня миттєвої потужності за період першої гармоніки: 
T

uidt
T

P
0

1
.  (2.22) 

Якщо подати напруги та струм рядами Фур'є 

,2sinsin

,2sinsin

21

21

12110

12110





imim

umum

tItIIi

tUtUUu
 

то активна потужність буде подана сумою інтегралів таких са-

мих чотирьох типів, що і при розгляді діючого значення періо-

дичного несинусоїдального струму. 

Таким чином, 

 22211100210 coscos IUIUIUPPPP , (2.23) 

де 
kk iuk . 

Активна потужність при періодичних несинусоїдальних 

струмах і напругах дорівнює сумі активних потужностей пос-

тійної (потужності постійного струму) і всіх гармонічних скла-

дових струму та напруги. 
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 Реактивною потужністю періодичних несинусоїдальних 

струмів  можна умовно вважати величину, що дорівнює сумі ре-

активних потужностей окремих гармонік: 

 22211121 sinsin IUIUQQQ .  (2.24) 

За аналогією із синусоїдальними струмами вводять понят-

тя повної потужності, що дорівнює добутку діючих значень 

струмів і напруг: 

 2
2

2
1

2
0

2
2

2
1

2
0 IIIUUUUIS . (2.25) 

На  відміну від кола синусоїдального струму, 
222222 , QPSQPS  

(рівність має місце при активному навантаженні). Це поясню-

ється тим, що повна потужність містить усі гармоніки, у тому 

числі і добутку струмів і напруг різної частоти, тому для неси-

нусоїдальних струмів квадрат повної потужності, як правило, 

більше суми квадратів активної та реактивної потужностей. 

Потужність викривлення  

222 QPST   (2.26) 

характеризує ступінь відмінності у формах кривих напруги u і 

струму i. 

 За аналогією із синусоїдальними функціями відношення 

активної потужності при несинусоїдальних струмах до повної 

потужності умовно називають коефіцієнтом потужності: 

.

0 0

22

0

k k

kk

k

k

IU

P

S

P
  (2.27) 

1, якщо коло має тільки один активний опір, у всіх ін-

ших випадках 1. 

Нехай напруга синусоїдальна, а струм несинусоїдальний. 

У цьому разі 

11111 coscos UIIUP . 

Діюче значення струму 
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1
22

2
2
1

2
0 IIIIII k  . 

Отже, 

).1(,coscos
cos

и1и1
111 kk
I

I

UI

UI
 

Таким чином, поява вищих гармонік у кривих напруги та 

струму приводить до зниження коефіцієнта потужності у порів-

нянні з випадком, коли струм і напруга при тих самих діючих 

значеннях синусоїдальні. Отже, уже хоча б щодо цього поява 

вищих гармонік небажана. Тому прагнуть конструювати генера-

тори змінного струму так, щоб крива ЕРС у них була по можли-

вості близька до синусоїди. 

 

 2.4 Розрахунки лінійного електричного кола при несинусої-

дальних періодичних впливах 

 

Якщо у лінійному електричному колі діє один або кілька 

джерел несинусоїдальних періодичних ЕРС  і струмів, то розра-

хунки такого кола виконується у три етапи. 

1. Розкладання ЕРС і струмів джерел на сталу та синусої-

дальні складові, тобто в ряд Фур'є. Періодичні криві, що часто 

зустрічаються в електротехніці, і їх розкладання у ряд Фур'є на-

ведені в підручниках з ТОЕ та математичних і електротехнічних 

довідниках. 

2. Застосування принципу накладення, згідно з яким миттє-

ве значення струму будь-якої гілки (напруги на будь-якій ділян-

ці) дорівнює сумі миттєвих значень струмів (напруг) окремих 

гармонік, і розрахунки струмів і напруг у колі потрібно прово-

дити для кожної гармоніки окремо. 

3. Спільний розгляд розв'язків, отриманих для кожної зі 

складових. 

Розглянемо докладніше другий етап, що є основною час-

тиною розрахунків. 

Нехай несинусоїдальна ЕРС подана у вигляді суми сталої 

та синусоїдальних складових 
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2121110 2sinsin)( tEtEEte mm , 

тоді згідно із принципом накладання джерело несинусоїдальної 

ЕРС можна розглядати як послідовне з'єднання джерела постій-

ної ЕРС і джерел синусоїдальних ЕРС із різними кратними час-

тотами (рис. 2.3):  

2122111100 2sin,sin, tEetEeEe mm . 

 

e(t) e2E0
e1

Рис. 2.3

 
Рисунок 2.3 

 

Якщо задані струми несинусоїдальних джерел, то підхід до  

розв'язання завдання залишається таким самим. Джерела неси-

нусоїдального струму можна подати у вигляді паралельного 

з'єднання декількох джерел, синусоїдальний струм кожного з 

яких дорівнює відповідній складовій несинусоїдального струму 

(рис. 2.4). 

 

j(t)

Рис. 2.4

J0 j1 j2

 
Рисунок 2.4 

 

Далі можна визначити струми та напруги, що виникають 

від дії сталих складових ЕРС струмів, після цього – струми та 

напруги від дії перших гармонік, потім від других гармонік і т.д. 

Миттєве значення струму або напруги у колі дорівнюватиме су-

мі миттєвих значень складових струмів або напруг від дії кож-

ного із джерел. Якщо, наприклад, у якій-небудь гілці струми, 

створювані ЕРС E0, e1, e2, відповідно дорівнюють I0, i1, i2, то по-

вний струм 

210 iiIi . 
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 Таким чином, розрахунки лінійного кола з несинусоїдаль-

ними впливами зводяться до розв'язання n задач із синусоїдаль-

ними ЕРС, де n – кількість синусоїдальних складових ЕРС різ-

них частот, і однієї задачі з постійною ЕРС. При цьому необхід-

но пам'ятати, що напруга на індуктивності від постійного стру-

му дорівнює нулю ( 0
0LX  ), а постійний струм через ємність 

не проходить (
0СX  ). Необхідно також ураховувати, що 

індуктивний опір 
kLX  зростає прямо пропорційно частоті; тому 

для k-ой гармоніки  

11 LL kXLkX
k

.  (2.28) 

Ємнісний опір зменшується зі зростанням частоти; тому 

для k-ї гармоніки Xck у k раз менше, ніж для першої гармоніки: 

k

X

Ck
X

C

Ck

1

1

1
.  (2.29) 

Оскільки кожна складова в (2.3) є або постійною, або си-

нусоїдальною функцією часу, то для розрахунків кожної з них 

окремо можуть бути застосовані всі методи розрахунків кіл: ме-

тод контурних струмів, метод вузлових потенціалів і т.д. При 

розрахунках кожної з гармонік можна користуватися символіч-

ним методом і будувати векторні діаграми для кожної з гармонік 

окремо. Однак неприпустимі додавання векторів і додавання 

комплексних напруг і струмів різних гармонік, оскільки кутові 

швидкості обертання векторів різних частот неоднакові. Додава-

ти можна лише миттєві значення, виражені як функції часу. При 

побудові графіків окремих гармонік потрібно пам'ятати, що пе-

ріод гармоніки обернено пропорційний її номеру. Отже, якщо за 

віссю абсцис відкласти t, то, дотримуючись того самого масш-

табу, замість кутів k потрібно відкладати кути kk  . 

Таким чином, алгоритм розрахунків кола з несинусоїдаль-

ними періодичними впливами такий: 

1. Розкладання ЕРС і/або струму, джерела у тригономет-

ричний ряд Фур'є. 



 

 47 

2. Розрахунки струмів і напруг для кожної гармоніки. 

2.1. Для сталої складової коло перетвориться з урахуван-

ням того, що XL(0) = 0, XC(0) = , і розраховується одним 

з методів постійного струму. 

2.2. Для основної (першої) гармоніки символічним мето-

дом (метод контурних струмів, метод вузлових потенціа-

лів, метод еквівалентного генератора, метод накладення) 

розраховуються необхідні струми й напруги. 

2.3. Для вищих гармонік визначаються параметри кола за 

формулами (2.28) і (2.29) та при використанні того само-

го методу розрахунків, що і у 2.2, обчислюються струми 

та напруги. 

3. Спільний розгляд розв'язувань для кожної гармоніки. 

Приклад. Визначити струм i1(t) у колі, що зображене на 

рис. 2.5.  Відомо, що у коліі діє несинусоїдальне періодичне 

джерело з напругою 

tEtEEte mm 12110 2sinsin)(  та 

LC

1
1 . 

 

Ce(t)

i2
L

R1

R2

i1

i3

Рис. 2.5

 
Рисунок 2.5 

 

Розв’язання 

 Для визначення струму i1(t) необхідно незалежно розраху-

вати три схеми (рис. 2.5). 

Сталу складову струму i1(t) знаходимо, використовуючи 

схему рис. 2.6 а. Оскільки конденсатор не пропускає постійного 
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струму, а індуктивність становить нульовий опір постійному 

струму, то схема стає одноконтурною і стала складова струму 

i1(t) 

21

0
)0(1

RR

E
I , 

де перший індекс означає номер гілки, а другий індекс, взятий у 

дужки, – номер гармоніки. 

Першу гармоніку струму знаходимо згідно зі схемою рис. 

2.6 б. З умови завдання зрозуміло, що на частоті 1 у колі спо-

стерігається резонанс напруг, тому 

jm e
E

R

E
I

2

1

1

1
)1(1


 . 

 

 

E0 

L 

R1 

R2 

I1(0) 

L 

C 

1E

e(t) 

R1 

R2 

i1(1) 

a) б) 

Рис. 2.6 

L 

C 

2E  

R1 

R2 

i1(2) 

в) 

 
Рисунок 2.6 

 

Якщо діюча ЕРС несинусоїдальна, то в електричному колі 

можуть виникати резонансні режими (резонанси струмів або ре-

зонанси напруг) не тільки на першій гармоніці, але і на вищих 

гармоніках. Під резонансом на k-й гармоніці розуміють такий 

режим роботи, при якому струм k-ї гармоніки на вході кола за 
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фазою збігається з k-ю гармонікою діючої на вході ЕРС (але при 

цьому струми інших гармонік не збігаються за фазою ЕРС, що їх 

вимикають). Резонансу можна досягти, змінюючи частоту, єм-

ність або індуктивність. При виникненні резонансного або бли-

зького до нього режиму на якій-небудь вищій гармоніці струми 

або напруги цієї гармоніки можуть виявитися більшими, ніж 

струми та напруги першої гармоніки на ділянках кола, незважа-

ючи на те, що амплітуда відповідної вищої гармоніки ЕРС на 

вході кола може бути у кілька разів менша від амплітуди першої 

гармоніки ЕРС. 

Другу гармоніку визначаємо у відповідності зі схемою рис. 

2.6 в. Визначимо опори реактивних елементів: 

.
22

1
,22

)1(

1

)2()1(1)2(

C

CLL

X

C
XXLX  

Комплексне діюче значення другої гармоніки струму i1 

)2()2(2

)2()2(2

1

2

экв(2)

2
)2(1

)(
2

CL

CL

j
m

jXjXR

jXjXR
R

eE

Z

E
I


 . 

Миттєве значення струму i1(t) для схеми, що зображена на 

рис. 2.5, дорівнює сумі миттєвих значень струму окремих гар-

монік: 

).(sin

)()()(

)2(11

1

1

21

0
)2(1)1(1)0(11

tit
R

E

RR

E
titiIti

m

. 

Діюче значення струму 

2
)2(1

2
)1(1

2
)0(11 IIII . 
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2.5 Вищі гармоніки у трифазних колах 

 

Фазні ЕРС симетричного трифазного генератора часто міс-

тять вищі гармоніки. Кожна ЕРС (ea, eb, ec) повторює за формою 

всі інші зсуви на одну третину періоду 3T  і може бути розкла-

дена на гармоніки. Стала складова, як правило, відсутня. 

Нехай k-а гармоніка ЕРС фази А 

kkmkA tkEe sin .   (2.30) 

Оскільки ЕРС фази B відстає від ЕРС фази А на 3T , а 

ЕРС фази С випереджає ЕРС фази А на 3T , то k-а гармоніка 

ЕРС фазах B і C відповідно однакові 

,
3

2
sin)

3
(sin kkmkkmkB ktkE

T
tkEe   (2.31) 

 

kkmkkmkC ktkE
T

tkEe
3

2
sin)

3
(sin .  (2.32) 

Порівнюючи отримані вирази для різних значень k, можна 

помітити, що ЕРС гармонік порядку, кратного трьом (k = 3n, де 

n – будь-яке ціле число), у всіх фазах у будь-який момент часу 

мають те саме значення та напрямок (усі три ЕРС проходять че-

рез максимум одночасно – нульова послідовність фаз). При 

k = 3n+1 гармоніки трьох фаз утворюють симетричну систему 

ЕРС, послідовність якої збігається з послідовністю фаз першої 

гармоніки (ЕРС проходять через максимуми в порядку A, B, C – 

пряма послідовність фаз). При k = 3n+2 гармоніки утворюють 

симетричну систему ЕРС із послідовністю, зворотною основній 

(ЕРС проходять через максимуми в порядку A, C, B – зворотна 

послідовність фаз). 

Криві ЕРС, індуковані в обмотках трифазних генераторів, 

симетричні щодо осі абсцис і у їх розкладанні відсутні сталі 

складові та парні вищі гармоніки. Тому надалі обмежимося дос-

лідженням тільки непарних гармонік. 
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Розглянемо особливості роботи трифазних кіл, викликані 

гармоніками, кратними трьом. 

1. При з'єднанні обмоток трифазного генератора в трикут-

ник (рис. 2.7 а) по них проходитимуть струми гармонік, кратні 

трьом, навіть за відсутності зовнішнього навантаження. 

Алгебраїчна сума перших гармонік фазних ЕРС і всіх ви-

щих гармонік, не кратних трьом, у контурі трикутника дорівнює 

нулю. Тому від цих гармонік за відсутності навантаження по за-

мкненому трикутникові струм проходити не буде. Гармоніки ж, 

порядок яких кратний трьом, збігаються за фазою у всіх фазних 

обмотках, оскільки утворюють систему нульової послідовності, і 

їх сума дорівнює 33E  (алгебраїчна сума гармонік, не кратних 

трьом, дорівнює нулю). Тоді струм третьої гармоніки у трикут-

нику дорівнює 

3

3

3

3
3

3

3

Z

E

Z

E
I


 ,  (2.33) 

де 3Z  – опір обмотки кожної фази для третьої гармоніки. 
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Рисунок 2.7 

 

Аналогічні вирази можна одержати для всіх гармонік, кра-

тних трьом. Тоді діюче значення струму, що проходить по за-

мкненому трикутникові: 

2
9

2
6

2
3 IIII .  (2.34) 

Спадання напруги в обмотках внаслідок проходження цьо-

го струму  компенсують сильні струми ЕРС. Тому напруги між 

виводами фаз не містять гармонік, порядок яких кратний трьом. 
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2. Якщо з'єднати обмотки трифазного генератора у відкри-

тий трикутник (рис. 2.7 б), то за наявності у фазних ЕРС гармо-

нік, кратних трьом, на затискачах В  та В' буде напруга, що дорі-

внює сумі ЕРС гармонік, кратних трьом: 

6633' 6sin33sin3 tEtEu mmBB

.  

(2.35

) 

Показання вольтметра у схемі, що зображена на рис. 2.7 б: 

3
6

2
33 EEU .  (2.36) 

Відкритий трикутник з ЕРС, що містить вищі гармоніки, 

застосовується як потроювач частоти. 

3. У лінійній напрузі незалежно від того, у зірку або трику-

тник з'єднані обмотки генератора, кратні трьом гармоніки відсу-

тні. 

Цю особливість розглянемо для режиму холостого ходу 

генератора, тобто коли зовнішнє навантаження відсутнє. Однак 

ця властивість спостерігається й за наявності навантаження. 

Розглянемо спочатку схему з'єднання у трикутник        

(рис. 2.7 а): 

33333
ZIEBA
 ,  (2.37) 

де 
3A

 , 
3B

  – треті гармоніки потенціалів відповідно точки А та 

точки В. 

Але 333 ZIE  , отже, 
33 BA

 . 

При з'єднанні у зірку лінійна напруга третьої гармоніки 

дорівнює різниці відповідних фазових напруг. Оскільки трейті 

гармоніки у фазових напругах утворюють системи нульової по-

слідовності, тобто збігаються за фазою, то при додаванні цієї 

різниці вони віднімаються. У фазовій напрузі можуть бути при-

сутні усі гармоніки (постійна, що віднімається, як правило, від-

сутня). Отже, діюче значення фазової напруги 

2
7

2
5

2
3

2
1ф UUUUU , 

а у лінійній напрузі відсутні гармоніки, кратні трьом, тому 
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2
7

2
5

2
1л 3 UUUU . 

Звідси випливає, що 

фл 3UU .   (2.38) 

При з'єднанні генератора та симетричного навантаження у 

зірку та за відсутності нейтрального проводу струми третіх і ін-

ших гармонік нульової послідовності не можуть проходити по 

лінійних проводах, тому що  у такій схемі сума струмів у будь-

який момент часу повинна дорівнюватися нулю, що неможливо 

при наявності вищих гармонік порядку, кратного трьом. Тому у 

приймачі немає напруг від струмів нульової послідовності й між 

нейтральними точками генератора та симетричного наванта-

ження може з'явитися значна напруга, що містить тільки гармо-

ніки, кратні трьом, яке може досягати небезпечних для життя 

значень: 

6633' 6sin3sin tEtEU mmOO , 

а його діюче значення 


22

2

6

2

3
'

mm
OO

EE
U . (2.39) 

У схемі зірка – зірка при симетричному навантаженні фаз 

за наявності нульового проводу по ньому проходить струм пот-

рійної частоти: 

3

3

3

3
н

3

Z
Z

E
I

O

O


 ,   

(2.40) 

де  
3нZ  – опір навантаження для третьої гармоніки; 

3OZ  – 

опір нульового проводу для третьої гармоніки. 

 По кожному лінійному проводу буде проходитиме струм 

3
3OI . Аналогічно можна знайти інші струми від гармонік, кра-

тних трьом.  
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 3 ЧОТИРИПОЛЮСНИКИ 

 

Чотириполюсником називають скільки завгодно складне 

електричне коло, що має чотири зовнішні затискачі, через які 

вона може взаємодіяти із зовнішніми колами.  

Трансформатор, фільтр, лінію електропередачі, мостову 

схему і т.д. можна розглядати як чотириполюсник.  

Теорія чотириполюсників дозволяє встановлювати зв'язку 

між напругами, струмами двох гілок, підключених до чотирьох 

затискачів як завгодно складного кола, без дослідження режимів 

роботи її окремих ділянок. 

Суть теорії полягає у такому: 

1. Користуючись деякими узагальненими параметрами чо-

тириполюсника, можна визначати напруги та струми на його 

вході й виході, не розглядаючи процеси, що відбуваються всере-

дині чотириполюсника. 

2. Складне електричне коло може бути розглянуте як су-

купність об'єднаних за певною схемою найпростіших чотирипо-

люсників. Теорія чотириполюсників дозволяє розрахувати па-

раметри такого складеного чотириполюсника за допомогою па-

раметрів вхідних у нього чотириполюсників. 

3. Одержані у такий спосіб значення електричних величин 

на вході та виході дозволяють оцінити режим роботи каналу пе-

редачі в цілому. При цьому узагальнені параметри чотириполю-

сника дозволяють зіставити та правильно оцінити передавальні 

властивості електричних кіл, різних за своїми властивостями і 

структурою. 

4. Теорія чотириполюсників дозволяє знаходити структуру 

та елементи чотириполюсника за заданими характеристиках, 

тобто вирішувати завдання синтезу. 
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3.1 Класифікація чотириполюсників 

 

Чотириполюсники класифікуються за різними ознаками. 

Вони можуть бути активними та пасивними, симетричними та 

несиметричними, лінійними та нелінійними, зворотними та не-

зворотними, еквівалентними та нееквівалентними.  

Активні  чотириполюсники – це чотириполюсники, які мі-

стять гілки з нескомпенсованими джерелами енергії, при цьому 

напруга на розімкнутих затискачах не дорівнює нулю. Пасивні 

чотириполюсники або не містять джерел енергії, або, якщо вони 

є, то сумарна їх дія взаємно компенсується всередині чотирипо-

люсника таким чином, що напруга на вхідних і вихідних затис-

качах дорівнює нулю. Надалі розглянемо теорію пасивних чоти-

риполюсників, тому що активний чотириполюсник може бути 

замінений еквівалентним йому пасивним і винесеним за затис-

качі останнього еквівалентними джерелами ЕРС. 

Якщо чотириполюсник симетричний, то зміна місць підк-

лючення вхідних і вихідних затискачів не змінить струморозпо-

ділу у зовнішньому колі. 

У лінійних чотириполюсниках зв'язок між струмами і на-

пругами має лінійну залежність. У таких чотириполюсниках не-

лінійні елементи (ії вольт-амперні характеристики мають нелі-

нійний характер) відсутні. 

Зворотні чотириполюсники – це такі чотириполюсники, 

для яких виконується принцип взаємності  (відношення напруги 

на вході до струму на виході не залежить від того, яка пара зати-

скачів обрана як вхідні).  

Еквівалентні чотириполюсники – це такі чотириполюсни-

ки, при взаємній заміні яких вхідні та вихідні струми і напруги 

не змінюються. Чотириполюсники також класифікуються за 

схемами з'єднання вхідних у них елементів: Т, П, Г-подібні, мо-

стові та  ін. 
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3.2 Основні рівняння чотириполюсників 

 

Прийнято умовно зображувати чотириполюсники так, як 

це показано на рис. 3.1.  

 

 

1U

2I1I


2

2

1

1

Рис. 3.1

2U

 
Рисунок 3.1 

 

Це «прохідний» чотириполюсник. У ньому електрична 

енергія передається зліва направо. Одну пару виводів називають 

первинною (вхідна), а іншу – вторинною (вихідна)  і  позначають  

відповідно 1–1  і 2–2 . Вхідний струм позначають 1I
 , вхідну на-

пругу – 1U , струм і напругу на виході – 2I  і 2U . Чотириполюс-

ник є передатною ланкою між джерелом живлення та наванта-

женням. До виводів 1-1
/
, як правило, приєднується джерело жи-

влення; до виводів 2-2
/
 – навантаження. 

Залежності між двома напругами та двома струмами, що 

визначають режим на первинних і вторинних виводах, можуть 

бути записані у різній формі. Якщо вважати дві із зазначених 

величин заданими, то дві інші величини будуть пов'язані з ними 

системою двох рівнянь, які називаються рівняннями чотирипо-

люсника. 
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Рис. 3.2 

2U  
11I  

22I  

 
Рисунок 3.2 
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Нехай схема чотириполюсника містить n незалежних кон-

турів. За перший (рис. 3.2) оберемо контур, що містить джерело 

енергії на затискачах 1–1 , за другий – контур, що містить прий-

мач, приєднаний до затискачів 2–2 . Будемо розглядати напругу 

на вхідних затискачах чотириполюсника 1U  як вхідну напругу. 

Таке включення прийнято називати прямим. 

Складемо рівняння за методом контурних струмів: 
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332322н221121

1331322121111
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UIZIZIZ
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   (3.1) 

Оскільки 222н UIZ  , то, переносячи величину 2U  у пра-

ву частину другого рівняння, зведемо систему рівнянь до вигля-

ду 
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(3.2) 

Ураховуючи, що праві частини всіх рівнянь, крім перших 

двох, дорівнюють нулю, одержимо на підставі принципу накла-

дення таке розв'язання 
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(3.3) 

Коефіцієнти в (3.3) мають розмірність провідності, уведе-

мо відповідні позначення: 
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21
12

12
21

22
22

11
11 ,,, YYYY . 

Тоді рівняння чотириполюсника, записані в Y-формі, що 

зв'язують струми з напругами, мають вигляд 

.

,

2221212

2121111

UYUYI

UYUYI




   (3.4) 

Отримані співвідношення в матричній формі мають вигляд 

UYI  . 

 Для лінійного пасивного кола 2112 , а отже, 

2112 YY . Із чотирьох Y-параметрів незалежних три, тому 

що 2112 YY  

Розв'язавши (3.4) щодо напруг 1U  і 2U , одержимо рівнян-

ня чотириполюсника, записані в Z-формі струми, що зв'язують 

напруги, й 

,

,

2221212

2121111

IZIZU
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   (3.5) 

де 

,,

,,

21122211
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YYYY

Y
Z

YYYY

Y
Z

 (3.6) 

при цьому 2112 ZZ . 

Із чотирьох Z–параметрів незалежних три. 

Рівняння (3.5) у матричній формі 

IZU  . 

Найпоширенішою формою запису рівнянь чотириполюс-

ника є така, при якій вхідні струм і напруга виражаються через 

вихідні напругу й струм. З рівнянь (3.3) можна записати 
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(3.7) 

Підставимо (3.7) у перше рівняння (3.3) 
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   (3.8) 

Уведемо позначення: 

12

22
11A  – величина безрозмірна; 

12

12A  – величина, вимірювана в омах; 

21

12

2211
21A  – величина, вимірювана у симен-

сах; 

12

11
22A  – величина безрозмірна. 

При цьому будуть виконуватися співвідношення 
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   (3.9) 

У матричній формі ці рівняння мають вигляд 
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Рівняння (3.9) називають рівнянням чотириполюсника в    

А-параметрах. Враховуючи, що 2112 , можна показати, що 

визначник матриці А дорівнює одиниці: 
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.1

)det(
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211222111122
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21122211 AAAAA

 

Отже, 

.1)det( 21122211 AAAAA    (3.10) 

Із цього співвідношення випливає, що для визначення 1U  

та 1I  достатньо знати тільки три коефіцієнти із чотирьох, тобто 

серед А–параметрів тільки три незалежні, аналогічно для Z–, Y– 

форм. 

 Таким чином, знаючи, що Y, Z, A – параметри залежать від 

параметрів елементів і конфігурації схеми чотириполюсника, 

можна сформулювати зв'язок вхід–вихід, не застосовуючи роз-

рахунки струмів й напруг у внутрішній частині чотириполюсни-

ка, яка може являти собою досить складне електричне коло.  

Існують інші співвідношення, що зв'язують у змішаній фо-

рмі струми та напруги на вході і виході чотириполюсника. На-

ведемо без вивення рівняння чотириполюсника в H – і G – пара-

метрах: 
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,  (3.11) 
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.  (3.12) 

 

Усі параметри у загальному випадку – комплексні числа. 

Співвідношення, що зв'язують між собою параметри у різних 

формах запису, наведені у таблиці 3.1. 
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Таблиця 3.1 – Зв'язок параметрів чотириполюсника 
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22

1

ZZ

Z

Z

Z

Z

Z

 

1111

21

11

12

11

1

YY

Y

Y

Y

Y

Y

 
2221

1211

HH

HH
 

22

21

22

2222

12

1

A

A

A

AA

A A

 

A 

21

22

21

2121

11

1

Z

Z

Z

ZZ

Z Z

 

21

11

21

2121

22 1

Y

Y

Y

YY

Y

Y

 
2121

22

21

11

21

1

HH

H

H

H

H

H

 

2221

1211

AA

AA
 

У таблиці позначені: AHYZ ,,,  – визначники від-

повідних матриць 

 

Розглянемо більш детально рівняння чотириполюсника в 

А – параметрах. 
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3.3 Режим зворотного живлення чотириполюсників 

 

 При виведенні рівнянь чотириполюсника у попередньому 

розділі ми припускали, що джерело енергії було підключено до 

виводів 1–1 . Поміняємо місцями полюсам чотириполюсника. 

Приєднаємо джерело до виводів 2–2 , а до виводів 1–1  – опір 

навантаження нZ  (рис. 3.3). Таке включення називають зворо-

тним. 

 

 

1U  

2I  1I
  

2  

2 

1  

1 

Рис. 3.3 

2U  нZ  

 
Рисунок 3.3 

 

Запишемо рівняння чотириполюсника в А – параметрах з 

урахуванням того, що напрямки струмів у ньому щодо прийня-

того на рис. 3.2 зміняться на протилежні: 

.

,

2222211

2122111

IAUAI

IAUAU




 

Розв'яжемо цю систему щодо 2U  та 2I : 

AA

IU 2
2

1
2 ;  , 

де A  – визначник А–матриці, 1A . 

Тоді 

,

,

11112122

11212212

IAUAI

IAUAU




  (3.13) 
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де 1  та 2  – визначники, для яких у A  замінені відповідно 

перший і другий стовпці на 1U  та 1I . Рівняння (3.13) називають 

рівняннями чотириполюсника при зворотному живленні, а (3.9) 

– відповідно при прямому живленні. 

Зауважимо, що рівняння чотириполюсника при зворотно-

му живленні відрізняються від рівнянь прямого живлення міс-

цем розміщення коефіцієнтів А11 і А22. Звідси умова симетрично-

сті чотириполюсників: А11 = А22. 

 

3.4 Визначення А-параметрів за допомогою режимів корот-

кого замикання та  холостого ходу 

 

Режимам холостого ходу (ХХ) і короткого замикання (КЗ) 

при прямому і зворотному живленні чотириполюсника відпові-

дають схеми рис. 3.4 (а, б – режими ХХ і КЗ при прямому жив-

ленні; в, г – при зворотному живленні). 

 

Пряме живлення 

Режим холостого ходу. Беручи до уваги, що 02I , 

2Z , формула (3.9) набуває вигляду 

.

,

x221x101

2x11x101

2

2

UAII

UAUU

I

I








 

З боку виводів 1-1
/
 у режимі холостого ходу вхідний опір 

чотириполюсника 

21

11

x1

x1
x1вх1

2 A

A

I

U
ZZ Z 


.  (3.14) 

Режим короткого замикання. Враховуючи, що у цьому ви-

падку 0,0 22 UZ   (рис. 3.4 б), співвідношення (3.9) буде 

мати вигляд 
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.

,

к222к101

к212к101

2

2

IAII

IAUU

U

U








 

 

 

 

1 

х1U  

02I  x11 II   

2  

2 

1  

2U  

а 

1 

к1U  

2I  к11 II   

2  

2 

1  

02U
 

б 

Рис. 3.4 

1 

1U  

x22 II   

2  

2 

1  

х2U  

в 

01U
 

1 

к2U  

1I  

2  

2 

1  

г 

к22 II   

 
Рисунок 3.4 

 

Вхідний опір чотириполюсника з боку виводів 1–1  

22

12

к1

к1
к10вх1

2 A

A

I

U
ZZ Z 


.  (3.15) 

 

Зворотне живлення 

 Враховуючи, що при зворотному живленні А11 і А22 міня-

ються місцями, можна одержати ще два рівняння (рис. 3.4 в, г).  

Вхідний опір з боку виводів 2-2  у режимі холостого ходу 

21

22

x2

x2
x2

A

A

I

U
Z




.  (3.16) 

Вхідний опір чотириполюсника з боку виводів 2-2  у ре-

жимі короткого замикання 

11

12

к2

к2
к2

A

A

I

U
Z




.  (3.17) 
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Опори к1Z , х1Z , к2Z , х2Z  називають параметрами ко-

роткого замикання та холостого ходу. Виразимо А–параметри 

через ці опори. Із цією метою з (3.16) віднімемо (3.15): 

11211121

21122211

11

12

21

22
к2х2

1

AAAA

AAAA

A

A

A

A
ZZ . 

Після спрощення 

2
11

1121

2111

к2х2

х1

1
A

AA

AA

ZZ

Z
, 

одержимо 

к2х2

х1
11

ZZ

Z
A .  (3.18) 

Враховуючи (3.16), (3.14), (3.15), одержимо 

х2

х1

11
22

х1

11
21к21112 ,, Z

Z

A
A

Z

A
AZAA .  (3.19) 

Рівняння 1)det( 21122211 AAAAA  – перевірочне. 

 

3.5 Навантажувальний режим чотириполюсника  

 

Нехай до виводів 2–2  чотириполюсника підключений опір 

навантаження 2Z . При цьому 1U , 1I  та 2U , 2I  зв'язані спів-

відношеннями (3.9). Від'єднаємо опір 2Z  (режим холостого хо-

ду). Відрегулюємо вхідну напругу х1U  так, щоб напруга на ви-

хідних розімкнутих затискачах х2U  дорівнювала напрузі 2U  у 

навантажувальному режимі: 

., 221х1211х1 UAIUAU   

Замкнемо виводи 2–2  ( 02U , режим короткого замикан-

ня). Відрегулюємо вхідну напругу к1U  так, щоб струм на вихід-
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них затискачах к2I  дорівнював струму 2I  у навантажувальному 

режимі. Тоді 

., 222к1212к1 IAIIAU   

При додаванні одержимо 

1к1х11к1х1 , IIIUUU  . 

Отримані співвідношення показують, що робочий режим 

чотириполюсника (навантаження 2Z  підключено до виводів 2–

2 ) можна відтворити шляхом накладення режимів холостого 

ходу та короткого замикання, тобто можна змоделювати наван-

тажувальний режим, у деяких випадках потребуючий джерел 

великої потужності, накладенням крайніх навантажувальних 

режимів (холостого ходу та короткого замикання), коли такі 

джерела не потрібні (навантаження не споживає потужності!). 

 

3.6 Еквівалентні схеми заміщення чотириполюсника 

 

Будь-який чотириполюсник можна звести до опорів або 

провідностей, з'єднаним за Т– або П–подібною схемою (рис. 

3.5). Еквівалентною схемою заміщення реального чотириполюс-

ника називається найпростіший триелементний чотириполюс-

ник (Т– або П–подібний), що має такі самі YZ ,  або A–

параметри, як і заданий чотириполюсник. 

 

 

2 2 1 

2  2  1  1  

1 

0Y  2Y  1Y  

0Z  

2Z  1Z  

1U  1U  2U  
2U  

2I  
1I
  2I  1I

  

а б 

Рис. 3.5 
 

Рисунок 3.5 
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Три опори Т– або П–схем повинні бути розраховані з ура-

хуванням того, що схема заміщення повинна мати такі самі А-

параметрми, якіи має замінний їй чотириполюсник. 

Виразимо 1U  та 1I  Т– подібної схеми через 2U , 2I , вико-

ристовуючи рівняння, складені за законами Кірхгофа: 

022221222111 , YUIZIIUIZIZU  . 

Підставляючи 1I  у вираз для визначення 1U  та групуючи 

однорідні члени, одержимо 

,

1

202121

20120222211

IYZZZZ

UYZUYUIZIZU





202201 1 IYZUYI  . 

З іншого боку для цієї схеми справедливий загальний за-

пис рівнянь чотириполюсника у А–параметрах: 

,1 2122112021212011 IAUAIYZZZZUYZU 

222221202201 1 IAUAIYZUYI  . 

Прирівнявши коефіцієнти при 2U  та 2I , одержимо А–

параметри як функції параметрів Т-подібної схеми заміщення: 

.1,

,,1

0222021

02121120111

YZAYA

YZZZZAYZA
  (3.20) 

Провівши аналогічні дії, можна одержати подібні співвід-

ношення для П- подібної схеми чотириполюсника: 

.1,

,,1

01220212121

0120211

ZYAZYYYYA

ZAZYA
  (3.21) 

Два чотириполюсники еквівалентні, якщо у них однакові 

А–параметри. Це випливає з рівнянь (3.9). Отже, якщо відомі А–

параметри якогось чотириполюсника, то його можна замінити 

на еквівалентну йому Т– або П–подібну схеми заміщення, якщо 

визначити параметри цих схем заміщення у виразах (3.20) і 

(3.21). При цьому для Т- подібної схеми заміщення 
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21

22
2

21

11
1210

1
,

1
,

A

A
Z

A

A
ZAY .  (3.22) 

Параметри елементів П- подібної схеми заміщення 

12

11
2

12

22
1120

1
,

1
,

A

A
Y

A

A
YAZ .  (3.23) 

 

3.7 Симетричний чотириполюсник 

 

Зустрічаються такі електричні схеми, у яких спостерігаєть-

ся симетрія параметрів щодо вхідних і вихідних виводів. У екві-

валентних схемах заміщення це приводить до такого: для Т–

схеми ZZZ 21 ; для П–схеми YYY 21 .  

Тоді для Т-схеми 

022011 1,1 YZAYZA , 

для П-схеми 

022011 1,1 ZYAZYA . 

Отже, для симетричного чотириполюсника 2211 AA . Та-

ким чином, симетричний чотириполюсник характеризується 

двома незалежними параметрами. 

 

 

3.8 Родинні чотириполюсники 

 

Розрахунки коефіцієнтів за допомогою формул (3.16 –

 3.17) дають два розв'язки, тому що при добуванні квадратного 

кореня А11 можуть набуватися як додатні, так і від’ємні значен-

ня. У результаті, крім матриці [А], одержаної також за допомо-

гою співвідношень (3.20), з'являється додатковий розв'язок у ви-

гляді нової матриці, кожний елемент якої має протилежний знак. 

Наявність двох розв'язків традиційно пояснюють тим, що 

коефіцієнти Aij  залежать не тільки від того, яка структура та чо-

тириполюсника, але також і від додатних напрямків напруг і 

струмів на вході і виході. Остання обставина не може бути вра-
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хована ні розрахунками, ні експериментальним визначенням 

опорів у режимах холостого ходу та короткого замикання. Ви-

никнення двох розв'язків може також мати інше пояснення. Змі-

на полярності вихідного струму та напруги, схемно реалізоване 

у вигляді перехрещування вихідних затискачів, утворює новий 

чотириполюсник, що характеризується своєю схемою заміщення 

та матрицею [А]. Таким чином, виникає поняття родинних чоти-

риполюсників, що одночасно задовольняють ті самі значення 

вхідних опорів Z1х, Z2х, Z1k, Z2k. І щодо цього обидва таких чоти-

риполюсники рівноправні. У всіх коефіцієнтів матриці [А](2) ро-

динного чотириполюсника знаки змінюються на протилежні 

щодо коефіцієнтів матриці [А](1). 

Схеми заміщення родинних чотириполюсників різні, а від-

повідність із погляду передавальних властивостей можна проі-

люструвати за допомогою рис. 3.6. 

 

 

2U  
1U  

1I
  2I  

A(1) 

1I
  2I  

1U  
2U  A(1) 

A(2) 

Рис. 3.6 

 
Рисунок 3.6 

 

Необхідно зазначити, що схемна реалізація родинних чо-

тириполюсників у ряді випадків неможлива, тому що у резуль-

таті розрахунків параметрів схем заміщення можуть бути отри-

мані від’ємні значення активних опорів. 
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3.9 Характеристичні параметри чотириполюсника 

  

Для несиметричних чотириполюсників можна підібрати 

таку пару опорів CZ 1  і CZ 2 , для яких дотримуються такі умови: 

1. Вхідний опір з боку виводів 1–1 CZZ 1вх1 , якщо до ви-

водів 2–2  підключений опір CZZ 22  (рис. 3.7 а). 

2. Вхідний опір з боку виводів 2–2 CZZ 2вх2 , якщо до ви-

водів 1–1  підключений опір CZZ 11  (рис. 3.7 б). 

 

 

1  

1 

2  

2 

CZZ 22  CZZ 1вх1  
2U  1U  

2I  1I
  

1  

1 

2  

2 

CZZ 22  CZZ 1вх1  
2U  1U  

2I  1I
  

Рис. 3.7 

а) 

б) 

 
Рисунок 3.7 

 

CZ 1  і CZ 2  називають характеристичними опорами (харак-

теристичними параметрами) чотириполюсника. 

Виразимо CZ 1  та CZ 2  через А–параметри. Для цього ско-

ристаємося рівняннями (3.9) і (3.11): 

22221

12211

222221

212211

1

1
1вх1

22

AZA

AZA

IAUA

IAUA

I

U
ZZ

C

C

ZZ

C

C








.  (3.24) 

При виведенні цього співвідношення чисельник і знамен-

ник дробу розділили на 2I  та урахували, що при 

22222 IUZZZ CC
 . 
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З рівнянь (3.11) випливає, що 

11121

12122

111121

112122

2

2
2вх2

11

AZA

AZA

IAUA

IAUA

I

U
ZZ

C

C

ZZ

C

C








.  (3.25) 

При виведенні співвідношення (3.25) чисельник і знамен-

ник дробу розділили на 
1I  та врахувавши, що за прийнятих умов 

111 IUZ C
 . 

Розв’язуючи спільно рівняння (3.24) і (3.25) щодо CZ 1  та 

CZ 2  (два рівняння із двома невідомими), одержимо 

,
2221

1211
1

AA

AA
Z C   (3.26) 

      

1121

1222
2

AA

AA
Z C .  (3.27) 

Враховуючи (3.14) – (3.17), одержимо 

,к1х11 ZZZ C  к2х22 ZZZ C .  (3.28) 

Третім характеристичним параметром чотириполюсника є 

постійна передачі (або міра передачі), яка характеризує чотири-

полюсник як елемент, через який передається потужність, і в за-

гальному випадку являє собою комплексне число 

j ,   (3.29) 

де  – стала ослаблення,  – стала фази. 

Фізичний зміст величин  і  пояснимо нижче. 

Стала передачі повинна задовольняти умови  

                                 2211AAch ,                                а 
(3.30) 

                                2112 AAsh .                                 б 

Ці вирази не суперечать співвідношенню (3.10), оскільки 

122 shch . 
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CZ 1 , CZ 2 ,  називають вторинними параметрами чотири-

полюсника. Ці величини незалежні одна від одної і є функціями 

параметрів чотириполюсника. 

 

3.10 Рівняння чотириполюсника у гіперболічних функціях 

 

Виразимо за допомогою характеристичних параметрів 

співвідношення між виразами та струмами на вході й виході чо-

тириполюсника. Із цією метою розділимо та помножимо (3.26) 

на (3.27): 

22

11

2

1

A

A

Z

Z

C

C
, (3.31) 

 

21

12
21

A

A
ZZ CC . (3.32) 

Помножимо та розділимо (3.30 а) на (3.31): 

11

2

1 A
Z

Z
ch

C

C
, (3.33) 

 

22

1

2 A
Z

Z
ch

C

C
. (3.34) 

Помножимо та розділимо (3.30 б) на (3.32): 

1221 AZZsh CC , (3.35) 

 

21

21

A
ZZ

sh

CC

. (3.36) 

Таким чином, за допомогою рівнянь (3.33) – (3.36) можна 

виразити А–параметри через характеристичні параметри чоти-

риполюсника. Для цього (3.33) – (3.36) підставимо у (3.9), тоді 
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,222

2

1

2212

2

1
1

IZshUch
Z

Z

IZZshUch
Z

Z
U

C

C

C

CC

C

C





 (3.37) 

  

22

21

2
2

1

2
2

21

1 IchU
Z

sh

Z

Z
I

Z

Z
chU

ZZ

sh
I

CC

C

C

C

CC

 . (3.38) 

Одержали рівняння чотириполюсника, у яких 1U ,
1I ,

2U , 
2I  

зв'язані один з одним за допомогою трьох незалежних характе-

ристичних параметрів. Оскільки в ці співвідношення входять 

гіперболічні функції, то вони називаються рівняннями чотири-

полюсника у гіперболічних функціях. 

 

3.11 Режим узгодженого навантаження чотириполюсника 

 

Підключимо до вихідних виводів чотириполюсника 

CZZ 22 , тоді CZZ 1вх1 . Це відповідає режиму погодженого 

навантаження. Погоджений режим – це режим передачі макси-

мальної потужності. У цьому випадку CZIU 222
 . Винесемо у 

(3.37) 2U , а у  (3.38) 2I  за дужки, тоді 
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Рівняння (3.39), (3.40) називають рівняннями чотириполю-

сника для узгодженого режиму. Знайдемо добуток вхідного 

струму та напруги 
2

2211 eIUIU  . 
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. (3.41) 

У випадку 
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(3.42) 

Наведені співвідношення дозволяють пояснити фізичний 

зміст  і :  – стала ослаблення (коефіцієнт згасання), вра-

ховує зміну повної потужності сигналу при проходженні через 

чотириполюсник;  – стала фази (коефіцієнт фази), показує 

зміну фази напруги та струму при проходженні сигналу від пер-

винних виводів до вторинних. 

Значення  та  можна визначити з рівнянь 
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.ln
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AAAAshche
. (3.43) 

У симетричних чотириполюсниках 2211 AA , тоді на підс-

таві (3.25) 

.
21
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21 CCC Z

A

A
ZZ  (3.43) 

Зв'язок між напругами та струмами на вході й виході чоти-

риполюсника можна виразити за допомогою двох характеристи-

чних опорів і коефіцієнта передачі. На підставі (3.37) і (3.38) для 

симетричних чотириполюсників 

.
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 (3.44) 

Якщо симетричний чотириполюсник навантажити 

на CZZ 2 , то згідно з (3.39), (3.40) 

eIIeUU 2121 ,  . (3.45) 

Для симетричного чотириполюсника характеристичний 

опір CZ  називають повторним. Це пояснюється тим, що при 

CZZ 2  вхідний опір з боку вхідних виводів теж дорівнюва-

тиме CZ , отже, (3.45) можна подати у такий спосіб: 

jjjjjj
eeIeIeeUeU iiuu 2121

2121 , , 

звідси 

2121
,,

2

1

2

1
iiuue

I

I
e

U

U
. (3.46) 

Із цих співвідношень ще більш чітко проглядається фізич-

ний зміст сталої ослаблення та фази. 

Одиниці виміру сталої ослаблення та фази. 

Стала ослаблення  
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вимірюється в неперах. 1 непер відповідає зменшенню модуля 

напруги або струму в e раз при проходженні струму від вхідних 

виводів до вихідних у симетричному чотириполюснику, наван-

таженому на CZ . Стала фази  вимірюється в радіанах або 

градусах. Застосовуються інші одиниці виміру ослаблення – бе-

ли та децибели. Стала в белах визначається за формулою 
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1 lglg
IU
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S

S
, 

де S1, S2 – повні потужності відповідно на вході та виході чоти-

риполюсника. 

Для симетричного погодженого чотириполюсника 
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У цьому випадку стала ослаблення (у белах) 
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У децибелах ослаблення 
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3.12 Передавальні функції чотириполюсника 

 

Струми та напруги можуть бути виражені через струми та 

напруги з боку входу і виходу за допомогою передавальних ко-

ефіцієнтів 
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U
kU 


 і 
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2

I

I
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. Передавальна функція – це від-

ношення комплексних амплітуд або комплексних діючих зна-

чень електричної величини на виході і вході чотириполюсника 

при заданому режимі навантаження. Виразивши ці коефіцієнти 
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через А–параметри, одержимо коефіцієнт передачі (або переда-

вальну функцію) за напругою 
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(3.47) 

і коефіцієнт передачі за струмом 
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(3.48) 

Якщо чотириполюсник навантажений на характеристич-

ний опір, то відповідно до (3.39), (3.40) 
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Якщо U2, 2Z , U1, I1 є функціями частоти, то 
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Модулі цих величин являють собою амплітудно-частотні 

характеристики (АЧХ), а їх аргументи – фазо-частотні характе-

ристики (ФЧХ). 

Використовуються і такі передавальні функції, як переда-

вальний опір 
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і передавальна провідність 
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3.13  З'єднання чотириполюсників 

 

Розглянемо три види з'єднання чотириполюсників – каска-

дне (схема з'єднання у вигляді кола, рис. 3.8), паралельне 

(рис. 3.10)  і послідовне (рис. 3.11). 
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Рис. 3.8

AI AII

 
Рисунок 3.8 

 

3.13.1 Каскадне з'єднання 

 

Нехай у схемі з'єднання задані А–параметри чотириполюс-

ника (АI) і (АII). Виразимо напругу та струм на вході чотирипо-

люсника заданими напругами та струмами на виході останнього 

чотириполюсника (у цьому випадку другого). Для першого та 

другого чотириполюсників справедливо 
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,   (3.49) 
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Підставивши значення матриці 
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 з (3.50) у (3.49), оде-
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Якщо схема складається з n чотириполюсників, справедли-

ва рівність 
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, (3.51) 

де Aе – еквівалентна матриця, що дорівнює добутку n матриць, 
n

k

kAA
1

е . 

 Таким чином, матриця А–параметрів каскадно з'єднаних 

чотириполюсників дорівнює добутку матриць А–параметрів 

окремих чотириполюсників. 

 

CZ 2CZZ 1вх1 CС ZZ 12
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Рис. 3.9
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Рисунок 3.9 

 

Нехай є два чотириполюсники зі сталими передачі 1  і 2  

й із характеристичними опорами CZ 1 , CZ 2 , CZ 1 , CZ 2 . При-

чому, CC ZZ 12 . Якщо включити їх за ланцюговою схемою 

(рис. 3.9) і підключити на виході другого чотириполюсни-

ка CZ 2 , то буде погоджене включення двох чотириполюсників. 

Відповідно до (3.39) 
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Після підстановки одержимо 
2

12121

3

2

1

3

2

1

3

22

11

1
k

k

eU
Z

Z
eU

Z

Z
eU

ZZ

ZZ
U

C

C

C

C

CC

CC  . 

Якщо ланцюгова схема буде складатися з n погоджених 

чотириполюсників, то 
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 , (3.52) 

де 1nU  – напруга на виході останнього чотириполюсника. 

У схемі, що складається з n погоджених симетричних чо-

тириполюсників, 
n

k

k

eUU n
1

11
 . 

 

3.13.2 Паралельне з'єднання 

 

 При паралельному з'єднанні чотириполюсників (рис. 3.10) 

напруги на вході та виході чотириполюсників дорівню-

ють: 11 UU  , 22 UU  , тобто є загальними для всіх чотирипо-

люсників. Тому як систему, що описує це з'єднання, слід обира-

ти систему рівнянь у Y–параметрах. Для схеми (рис. 3.10) спра-

ведливо 
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. 

Додамо ці вирази з урахуванням того, що 

111 III  , 222 III  , 222111 , UUUUUU  : 
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Якщо паралельно включено n чотириполюсників, то 
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. (3.53) 

Отже, при паралельному з'єднанні чотириполюсників мат-

рицею Y–параметрів є сума матриць Y–параметрів окремих чо-

тириполюсників. 
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Рис. 3.10 

 
Рисунок 3.10 

 

3.11.3 Послідовне з'єднання 

  

При послідовному включенні чотириполюсників 

(рис. 3.11) 111 III  , 222 III  , тобто є загальними для 

всіх чотириполюсників. Для математичного опису з'єднання 

зручно скористатися рівняннями чотириполюсника у Z–

параметрах: 
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.Додамо ці вирази з урахуванням того, що 111 UUU  , 

222 UUU  : 

2

1
2

12

1
III

2

1

22

11

I

I
Z

I

I
ZZ

U

U

UU

UU n

k

k 














. 

Якщо в схемі n чотириполюсників включені за послідов-

ною схемою, то 
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. (3.54) 

Таким чином, при послідовному з'єднанні чотириполюс-

ників матриця Z–параметрів еквівалентного чотириполюсника 

дорівнює сумі матриць Z–параметрів окремих чотириполюсни-

ків. 

Вирази (3.52), (3.53), (3.54) дають можливість перейти від 

складних схем з'єднання чотириполюсників до схем, що скла-

даються із одного чотириполюсника з відповідними параметра-

ми еквівалентних матриць. 
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Рисунок 3.10 

 



4 ЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ІЗ РОЗПОДІЛЕ-

НИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 

4.1 Визначення довгої лінії 

 

 Електричними колами з розподіленими параметрами 
будемо називати такі кола, у яких струм і напруга безперервно 

змінюються при переході від однієї точки (перетину) кола до 

іншої, сусідньої точки. 

 Коли говорять про кола з розподіленими параметрами, 

то, як правило цей термін подумки зв'язують із потужними ліні-

ями передачі електричної енергії на більші відстані, з телефон-

ними й телеграфними повітряними та кабельними лініями, з 

рейковими лініями автоблокування на залізничному транспорті, 

з антенами у радіотехніці та іншими спорідненими лініями та 

установками. Тому часто їх визначають терміном "лінії з розпо-

діленими параметрами". 

 У той же час пристрої з розподіленими параметрами зу-

стрічаються і тоді, коли «ліній» у буквальному значенні цього 

слова, зовсім немає. Так, звичайна індуктивна котушка являє 

собою, строго кажучи, лінію з розподіленими параметрами. Дій-

сно, між кожними двома сусідніми витками котушки, як і між 

кожними двома тілами, є ємність. Крім того, кожний виток має 

ємність на корпус приладу або на землю. 

 

l 

d 

a 

l 

б 

l 

в  
Рисунок 4.1 
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 До довгих ліній можна віднести двопровідну (рис. 4.1 а), 

коаксіальну (рис. 4.1 б), смужкову (рис. 4.1 в) та інші лінії, що 

складаються з двох провідників a  та b , поперечні розміри яких 

дуже малі у порівнянні з довжиною l , а довжина електромагніт-

ної хвилі λ коливань у ній при частоті f  менша або співвимірна 

з геометричною довжиною лінії l . 

Якщо по котушці буде проходити змінний струм, то через 

міжгілкові ємності та ємності на землю йтиме струм. При тій 

самій напрузі між сусідніми витками струм через ємності буде 

тим більшим, чим вища частота змінного струму. При низькій 

частоті (десятки, сотні, тисячі герців) струм через ємності буде 

не співвимірно малий у порівнянні зі струмами через витки ко-

тушки і наявність ємностей можна не враховувати в розрахун-

ках, що і робилося дотепер.  

Якщо ж частота струму буде досить велика, наприклад, ся-

гатиме мільйонів і навіть мільярдів герців, то струми через єм-

ності можуть у багато разів перевищувати струми через витки 

котушки. У цьому разі вся котушка в цілому буде виявляти про-

ходженню змінного струму ємнісний, а не індуктивний опір – 

кількість перейшла в нову якість. При проміжних частотах по-

рядку сотень кілогерців індуктивна котушка, якщо не вжити 

спеціальних заходів, являє собою типову лінію з розподіленими 

параметрами. Якщо індуктивна котушка намотана на сталеве 

осердя, яке здатне насичуватися, і частота струму досить велика, 

то весь пристрій у цілому є складною сукупністю із електричних 

та магнітних нелінійних кіл з розподіленими параметрами. 
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4.2 Диференціальні рівняння для однорідної лінії 

 

Нехай R0 – поздовжній активний опір одиниці довжини лі-

нії, L0 – індуктивність одиниці довжини лінії, C0 – ємність оди-

ниці довжини лінії та G0 – поперечна провідність одиниці дов-

жини лінії. Підкреслимо, що поперечна провідність G0  не є обе-

рненою величиною щодо поздовжнього опору R0. 

 

x x dx 

z 

0 

a 

i i+di 

U U+dU 

dL dR 

dC 
dg 

б  

Рисунок 4.2 

Розіб'ємо лінію на ділянки довжиною dx (рис. 4.2); x – це 

відстань, що відраховується від початку лінії. На довжині dx, де 

активний опір дорівнює R0dx, індуктивність L0dx, провідність 

витоку G0dx та ємність C0dx (рис. 4.3). Позначимо струм на по-

чатку  розглянутої ділянки лінії через i, а напругу між провода-

ми лінії на початку ділянки u. І струм, і напруга є у загальному 

випадку функціями відстані уздовж лінії x та часу t. Тому надалі 

у рівняннях будуть брати участь власні похідні від u і від i за ча-

сом t і за відстанню x. 
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G0dx C0dx G0dx C0dx 

R0dx L0dx 

R0dx L0dx 

 i+(Δi/Δx)dx 

u+(Δu/Δx)dx 
u 

 di 

 x  dx 

 i 

Рис.6.1 

 
Рисунок 4.3 

 

Якщо для деякого моменту часу t струм на початку розгля-

нутої ділянки дорівнює i, то внаслідок наявності витоку струму 

через поперечний елемент струм наприкінці   ділянки   для   того  

самого  моменту  часу   дорівнюватиме  i+(Δi/Δx)dx, де Δi/Δx - є 

швидкість зміни струму у напрямку x. Ця швидкість, помножена 

на відстань dx, дає збільшення струму на шляху dx. Аналогічно, 

якщо напруга на початку ділянки u, то наприкінці ділянки для 

того самого моменту часу напруга дорівнює u+(Δu/Δx)dx. 

Складемо рівняння за другим законом Кірхгофа для за-

мкненого контуру, утвореного ділянкою лінії довжиною dx, 

обійшовши його за годинниковою стрілкою: 

-u+ir0dx+L0dx(Δi/Δt)+u+(Δu/Δx)dx=0. 

 Після спрощення та розділення рівняння на dx одержимо 

-Δu/Δx=L0Δi/Δt+R0i. (4.1) 

 За першим законом Кірхгофа 

i=di+ i+ (Δi/Δx)dx. (4.2) 

Струм di (рис. 4.2) дорівнює сумі струмів, що проходять 

через провідність G0 dx і через ємність C0 dx:    

di=[u+(Δu/Δx)dx]G0dx+)C0dx*Δ[u+(Δu/Δx)dx] /Δt. 

Не будемо враховувати змінні, що складаються із  другого 

порядку малості, тоді  

   dxCdxuGdi 00 (Δu/Δt). (4.3) 

Підставимо (4.3) у (4.2), спростимо та поділимо рівняння 

на dx: 
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   -Δi/Δx=G0u + C0(Δu/Δt). (4.4) 

Рівняння (4.1) і (4.4) є  основними диференціальними рів-

няннями для лінії з розподіленими параметрами. 

Запишемо ці рівняння у вигляді системи, замінивши Δ зна-

ком диференціалу у власних похідних 
t

: 

.

,

00

00

x

i

t

u
CuG

x

u

t

i
LiR

 (4.5) 

Ці рівняння визначають струм ),( lxi  та напругу ),( lxu  в 

лінії і називаються телеграфними рівняннями. 

 

4.3 Розв'язання телеграфних рівнянь 

 

Нехай напруга та струм у лінії змінюються за синусоїдаль-

ним законом у часі. Скористаємося символічним методом.  

Зображенням струму i = Imsin ( t + i) є комплекс 
tjeI ,  

де 

.
2

ij

meI
I  

Зображенням напруги )sin( um tUu  є комплекс 

,tjeU  де 

.
2

uj

meU
U  

Комплекси U  та I  є функціями відстані x, але не є функ-

ціями часу. Множник e
j t

 є функцією  часу t, але не залежить 

від відстані x. 

Подання зображення струму та зображення напруги у ви-

гляді добутку двох множників, з яких один є функцією тільки x, 

а інший – функцією тільки t, дає можливість перейти від рівнянь 
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у власних похідних [рівнянь (4.1) та (4.4)] до рівнянь у простих 

похідних. 

Дійсно,  

Δu/Δx =
tje Ud   /dx  ;  L0 (Δi/Δt)=L0 IΔ tje  /Δt = 

=
tjeILj 

0  ; 

Δi/Δx= 
tje d I  /dx ; С0(Δu/Δt)= 

tjeUCj 
0 . 

(4.6) 

Підставимо (4.6) в (4.1) і в (4.4) і скоротимо в отриманих рів-

няннях множник e 
jωt

.  

Одержимо 

  

,

,

0

0

UY
dx

Id

IZ
dx

Ud







 (4.7) 

де  Z0=R0+jωl0,  Y0=G0+jωc0 . 

Розв'яжемо систему рівнянь (4.7) щодо U  . Із цією метою 

продиференціюємо перше рівняння системи (4.7) за x: 

  .02

2

dx

Id
Z

dx

Ud 
   (4.8) 

У рівняння (4.8) замість 
dx

Id 
 підставимо праву частину 

другого рівняння системи (4.7) і одержимо 

  .002

2

UYZ
dx

Ud 


 (4.9) 

Рівняння (4.9) являє собою лінійне диференціальне рівнян-

ня другого порядку. Розв'язок його     

.21
xx eAeAU   (4.10) 

Комплексні числа  1A
  та 2A

 є сталі інтегрування, які у по-

дальшому визначимо через напругу та струм на початку лінії 

або через напругу та струм наприкінці лінії. 
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Коефіцієнт 

  00YZ . (4.11) 

 прийнято називати сталою поширення. 

 - комплексне число, і тому  його можна подати у такому 

вигляді:                                            

  j , (4.12) 

де α називається коефіцієнтом загасання,  β - коефіцієнтом 

фази. 

α характеризує собою загасання падаючої хвилі на одини-

цю довжини лінії (на 1 км), а  β  характеризує зміну фази падаю-

чої хвилі на одиницю довжини лінії.  

Струм I  знайдемо з другого рівняння системи (4.7): 

  .
1

0

12

0
Z

eAeA

dx

Ud

Z
I

xx 
  

(4.13) 

Величину, що 

,
0

0

00

00

Y

Z

YZ

ZZ
 

має розмірність опору, позначають ZC і називають хвильовим 

опором: 

  ,
00

00

0

0 cj
cC ez

CjG

LjRZ
Z      (4.14) 

де zc – модуль, а φc – аргумент хвильового опору ZC. 

Отже, 

  .12 x

C

x

C

e
Z

A
e

Z

A
I


     (4.15) 

Позначимо відстань від поточної точки на лінії до кінця 

лінії через у та довжину всієї лінії  через  l:  

  .xly  (4.16) 
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Нехай будуть відомі напруга та струм наприкінці лінії 
2U  

та 
2I . Підставимо у (4.10) та (4.13)  x=l,     ,, 22 IIUU   

 і складемо  рівняння для визначення сталих інтегрування 1A
  та 

2A : 

.

,

122

122

ll

C

ll

eAeAZI

eAeAU




 

Звідси маємо                            

0

1
2

1
2

jlC eAe
ZIU

A


 , 

n
jlC eAe

ZIU
A 2

22
2

2


 . 

(4.17) 

Якщо підставити рівняння (4.15) у (4.10) та (4.13), замінити 

l – x на у та перейти до гіперболічних функцій, то одержимо  

.

,

2

22

уchIуsh
Z

U
I

уshZIуchUU

C

C








 (4.18) 

Система рівнянь (4.18) дає можливість, знаючи 2U  та 2I , 

знайти  комплекси  напруги і струму у точці, що знаходиться на 

відстані у від кінця лінії. Таку систему рівняннь називають сис-

темою рівнянь довгої лінії у гіперболічних функціях. 
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4.4 Падаючі та відбиті хвилі у лінії 

 

Підставимо у формулу (4.10)  0
1
j
eA  замість 1A  та  A2ej n  

замість 2A
 , і замінимо   на α + jβ.  

Одержимо, 

.
)(

2
)(

1
0 xjxxjx neeAeeAU  (4.19) 

Аналогічну операцію виконаємо за формулою (4.13), при-

чому замінимо CZ  на cj
cez , 

  .
)(2)(1 0 cnc xjx

c

xjx

c

ee
z

A
ee

z

A
I  (4.20) 

Для переходу від комплексів напруги та струму до функцій 

часу помножимо праві частини формул (4.19) та (4.20) на 
tje2  і від добутків візьмемо уявну частину: 

  

);sin(2)sin(2 201 xteAxteAu n

xx  

).sin(2

)sin(2

2

0
1

cn

x

c

c

x

c

xte
z

A

xte
z

A
i

 

(4.21) 

Домовимося падаючою електромагнітною хвилею нази-

вати процес переміщення електромагнітного стану  (електрома-

гнітної хвилі) за напрямком від джерела енергії до приймача, 

тобто у нашому випадку у напрямку збільшення координати x. 

Електромагнітний стан визначається сукупністю електри-

чного та магнітного полів. 

Падаюча хвиля (перші доданки виразів у 4.21), поширюю-

чись від джерела енергії до приймача, несе енергію, складену у 

її електричному та магнітних полях.  
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Відбитою електромагнітною хвилею (другі доданки ви-

разів у 4.21) будемо називати процес переміщення електромаг-

нітного стану (електромагнітної хвилі) за напрямком від прий-

мача енергії до джерела енергії, тобто в нашому випадку в бік 

зменшення координати x. 

 

 

λ 

t2 

t1 

x 

υ 

2A2e
-βx 

а) 

 
 

2 A1 e
βх

 

 
x 

t1 

 
t2 > t1 

υ 

б) 

Рис. 6.2 Падающие и отраженные волны в линии с 
распределительными параметрами а) падающая волна, б) 

отраженная волна.  

 
Рисунок 4.4 

На рис. 4.4 а  зображені графіки розподілу падаючої хвилі 

напруги уздовж лінії (у функції x) для двох суміжних моментів 

часу: при t1 – стовщена крива та при t2 > t1 – тонка крива. Пада-

юча хвиля поширюється праворуч. При побудові прийнято, що 

n = 0. Оскільки хвиля рухається у бік навантаження, тому хви-

лю ще називають прямою. Зі збільшенням координати x ампли-

туда збільшується. 

На рис. 4.4 б  зобажені графіки розподілу відбитої хвилі 

напруги для двох суміжних моментів часу: t1 і t2 > t1. Відбита 

хвиля поширюється ліворуч. Оскільки хвиля рухається у бік ге-

нератора, то хвилю ще називають зворотною. Зі збільшенням 

координати x амплітуда зменшується. 

Напруга та струм у будь-якій точці лінії є результатом 

інтерференції 2-х хвиль – падаючої та відбитої. 

Відношення амплітуд відбитої та падаючої хвиль характе-

ризує коефіцієнт відбиття: 

ax

BHH

BHHj e
ZIU

ZIU
exP

падI

відI

падU

відU
xP 2)()(








. 
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Для лінії без втрат  = 0, Р і не залежить від x: 

0

0

0

..

0

..

RZ

RZ

RIU

RIU
P

H

H

HH

HH
. 

Коефіцієнт відбиття набуває значення - 0  P 1. 

За значенням коефіцієнта відбиття у лінії виділяють три 

режими: 

1- режим біжучої хвилі, коли P = 0; 

2- режим стоячих хвиль, коли P = 1; 

3- режим змішаних хвиль, коли 0 < P < 1. 

Відношення амплітуди мінімальної хвилі до максимальної 

визначає коефіцієнт біжучої хвилі.  

Коефіцієнт біжної хвилі Кбх визначається таким чином: 

max

min

U

U
K БХ =

ВІДПАД

ВІДПАД

UU

U-U
=

P

P

1

1
. 

Коефіцієнт біжучої хвилі набувпє значення - 0  Кбх  1 і 

характеризує режими хвиль у лінії. 

Вхідний опір лінії – це відношення комплексних значень 

напруги до струму на вході лінії. 

ЗВПР

ЗВПР
BX

II

UU

I

U
Z

.1.1

.1.1

1

1








. 

Існує поняття вхідного опору будь-якої ділянки лінії, що 

розміщена між навантаженням та деяким перетином лінії      

(рис. 4.5): 

)()(

)()(

)(

)(
)(

xIxI

xUxU

xI

xU
xZ

ЗВПР

ЗВПР
BX 






. 
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Рисунок 4.5 

 

4.5 Фазова швидкість і довжина хвилі 

 

Фазовою швидкістю vф називають швидкість, з якої потрі-

бно переміщатися уздовж лінії, щоб спостерігати ту саму фазу 

коливання. Можна сказати й інакше:  

Фазова швидкість – це швидкість переміщення за лінією 

незмінного фазового стану.  

Якщо фаза падаючої хвилі напруги незмінна, то відповідно 

до формули (4.21) 

.constxt n  

Візьмемо похідну за часом від обох частин останньої рів-

няння: 

,0)( xt
dt

d
n      або     .0

dt

dx
 

Тоді фазова швидкість 

.
dt

dx
ф  (4.22) 
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Під довжиною хвилі  розуміють відстань, на яку поши-

риться хвиля за один період     Т=1/f.  

Одержуємо  

.
2

f
T

ф

ф  (4.23) 

 

4.6 Лінія без спотворень 

 

Лінія без спотворень являє собою лінію, у якій хвилі всіх 

частот поширюються з однаковою фазовою швидкістю і всі за-

гасають рівномірно. 

Під час руху електромагнітної хвилі за лінією без спотво-

рень хвиля напруги і хвиля струму зменшуються за амплітудою, 

але форми хвиль напруги наприкінці лінії та початку лінії бу-

дуть подібні; точно так само будуть подібні форми хвиль струму 

на початку та кінці лінії. 

Лінії без спотворень знаходять застосування під час теле-

фонної розмови. У таких лініях не спотворюється тембр голосу 

(інакше кажучи, не спотворюється спектральний склад голосу). 

Для того щоб ліня була без спотворень, необхідно, щоб ко-

ефіцієнт загасання α та фазова швидкість ф не залежали від 

частоти. Вони не залежатимуть від частоти, якщо між парамет-

рами лінії має місце таке співвідношення: 

.
0

0

0

0

C

G

L

R
 (4.23) 

У лінії без спотворень хвильовий опір визначається вира-

зом 

0

0

0

0

C

L

Y

Z
Z C  (4.24) 

та є дійсним числом і також не залежить від частоти. 
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4.7 Узгоджене навантаження 

 

Лінія з розподіленими параметрами, як правило, служить  

як проміжна ланка між джерелом енергії та навантаженням. 

Позначимо опір навантаження через Z2=Ú2/Í2. Якщо Z2 не 

дорівнює хвильовому опору лінії ZC, то падаюча хвиля частково 

пройде у навантаження, частково відіб'ється від неї (виникає  

відбита хвиля). Часто беруть Z2 = ZC. Таке навантаження назива-

ється узгодженим. У такому випадку відбита хвиля відсутня.  

У цьому можна переконатися за допомогою формули 

(1.17). Дійсно, відбита хвиля буде відсутнія, оскільки 1A
 дорів-

нюватиме нулю: 

.0)(
2

1
)(

2

1
22221

ll
C eUUeZIUA   

Для того щоб одержати при узгодженому навантаженні 

формули для визначення напруги та струму в будь-якій точці, 

вилученої від кінця лінії на відстань у, у формули (4.21) і (4.22)  

замість ZC  підставимо Z2, замінимо 22 ZI на 2U
  та 

2

2

Z

U
 на .2I

    

Одержимо 
,

22 )(
у

eUуshуchUU  ,

y
eIуshуchII 22 )(  . 

(4.25) 

Якщо лінія не узгоджена, то необхідно штучним шляхом 

досягти рівностей опору навантаження та хвильового опору лі-

нії. 

Короткозамкнені відрізки лінії широко використовуються 

як реактивні шлейфи. 

Реактивні шлейфи – це пристрої, що вмикаються парале-

льно до будь-якої ділянки кола для компенсації уявної складової 

його вхідної провідності.  
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Змінюючи довжину короткозамкненого відрізка у межах 

від 0 до 
2

, можна завжди досягти,  щоб уявна складова вхідної 

провідності шлейфа дорівнювала за абсолютним значенням та 

протилежна за знаком уявній складовій вхідної провідності па-

ралельно ввімкненій ділянці кола. При цьому сумарний вхідний 

опір ділянки кола разом із шлейфом має чисто резистивний ха-

рактер.  

У зв’язку з тим, що комплексний вхідний опір відрізка до-

вгої лінії у загальному випадку не дорівнює опорові наванта-

ження, відрізки лінії можуть трансформувати опори. 

Відрізок лінії довжиною 
4

 (чвертьхвильовий трансфор-

матор) може перетворювати великий опір у малий та навпаки.  

У граничних випадках вхідний опір чвертьхвильового тра-

нсформатора дорівнює нулю при нескінченно великому опору 

навантаження і дорівнює нескінченності при короткому зами-

канні на виході. З одержаного виразу видно, що якщо опір нава-

нтаження має чисто резистивний характер, то і вхідний опір 

чвертьхвильового трансформатора матиме чисто резистивний 

характер. 

Відрізок лінії 
8

 перетворює довільний резистивний опір у 

опір, модуль якого дорівнює активному хвильовому опору CR . 

Аналогічні властивості має відрізок лінії без втрат довжиною 

8

3
. 

Трансформуючі властивості відрізків довгих ліній широко 

використовуються на практиці для побудови пристроїв узго-

дження реальних ліній передачі із навантаженням, що назива-

ються трансформуючими лініями. До трансформуючих пристро-

їв належить шлейф Татаринова. 

Шлейф Татаринова конструктивно становить відрізок 

довгої лінії того самого типу, що й узгоджувана лінія (рис. 4.6). 
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Рисунок 4.6 

 

У першому випадку відстань від місця ввімкнення шлейфа 

до точки  ввімкнення навантаження 0l  (рис. 4.6 а) вибирають та-

ким чином, щоб дійсна складова вхідної провідності лінії у точ-

ках 1-1
/
 дорівнювала 

CR

1
 

jbRY C11 , 

а довжину шлейфа 1l  вибрати таким чином, щоб вхідна провід-

ність шлейфа дорівнювала jb . Очевидно, що за цих умов екві-

валентний опір навантаження основної лінії у точках 1-1
/
 дорів-

нює хвильовому опру лінії CR . 

У другому випадку (рис. 4.6 б) відстань між шлейфом 0l  

обирають 
8

 або 
8

3
, довжина першого шлейфа 1l  підбирається 

таким чином, що у точках 1-1
/ 
виконувалася умова 

jbRY C11 . 

А довжину другого шлейфу 2l  обирають таким чином, щоб 

компенсувати уявну складову 11Y . 
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4.8 Лінія без втрат 

 

Строго кажучи, ліній без втрат не існує. Однак можна 

створити лінію з дуже малими втратами (з дуже малими R0 і G0) 

і поширити на неї теорію ліній без втрат. 

З попереднього [див. формулу (1.12)] відомо, що, якщо 

R0 = G0 = 0, то 

  ,00CLjj  (4.26) 

тобто коефіцієнт загасання  α = 0, а коефіцієнт фази 

.00CL  

При цьому хвильовий опір ZC  є чисто активним [див. фор-

мулу (4.24)] і дорівнює 

.
0

0

C

L
Z C  

Для визначення напруги U  та струму I  у будь-якій точці 

лінії звернемося до системи рівнянь лінії у гіперболічних функ-

ціях  

.

,

2

22

уchIуsh
Z

U
I

уshZIуchUU

C

C








 

Врахуємо, що  

.)0()( yjyjyjy  

Гіперболічний косинус від уявного аргументу jx дорівнює 

коловому косинуса від аргументу x: 

.sin)sincossin(cos
2

1

2
xjxjxxjx

ee
chjx

jxjx

 

Отже,  

.sin yjyshjysh  
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Тому для лінії без втрат системи рівнянь лінії у гіперболі-

чних функціях перепишемо у такий спосіб: 

.cossin

,sincos

2
2

22

yIy
Z

U
jI

yZIjyUU

C

C








 (4.27) 

 

 

4.9 Режими неробочого ходу та короткого замикання 

 

У режимі неробочого  ходу, тобто коли струм у наванта-

женні відсутній, на основі системи рівнянь, одержаної у попере-

дньому підрозділі запишемо з урахуванням того, що 
2

, 

xy : 

.
2

sin

,
2

cos

2

2

x
Z

U
jI

xUU

C






 (4.28) 

На практиці основний інтерес становить розподіл діючих 

значень напруги та струму вздовж лінії. Для лінії без втрат роз-

поділ діючих значень струмів та напруг у режимі неробочого 

ходу має вигляд, зображений на рис. 4.7. 
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Рисунок 4.7 

 

У випадку лінії з втратами розподіл діючих значень напру-

ги та струму матиме вигляд, що зображений на рис. 4.8. 

 
Рисунок 4.8 

 

З рис. 4.8 бачимо, що  максимуми та мінімуми як струмів, 

так і напруг чергуються через чверть довжини хвилі, причому 

максимум амплітуди напруги зсунутий щодо максимуму амплі-

туди струму приблизно на чверть хвилі. 
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У випадку неробочого ходу I2 = 0,  тоді 

.

sin

cos 0

0

2

2

ytg

C

L
j

ytg

Zj

y
Z

U
j

yU

I

U
Z C

C

НХ 






 (4.29) 

Досліджуємо характер зміни Z НХ  при зміні відстані y від 

кінця лінії до поточної точки на ній (рис. 4.9). 

 
Рисунок 4.9 

  

В інтервалі значень βy від 0 до  π/2    tgβy змінюється від 0 

до , тому ZНХ  має відповідно до рівняння (4.27)  ємнісний ха-

рактер (множник – j) і за модулем змінюється від  до 0. В інте-

рвалі значень βy від 
2

 до   tg βy опір від’ємний і змінюється 

від –  до 0, тому Z хх змінюється за модулем від 0 до  і має ін-

дуктивний характер (множник + j) і т.д. Таким чином, змінюючи 

довжину відрізка лінії без втрат, можна імітувати будь-якої ве-

личини ємнісний та індуктивний опори. Практично ця власти-
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вість використовується при високій частоті у різних радіотехні-

чних установках. 

У режимі короткого замикання, тобто коли напруга на на-

вантаженні дорівнює нулю, на основі одержаної системи рів-

нянь запишемо 

.
2

cos

,
2

sin

2

2

xII

xZIjU C





 (4.30) 

Для лінії без втрат розподіл діючих значень струмів та на-

пруг у режимі короткого замикання має вигляд, зображений на 

рис. 4.10. 

 
Рисунок 4.10 

 

Для лінії з втратами у режимі короткого замикання розпо-

діл діючих значень напруг та струмів зображений на рис. 4.11. 
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Рисунок 4.11 

 

При короткому замиканні на кінці лінії U2 = 0 і з формул 

(4.26) випливає, що вхідний опір  

,
0

0 ytg
C

L
jytgZZ CКЗ  (4.31) 

де .00CL  

Будемо, змінючи довжину відрізка лінії y,  досліджувати 

характер зміни вхідного опору (рис. 4.11). 
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Рисунок 4.11 

 

В інтервалі значень βy від 0 до ytg
2

  π/2   tgβy   додатні  

і змінюються від 0 до ; отже, у цьому інтервалі вхідний опір 

має індуктивний характер і за модулем змінюється від 0 до . 
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4.10 Режими хвиль у лінії 

 

Залежно від характера поширеення (розподілу) напруги та 

струму у лінії розрізняють три режими хвиль: режими біжучих, 

стоячих, змішаних. 

Режимом біжучих хвиль називається такий режим, при 

якому відбита хвиля відсутня (UВІД = 0, IВІД = 0). 

Це буває у тому разі, якщо вся енергія падаючої хвилі ви-

діляється у навантаженні, тобто відбиття немає 

0
0

0

RZ

RZ

U

U
P

H

H

ПАД

ВІД
. 

Звідси легко побачимо, що при ZН = R0,  P = 0, Kбв = 1. 

У такому разі говорять, що лінія узгоджена з навантажен-

ням. Режим біжних хвиль використовується у випадку, якщо лі-

нія працює у режимі каналу зв’язку, тобто для передачі повідо-

млень: 

xj
e

j
e

пад
UпадUxU

.
)( . 

У лініях без втрат у неробочому ході, при короткому зами-

канні, а також при чисто реактивних навантаженнях утворюють-

ся так звані стоячі електромагнітні хвилі. 

Стояча електромагнітна хвиля являє собою електрома-

гнітну хвилю, отриману у результаті накладення, що рухаються, 

падаючої та відбитої електромагнітних хвиль однакової інтенси-

вності.  

Точки лінії, де періодична функція координати проходить 

через нуль, називаються вузлами, а точки лінії, у яких періодич-

на функція координати набуває максимальних значень, – пучно-

стями. 

При виникненні стоячих хвиль електромагнітна енергія від 

початку лінії до кінця лінії не передається. Однак на кожному 
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відрізку лінії, що дорівнює чверті довжини хвилі, запасена деяка 

електромагнітна енергія. 

Ця енергія періодично переходить із одного виду в інший 

вид (з енергії електричного поля в енергію магнітного поля). 

У ті моменти часу, коли струм уздовж усієї лінії дорівню-

ємо нулю, а напруга досягає максимального значення, уся енер-

гія перейшла в енергію електричного поля. 

У ті моменти часу, коли напруга уздовж усієї лінії дорів-

нює нулю, а струм досягає максимального  значення, уся енергія 

перейшла в енергію магнітного поля. 

З формул (4.26) випливає, що при неробочому ході 

;cos2 yUU      .sin

0

0

2 y

C

L

U
jI


  
(4.32) 

Для переходу до функцій часу помножимо праві частини 

двох останніх формул на 
tje2  і від отриманих добутків візь-

мемо уявні частини: 

;sincos2 2 tyUu                       

).90sin(sin
2

0

0

2 ty

C

L

U
i  (4.33) 

Кут 90  в аргументі синуса в останній формулі відповідає 

множнику j у формулі комплексу струму. 

У точках y = k , де k=0,1,2.., будуть вузли струму та пуч-

ності напруги: 
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2π 3π 

U 

π 2π 3π 

ωt1=0 

βy 

ωt3=(3/2)π 

ωt2=π/2 

2π 

а) 

ωt3=π 

2π π 

αy 

ωt2=π/2 
ωt2=π/2 

2π 3π 

ωt1=0 i 

ωt3=π 

2π π 

βy 

ωt2=π/2 
ωt2=π/2 

ωt1=0 i б) 

Рис. 6.3 График стоячих волн напряжения и 

тока  а) график напряжения, б) график тока 

 
Рисунок 4.12 

 

Графік стоячих хвиль напруги та струму для трьох суміж-

них моментів часу t = 0,  
2

2t   і  
2

3
3t   показаний на 

рис. 4.12. На верхньому графіку – напруга, на нижньому – 

струм. Товстими лініями вказана хвиля при t1 = 0, тонкими лі-

ніями – при ,
2

2t  пунктирними – при  
2

3
3t   для на-

пруги й при  t =   для струму. 

З тих самих формул випливає, що при короткому замикан-

ні на кінці лінії (U2 = 0) 

;sin
0

0
2 y

C

L
IjU        .cos2 yII   (4.34) 

Для переходу до миттєвих значень помножимо праві час-

тини двох останніх формул на 
tje2  і від добутків візьмемо 

уявні частини: 
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);90sin(sin2
0

0
2

ty
C

L
Iu   

.sincos2 2 tyIi  

(4.35) 

Отже, картина стоячої хвилі напруги при короткому зами-

канні на кінці лінії якісно повторює картину стоячої хвилі стру-

му при неробочому ході лінії. 

Аналогічно картина стоячої хвилі струму в короткозамк-

неній лінії якісно повторює картину стоячої хвилі напруги при 

неробочому ході лінії.  

При зміні місцями джерела та навантаження у схемі лінії з 

розподіленими параметрами струми в джерелі та навантаженні 

не змінюються. Таку саму властивість має симетричний чотири-

полюсник. Тому однорідна лінія з розподіленими параметрами 

може бути замінена симетричним чотириполюсником і, навпаки, 

симетричний чотириполюсник можна замінити ділянкою одно-

рідної лінії з розподіленими параметрами. 

Режим змішаних хвиль  – це  такий режим, коли частина 

енергії виділяється у навантаженні, а частина відбивається. 

Коефіцієнт відбиття Р набуває значення від 0 до .1 

Дослідивши характер напруги вздовж лінії, можна ствер-

джувати, що у лінії процеси повторюються через λ/2. 

 

Приклад 4.1 Для деякої лінії довжиною 5 км на частоті 

1000 Гц були проведені досліди  з визначення її вхідного опору 

при неробочому ході та короткому замиканні на кінці лінії. Ви-

явилося, що Z НХ =535e-j
64

 Ом та Zк = 467,5e-j
10

. Потрібно знай-

ти хвильовий опір CZ  і коефіцієнт поширення  цієї лінії на 

частоті 1000 Гц. 

Розв'язання 

З формули (4.29) випливає, що при неробочому ході, коли 

Z2 = , .
lth

Z
Z C

НХ  

 При короткому замиканні, коли 
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 Z2 = 0, lthZZ Cк  

Звідси 

;5005,467535 371064 ОмeeeZZZ jjj

КЗНХC  

.935,0
535

5,467 27

64

10
j

j

j

НХ

КЗ e
e

e

Z

Z
lth  

 Оскільки 

lth = lchlsh /  =(eγl-e-γl)/ (eγl+e-γl), 

то     

e
2γl

=(1+ lth )/(1- lth ). 

Отже,   

;11,4
935,01

935,01 414,1414,10181

27

27
22 jj

j

j
ljl eee

e

e
ee  

2αl = 1,414;   ;1414,0
2

414,1

l
 2βl = 1,414; 

β = 0,1414; ./12,0 45 кмej j
 

  

Приклад 4.2 Визначити R0, L0, G0,  та C0 для лінії поперед-

нього прикладу (приклад 1.1), вважаючи відомими  

ZC = 500e-j
45

 Ом  та ./12,0 45 кмe j
 

Розв'язання 

Відповідно до формул (4.14) і (4.17) добуток  

.00 LjRZ C  

Отже, 

.9,13991005002,0 83745
00 jeeeLjR jjj

 

Або  

R0 = 99 Ом/км  і  ;/00222,0
10002

9,13
0 кмГнL  

 Аналогічно 
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.00 CjG
Z C

 

 Тоді 

.10396,0100557,0
500

2,0 33

37

45

00 j
e

e
CjG

j

j

 

 

 

4.11  Перехідні процеси у довгих лініях 

 

Для електроенергетики, телефонного зв’язку, телеграфії, 

що обчислювальної техніки та радіотехники сутєве значення 

мають перехідні процеси в електричних колах, що містять лінії з 

розподіленими параметрами 

Унаслідок того, що інтегрування двох спільних диференці-

альних рівнянь у частинних похідних (4.5) у загальному вигляді 

являє собою досить складне у математичному відношенні за-

вдання, у курсі ТЕМК перехідні процеси вивчаються у дещо 

спрощеній постановці, а саме: вивчаються перехідні процеси в 

однорідних лініях без втрат, тобто при R0 = 0 і  G0 = 0. 

Така постановка питання практично цілком виправдана, 

оскільки реальні лінії з розподіленими параметрами, як правило, 

мають відносно малі втрати. 

Вивчення перехідних процесів при R0 = 0 та G0 = 0 дає мо-

жливість якісно досліджувати основні риси процесів. У кількіс-

ному відношенні неврахування R0  та  G0 для початкових стадій 

перехідного процесу істотного впливу, як правило, не виявляє, 

однак для наступних стадій урахування R0 та  G0 є бажаним. В 

енергетичних, телефонних і телеграфних пристроях, що містять 

лінії з розподіленими параметрами, перехідні процеси виника-

ють при підключенні ліній до джерела ЕРС, при відключенні від 

джерела ЕРС, при підключенні та відключенні навантаження, а 

також при атмосферних (грозових) розрядах. 
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Розглянемо електромагнітні процеси під час руху прямо-

кутної хвилі по лінії. Нехай джерело постійної напруги u, що 

має внутрішній опір, дорівнює нулю, підключається до незаря-

дженої однорідної лінії з розподіленими параметрами, у якої R0 

= G0 = 0 (рис. 4.12).  

 

 

ί 

u 

u u ί см 

dx=υdt 

υ 

Рис. 6.4 
 

Рисунок 4.12 

 

По лінії буде переміщатися падаюча електромагнітна хви-

ля. Початкову ділянку хвилі, перша, що просувається по лінії, 

прийнято називати фронтом хвилі. У цьому випадку хвиля має 

прямокутний фронт. 

Рухаючись по лінії, хвиля створює між проводами лінії 

електричне та магнітне поля. Збільшення магнітного потоку на 

фронті хвилі за час dt дорівнює добутку струму i на індуктив-

ність ділянки лінії довжиною dx (тобто на L0dx):  d  = il0dx. 

Збільшення магнітного потоку на фронті хвилі викликає 

ЕРС: 

.
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d
e nC  

Таким чином, на фронті хвилі виникає ЕРС самоіндукції, 

чисельно, що дорівнює напрузі генератора. 

На фронті хвилі відбувається зарядка проводів лінії: один 

провід, наприклад верхній, приєднаний до плюса джерела ЕРС, 

знабуває додатного заряду, інший (нижній) – від’ємного заряду 

(такої самої величини). 
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На фронті хвилі виникає струм зсуву  .
dt

dq
iЗ

 Тут dq є 

збільшенням заряду на одному із проводів лінії за час dt:            

dq = C0uvdt     та      .0

C

n
З

Z

u
uvC

dt

dq
i   

Отже, струм зсуву, що проходить по діелектрикові на фро-

нті хвилі, в точності дорівнює струму падаючої хвилі, що про-

ходить по проводах лінії. 

Електромагнітна хвиля, просуваючись по лінії, кожній 

одиниці останньої дає енергію електричного поля 
2

2
0 nuC

 та ене-

ргію магнітного поля .
2

2
0 niL

 

Можна показати, що ці кількості енергій дорівнюють одна 

одній. 

 Дійсно,  

.
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L
iZiu nCnn  

Отже,   
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Коли падаюча хвиля досягає кінця, до якого у загальному 

випадку приєднане деяке навантаження або інша лінія (з іншим 

хвильовим опором), то частина падаючої хвилі пройде у наван-

таження (або відповідно у другу лінію), а частина відіб'ється – 

виникне відбита хвиля. 

Для з'ясування питання про те, яка буде форма хвилі, що 

проходить у навантаження, яка буде форма відбитої хвилі і як 

вони деформуватимуться у часі, застосовують розрахункову 

схему, яку прийнято називати схемою заміщення для дослі-
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дження хвильових процесів у лінії з розподіленими параметрами 

(рис. 14.13). 

 

i 

u 

Рис. 6.5 

uн 

iн 

Навантаження 

u 

 
Рисунок 4.13 

 

Для обґрунтування методики складання схеми заміщення 

звернемося до рис. 4.13. На ньому зображена лінія з розподіле-

ними параметрами, на кінці якої включене деяке навантаження. 

Починаючи з того моменту падаюча хвиля дійде до кінця лінії, і 

по навантаженню піде струм Ін і на ній буде напруга Uн. 

Напругу та струм у будь-якій точці лінії можна подати у 

вигляді суми падаючої та відбитої хвиль. Це положення справе-

дливе щодо напруги та струму наприкінці лінії.  

Отже, 

НВІДПАД UUU   (4.36) 

 

НВІДПАД III  . (4.37) 

Замінимо ПАДI  на ,
C

ПАД

Z

U
 а ВІДI  на .

C

ВІД

Z

U
  

Одержимо 

НВІДПАД UUU  , CНВІДПАД ZIUU  , 

або   

CНHПАД ZIUU 2 . (4.38) 
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Таким чином, напруга на кінці лінії HU  і струм у наванта-

женні 
НI  незалежно від характеру навантаження пов'язані з на-

пругою падаючої хвилі 
ПАДU  рівнянням (4.14). 

 

2un 

Рис. 6.6 

ZC 

uн 

iн 

Нагрузка Навантаження 

ПАД2U  

 
Рисунок 4.14 

 

Останнє задовольняє схема із зосередженими параметра-

ми, зображена на рис. 4.14.  У ній до джерела ЕРС напругою 

ПАДU2  підключаються послідовно з'єднані ZC  і навантаження. 

Розрахунки перехідного процесу у схемі  рис. 4.14 – у схе-

мі  із зосередженими параметрами – проводиться кожним з ме-

тодів, розглянутих раніше. Розрахунки перехідного процесу в 

схемі 4.6 дає можливість знайти iн = f(t) і  uн = f(t). Після того як 

ці залежності знайдені, може бути визначений характер зміни у 

часі напруги та струму відбитої хвилі: u0 = f(t) і  i0 = f(t).  

Дійсно, з рівнянь (4.36) і (4.37) випливає, що 

.

,
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),()()(
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0
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tu
ti

tututu

C

C

nн

 (4.39) 

Розглянемо  приклад, що ілюструє застосування схеми за-

міщення. 
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Приклад 4.3. Підключення розімкнутої на кінці лінії до 

джерела постійної напруги (рис. 4.15). 

Розв’язання 

У лінії без втрат, так само як і в коливальному контурі без 

втрат, виникають незагасаючі коливання. Період коливань скла-

дається із чотирьох частин або стадій однакової тривалості l/v, 

де l – довжина лінії, v – швидкість поширення хвилі. Для  розг-

ляду цих стадій необхідно використовувати дві різні схеми за-

міщення. Перша схема (рис. 4.16) відповідає розімкнутому кін-

цю лінії (Zн = ), коли до нього підійде падаюча від початку лі-

нії хвиля. Друга схема (рис. 4.17) відповідає підходу відбитої 

хвилі до початку лінії, де включений генератор постійної напру-

ги, внутрішньо опір якого вважаємо таким, що дорівнює нулю 

(Zн = 0). Перша стадія. Від генератора до кінця лінії поширю-

ються хвиля напруги  un1 = u  і хвиля струму  .
1

1
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Рисунок 4.15 
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Перша стадія ілюструється на рис. 4.15 а. 

Друга стадія полягає у тому, що від кінця лінії до початку 

її рухається відбита хвиля  u01  та  i01.  Для визначення  u01 і слу-

жить схема на рис. 4.16. У ній до напрямку 2un1 = 2u підключа-

ються хвильовий опір лінії ZC  і опір навантаження Zн =  (лінія 

на кінці розімкнута). 

 

 

 

ZC 

Zн=0 

2U01=2υ 

Рис. 6.9 

Zн=

 

2un1=2u 

Рис. 6.8 

ZC 

 
Рисунок 4.16 

 

 Зі схеми рис 4.16. випливає, що напруга на навантаженні 

дорівнює подвоєному значенню напруги падаючої хвилі. Дійс-

но, при Zн  

uu
ZZ

Z
uu n

Cн

н
nzн

222 11 . 

Відповідно до формули (4.31) відбита хвиля напруги 

u01 = uн –  un1 = 2un1 – un1 = un1 = u. 

Відбита хвиля струму      .1
01

01 ii
Z

u
i n

C

 

 Таким чином, протягом другої стадії процесу від кінця лі-

нії до початку просувається відбита хвиля u01 = u,  i01 = –i.  Ре-

зультуючий стан на лінії визначається накладенням першої па-

даючої хвилі (un1, in1) і першої відбитої хвилі (u01, i01).  
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На рис. 4.15 б дана епюра розподілу напруги та струму по 

лінії (внутрішній опір генератора дорівнює нулю) і викличе по-

ширення по лінії в напрямку від генератора до кінця лінії другої 

падаючої хвилі (un2, in2) відбитою хвилею, що є, по суті, стосов-

но хвилі u01, i01. 

 

 

 

ZC 

Zн=0 

2U01=2υ 

Рис. 6.9 
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Рисунок 4.17 

 

 Для визначення характеру відбиття хвиль від початку лінії 

використовуємо схему рис. 1.17. Оскільки, у ній Zн = 0, то і на-

пруга на навантаженні Zн дорівнює нулю. Але напруга на наван-

таженні відповідно до (4.36) дорівнює сумі падаючої хвилі (у 

цьому випадку u01 = u) і напруги відбитої від початку лінії хвилі, 

що поширюється від генератора до кінця лінії й тому названою 

вище другою падаючою хвилею. 

Отже,  0 = u + un2. 

Звідси  

un2 = – u,   .2
2 i

Z

u
i

C

n
n  

Результуючий стан на лінії в третю стадію процесу зобра-

жується рис. 1.15 в. Він отриманий у результаті накладення 

трьох хвиль: першої падаючої хвилі un1, in1, першої відбитої від 

кінця хвилі u01, i01 і другої падаючої хвилі un2, in2. 



 

 119 

Четверта стадія процесу полягає в тому, що на три попере-

дні хвилі накладається четверта хвиля, що є відбиттям від розі-

мкнутого кінця лінії другої падаючої хвилі. 

Відбиття другої падаючої хвилі від кінця лінії відбудеться 

згідно зі схемою заміщення рис 4.16, з тією тільки відмінністю,  

що замість 2un1 = 2u у схемі буде напруга  2un2 = – 2u. 

Друга відбита хвиля матиме  u02 = –u,  i02 = i. Результуючий 

стан на лінії в четвертій стадії (рис. 1.15 г) є результатом накла-

дення чотирьох хвиль: 

un1 + u01 + un2 + u02 = u + u – u – u = 0; 

in1 + i01 + in2 + i02 = i – i – i+ i = 0. 

Таким чином, до кінця четвертої стадії напруга уздовж усі-

єї лінії та струм уздовж усієї лінії дорівнюють нулю – лінія оде-

ржує такий самий стан, який на ній був до початку першої ста-

дії. Потім процес повторюється нескінченно, тому що  R0  та  G0  

вище дорівнюють нулю. У дійсності завдяки наявності опору  R0 

і витоку  G0  коливальний процес поступово загасає й уздовж 

лінії встановлюється режим, відповідний до усталеного процесу 

у лінії при постійній напрузі. 
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5 НЕЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ ТА МАГНІТНІ КОЛА 

 

5.1 Загальні відомості про нелінійні кола 

 

Електричне коло називається нелінійним, якщо воно міс-

тить хоча б один нелінійний елемент. 

Нелінійні кола широко використовуються в електротехніці, 

автоматиці, радіоелектроніці та інших галузях. Аналіз процесів 

у нелінійних електричних колах значно складніший, ніж у лі-

нійних. 

Нелінійні елементи поділяються на нелінійні резистори, 

нелінійні котушки, нелінійні конденсатори. 

Нелінійні кола мають ряд властивостей, що дозволяє ство-

рити пристрої автоматичного керування, пристрої для автомати-

чного перетворення електромагнітної енергії, швидкодійні об-

числювальні машини, пристрої для здійснення електричних ви-

мірів та передачі інформації тощо. 

Нелінійні кола містять нелінійні елементи, характеристики 

яких залежать нелінійно від струму та напруги і можуть бути як 

симетричними, так і несиметричними. Отже, нелінійні елементи 

надають електричним колам властивості, що недосяжні у ліній-

них. 

Пристрої, до складу яких входять нелінійні елементи, ви-

конують такі основні функції: 

 підсилення  вихідного електричного сигналу; 

 випрямлення – процес перетворення змінної напру-

ги на пульсуючу; 

 стабілізація напруги  - підтримування середнього 

значення вихідної напруги при змінах вхідної на-

пруги, , опору навантаження або температури у пев-

них межах; 
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 генерування коливань; 

 множення та ділення частоти; 

 гетеродинування – зміщення спектра вхідного сиг-

налу вздовж осі частот без зміни виду його спектра-

льної функції; 

 модуляція  – процес, коли один із параметрів моду-

льованого коливання змінюється за законом керува-

льного сигналу низької частоти; 

 детектування – процес  перетворення модульовано-

го сигналу на низькочастотне коливання, форма 

якого відтворює керувальний сигнал; 

 тригерний ефект – ефект стрибкоподібної зміни ви-

хідної величини при незначній зміні вхідної вели-

чини; 

 формування різних імпульсів. 

У техніці широке застосування знайшли пристрої, що ви-

користовують нелінійні елементи. До таких пристроїв належать: 

підсилювачі електричних сигналів, обмежувачі напруги, випря-

млячі, генератори коливань, інвертори, модулятори, демодуля-

тори, запам’ятовуючі пристрої, перетворювачі частоти, фероре-

зонансні стабілізатори, магнітні підсилювачі та багато інших. 

Процеси у нелінійних електричних колах описуються нелі-

нійними алгебраїчними або диференціальними рівняннями, що 

складені на основі першого та другого законів Кірхгофа. Зазна-

чимо, що метод накладання до таких кіл у загальному випадку 

не застосовується. 
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5.2 Нелінійні елементи 

 

До найпростіших нелінійних елементів належать: нелінійна 

ємність, нелінійна індуктивність та нелінійний опір. 

При постійних струмах розглядаються електричні кола 

тільки з нелінійними та лінійними резисторами, оскільки єм-

ність у такому колі являє собою розрив кола у місці її вмикання, 

а індуктивність – коротке замикання ділянки кола. 

Як нелінійні резистивні елементи є більшість пристроїв, 

що застосовуються в електроніці: діоди, стабілітрони, диністо-

ри, тиристори, транзистори та інші. 

Характеристики нелінійних елементів одержують експери-

ментально та задаються графіками (таблицями) чи наближеними 

аналітичними виразами.  

Електричні властивості нелінійних резистивних елементів 

характеризуються вольт-амперними характеристиками (ВАХ). 

За ступенем симетрії щодо осі координат ВАХ  поділяються на 

симетричні (рис. 5.1 а) та несиметричні (рис. 5.1 б). 
 

Рис. 1  Характеристики нелинейных элементов 

а) б) 

I I 

U U 

 
Рисунок 5.1 – Характеристики нелінійних елементів 

 

 Значення струму в нелінійному елементі із симетричною 

характеристикою щодо початку координат не залежить від по-

лярності прикладеної напруги, а опір такого елемента, не зале-
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жить від напрямку струму через елемент. У несиметричних не-

лінійних елементів гілки ВАХ мають різну форму для протиле-

жних напрямків струму і напруги. Це означає, що напруги, од-

накові за абсолютним значенням, але спрямовані протилежно, 

спричиняють проходження через елементи різних за значенням 

струмів.  

Нелінійною індуктивністю характеризується котушка, 

яка намотана на замкненому феромагнітному осерді.  

Вебер-амперна характеристика нелінійної котушки       

(рис. 5.2) у масштабі повністю повторює характеристики намаг-

нічування феромагнітного матеріалу осердя, параметри якої за-

лежать від попередньої фази процесу та напряму магнітного по-

ля. Вебер-амперна характеристика нелінійної індуктивності не 

має точного аналітичного виразу. Рівняння для характеристики 

можна отримати, лише скориставшись апроксимацією на окре-

мих відрізках.  

 

і 

Ф 

 
Рисунок 5.2  

 

Нелінійні індуктивні елементи в задачах аналізу характе-

ризуються статичними та динамічними параметрами: 

i
LCT ,  

di

d
LД . 

Нелінійна ємність – це ємність ідеалізованого конденса-

тора, значення якої залежить від прикладеної напруги чи напру-

женості електричного поля (рис. 5.3, кулон-вольтна характерис-

тика). 

Нелінійною ємністю характеризуються конденсатори, про-

стір між обкладками яких заповнений діелектриками з неліній-
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ними властивостями (сегнетоелектриками) та зворотно увімкне-

ні p-n-переходи. 

Нелінійні ємнісні елементи в задачах аналізу характеризу-

ються статистичними та динамічними параметрами 
u

q
CCT ,  

du

dq
C Д . 

 

u 

q 

 
Рисунок 5.3  

 

Властивості діелектрика можна характеризувати залежніс-

тю між електричним зміщенням і напруженістю електричного 

поля )(EfD  (рис. 5.4). 

 

Е 

D 

 
Рисунок 5.4  

Реальні нелінійні конденсатори, що мають між обкладин-

ками сегнетоелектрики, називають варикондами. Ємність такого 

конденсатора залежить від прикладеної напруги.  
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5.3 Статистичний та диференціальний опори 

 

Для опису ВАХ нелінійних опорів використовують два па-

раметри: статичний та диференціальний опори. 

Статичний опір нелінійного елемента – це відношення 

постійної напруги на нелінійному елементі до струму в ньому 

Rст=U/I .                                                     (5.1) 

Диференціальним опором називається величина Rд=dU/dI, 

що характеризує нелінійний елемент при малих відхиленнях від 

точки нелінійної характеристики, що розглядається.  

Диференційний опір визначає крутість характеристики у 

кожній точці, яку обчислюють частіше через малі прирости: 

I

U
Rд . (5.2) 

У загальному випадку статичний та диференціальний опо-

ри не дорівнюють один одному, а збігаються лише для лінійних 

опорів. 

5.4 Заміна нелінійного елемента лінійним опором та ЕРС 

 

Припустимо, що область роботи нелінійного елемента не 

виходить за межі ділянки вольт-амперної характеристики, який 

наближено може бути замінений  прямою лінією (рис. 5.5 а, 

крива 1). Якщо продовжити цю пряму, вона буде перетинати 

вісь абсцис у точці Е1. Тоді нелінійний елемент з кусочно-

лінійною характеристикою може бути замінений джерелом пос-

тійної ЕРС Е1 та лінійним опором Rд1, що дорівнює диференці-

алльному опору нелінійного елемента на прямолінійній ділянці 

(рис. 5.5 б). Напрям ЕРС джерела збігається з додатним напрям-

ком струму. 



 

 126 

На рис. 5.5 в показаний інший випадок заміни нелінійного 

елемента лінійним опором Rд2 та сталою ЕРС Е2, коли ЕРС дже-

рела спрямована протилежно додатному напрямку струму. 
 

U 

E2 U 

1 

Рисунок 2.5 - Заміна нелінійного елементу 

а) 

б) 

I 

I 

I 

U 

в) 

I 

U 

E1 

IRд1 

IRд2 

2 

1 

0 

E1 

E2 

Rд1 

Rд2 
2 

 
Рисунок 5.5  

 

 

5.5 Розрахунок режиму нелінійних резистивних кіл 

 

 Розрахунок нелінійних кіл при постійних струмах здійс-

нюють частіше за все графічними методами.  

 

5.5.1 Послідовне з’єднання  

 На рис. 5.6 а показано послідовне з’єднання двох неліній-

них елементів, характеристики яких подані на рис. 5.6 б. Ці два 

нелінійні опори можна замінити одним з характеристикою I(U), 

що зображена на рис. 5.6 б пунктирною лінією. Для цього потрі-

бно задатися довільним значенням струму, додати відповідні їм 

абсциси характеристик заданих нелінійних елементів. Аналогіч-

но може бути побудована підсумкова характеристика ділянки 

кола з декількома послідовно з’єднаними нелінійними елемен-

тами. 



 

 127 

 I 

Е U1 U2 

I(U1) I(U2) 

I(U) 
I1 

U1 U2 U=U1+U2 

Рисунок 3.9 - Послідовне 
з’єднання двох нелінійних 

елементів 

а) 

б) 

IX 

Е 

I 

U 

 

Рисунок 5.6 

 

Одержана характеристика I(U) дозволяє безпосередньо 

знаходити для будь-якого значення ЕРС Е, струм та напругу на 

нелінійному елементі. 

При фіксованому значенні Е струм та напруга можуть бути 

знайдені без побудови підсумкової характеристики. Рівняння 

напруг для кола U1(I)+U2(I)=Е   або   U1(I)=Е–U2(I). 

При деякому струмі I ліва частина останнього рівняння до-

рівнюватиме правій частині. Це і буде розв’язком нелінійного 

рівняння. 
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5.5.2 Паралельне з’єднання 

 

На рис. 5.7 показано паралельне з’єднання двох нелінійних 

елементів, характеристики яких подані на рис. 5.8. Ці два нелі-

нійні елементи можуть бути замінені одним з характеристикою 

I(U), що зображена пунктирною лінією. Для цього, задаючись 

довільними значеннями напруги, додають відповідні ординати 

характеристик,  що задані для нелінійного елемента. 

 I 

U 

I1 I2 

 

 

Рисунок 5.7 

 

Аналогічно може бути побудована результуюча характе-

ристика кола при паралельному з’єднанні декількох нелінійних 

елементів. 

 

I1(U) 

I2(U) 

I(U) 

I1 

U 

 

I2 

I1+I2 

 

Рисунок 5.8  
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5.5.3 Змішане з’єднання 

 

Випадок змішаного з’єднання трьох нелінійних елементів 

зображений рис. 5.9 а. Після заміни двох паралельно з’єднаних 

нелінійних елементів одним еквівалентним схема зі змішаним 

з’єднанням зводиться до схеми послідовного сполучення двох 

нелінійних елементів, що розглядалася раніше. Графічна побу-

дова для визначення струмів та напруг наведена на рис. 5.9 б. 

Спочатку характеристики I1(U1) и I2(U2) замінюють однією 

I3(U3), додаючи струми для декількох значень напруги, а потім, 

за одержаною характеристикою та заданою U3(I3), будують су-

марну вольт-амперну характеристику (ВАХ) кола I3(U), додаючи 

напруги для декількох значень струмів. Для будь-якого значення 

U за сумарною ВАХ I3(U) можна визначити струм I3 та напруги 

на паралельній ділянці кола U1, та напругу на нелінійному еле-

менті U3. Знаючи напругу U, можна визначити струми I1 та I2 за 

ВАХ I1(U1) та I2(U2). 

 

U1=U2 

U3 

I3(U1) 

I2(U2) 

I1(U1) 

I1 

U1 U3 U 

Рисунок 3.13  - Змішане з’єднання 

а) 
б) 

I3 

U 

I1 I2 

I3(U3) 

I3(U) 

I2 

I3 

 

Рисунок 5.9 
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 5.6 Магнітні кола 

 

5.6.1 Основні поняття магнітного кола  

 

 Магнітним колом називають з’єднання пристроїв, що 

містять феромагнітні осердя з обвитками із ізольованих провід-

ників і повітряні проміжки. 

Магнітні кола наявні в електричних машинах, електромаг-

нітних апаратах, елементах автоматики та релейного захисту, 

вимірювальних системах. Магнітний потік, який замикається 

вздовж магнітного кола, утворюється струмами обвиток. У зага-

льному випадку такі кола нелінійні. 

Подібно до електричного поля магнітне поле є носієм ене-

ргії і діє на інші магніти чи рухомі заряди. Однойменні полюси 

магнітів відштовхуються, а різнойменні – притягуються. Відомо, 

що електричний струм породжує магнітне поле, а змінне магні-

тне поле, у свою чергу, породжує електричний струм у контурі. 

Сила Лоренца – сила дії магнітного поля на заряд, що ру-

хається, пропорційна величині заряду q , швидкості його руху 

, магнітній індукції B  та залежить від напрямку руху заряду. 

Ця сила визначається за формулою 

][ BqF . 

Сила Лоренца максимальна, якщо напрям руху частинки 

перпендикулярний до вектора магнітної індукції.  

Магнітна індукція (В) – це фізична величина, яка чисель-

но дорівнює силі, з якою магнітне поле діє на одиничний елект-

ричний заряд, що рухається з одиничною швидкістю в деякому 

середовищі перпендикулярно до силових ліній. 

Одиниця вимірювання магнітної індукції в системі СІ має 

назву тесла (коротко позначається – Тл). 
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Для зручності розрахунків магнітних полів застосовують 

векторну диференціальну характеристику магнітного поля – ве-

ктор напруженості магнітного поля H . 

Напруженість магнітного поля характеризує силову дію 

магнітного поля на заряд, що рухається, без урахування магніт-

них властивостей середовища. 

Величиною, яка використовується для інтегральної оцінки 

магнітного поля, є магнітний потік. 

Магнітний потік – це потік вектора магнітної індукції 

крізь певну поверхню. 

Вимірюється магнітний потік у веберах (скорочено – Вб). 

Магнітне поле зображують за допомогою магнітних сило-

вих ліній. 

У загальному випадку поверхня, що пронизується магніт-

ним потоком, може бути як завгодно складною. Якщо окремі 

ділянки поверхні пронизуються різними магнітними потоками, 

то користуються поняттям потокозчеплення. 

Потокозчеплення визначається алгебраїчною сумою всіх 

магнітних потоків, які пронизують поверхню. 

Окрім цього, існує поняття магнітного потоку взаємоінду-

кції та потокозчеплення взаємоіндукції. 

Якщо магнітний потік, що зчеплюється з контуром, утво-

рюється електричним струмом іншого контура, то такий потік 

називається магнітним потоком взаємоіндукції, а відповідне 

потокозчеплення – потокозчепленням взаємоіндукції. 
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5.6.2 Основні закони магнітних кіл постійного струму 

 

За аналогією з електричними колами для аналізу магнітних 

кіл застосовують схеми заміщення, а для складання рівнянь ста-

ну – закони Ома та Кірхгофа для магнітних кіл. 

Одним із основних законів, що використовуються при роз-

рахунку магнітних кіл, є закон повного струму  

IHd1 . (5.3) 

Він формулюється таким чином:  

Інтеграл за замкнутим контуром  вектора напруженості   

магнітного поля H дорівнює алгебраїчній сумі струмів I, що 

охоплюють цей контур; знак струму визначається за правилом 

правого гвинта.  

Якщо довжина l змінюється в метрах, струм I – в амперах, 

то напруженість H  має розмірність  ампер на метр. У випадку, 

коли контур інтегрування охоплює w витків котушки, через яку 

проходить струм I, закон повного струму (5.3) набере вигляду 

FIwHdl , (5.4) 

де F – магніторушійна сила (МРС), що вимірюється в амперах 

чи ампер-витках. 

Під магніторушійною силою (МРС) розуміють повний 

струм, який створює магнітне поле в магнітопроводі. На схемі 

заміщення джерело МРС умовно позначають аналогічно джере-

лу ЕРС кружечком зі стрілкою всередині й літерою F праворуч. 

Пасивні елементи – це магнітні опори RM, які моделюють ділян-

ки магнітопроводу без обвиток. Значення магнітного опору ви-

значається довжиною і площею перерізу ділянки магнітопрово-

ду, матеріалом осердя. Магнітопроводи можуть мати розгалу-

жену структуру, тоді на схемі заміщення місця розгалуження 

позначають як вузли. 
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Для практичних розрахунків інтеграл замінюють сумою 

добутків Нklk, де індекс k вказує ділянку, вздовж якої Н та   бе-

руть незмінними. В результаті формула (5.4) записується у ви-

гляді закону магнітного кола:   

,
11

Fl
B

lH k

nk

k ak

k
k

nk

k
k  (5.5) 

де n  - число ділянок. 

Добуток Hklk за відсутності обвитки зі струмом на k-й діля-

нці носить назву різниці скалярних магнітних потенціалів 

двох точок або спадання магнітної напруги вздовж ділянки шля-

ху і позначається Uмmn, де m та n  – початок та кінець ділянки. 

Оскільки лінії магнітної індукції неперервні та замкнені, то 

потік вектора магнітної індукції крізь замкнену поверхню дорів-

нює нулю: 

.0SΒd  (5.6) 

З рівняння (5.6) випливає таке важливе положення: у не-

розгалуженому магнітному колі потік на всіх ділянках одна-

ковий, а у розгалуженому колі потік на ділянці, що підходить до 

місця розгалуження, дорівнює сумі магнітних потоків на ділян-

ках, що виходять від місця розгалуження. У розгалуженому ма-

гнітному колі потік Ф підпорядковуєтся першому закону Кі-

рхгофа. 

Якщо прийняти, що вектор індукції B однаковий у всіх то-

чках поперечного перерізу S нерозгалуженого магнітного кола 

та направлений перпендикулярно до цього перерізу, то його по-

тік BdS  можна записати як 

,kk SB  

де індекс k  вказує ділянку, вздовж якої B та S можуть бути взяті 

незмінними. 

В результаті підстановки в рівняння (5.6) kk SB /  

одержуємо залежність між магнітним потоком та МРС, яку на-

зивають законом Ома  для магнітного кола: 
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,
ммk

kak

k R

F

R

F

S

l

F
 

(5.7) 

де Rм – магнітний опір кола, що має розмірність 1/Гн. 

За аналогією з електричним колом запишемо закон Ома 

для ділянки магнітного кола: 

M

M

R

U
, (5.8) 

де MU   - магнітна напруга ділянки кола. 

Магнітна напруга ділянки магнітного кола l  визначається 

за формулою 
b

a

M dlHU . (5.9) 

Якщо магнітне поле та вектори H  та l  збігаються за на-

прямом, то lHU M . Одиниця вимірювання МРС та магнітної 

напруги однакові й тотожні з одиницею вимірювання струму, 

тобто ампером. 

Закон Ома для магнітного кола у більшості випадків не 

може бути застосований для розрахунку внаслідок того, що 

зв’язок між B та H нелінійний. Приблизна графічна залежність 

B=f(H) для феромагнітних матеріалів показана на рис. 5.10; така 

двозначна залежність називається петлею гістерезиса. Індукція 

Br при H=0 називається залишковою. Ширина петлі дорівнює 

подвоєному значенню коерцитивної сили Hc. 
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0 

В 

Н 

Нмакс 

Вмакс 

Нмин 

Вмин 

Вr 

–Вr 

–НC 

+НC 

Рисунок 3.16 -  Петля 

гістерезиса 

 
Рисунок 5.10 

 

Розглянемо нерозгалужене магнітне коло, що зображене на 

рис. 5.11, через яке проходить постійний  струм I . 

 

Ф 

Ф 

S2 

S1 

l2 

l1 I 

 
Рисунок 5.11 

  

Схема заміщення нерозгалуженого магнітного кола є за-

мкненим нерозгалуженим контуром (рис. 5.12). Джерело МРС F 

моделює обвитку з постійним струмом I. Ділянки 1l  та 2l  магні-

топроводу мають різні площі перерізів – 1S  та 2S  відповідно. 

Тому схема заміщення містить два магнітні опори 1MR  та 2MR . 
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Магнітний потік Ф на кожній нерозгалуженій ділянці пасивної 

ділянки магнітопроводу залишається незмінним і визначається 

як 

SB . 

 

F 

RM1 

RM2 

Ф 

 
Рисунок 5.12   

 

Магнітні кола з постійними магнітами завжди розімкнені, 

тобто мають корисний (робочий) повітряний проміжок (рис. 

5.13). 

 

Ф 

Ф 

S 

l 

I 

δ 

 
Рисунок 5.13 

 

Схема заміщення магнітного кола з постійним магнітом 

наведена на рис. 5.14. 
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F 

RM1 

R0 

Ф 

 
Рисунок 5.14 

 

5.6.3 Розгалужене магнітне коло постійного струму 

 

У розгалуженому магнітному колі можуть існувати декіль-

ка магнітних потоків, які додаються чи віднімаються на деяких 

ділянках. 

На рис. 5.16 показане розгалужене магнітне коло та еквіва-

лентне йому електричне коло. У розгалуженому колі діють пер-

ший та другий закони Кірхгофа. 

Перший закон Кірхгофа  

Алгебраїчна сума магнітних потоків у вузлі дорівнює нулю.  

Математична форма запису першого закону Кірхгофа 

Фk=0. (5.10) 

При цьому магнітні потоки, що направлені до вузла, мають 

один знак (наприклад, додатний), а магнітні потоки, що спрямо-

вані від вузла, – протилежний знак (рис. 5.15). 
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S1 S2 

S3 

S 

3 1 

2 

Рисунок . 
 

Рисунок 5.15 

 

Другий закон Кірхгофа  

Алгебраїчна сума намагнічувальих сил в будь-якому конту-

рі дорівнює алгебраїчній сумі добутків потоків на відповідні ма-

гнітні опори даного контура. 

При цьому необхідно задатися додатним напрямом обхо-

ду контура. 

Розгалужені магнітні кола є нелінійними і їх розрахунок 

здійснюють за допомогою магнітних характеристик. 
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I2 

Рисунок 2.4 - Розгалужене маг-
нітне коло та його еквівалент-

на електрична схема 

F1 F2 

R1 

R3 

R2 

I1 

l1 

RM3 RM1 

Ф3 

Ф1 Ф2 

RM3 RM2 

l2 

l3 

F1 F2 

1 

 
Рисунок 5.16  

 

Наприклад, для вузла 1 розгалуженого магнітного кола 

(рис. 5.16) перший закон Кірхгофа запишеться так 

Ф1+Ф2-Ф3=0. 

Рівняння за другим законом Кірхгофа: 

13311 FRR MM , 

22233 FRR MM . 

Розрахунки магнітних кіл подібні до розрахунків електри-

чних кіл із нелінійними елементами. 
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5.7 Магнітні кола змінного струму з феромагнітними        

елементами 

 

Нелінійна залежність напруги від струму u(i) в пристроях 

із феромагнітними елементами призводить до появи явищ, яких 

неможливо досягти в лінійних колах. У деяких випадках ці яви-

ща небажані (наприклад, поява несинусоїдальних струмів, ви-

щих гармонічних складових), в інших випадках на їх основі роз-

робляють спеціальні пристрої. 

 

5.7.1 Деякі особливості кіл змінного струму із                       

феромагнітними елементами 

 

 У технічній літературі нелінійні електромагнітні кола на-

зивають колами зі сталлю.  

1. При розрахунках кіл зі сталлю в більшості випадків не-

можливо брати індуктивність L та взаємну індуктивність М 

постійними і тому доводиться користуватися безпосередньо за-

лежностями між ЕРС та магнітним потоком чи потокозчеплен-

ням. Для косинусоїдального магнітного потоку Ф=Фтcos t  та-

кий зв'язок має вигляд (за відсутності розсіювання) 

,sinsin tEtw
dt

d
we mm  

звідки діюче значення ЕРС 

mmm
m wfwfw

E
E 44,4

2

2

2

1

2
, (5.11) 

де w  – кількість витків обмотки, f2 – частота. 

Потрібно звернути увагу на те, що ЕРС Е відстає за фазою від 

потоку Ф на кут /2. 
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2. У багатьох випадках у колах із феромагнітними осердям 

падіння напруги на активному опорі суттєво менше від величи-

ни ЕРС і в цих випадках говорять, що прикладена напруга урів-

нюється  в основному за рахунок ЕРС, тобто      

U E=4,44f·wФт. 

З цього рівняння також випливає і інша особливість – маг-

нітний потік у феромагнітному осерді при змінних струмах в 

основному визначається прикладеною напругою, тобто 

wf

U
m

44,4
. (5.12) 

Зазначимо, що при постійних струмах магнітний потік ви-

значається в основному струмом – точніше, магнітною індукці-

єю, яка пов’язана нелінійною залежністю з напруженістю магні-

тного поля, яка визначається струмом, тобто 

Ф=ВS,  B=f(H),   Hl+H =Iw. 

3. У колах зі сталлю виникають несинусоїдальні напруги 

та струми. У ряді випадків такі напруги та струми зручно замі-

нити еквівалентними синусоїдами. Амплітуда еквівалентної си-

нусоїди дорівнює діючому значенню відповідної несинусоїдаль-

ної величини, що помножена на 2 , а зсув фаз між еквівалент-

ними синусоїдами напруги та струму визначається за формулою 

,arccos
UI

P
 (5.13) 

де U – діюче значення напруги и, I – діюче значення струму i,    

Р – активна потужність несинусоїдального струму. 

Якщо одна з величин (и чи i) синусоїдальна, то еквівалент-

на синусоїда, одержана для другої величини, орієнтується за фа-

зою щодо першої. У випадку, якщо несинусоїдальні як и, так і I, 

за початкову фазу еквівалентної синусоїди напруги може бути 

обрана початкова фаза основної гармоніки напруги и. 

 Подання несинусоїдальних величин у вигляді еквівалент-

них синусоїд дозволяє проводити аналіз їх за  допомогою векто-

рних діаграм. 
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4. При зміні магнітного поля у феромагнітному матеріалі 

частина енергії магнітного поля перетворюється на тепло. По-

тужність, що відповідає цій частині енергії, називається втрата-

ми у сталі та позначається Рст; у розрахунках, як правило, кори-

стуються питомими втратами у сталі рст, що вимірюються у ва-

тах на кілограм. 

Втрати у сталі складаються із втрат від гістерезису (втрати 

від перемагнічування) та динамічних втрат. Питомі втрати від 

гістерезису, позначають рГ, викликаються незворотними проце-

сами у сталі при зміні орієнтації ділянок довільного намагнічу-

вання та пропорційні частоті. Для обчислення питомих втрат від 

гістерезису застосовується наближена формула: 

рГ= ГВт
2
f, (5.14) 

де Г – коефіцієнт, що залежить від сорту матеріалу,  f – частота,  

Вт – амплітуда магнітної індукції. 

Динамічні втрати викликаються вихровими струмами, що 

індукуються у масі магнітного матеріалу, а також магнітною 

в’язкістю, яка особливо помітно проявляється на крутих ділян-

ках петлі гістерезису при малих змінах поля. У великій кількості 

практичних випадків динамічні втрати можна порівнювати зі 

втратами від вихрових струмів. 

Питомі втрати від вихрових струмів 

,
6

22222
2

mBm
B

B BfBfb
alb

P
p  (5.15) 

де   - густина сталі; В – коефіцієнт, що залежить від сорту ста-

лі; b – товщина листа. 

З виразу (5.15) бачимо, що рВ пропорційне квадрату часто-

ти та квадрату товщини листа. Відповідно, одним зі способів 

зменшення рВ є зменшення товщини листа. Однак листи не мо-

жна виготовляти дуже тонкими. Зменшенню товщини листів за-

важає та обставина, що при цьому збільшуються питомі втрати 

від гістерезису рГ. Для різних частот існують різні оптимальні 

товщини листів. Наприклад, при частоті 400 Гц застосовуються 

листи товщиною 0,1–0,35 мм, а при частоті 50 Гц листи товщи-

ною 0,35–0,5 мм. 
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5. При частотах порядку тисяч герців та вище виявляється 

поверхневий ефект, у результаті якого магнітна індукція не од-

наково розподілена у перерізі магнітопроводу (вона більша на 

периферії та менша у центрі перерізу). 

Через поверхневий ефект і збільшення втрат  сталі викори-

стання осердь, що зібрані зі стальних листів, при високих часто-

тах недоцільне. На високих частотах застосовуються осердя із 

феритів, що мають великий питомий електричний опір. 

Феритами називають магнітні матеріали напівпровіднико-

вого типу. Феритові осердя виготовляються із порошків пресу-

ванням з подальшим відпалюванням. Інші напівпровідникові 

матеріали чутливі до змін температури, зберігають свої магнітні 

властивості приблизно до +70–+120 С. 

5.7.2 Котушка із феромагнітним осердям 

 

Схема, що показана на рис. 5.17, дозволяє визначити осно-

вні характеристики матеріалу осердя. 
 

A 

V 

W 

U  

I  

Ф ФS 

Рисунок 3.25 - Схема для наближеного ви-
значення параметрів котушки із феромаг-

нітним осердям при змінному струмі в об-

мотці 

 
Рисунок 5.17 

 

Під час дослідження, як правило, відомі число витків об-

мотки w, активний опір R, переріз магнітопроводу Sст, довжина 

середньої лінії напруженості lср та частота f. За показами елект-

ровимірювальних приладів визначаються струм I, напруга U на 
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затискачах обмотки та вживана потужність Р (при визначенні Р 

із показів ватметра необхідно відняти потужність втрат в ам-

перметрі та вольтметрі). 

Діюче значення напруженості Н магнітного поля визнача-

ється за формулою 

H=I·w / lср. 

При синусоїдальній напрузі амплітуда магнітного потоку, 

що замикається по осердю котушки: 

,
44,4

2

wf

E

w

E
m  

де Е – діюче значення ЕРС, що наводиться в обмотці вищевка-

заним магнітним потоком. 

Крім магнітного потоку Ф, що замикається по осердю ко-

тушки, є ще магнітний потік розсіювання ФS, що замикається 

через повітря і вказаний на рис. 5.18 умовно (потік розсіювання 

може бути зчеплений лише з частиною витків обмотки). Оскіль-

ки магнітний опір  повітря значно більший за магнітний опір 

осердя, потік ФS' можна вважати збіжним за фазою зі струмом та 

прямо пропорційним йому. Це дає можливість враховувати ЕРС, 

що наводиться потоком розсіювання, за допомогою опору роз-

сіювання хS'. 

Оскільки додатні напрями для струму та наведений пото-

ком Ф ЕРС збігаються, то сума прикладеної напруги та наведе-

ної ЕРС дорівнює падінню напруги в активному опорі та опорі 

розсіювання: 

.)(,)( IjXREUзвідкиIjXREU SS
  

 У більшості випадків Е мало відрізняється від U. Ампліту-

да магнітної індукції тоді      Bm=Фm/Sст. 

 Різниця між потужністю, що поглинається котушкою, та 

потужністю, що витрачається на нагрівання обмотки, дорівнює 

втратам потужності у сталі осердя: 

Р–RI
2
=Рс т .  

 Питомі втрати у сталі 
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,
cmcpcm

cm
cm

Sl

P
p  (5.16) 

де ст – питома вага матеріалу осердя. 

 Для котушки з феромагнітним осердям характерними є 

два режими роботи: 

1) напруга на затискачах обмотки синусоїдальна, а стру-

ми в обмотці несинусоїдальні; 

2) струм в обмотці синусоїдальний, а напруга на затиска-

чах несинусоїдальна. 

У першому випадку при R 0 можна взяти магнітний потік 

синусоїдальним та побудувати криву струму i(t). Порядок побу-

дови кривої i(t) вказаний на рис. 5.18. На кривій магнітного по-

току Ф(t) довільно обирається точка 1, завдяки горизонтальній 

лінії 1-2, що перетинає криву Ф(i), та вертикальній лінії 2-3 ви-

значається значення струму i , що дорівнює абсцисі 0-3, який 

відповідає значенню (ординаті) потоку в точці 1. Це значення 

струму відкладається у вигляді ординати 0-4 та переноситься до 

координатної системи i(t) шляхом проведення горизонтальної 

лінії 4-5 до перетину з вертикальною прямою 1-5. При виборі 

вихідних точок на нижній частині кривої abc значення струму  i  

визначається також за допомогою нижньої гілки abc петлі Ф(i). 

Зображена на рис. 5.18  крива i(t) симетрична щодо осі аб-

сцис, що означає відсутність парних гармонік. Еквівалентна си-

нусоїда струму iЕ зсунута за фазою відносно магнітного потоку 

Ф на кут . 

При синусоїдальній прикладеній напрузі, ЕРС, що наво-

диться в обвитці несинусоїдальна внаслідок появи вищих гар-

монійних складових у струмі. Однак спотворення ЕРС зазвичай 

невелике і, подаючи її у вигляді еквівалентної синусоїди, можна 

взяти ,ФUE   де UФ – складова прикладеної напруги U , що 

витрачається на подолання ЕРС E . 
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Рисунок 3.26 -  Графічне визначення струму в котушці 

при синусоїдальному магнітному потоці 
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Рисунок 5.18 

 

Відношення )2/(

00

j

Ф

eyY
U

I




 – комплексна провід-

ність гілок намагнічування та втрат у сталі; y0 – повна провід-

ність гілок намагнічування та втрат у сталі (нагадаємо, що кут 

між E  та m
  дорівнює /2) 

Y0=y0cos( /2– )–jy0sin( /2– )=y0 sin –jy0cos  = g0–jb0, 

де g0 – провідність гілки втрат у сталі, b0 – провідність гілки на-

магнічування. 

Струм в обмотці подається у вигляді двох складових: на-

магнічувального струму ФФ UbI 
0  та струму втрат у сталі 

.0 ФП UgI   Якщо взяти, що m
  збігається з дійсною віссю ком-

плексної площини, то струм 

.jIejIII  

Відповідно до викладеного нижче зображено схему замі-

щення (рис. 5.19) котушки с феромагнітним осердям. 
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 Х  Rобм 

Рис. 3.4  Схема замещения 

катушки с ферромагнитным 

сердечником 

g0 
b0 

U  

I  

nI  

  
ФI  

  
EUФ


 

 
Рисунок 5.19  

 

5.8  Явище ферорезонансу 

 

У нелінійних магнітних колах зі змінним потоком, що міс-

тить котушку індуктивності та ємність, може виникати явище 

резонансу, як і у колах змінного струму. 

Резонанс у колі, що містить котушку з насиченим ферома-

гнітним осердям, з’єднану послідовно чи паралельно з ємністю, 

називається ферорезонансом. 

На відміну від лінійних електричних кіл, у яких зміна ве-

личини прикладеної напруги (чи струму при живленні від дже-

рела струму) не викликає явища резонансу, в нелінійному колі з 

феромагнітним елементом можливі зміни знака кута зсуву фаз 

між основними гармоніками напруги (чи струму) джерела жив-

лення. Аналіз явища ферорезонансу у колах спрощується, якщо 

скористатися еквівалентними синусоїдальними напругою та 

струмом у котушці. 

Позначимо діючі значення цих величин через UK та IK. Ро-

зрізняють ферорезонанс напруг та струмів. 
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5.8.1 Ферорезонанс напруг 

 

Ферорезонанс напруг  виникає при послідовному з’єднанні 

котушки з феромагнітним осердям та ємністю (рис. 5.20 а). 

Оскільки зв’язок між значеннями Вт та Нт в осерді визна-

чається динамічною кривою намагнічування Вт=f(Hm), то 

зв’язок між UK та IK визначається вольт-амперною характерис-

тикою, що подібна до кривої намагнічування. Це означає, що зі 

збільшенням струму IK в обмотці повний опір котушки zK=UK/IK 

зменшується. 

Опір RK становить невелику частку повного опору zК. Тому 

наближено можна вважати, що котушка має тільки індуктивний 

опір хК zK. 

При поступовому збільшенні струму I від нуля               

(рис. 5.20 б) напруга UK буде змінюватися за кривою, а 

C
UC

1
 за прямою, оскільки  та С величини сталі. Якщо жи-

вити коло від джерела напруги, то прикладена напруга визна-

читься як   ;CKCK UUUUUU    тут вважають, що KU  

випереджає струм I  на кут, близький до 90 . 

Крива |UK –UC | наближено збігається з U на ділянці Оа'b. 

Подальший хід кривої |UK –UC | показаний пунктиром; розхо-

дження з кривою U зумовлене впливом активної складової на-

пруги UK (активна складова UС практично дорівнює нулю). 
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Рисунок 5.20  

 

При значеннях струму, менших від Od, прикладена напруга 

U  випереджає струм I , а при струмах, більших за Od, відстає. 

Струму Od відповідає мінімальна напруга dd', що дорівнює ак-

тивній складовій напруги. При цьому еквівалентні синусоїди 

напруги та струми за фазою, а UK  дещо перевищує UС (за раху-

нок активної складової). Точка d відповідає резонансу напруги. 

 Ділянка a'd' кривої напруги U є спадною. Це означає, що 

при збільшенні струму падіння напруги в колі зменшується і, 

відповідно, при незмінній ЕРС джерела енергії струм у колі збі-

льшується. Спадна ділянка a'd' відповідає нестійкому режиму 

роботи кола. 

 При постійному збільшенні прикладеної до кола напруги 

(починаючи з нуля) струм спочатку поступово збільшується до 

деякого значення Оа, а потім відбувається стрибок до нового 

значення Of , після чого знову плавно збільшується. 

 Якщо зменшити напругу на затискачах кола (починаючи зі 

значення, що більше ff'), то зміна зрівнювального падіння напру-

ги відбувається спочатку поступово на ділянці f'd', а потім на 

ділянці l'O. 
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 У цьому випадку ділянка d'a'l' є неробочою. Струм посту-

пово зменшується до значення Od , а потім відбувається стрибок 

до значення Ol. 

 Іншими словами, ділянка  характеристики U(I), рис. 2.20 б, 

між точками a'  та d' не вдається експерементальтно зняти при 

живленні кола від джерела напруги. Якщо живити коло від дже-

рела струму, то можуть бути експериментально зняті всі точки 

характеристики, оскільки кожному заданому значенню струму  

відповідатиме тільки одне значення напруги. 

 Схема, що зображена на рис. 2.20 б, може бути використа-

на як стабілізатор напруги, на вході якого напруга дорівнює U , 

а на виході UK. При зміні U від От1 до От2  UK  змінюється в 

дуже малих межах від Оп1 до Оп2. 

  

5.8.2 Ферорезонанс струмів 

 

Ферорезонанс струмів виникає при паралельному 

з’єднанні котушки з феромагнітним осердям та ємністю        

(рис. 5.21 а). 

 Характер зміни струмів у функції напруги I(U), IK(U) та 

IC(U) в колі аналогічний характеру зміни напруги у функції 

струма U(I), UK(I) та UC(I) в колі, що зображене на рис. 5.21 а. 

На рис. 5.21 б зображені криві струмів при сталому збільшенні 

напруги U від нуля. Якщо коло, що зображене на рис. 5.21 а жи-

вити від джерела струму та поступово змінювати струм, то на 

затискачах кола спостерігатимуться стрибкоподібні зміни на-

пруги: від Оа до Of  при збільшенні струму та від Od до Ol при 

зменшенні струму. Точка d відповідає резонансу струмів. 

 При живленні кола від джерела напруги загальний струм у 

колі визначається вольт-амперною характеристикою Oa'd'f' (і 

далі), що зображена на рис. 5.21 б. Кожному заданому значенню 

напруги відповідатиме тільки одне значення струму, і тому спа-

дна ділянка характеристики може бути знята експериментально. 
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 При досягненні резонансу амплітуда третьої гармоніки за-

гального струму кола може в декілька разів перевищити амплі-

туду першої гармоніки. 
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Рис. 3.11  Феррорезонанс 
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Рисунок 5.21 – Ферорезонанс струмів 
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5.9 Трансформатор із феромагнітним осердям 

 

Наявність феромагнітного осердя дає можливість значно 

збільшити магнітний потік і завдяки цьому збільшити потуж-

ність, передану з одного кола в інше. Однак при цьому трансфо-

рматор стає нелінійним елементом кола і в осерді з'являються 

втрати. 

У більшості випадків прагнуть сконструювати трансфор-

матор таким чином, щоб нелінійність за можливості мало впли-

вала на його роботу. Під час аналізу роботи трансформатора ча-

сто нехтують його нелінійністю і подають напруги, струми і ма-

гнітний потік у вигляді еквівалентних синусоїд. 

Залежно від призначення трансформатори поділяються на: 

а) силові; б) вимірювальні; в) спеціального призначення (розді-

лові, пік-трансформатори тощо). Процеси, що визначають робо-

ту трансформаторів різних типів, по суті, ті самі й можуть бути 

вивчені на прикладі роботи двохобвиткового силового трансфо-

рматора, схема включення якого показана на рис. 5.22. На схемі 

прийнятий зустрічний напрямок струмів (точками відзначені 

однойменні зажими обмоток). 
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Рисунок 5.22 -  Двохобвитковий трансформатор 
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Для вивчення роботи такого трансформатора користують-

ся схемою заміщення, що зображена на рис. 5.23. Основна від-

мінність цієї схеми від аналогічної схеми, розглянутої в першій 

частині курсу, полягає в наявності галузей втрат у сталі g0, 

включеної паралельно галузі намагнічування b0, як це було по-

казано для котушки зі сталевим сердечником.  

 

 

Рисунок 5.23 -  Схема заміщення трансформатора 
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Цій схемі заміщення відповідає векторна діаграма, що зо-

бражена на рис. 5.24 а при опорі навантаження ZH=zh H, де 

Н>0. 

 Струм, що намагнічує, IФ створює магнітний потік Ф, що 

замикається за осердям. Цей потік наводить ЕРС 21 EE  , яка 

відстає на 90  від вектора m
 . 

Напруга у гілці намагнічування, додатний напрямок якої 

збігається з додатаними напрямками струму I  та  ЕРС 1E , що 

дорівнює 1EU  . Напруга 1U  дорівнює геометричній сумі па-

дінь напруг у активних та індуктивних опорах обмоток і напру-

ги 2U  на навантаженні. У свою чергу, первинний струм дорів-

нює 021 III  , звідки МРС 221110 wIwIwI   (складову I2w2 

іноді називають розмагнічувальною). Тут штрихами позначені 

величини, наведені до первинної обвитки. 
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Векторна діаграма, що зображена на рис. 5.24 а,  відпові-

дає зустрічному напрямку струмів 
1I
  та 

2I . Якщо струми спря-

мовані узгоджено, то векторна діаграма трансформатора може 

бути отримана поворотом на 180  векторів, у які входить струм 

2I , в тому числі й вектора 2U , що дорівнює спаду напруги від 

струму 2I  у опорі ZH' . Векторна діаграма, показана на рис. 

5.24 б, для узгодженого напрямку струмів, наведена не для на-

ведених величин. При цьому МРС 221110 wIwIwI  . 
 

Рисунок 5.24 - Векторні діаграми трансформатора для зустрічного (а) та  

незустрічного  (б) напрямку струмів 
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Рисунок 5.24 - Векторні діаграми трансформатора для зустрі-

чного (а) та незустрічного  (б) напрямків струмів 
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Режим при ZH=0 називають режимом короткого замикання. Для 

силових трансформаторів цей режим при нормальній напрузі 

може існувати лише досить короткочасно як аварійний: виді-

лення великої кількості тепла в опорах обмоток R1 і R2 може ви-

кликати руйнування трансформатора. 

На практиці роблять так званий режим короткого замикан-

ня трансформатора. При цьому режимі напругу U1=U1k підбира-

ють таким чином, щоб струм I2=I2k дорівнював номінальному 

(нормальному) вторинному струму. Як правило, при цьому U1k у 

кілька разів менша від номінальної напруги U1. Відповідно зме-

ншуються Е1, Е2 та Фт. Струм I0 при цьому зменшується у знач-

но більше число разів унаслідок роботи осеря у ненасиченому 

режимі. 

За результатами режиму короткого замикання визначають 

опори R1, XS, R2', XS2', для чого вважають, що g0 0, b0 0, R1 R2' і 

XS1 XS2'. Одержувана при цьому точність цілком прийнятна для 

більшості практичних випадків. 

Режим при ZH=  називають режимом неробочого ходу або 

просто неробочим ходом трансформатора. При цьому 02I  і 

01 II  . Тому струм I0 називають струмом неробочого ходу. У 

дійсності струм I0 при неробочому ході дещо більший від стру-

му I0 при нормальному значенні ZH, тому що внаслідок змен-

шення спадання напруги в первинній обмотці збільшується Е1, 

що у, свою чергу, викликає збільшення Фт, а отже, і I0. Виміри 

U1, I1 і Р1, зроблені при неробочому ході, який у цьому випадку 

називають режимом неробочого ходу, дозволяють легко визна-

чити g0 і b0, якщо відомі (з режиму короткого замикання) R1 і 

XS1. 
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5.10 Магнітний підсилювач 

 

 Найпростіший магнітний підсилювач (МП) називається 

також  дроселем  насичення, що показаний на рис. 5.25. Керуюча 

обвитка із числом витків wу підключена через регульований опір 

R до джерела постійної напруги; робоча котушка із числом вит-

ків wр і послідовно з'єднана з нею навантаження Zн підключені 

до допоміжного джерела живлення із синусоїдальною напругою 

u.  

 Коло обмотки wу для стислості будемо називати вхідним 

колом, а коло обвитки wр та навантаження Zн – вихідними. 
 

Ф 

Рисунок 5.25  – Схема найпростішого магнітного підсилювача 
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 Магнітний потік, створюваний струмом Iу у обвитці wу, 

називають  потоком   підмагнічування. Параметри вихідного ко-

ла підібрані таким чином, що за відсутності струму у вхідному 

колі, тобто за відсутності підмагнічування, осердя не насичене; 

вихідне коло становить, по суті, послідовне з’єднання наванта-

ження та котушки зі сталевим осердям. Індуктивність цієї коту-

шки (тобто обвитки wр), пропорційна магнітній проникності, ве-

лика. За наявності струму у вхідному колі, тобто при підмагні-

чуванні осердя, магнітна проникність зменшується і індуктив-

ність обвитки wр знижується, у результаті цього зменшується 
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напруга UК, збільшуються струм у вихідному колі IВ та напруга 

у навантаженні UН. 

Спрощена схема, що зображена на рис. 5.25, наведена тут 

тільки для з'ясування принципу роботи підсилювача. Практич-

ному її застосуванню перешкоджають такі недоліки: 

 змінний магнітний потік, створений струмом у обвитці 

wр, наводить змінну ЕРС у обвитці wу, внаслідок чого у 

колі керування виникає змінний струм, що викликає до-

даткові втрати потужності та погіршення роботи підси-

лювача; 

  через те, що змінна складова магнітного потоку в осерді 

несинусоїдальна, причому друга гармоніка, що міститься 

у ній, відносно велика (рис. 5.25), у кривих напруги uн та 

струму iн з'являються небажані другі гармоніки. 

Зазначені недоліки усуваються в підсилювачах із двома 

однаковими осердями (рис. 5.26), робочі обвитки яких із числа-

ми витків wр/2 намотані в протилежних напрямках при однако-

вому напрямку намотування керуючих обвиток із числами вит-

ків wу/2. При такій схемі з’єднання перші гармоніки ЕРС, інду-

ковані у керуючих обвитках, взаємно компенсуються, другі ж 

гармоніки – додаються. Поява парних гармонік у струмі керую-

чої обвитки не викликає істотної втрати потужності (через знач-

ну індуктивність вхідного кола). Створювана струмом парних 

гармонік у обвитці wу, внаслідок закону Ленца зменшує амплі-

туди парних гармонік  змінної складової  магнітного потоку.  

Що стосується парних гармонік ЕРС, що наводяться у ро-

бочих обвитках, то вони взаємно компенсуються . 
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Рисунок 5.26  – Схема магнітного підсилювача 

+ 
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Важливими характеристиками магнітного підсилювача є 

коефіцієнти підсилення за напругою, струмом та потужністю. 

 Коефіцієнт підсилення за напругою КU – відношення збі-

льшення вихідної напруги до збільшення напруги на вході: 

.
у

н
U

U

U
K  

 Коефіцієнт підсилення за струмом KI – відношення збі-

льшення вихідного струму до збільшення вхідного струму: 

.
у

н
I

I

I
K  

 Коефіцієнт підсилення за потужністю KP – відношення 

збільшення вихідної потужності до відповідного збільшення по-

тужності на вході: 

.
у

н
р

P

P
K  
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5.11 Феромагнітні стабілізатори напруги 

 

Феромагнітні стабілізатори напруги використовуються для 

живлення багатьох пристроїв автоматики та вимірювальних 

приладів і характеризуються коефіцієнтом стабілізації 

2

2

1

1

U
U

U
U

kC , 

де 1U   – напруга на вході стабілізатора,  2U   – напруга на виході 

стабілізатора,  1U  та 2U   – зміна напруги на вході та виході. 

Чим більший коефіцієнт стабілізації Ck , тим вищі стабілі-

зувальні властивості кола. Стабілізація можлива лише у неліній-

них колах, оскільки у лінійних колах між напругами на вході та 

виході завжди існує пряма пропорційність ( 1Ck ). 

Фізичний зміст явища стабілізації полягає у такій зміні 

параметрів послідовно ввімкнених елементів нелінійного кола зі 

зміною напруги живлення, за якої відносна зміна напруги на од-

ній із ділянок кола виявляється значно нижчою, ніж на вихідних 

клемах. 

Стабілізатори, основною частиною яких є нелінійні коту-

шки зі сталлю та конденсатор, називаються ферорезонансними. 

Найпростіший стабілізатор може бути подудований усього лише 

з двох елементів (рис. 5.27). 

 

С 

1 

1′ 

2 

2′ 

U1 

U2 LЕК 

 
Рисунок 5.27 
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Побудуємо характеристики кола у координатах  )( 12 UU  на 

основі графіків ферорезонансу напруг (рис. 5.28). 

 
Рисунок 5.28 

 

Котушка у схемі працює при досить глибокому насиченні. 

При збільшенні напруги 1U  струм зростає, що приводить до 

зменшення еквівалентної індуктивності. Тому напруга на коту-

шці змінюється у меншому степені. Ввімкнення навантаження 

погіршує стабілізацію, оскільки робить ділянку 2 – 2′ у меньшо-

му ступені нелінійною. 

Замість конденсатора С у коло можно ввімкнути й ліній-

ний резистор чи котушку з лінійною характеристикою, але 

ефект стабілізації буде меншим, оскільки зміна струму у котуш-

ці зі стальним магнітопроводом, а відповідно і в її еквівалентній 

індуктивності, при зміні напруги живлення у цих випадках ме-

нша. 

Існують і складніші схеми, що забезпечуюють більш висо-

кі стабілізувальнчі властивості та меншу залежність від наван-

таження (рис. 5.29).   
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С 

1 

1′ 

2 

2′ 

U1 
U2 L2ЕК 

L1 

 
Рисунок 5.29 

 

На рис. 5.29 1L  - лінійна індуктивність із ненасиченим ста-

льним осердям, "2L  - нелінійна індуктивність. 

На характеристиках схеми (рис. 5.30) до ферорезонансної 

характеристики )( 12 IU  додано 1LU , що дає )( 11 IU . При зміні 1U  

на 1U  напруга змінюється в значно меншій мірі  2U          

(рис. 5.40). 

 
Рисунок 5.30 
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Якість стабілізації може бути покращена, якщо на виході 

ввімкнути 1L , що індуктивно пов’язана з 1L  (рис. 5.31). При 

цьому з напруги на контурі 2.2 CL  віднімається напруга 1LU , 

що є частиною напруги 1LU  на 1L . 

Необхідно зазначити, що за рахунок нелінійності кола 

криві струму та напруги виявляються несинусоїдальними та міс-

тять вищі гармоніки. 

 

С 

1 

1′ 

2 

2′ 

U1 
U2 L2ЕК 

L1 
L′1 М 

 
Рисунок 5.31 
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5.12 Приклади розв’язування задач   

 

 Приклад 5.1. Визначити струм та напругу на нелінійних 

резистивних елементах (рис. 5.32), якщо напруга на вході 

30U В. Вольт-амперна характеристика нелінійних елементів 

показана на рис. 5.32. 

 

U1 
U2 U I 

НЕ1 НЕ2 

 
Рисунок 5.32 

 

Розв’язання  

Характеристику )( 2UfI  (рис. 5.33) зміщуємо на вели-

чину вхідної напруги U  (рис. 5.34). Відлік додатних значень 2U  

здійснюється ліворуч від цієї точки, тому крива  ОТРUfI )( 2  є 

дзеркальним відображенням кривої )( 2UfI  щодо вертикаль-

ної осі, що проведена через точку 30U В. Точка перетину ха-

рактеристик визначає режим роботи кола (метод перетину хара-

ктеристик): 50I мА, 221U В, 8223012 UUU В. 
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Рисунок 5.33 

 

Визначимо струм у нерозгалуженій частині кола: 

40010030021 III мА. 

 
Рисунок 5.34 

 

Приклад 5.2. Три однакових нелінійних резистивних еле-

менти з’єднані, як вказанано на рис. 5.56. Визначити струм I , 

якщо 3001I мА. ВАХ одного нелінійного елемента зображена 

на рис. 5.35. Побудувати ВАХ всього кола. 
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U2 

U 

I 

НЕ1 

НЕ2 

U3 НЕ3 

I2 

I1 

 
Рисунок 5.35 

 

Розв’язання  

При струмі  3001I мА напруга 20U В (рис. 5.36). 

Оскільки НЕ2 та НЕ3 однакові, то 102/202/32 UUU В. 

Для цієї напруги струм 1002I мА (рис. 5.36). 

 
Рисунок 5.36 

 

Спочатку побудуємо ВАХ послідовної ділянки кола, вихо-

дячи з того, що через НЕ2 та НЕ3 проходить однаковий струм та 

UUU 32 . Задаємося довільним значенням струму 2I  і за 
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ВАХ )( 22 UI  та )( 32 UI  визначаємо напругу 2U  та 3U  ( 32 UU ). 

Для заданого струму 2I  знаходимо вхідну напругу 

232 2UUUU . Аналогічно будуються інші точки ВАХ 

)(2 UI  послідовної ділянки кола (рис. 5.37). 

 
Рисунок 5.37 

 

Одержали схему паралельного зєднання НЕ1 з ВАХ )(1 UI  та 

нелінійного резистивного елмента НЕ2, що має ВАХ  )(2 UI . 

При побудові результуючої ВАХ виходять з того, що напруга 

НЕ1 та НЕ2 однакові а струм у нерозгалуженій частині кола 

21 III . Задаємося довільним значенням U , визначаємо 

струми 1I , 2I  та I . Аналогічно будуються інші точки резуль-

туючої ВАХ )(UI схеми (рис. 5.35). 

 

Приклад 5.3. Магнітне коло (рис. 5.38) виконане з елект-

ротехнічної сталі 1411 і має такі розміри: 141l см, 61S см
2
, 

31222 lll см, 42S см
2
, 01.0 см.  Число витків обвитки 

100w . Який струм повинен проходити в обвитці, щоб магніт-

на індукція у повітряному зазорі була 1B Тл? Визначити маг-
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нітну проникність сталі, опори ділянок магнітного кола  та інду-

ктивність котушки. При розрахунках не враховувати магнітний 

потік розсіювання, магнітне поле у зазорі вважати однорідним. 

 
Рисунок 5.38 

 

Розв’язання  

Для розрахунків розіб’ємо магнітне коло на ділянки, у ме-

жах яких напруженість магнітного поля залишається незмінною. 

У задачі задані довжина середньої силової лінії та площа попе-

речного перерізу кожної ділянки. 

Оскільки магнітний потік у нерозгалуженому колі один і 

той самий та SS2 , то 12 BB Тл. Визначимо магнітну ін-

дукцію на ділянці 1l : 

66.0
106

1041
4

4

11

1
S

SB

S
B Тл. 

Напруженість магнітного поля на ділянках 21 , ll  визначимо 

за кривою намагнічування сталі 1411 за відомими значеннями 

1B  та 2B : 901H А/м, 2202H А/м. 

Напруженість магнітного поля у повітряному зазорі 

5

7

0

108
104

1B
H  А/м. 
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Запишемо другий закон Кірхгофа для контура магнітного 

кола 

.8.168101108

31.022014.090

45

2211 HlHlHwI
 

Визначимо струм у обвитці котушки: 

608.1
100

8.160

w

F
I А. 

Відносна магнітна проникність для феромагнітних ділянок 

1 та 2 кола: 

5860
90104

66.0
7

10

1
1

H

B
, 

3636
220104

1
7

20

2
2

H

B
. 

Магнітні опори ділянок кола: 

3

4

2

11

101

1
1 1032

104

101490lH

S

l
RM

Гн, 

3

4

2

22

202

2
2 10170

104

10314220lH

S

l
RM

Гн, 

3

4

45

10

3 10200
104

101108H

S
RM

Гн. 

Еквівалентна електрична схема кола зображена на рис. 5.38. 

 
Рисунок 5.38 
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Приклад 5.4. Магнітне коло (рис. 5.39) виконане з елект-

ротехнічної сталі 1561 і має такі розміри: 401l см, 122l см, 

303l см, 431 SS см
2
, 22S см

2
, 13.0 см.  Потік у тре-

тьому стрижні 4

3 102 Вб. Визначити МРС, необхідну для 

цього. 

 
Рисунок 5.39 

 

Розв’язання  

Задамося напрямками потоків у гілках, як ваказано на рис. 

5.39. Визначимо магнітну індукцію у третьому стрижні та у по-

вітряному зазорі: 

5.0
104

102
4

4

3

3
3

S
BB Тл. 

За кривою намагнічування для 5.03B Тл напруженість 

магнітного поля становить 603H  А/м. 

Визначимо магнітну напругу у третьому стрижні: 

183.060333 lHUM А. 

Магнітна напруга у повітряному зазорі 

517
104

0013.05.0
7

0

B
U А. 
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Рівняння другого закону Кірхгофа для правого контура 

03322 HlHlH , звідки напруженість магнітного поля у 

другому стрижні 

1783
3.0

51718

2

3

2

33
2

l

UU

l

HlH
H MM А. 

Для знайденого значення 2H  за кривою намагнічування 

для сталі 1561 магнітна індукція становить 45.12B Тл. 

Визначимо потік у другому стрижні: 
44

222 109.210245.1SB Вб. 

Визначимо магнітний потік у першому стрижні 
444

321 109.4102109.2 Вб. 

Магнітна індукція у першому стрижні 

25.1
104

109.4
4

4

1

1
1

S
B Тл. 

Напруженість магнітного поля 4003H А. 

Запишемо рівняння другого закону Кірхгофа для лівого 

контура: 

37412.017834.04002211 lHlHwIF А. 

 

Приклад 5.5. Котушка зі стальним осердям підключена до 

синусоїдальної напруги, діюче значення якої становить 

380U В, частота 50f Гц. Число обвитків котушки 600w . 

Не враховуючи потік розсіювання та активні втрати в обвитці та 

у стальному осерді, записати рівняння струму у котушці, якщо 

зв'язок між струмом у котушці та магнітним потоком задані рів-

нянням 361015070i , де струм виражений у амперах, а 

потік у веберах. 

Розв’язання  

Оскільки прикладена напруга синусоїдальна, а потоком ро-

зсіювання та активним опором обвитки можно знехтувати, то із 

закону електромагнітної індукції 
dt

d
weu  випливає, що 
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потік у осерді також синусоїдальний )sin( tm  (початкова 

фаза може бути прийнятою нульовою). Амплітуда магнітного 

потоку знаходиться з рівняння  mwfU 44.4 , звідки 

31085.2
6005044.4

380

44.4 wf

U
m Вб. 

Запишемо значення потоку в осерді: 

)sin(1085.2 3 t . 

Струм у обвитці котушки відповідно до заданого в умові 

рівняння 

).(sin103.3472)sin(510.199

)]sin(1085.2[10150)sin(1085.270

333

3363

tt

tti
 

Відомо, що )3sin(
4

1
)sin(

4

3
)(sin3 ttt . 

Відповідно, 

).3sin(78.0)sin(8.2

))3sin(
4

1
)sin(

4

3
(103.3472)sin(510.199 33

tt

ttti
 

Діюче значення струму еквівалентної синусоїди 

07.2
2

87.0

2

8.2

22

222

3.

2

1. mm II
I А. 
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му «Розрахунок лінійних електричних кіл в усталених 

режимах» для студентів спеціальності 6.091401 «Системи 

управління та автоматики» заочної форми навчання / Ук-

ладач А. В. Булашенко. – Суми: Вид-во СумДУ, 2010. – 
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5. Теоретичні основи електротехніки: підручник: у 3 т. / за 

заг. ред. І. М. Чиженка, В. С. Бойко. - К.: ІВЦ «Видавниц-
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них електричних кіл із зосередженими параметрами. –
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лах: навчальний посібник – Суми: Вид-во СумДУ, 2010. – 
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розрахунки та дослідження за підтримкою комп’ютерних 
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би та В. М. Рябенького. – К.: Корнійчук, 2007. – 488с. 

10.  Сборник задач и практикум по основам теории электри-
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В. М. Золотницкого, Э. П. Чернышева. – СПб.:Питер, 
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11. Методичні вказівки до практичних робіт на тему «Розра-

хунок електричних кіл постійного струму» з дисципліни 

«Теорія електричних та магнітних кіл» / укладач          

А.В. Булашенко. - Суми:Вид-во СумДУ, 2010. – 81с. 

12. Методичні вказівки до виконання лабораторних робіт з 

дисципліни «Теорія електричних та магнітних кіл» за те-

мою «Усталені режими у лінійних електричних колах із 

зосередженими параметрами» / укладач А. В. Булашенко. 

–  Суми: Вид-во: СумДУ, 2008. – 70с. 

13. Основы теории цепей: примеры и задачи / О. В. Беляев, 
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ния – Телеком, 2007. – 591с. 
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«Теорія електричних та магнітних кіл» за темою «Уста-

лені режими у лінійних електричних колах із зосередже-

ними параметрами» для студентів спеціальності 6.091401 

«Системи управління та автоматики» заочної форми на-

вчання / укладач  А. В. Булашенко. – Суми: Вид-во Сум-
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тему «Лінійні електричні кола постійного та змінного 
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струму» з дисципліни «Теорія електричних та магнітних 
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