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ВСТУП 

  

Теорія електричних та магнітних кіл (ТЕМК) - дисципліна, 

що займається питаннями розрахунку та вивчення явищ, які ха-

рактеризуються поняттями електричних струмів, напруг, потуж-

ностей, магнітних потоків, а також поняттями напруженості 

електричного та індукцією магнітного полів.  

Метою дисципліни є оволодіння фундаментальними по-

няттями, теорією та методологією сучасної теоретичної електро-

техніки, засвоєння фундаментальних знань, які є необхідною 

базою для подальшого вивчення електротехнічних дисциплін. 

Завдання дисципліни: 

 навчити основним законам електричних, магнітних і елект-

ромагнітних кіл та співвідношенням між електричними ве-

личинами в електричних та магнітних колах; 

 ознайомити зі структурними елементами й фізичними вели-

чинами кіл; 

 навчити теорії і методології аналізу електричних кіл постій-

ного та змінного (синусоїдного і несинусоїдного) струмів; 

 навчити теорії і методології аналізу симетричних і несимет-

ричних трифазних кіл із синусоїдними й несинусоїдними 

джерелами енергії; 

 навчити теорії і методології аналізу перехідних процесів в 

електричних колах із зосередженими параметрами; 

 ознайомити з основними законами і методами розрахунку 

нелінійних кіл постійного та змінного струму. 

Предметом вивчення дисципліни є основні закони теорії 

електричних та магнітних кіл та оволодіння навичками їх прак-

тичного застосування для дослідження і розрахунків сучасних 

електротехнічних пристроїв. 

Конспект лекцій з курсу «ТЕМК» складається з п’яти частин. 

Перші три частини призначені для студентів денної форми навчання, а 

четверта та п’ята для студентів заочної форми навчання. Ми зупини-

мося на четвертій частині. 
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РОЗДІЛ 1 ЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ПОСТІЙНОГО 

СТРУМУ 

 

1.1 Електричне коло, електрична схема та їх елементи 

 

Електричне коло – сукупність пристроїв, призначених для 

передачі, розподілу і взаємного перетворення електромагнітної 

та інших видів енергії та інформації, якщо процеси, що відбува-

ються у пристроях, можуть бути описані за допомогою понять 

про електрорушійну силу (ЕРС), струм та напругу. 

Основні елементи електричного кола: 

- джерела електричної енергії – пристрої, що перетворю-

ють механічну, теплову, хімічну та інші види енергії в електро-

магнітну (генератор, акумуляторна батарея та ін.); 

- перетворювачі електромагнітної енергії (трансформатори, 

перетворювачі частоти та ін.); 

- пристрої передачі електромагнітної енергії (лінії переда-

чі); 

- споживачі електромагнітної енергії, що перетворюють 

електромагнітну енергію в механічну, теплову, хімічну та інші 

види (двигуни, лампи розжарювання, резистори та ін.). 

Кожна група - це безліч різних приладів, що відрізняються 

за принципом дії, конструкцією тощо.    

Іншими словами, електричне коло – сукупність джерел та 

споживачів електромагнітної енергії, з'єднаних проводами, по 

яких може проходити електричний струм. 

Кола, в яких процеси отримання електричної енергії в 

джерелах, передача та перетворення в споживачах відбуваються 

при незмінних у часі струмах та напругах, називаються колами 

постійного струму. 

У курсі ТЕМК електричне коло замінюють моделлю (гра-

фічним зображенням), яка називається електричною схемою. 

Елементами електричної схеми є активні  й  пасивні елементи.  
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До пасивних елементів (аналог споживачів електромагніт-

ної енергії) відносять, умовне позначення яких подане на 

рис.1.1: 

- опір, Ом  - ідеалізований елемент, що приблизно замі-

нює резистор, в якому відбувається перетворення електричної 

енергії в теплову; 

- ємність, Ф  - ідеалізований елемент, який приблизно за-

мінює конденсатор, в якому накопичується енергія електрично-

го поля; 

- індуктивність Гн  - ідеалізований елемент, який прибли-

зно замінює котушку індуктивності, в якій може накопичуватися 

енергія магнітного поля. 

До активних елементів (аналог джерел електромагнітної 

енергії) відносять джерела електрорушійної сили та джерела 

струму. 

 

 

С R L 

 

 
Рисунок 1.1 - Умовні позначення елементів 

1.2 Джерела напруги і струму та їх перетворення  

 

Джерела енергії є причиною виникнення струмів і напруг в 

електричних колах. Для аналізу електричних кіл використовують 

поняття ідеалізованих джерел напруги та струму. 

Під ідеалізованим джерелом напруги розуміють таке дже-

рело, напруга на затискачах якого не залежить від струму, що 

проходить через нього і, яке характеризують тільки електрору-

шійною силою Е (рис.1.2,а). Якщо джерело напруги не ідеалізо-

ване, то воно має внутрішній опір R0, тому напруга на затиска-

чах залежить від величини струму, що проходить через нього 

(рис.1.2,б; де mU, mI - масштаби по напрузі та струму вольт-

амперної характеристики джерела). 
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Рисунок 1.2.  

 
а) б) 

Рисунок 1.2  

Під ідеалізованим джерелом струму розуміють таке дже-

рело енергії, сила струму якого j не залежить від навантаження, 

до якого це джерело під'єднане (внутрішній опір такого джерела 

0R ). Умовне позначення ідеалізованого джерела струму та 

його вольт-амперна характеристика (ВАХ) подана на рис.1.3. 

Фізично виконати ідеалізовані джерела струму та напруги 

неможливо. 

При розрахунку електричних кіл реальне джерело напруги 

з ЕРС E0 та внутрішнім опором R0, що з’єднане з навантажен-

ням, може бути представлено двома способами (рис.1.4,а і 

рис.1.4,б). Ці схеми еквівалентні щодо потужності, яка спожива-

ється навантаженням, і нееквівалентні щодо потужності, яка 

споживається внутрішнім опором R0. Для схеми рис.1.4, а:   

              ;0нн RIUE  (1.1) 

н

0

н

0

I
R

U

R

E
. (1.2) 

Позначимо: 0

0

н

0

  і    I
R

U
j

R

E
. (1.3) 

З урахуванням (1.3): 

н0 IIj , (1.4) 

а цьому рівнянню відповідає схема рис.1.4, б. Формула  

j
R

E

0

 (1.5) 

застосовується для переходу від реального джерела напру-

ги до реального джерела струму (і навпаки). 

У відношенні енергії, що споживається внутрішнім опором 

R0, ці схеми нееквівалентні, тобто для рис.1.4,а - 0

2

0 н RIP , а 
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для рис.1.4, б - 0

2

00 RIP . Потужність, що споживається опо-

ром навантаження Rн, для обох схем однакова: 

н
2

н н RIP . (1.6) 

 

 

I0

IнRн

ER0

Iн

j

Rн

R0

а)                                 б) 
Рисунок 1.4 

1 j2 I, A

j U, В

 

Рисунок 1.3  

 
Рисунок 1.3 

 

 

I0

IнRн

ER0

Iн

j

Rн

R0

а)                                 б) 
Рисунок 1.4 

1 j2 I, A

j U, В

 

Рисунок 1.3  

а) б)  
Рисунок 1.4 

1.3 Основні поняття, що характеризують електричні схеми 

 

Лінійні електричні кола – кола, всі елементи яких лінійні 

(резистор, ємність, індуктивність), тобто мають лінійні вольт-

амперні характеристики. Якщо коло має хоча б один нелінійний 

елемент (діод, стабілітрон, лампа розжарювання та ін.) – то воно 

нелінійне. 

Основними поняттями, що характеризують електричні схеми є 

вітка, вузол, контур. 

Вітка – ділянка кола, вздовж якої проходить один і той 

самий струм; утворюється вітка кількома послідовно з'єднаними 

елементами. 

 Вузол – точка на схемі, де з'єднуються три і більше вітки. Віт-

ки, приєднані до одних і тих самих вузлів, називаються парале-

льними. 

 Контур – будь-який замкнутий шлях, що проходить по 

декількох вітках. 
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 Розгалуженим колом називається коло, що має три і бі-

льше вітки, два і більше вузлів.  

Нерозгалуженим колом називається коло, що має тільки 

один контур (не має вузлів). 

1.4 Напруга на ділянці кола. Закон Ома для ділянки кола 

  

Напруга на ділянці кола – це різниця потенціалів точок ( ) 

між крайніми точками цієї ділянки.  

 

а

Uab R

b
I

Uab

а

R

с
I

E

b

          а)                                  б) 

Рисунок 1.5 

 
а)                                             б) 

Рисунок 1.5 

 

За визначенням 

 baabU . (1.7) 

При проходженні через опір R струму I : ba  на вели-

чину падіння напруги в опорі R, тобто 

RIba , (1.8) 

або  

RIU baab , (1.9) 

Таким чином, закон Ома для ділянки кола, що не має у 

своєму складі ЕРС (рис.1.5, а): 

 
R

U
I ab . (1.10) 

Розглянемо ділянку кола, що має у своєму складі ЕРС 

(рис.1.5,б). Для цього кола справедливими будуть вирази:  

.ERI

E

RI

U

ccba

bc

ca

baab

 (1.11) 

З попереднього виразу ERIUab . (1.12) 
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Таким чином, закон Ома для ділянки кола, що має у своє-

му складі ЕРС (рис.1.5, б) має вигляд: 

R

EU
I ab . (1.13) 

Якщо ділянка кола має у своєму складі кілька ЕРС, спря-

мованих у різні сторони, а також кілька опорів, то закон Ома ма-

тиме вигляд: 

i

iab

R

EU
I . (1.14) 

Примітка: коли напрямки ЕРС Ei і напруги Uab збігаються 

з напрямком струму I  в ділянці «ab», то в чисельнику беремо  Ei  

і напругу  Uab  зі знаками "+", і навпаки. 

 

1.5 Закони Кірхгофа 

  

Перший закон Кірхгофа виражає закон збереження заряду: 

алгебраїчна сума струмів віток, що сходяться у вузлі, в будь-який 

момент часу дорівнює нулю: 

0
1

n

k
kI , (1.15) 

де  k  –  номери віток, які зв'язані з даним вузлом. Якщо струм 

спрямований до вузла, то він входить у рівняння (1.15) зі знаком 

"+". 

Другий закон Кірхгофа виражає закон збереження енергії: 

алгебраїчна сума напруг ділянок замкнутого контура дорівнює 

нулю в будь-який момент часу: 

0
1

m

i
iU , (1.16) 

де  i – номер ділянки, що входить у контур. 

Частіше використовують інше формулювання другого за-

кону Кірхгофа: алгебраїчна сума падінь напруг уздовж контуру 

дорівнює алгебраїчній сумі ЕРС вздовж цього ж контура (знаки 

ЕРС або падінь напруг залежать від їх напрямків і обраних на-

прямків обходу контурів). 
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За першим законом Кірхгофа для схеми треба складати   n-

1  рівнянь, де n – кількість вузлів у схемі. 

За другим законом Кірхгофа треба складати  (m-n+1) рів-

нянь, де  m – кількість віток у схемі з невідомими струмами (як-

що вітка містить джерело струму, то струм цієї вітки відомий). 

Отже, система рівнянь за законами Кірхгофа повинна мати сті-

льки рівнянь, скільки невідомих струмів (віток). 

Розглянемо приклад складання системи рівнянь за закона-

ми Кірхгофа для схеми (рис.1.6): 

.

,

,0

343322

3122211

321

ERRIRI

EEERIRI

jIII

 (1.17) 

Порядок розрахунку струмів схеми за законами Кірхгофа. 

1. Визначаємо кількість вузлів і віток у схемі, а отже, кіль-

кість рівнянь за першим і другим законами Кірхгофа. 

2. Довільно вибираємо напрямки струмів у вітках і напря-

мки обходу контурів. 

3. Складаємо і вирішуємо систему відносно невідомих 

струмів. 

1.6 Енергетичний баланс у колах постійного струму 

  

На підставі закону збереження енергії кількість тепла, що 

виділяється в опорах схеми, повинна дорівнювати енергії, яка 

постачається за той самий час джерелами енергії, тобто потуж-

ність джерел енергії (напруги і струму) дорівнює потужності, 

що споживається опорами схеми: 
l

i

i

p

i

abi

k

i

ii RIUJIE
i

1

2

11

, (1.18) 

де  k - кількість ЕРС у схемі; p – кількість джерел струму у схе-

мі; l – кількість опорів у схемі; 

Uab – напруга між умовною точкою a, куди проходить 

струм джерела струму iJ , та умовною точкою b, звідки струм 

цього джерела струму проходить. 
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Правило складання бала-

нсу: якщо напрямок джерела 

ЕРС iE  і напрямок струму iI , 

що проходить через нього, збі-

гаються, то додаток ii IE  бе-

ремо зі знаком "+", навпаки - зі 

знаком "-". 

 

Рисунок 1.6 

J

2

J

E2E1

I3

I1

I2

R1

1

R2 E3

R3 R4

 
Рисунок 1.6 

Приклад складання балансу для схеми  

рис.1.6: 

12231211 UJIEIEIE . 

43

2

2

2

21

2

1 3
RRIRIRI . 

(1.19) 

 

1.7 Потенціальна діаграма 

 

Потенціальна діаграма – це графік розподілу потенціалу 

вздовж замкнутого контура або ділянки кола. По осі абсцис від-

кладають опори вздовж контура один за одним, починаючи від 

довільно обраної точки, потенціал беруть такими, що дорівню-

ють нулю. 

По осі ординат від-

кладають потенціали то-

чок контура. 

Приклад побуду-

вання діаграми (рис.1.7): 

 

 

R3 

, В R1 

1 
R1 

R3 1 

E 

I 

2 3 

4 R2 

Ri, Ом 
1 

2 

3 

4 

R2 

Рисунок 1.7 
 

Рисунок 1.7 

 

 ; / 321 RRREI 01 ; 112 RI ; 

;   ; 2RIE 03RI . 

 

1.8 Метод контурних струмів 

 

Метод застосовується для розрахунку кіл будь-якої склад-

ності й дозволяє зменшити кількість рівнянь, що треба було б 
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скласти за законами Кірхгофа, а саме з m до m-n+1, де n – кіль-

кість вузлів, а m – кількість віток у схемі. 

 Відповідно до цього методу роблять припущення, що в 

кожному незалежному контурі проходить свій контурний струм 

(незалежний контур – це контур, що містить хоча б одну вітку, 

яка не входить в інші контури). 

Кількість рівнянь, що треба скла-

сти за методом, дорівнюється кількості 

незалежних контурів, або числу рів-

нянь за другим законом Кірхгофа. 

Струми віток визначають за допомо-

гою контурних струмів.  

Потрібно мати на увазі, що кон-

турний струм – це зручне, але умовне 

розрахункове поняття, фізично існу-

ють лише струми віток. 

 

I11

E1I1

I2

R1

R2 E2

R3

I22

I3 E3

1 2

R4

Рисунок 1.8 

 
Рисунок 1.8 

Розглянемо схему рис.1.8, у якій довільно задамося напря-

мками струмів у вітках I1, I2, I3 і напрямками контурних струмів 

I11, I22 (за годинниковою стрілкою). Складаємо систему за дру-

гим законом Кірхгофа. 

,

,

23211222322

21222211411111

EERIRIRI

EERIRIRIRI
   (1.20) 

або 

.

,

233222211

2122224111

EERRIRI

EERIRRRI
 (1.21) 

Позначимо: 

24111 RRRR  - власний опір першого контура, дорів-

нює сумі усіх опорів, які належать контуру; 

3222 RRR  - власний опір другого контура, дорівнює 

сумі усіх опорів, які належать контуру; 

22112 RRR - взаємний опір першого та другого конту-

рів, дорівнює опору, що належить обом контурам, у даному ви-

падку - зі знаком "-"; 

23222111   ; EEEEEE  - власні ЕРС першого та друго-
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го контурів, які дорівнюють алгебраїчній сумі усіх ЕРС, які на-

лежать першому та другому контурам відповідно (знак "+" пе-

ред ЕРС Ei означає, що напрямок цієї ЕРС збігається з обраним 

напрямком відповідного контурного струму).  

Примітка: при користуванні цим методом контурні стру-

ми зручно направляти однаково (наприклад, за годинниковою 

стрілкою); тоді опори з однаковими індексами (   , 2211 RR і т. д.) - 

додатні, а з різними (   , 2312 RR і т. д.) - від'ємні. 

 Відповідно до позначень система (1.21) набуває вигляду 

.2222222111

1112221111 ,

ERIRI

ERIRI
 (1.22) 

 Після того, як з системи знаходять значення контурних 

струмів (у даному випадку - I11 і I22), визначають значення стру-

мів віток: 

   ;   ; 22322112111 IIIIIII . (1.23) 

 Якщо в колі є джерело струму, ввімкнене в деяку вітку, 

один з контурних струмів стає відомим (дорівнює струму дже-

рела струму з відповідним знаком), тоді кількість рівнянь скоро-

чується на одиницю. 

 Якщо схема має три незалежних контурів, то система мі-

стить три рівняння: 

.33333332223111

22233322222111

11133312221111

,

,

ERIRIRI

ERIRIRI

ERIRIRI

 (1.24) 

і загальне рішення системи має вигляд: 

,

,

,

33

33

32

22

31

1111

23
33

22
22

21
1122

13
33

12
22

11
1111

EEEI

EEEI

EEEI

 (1.25) 
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де 

333231

232221

131211

       

         

        

 

R  RR

RRR

 RRR

 - головний визначник системи (1.25); 

     
3332

232211

11
    

     
(-1)

R R

RR
 - алгебраїчне доповнення, що 

отримують з головного визначника системи шляхом викреслю-

вання першого стовпця і першого рядка та помноження отрима-

ного результату на (-1)
1+1

; 

     
3332

131221

12
   

    
(-1)

R R

RR
 - алгебраїчне доповнення, що 

отримують з головного визначника системи шляхом викреслю-

вання першого стовпця і другого рядка та помноження отрима-

ного результату на (-1)
1+2

  і т. ін. 

 

1.9 Метод вузлових потенціалів 

  

Це метод розрахунку електричних кіл, відповідно до якого 

за невідомі беруться потенціали вузлів, після визначення яких 

можна знайти струм будь-якої вітки із законом Ома. Врахуємо, 

що завжди можна один з вузлів схеми «заземлити» (потенціал 

його прийняти рівним нулю), тому система рівнянь для визна-

чення інших невідомих потенціалів вузлів повинна мати n-1 рів-

нянь.  

У основі методу – за-

кони Ома та перший закон 

Кірхгофа. Розглянемо схему 

рис.1.9, в якій «заземлюємо» 

вузол 3: 03 . 

За першим законом Кі-

рхгофа для вузла 1 та за зако-

ном Ома для віток 1, 2, 3:  

 

 

1 2

I4

3

E1

I1

I2

R1

R2

E2

R4

E4E3

R3

I3

3

E5

R5

I5

Рисунок 1.9 

 
Рисунок 1.9 
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0321 III . (1.26) 

 

11121 GEI . (1.27) 

 

2212 GEI . (1.28) 

 

3313 GEI ,   (1.29) 

де 
3

3

2

2

1

1

1
 ,

1
 ,

1

R
G

R
G

R
G  - провідності віток. 

 

Підставимо (1.27), (1.28), (1.29) у (1.26). Отримуємо: 

331122123211 GEGEGEGGGG . (1.30) 

Якщо скористатися аналогічними міркуваннями для вузла 

2, то  

431211 GGGG  

554411 GEGEGE . 
(1.31) 

Позначимо: 

32111 GGGG  - власна провідність вузла 1 дорівнює 

сумі провідностей усіх віток, що приєднані до вузла 1; 

54122 GGGG  - власна провідність вузла 2 дорівнює 

сумі провідностей усіх віток, що приєднані до вузла 2; 

12112 /1 RGG  - взаємна провідність вузлів 1 і 2, дорів-

нює сумі провідностей усіх віток, що напряму поєднують ці вуз-

ли. 

33221111 GEGEGEI , 55441122 GEGEGEI ; - 

вузлові струми відповідно першого та другого вузлів; добуток 

ii GE  беремо зі знаком  "+", якщо ЕРС iE  спрямована до вуз-

ла, відносно якого визначається вузловий струм. 

З урахуванням введених коефіцієнтів (1.30) і (1.31) набува-

ють вигляду 

.

,   

22222211

11122111

IGG

IGG
. (1.32) 

Після визначення із системи (1.32) потенціалів вузлів 1 та 2 
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знаходимо струми I1, I2, I3, I4, I5 за рівняннями (1.27)  (1.29), а також 

за рівняннями (1.33)  (1.34): 

4424 GEI , (1.33) 

5525 GEI . (1.34) 

 Деякі особливості застосування методу. 

Припустимо, що в схемі рис.1.9 у вітці, де проходить 

струм I5 немає опору R5, тоді 52 E  і достатньо тільки одного 

рівняння з системи (1.32) – першого. 

Коли у схемі два вузли - також потрібне лише одне рівнян-

ня для визначення потенціалу одного з вузлів. Так, для схеми 

рис.1.8, якщо 02 , то 

3322113211 GEGEGEGGG . (1.35) 

Враховуючи, що 12112U , отримуємо вираз для на-

пруги між вузлами 1 і 2: 

321

332211
2112

GGG

GEGEGE
U . (1.36) 

Останнє рівняння є основою методу двох вузлів, що засто-

совується для знаходження струмів у схемах, подібних розгля-

нутій (після визначення напруги між двома вузлами струми ві-

ток визначають за законом Ома). 

Порядок розрахунку за методом вузлових потенціалів: 

1. Довільно направляємо струми в вітках кола. 

2. Складаємо систему рівнянь за методом, що містить n-1 

рівнянь. Один з вузлів «заземлюємо». 

3. Визначаємо власні і взаємні провідності вузлів та вузло-

ві струми. 

4. Вирішуємо систему (визначаємо потенціали вузлів ко-

ла). 

5. За законом Ома визначаємо струми віток. 
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1.10 Еквівалентні перетворення гілок 

 

Припустимо, що ділянки схем рис.1.10,а і рис.1.10,б екві-

валентні щодо струму I і потенціалів вузлів а, b. Тоді рівняння 

для Gекв і Eекв (отримують за законами Кірхгофа для вузла а і за 

законом Ома для ділянок кола) мають вигляд:  

321

332211

GGG

GEGEGE
Eекв ; (1.37) 

321 GGGGекв . (1.38) 

 

Якщо деяка ЕРС iE  

спрямована у протилежну сто-

рону, ніж Eекв, то у чисельнику 

правої частини рівняння (1.37) 

добуток ii GE  беремо зі зна-

ком «-». 

Якщо між вузлами а і b 

також ввімкнене джерело стру-

му j, то у чисельник правої час-

тини рівняння (1.37) додаємо 

«+j» (якщо струм джерела 

струму j втікає в вузол а), або 

«-j» (якщо струм джерела 

струму j витікає з вузла а).  

 

b 

а 

E 1 

I 1 

R 1 

E 2 

I 2 

R 2 

I 

E 3 

R 3 

I 3 

E екв 

G екв 

I 
а 

b 

         а)                              б)   

Рисунок 1.10 

 
а)                         б) 

Рисунок 1.10 

1.11 Основні властивості електричних кіл постійного струму 

1.11.1 Поняття вхідних і взаємних провідностей 

Вхідна провідність - відношення струму однієї вітки (вітка 

має номер n) до ЕРС цієї ж вітки за умови закорочення ЕРС в 

інших вітках (позначення – Gnn).  

Взаємна провідність - відношення струму однієї вітки (ві-

тка має номер n) до ЕРС іншої вітки (вітка має номер m) за умо-

ви закорочення ЕРС в інших вітках (позначення – Gnm). Визна-
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чають вхідні та взаємні провідності розрахунковим і експериме-

нтальним шляхом. З поняттям вхідної провідності зв'язане по-

няття вхідного опору (відношення ЕРС однієї вітки до струму 

цієї ж вітки за умови закорочення ЕРС в інших вітках). Так вхі-

дний опір вітки n: 

nnn

n
вхnn

GI

E
R

1
. (1.39) 

1.11.2 Принцип взаємності 

Для будь-якого лінійного кола струм Ik у k-й вітці, який 

викликаний ЕРС Em, що знаходиться в m-й вітці, kmmk GEI , 

буде дорівнювати струму Im в m-й вітці, що викликаний ЕРС Ek, 

яка знаходиться в k-й вітці за умови, що Ek=Em чисельно. Прин-

цип доводиться з рівності kmmk GG  і Ek=Em. Тобто : 

mkkm GEI , kmmk GEI , а отже, mk II . 

1.11.3 Теорема компенсації 

У будь-якому електричному колі без зміни струморозподі-

лу в ньому опір зі струмом, що проходить в ньому, може бути 

замінений на ЕРС, що дорівнює падінню напруги на опорі 

( RIE ) і спрямована назустріч струму в цьому опорі 

(рис.1.11). 

 

R
E=I.R

I I

Рисунок 1.11 

 
Рисунок 1.11 

1.11.4 Принцип накладання і метод накладання 

  

Принцип накладання: струм у будь-якій вітці лінійного 

електричного кола буде дорівнювати алгебраїчній сумі струмів 

(так звані часткові струми), що викликані кожною з ЕРС окремо. 

Випливає принцип з лінійності рівнянь, що отримані на основі 

законів Кірхгофа для кіл з постійними параметрами. 

Наприклад, для схеми рис.1.12 струм I1: 



 

 23 

///

1

//

1

/

11 IIII , (1.40) 

де /

1I  - частковий струм першої вітки, що викликаний тільки 

ЕРС E1; 
//

1I  - частковий струм першої вітки, що викликаний 

тільки ЕРС E2; 
///

1I  - частковий струм першої вітки, що виклика-

ний тільки ЕРС E3 (на кожному етапі інші ЕРС треба закорочу-

вати).  

 З принципу накладення випливає метод накладання. 

 

I / 
2

E1I1

I2

R1

R2

E2

R3 I3
E3

I //
1

I //
2

R1

R2
E2

R3
I //

3

E1I / 
1R1

R2

R3 I/
3

I ///
1

I ///
2R2

R3 I ///
3

R1

E3

Рисунок 1.12 

 
Рисунок 1.12 

 

Порядок розрахунку за методом накладання 

1. Довільно направляємо струми у вітках. 

2. Розраховуємо часткові струми від дії кожної ЕРС чи ко-

жного джерела струму окремо. При цьому треба закорочувати 

інші джерела напруги та розмикати джерела струму (враховуємо 

також, що не треба закорочувати внутрішній опір джерела на-

пруги, якщо останній заданий).  

3. Алгебраїчно підсумовуємо часткові струми, орієнтую-

чись при цьому на обрані напрямки струмів у вихідній схемі.  

Примітка: частковими струмами не можна користуватися 

при розрахунку потужностей –  

1

2///

11

2//

11

2/

11

2

1 RIRIRIRI . 

1.11.5 Принцип лінійності 

 

 Якщо в лінійному колі змінюється ЕРС або опір в якій-

небудь одній вітці, то дві будь-які величини (струми і напруги) 

двох будь-яких віток пов'язані один з одним лінійними залежно-

стями виду: xbay . Тобто, якщо у схемі рис.1.12 зміню-
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ється 3E   ( 30 E ), то можна довести, що струми I1 і I2 

зв'язані залежністю 

21 IbaI . (1.41) 

1.12 Перетворення зірки опорів у еквівалентний трикутник 

  

Зіркою опорів називається таке з'єднання трьох опорів, при 

якому всі початки опорів, з’єднані в одну точку (рис.1.13,а), 

трикутником опорів називається таке з'єднання трьох опорів, 

при якому початок одного опору з’єднується з кінцем іншого 

(рис.1.13,б). 

 

2 3

0

I1

R2R3

R1

1

3

I3 I2

a)

R23

I3

R13

I31

I23

2

I2

R121

I1

б)

I21

Рисунок.1.13 

 
а)                                      б) 

Рисунок 1.10 

Схеми рис.1.13,а і рис.1.13,б еквівалентні у відношенні 

струмів I1, I2, I3 та  потенціалів вузлів 1, 2 і 3, якщо виконуються 

такі співвідношення: 

21

321

21

321
12 11

111

RR

RRR

GG

GGG
R   

3

21
21

R

RR
RR ; 

(1.42) 

31

321

31

321
13 11

111

RR

RRR

GG

GGG
R   

2

21
31

R

RR
RR ; 

(1.43) 
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32

321

32

321
23 11

111

RR

RRR

GG

GGG
R  

1

32
32

R

RR
RR ; 

(1.44) 

231312

1312
1

RRR

RR
R ;                     (1.45) 

231312

1223
2

RRR

RR
R ; (1.46) 

231312

2313
3

RRR

RR
R . (1.47) 

Формули (1.42)  (1.44)  застосовують для переходу від 

зірки опорів до трикутника, а (1.45)  (1.47) - для переходу від 

трикутника опорів до зірки опорів. 

 

1.13 Метод еквівалентного генератора  

 

У будь-якій електричний схемі завжди можна виділити 

яку-небудь вітку, а всю частину схеми, що залишилася, незале-

жно від її складності, умовно позначити прямокутником з двома 

вихідними затискачами (рис.1.14,а). По відношенню до виділе-

ної вітки ця частина схеми, що залишилася, є двополюсником. 

 

E2

вв в в

Iа

I

а)

RА

а

б)

R

А

а

в)

А

R

I/
а

г)

R

I//

E1

E2

E1

Рисунок 1.14 
 

Рисунок 1.14 
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Таким чином, двополюсник - це узагальнена назва схеми, 

що двома своїми вихідними затискачами приєднується до виді-

леної вітки. Двополюсники бувають активними (якщо мають у 

своєму складі хоча б одне джерело енергії) та пасивними (якщо 

не мають у своєму складі джерел енергії). 

Теорема про еквівалентний генератор: будь-який актив-

ний двополюсник по відношенню до виділеної вітки можна за-

мінити еквівалентним джерелом напруги, ЕРС якого дорівнює 

напрузі холостої ходи, а внутрішній опір - вхідному опору дво-

полюсника. 

Доведення: У вітку "ав" ввімкнемо дві рівні, але протилеж-

но спрямовані ЕРС E1 та E2 (рис.1.14,б). Відповідно до принципу 

накладання 
/// III , (1.48) 

де /I - частковий струм вітки з опором R, що викликаний ЕРС E1 

і всіма джерелами ЕРС та джерелами струму активного двопо-

люсника; //I - частковий струм, що викликаний тільки джерелом 

ЕРС E2  (E2=E1). 

За законом Ома 

R

EU
I ав 1/ . (1.49) 

Виберемо E1 таким чином, щоб 0/I , тобто - це режим 

холостої ходи (вітка "ав" - розімкнута), тоді - 

авххав UUEE 21 , а   
вхRR

E
II 2// , або 

вх

авхх

RR

U
I , (1.50) 

де авххU  - напруга холостого ходу на розімкнутих затискачах 

"ав"; вхR  - вхідний опір двополюсника відносно вхідних затис-

качів; R  - опір вітки "ав". 

Сукупність ЕРС авххUE2  і внутрішнього опору вхR  мо-

жна розглядати як еквівалентний генератор з ЕРС, що дорівнює 
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авххU , і внутрішнім опором, що дорівнює вхR . Формула (1.50) 

відповідає схемі рис.1.15. Теорема доведена. 

 

в 

а 

R 

I 
E 1 = U авхх 

R вх 

Рисунок 1.15 
Рисунок 1.15 

Використовують теорему для розраху-

нку струму в одній вітці електричного кола, 

цей метод розрахунку за розглянутою тео-

ремою має назви: 

 еквівалентного генератора; 

 активного двополюсника; 

 холостого ходу та короткого замикання. 

Порядок розрахунку за методом: 

1. "Виривають" опір у тій вітці, де треба визначити струм. 

2. Визначають вхR , при цьому закорочують усі ЕРС (якщо 

у джерела напруги заданий внутрішній опір, то його не закоро-

чують), і розривають всі джерела струму. 

3. Визначають напругу холостого ходу на розімкнутих за-

тискачах ххU . 

4. За формулою (1.50) визначають струм. 

Приклад розрахунку для схеми (рис.1.16,а) за методом на-

ведений нижче: 

вх

авхх

RR

U
I

3

3 ; 32 ERIЕU вхххавхх ; 

21

21

RR

EE
I хх  – рис.1.16,б; 

21

21

RR

RR
Rвх  – рис.1.16,г. 

 

вв

E1

Iхх

R1

R2
E2

E3

а

E1R1

R2
E2

R3 I3
E3

R1

R2

а
Rвх

Uавхх

б) г)а)

Рисунок 1.16 

  
Рисунок 1.16 
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1.14 Умова максимальної передачі енергії  

  

Нехай навантаження нR  підімкнуте до активного двопо-

люсника (рис.1.14,а), RRн , IIн ; constRвх , а нR0 . 

Знайдемо, при якому співвідношенні опорів вхR  та нR  буде 

передаватися максимальна потужність від активного двополюс-

ника навантаженню: 

нн RIP
н

2 , (1.51) 

вхн

авхх
н

RR

U
I . (1.52) 

Отже 

н

вхн

н R
RR

U
P авхх

2

2

. (1.53) 

 Для знаходження максимуму функції нн RfP треба 

взяти похідну виразу (1.53) й дорівняти її до нуля: 

0
2

4

22

вхн

нвхнвхн

н

н

RR

RRRRRU

dR

dP
авхх . (1.54) 

Звідки, 

02
2

нвхнвхн RRRRR ; (1.55) 

022

нвх
RR ;   або    

нвх
RR . (1.56) 

Оскільки друга похідна 0
2

2

н

н

dR

Pd
, то умова 

нвх
RR  відпо-

відає саме максимуму функції нн RfP .  

Підставимо (1.56) в (1.53) і отримаємо максимальну поту-

жність, яка може виділитися в навантаженні: 

н

н
R

U
P авхх

4

2

max . (1.57) 

 Коефіцієнт корисної дії (К.К.Д., ) при нвх RR : 
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IURR

RU

P

P

авхх

авхх

вхн

н

полн

н

2

2

  

вхн

н

вхн

вхнн

RR

R

URR

RRRU

авхх

авхх

22

2

, 

(1.58) 

де 
вхн

полн
RR

U
IUP авхх

авхх

2

 - повна потужність, що виробляєть-

ся еквівалентним генератором. 

Таким чином, 5,0 , якщо 
нвх

RR . При вхн RR   -  

5,0 . 

 Висновок: якщо потужність нP  значна, то працювати з 

таким низьким  К.К.Д. ( 5,0 ) неприпустимо. Але якщо нP  

мала (наприклад, потужність різних датчиків пристроїв автома-

тики), то такий низький К.К.Д. вважають задовільним, оскільки 

при цьому віддається максимально можлива активна потужність 

навантаженню. 

 Узгодження навантаження – вибір величини навантажен-

ня нR  рівним вхR  активного двополюсника. 

1.15 Передача енергії по лініям передачі 

  

Спрощена схема передачі електричної енергії зображена на 

рис.1.17. 

 

Rн

I

E

R0

U1 U2

Рисунок 1.17 

 

 На схемі позначено: 

U1 –напруга генератора на початку лінії; 

U2 - напруга на навантаженні (кінець лі-

нії); Rн - навантаження наприкінці лінії; 

R0 - опір проводів. 

У реальних лініях передач 

97,094,0 , тому U2 усього на кілька 

процентів відрізняється від U1. 
Рисунок 1.17 
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Побудуємо криві (рис.1.18), які повністю характеризують 

режим роботи лінії, при U1=сonst: 

 1. IUP 11 - потужність генератора; 

 2. 012 RIUU  - напруга на навантаженні; 

 3. 010

2

10

2

12 RIUIRIIURIPP  - поту-

жність у навантаженні; 

4. Визначимо ККД 

1

0

1

0

2

1

1

2 1
U

RI

IU

RIIU

P

P
 

н

н

н

н

RR

R

IRR

RI

0

2

0

2

. 

 При constP2  з підвищенням 2U  можна зменшити зна-

чення струму I і тому втрати у проводах Pпр знижуються, що до-

зволяє зменшити переріз проводів: 
2

2

22

0
U

P

S

l
IRP

np

пр

пр , (1.59) 

де npпр Sl , - довжина та перетин проводів. 

 

Р2

I

U2, Р1,

Р2, 

Imax=U1/R1

Imax

0,5
.

Р1

Imax/2

U2=0

U2= Uхх= U1

U2

Рисунок 1.18 

 
Рисунок 1.18 
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РОЗДІЛ 2 СИНУСОЇДНИЙ СТРУМ 

 

2.1 Основні величини, що характеризують змінний струм 

  

Струм, що змінюється за законом синуса, називається си-

нусоїдним (рис.2.1). Миттєве значення такого струму: 

tfItIi mm 2sinsin  

t
T

Im

2
sin , 

(2.1) 

де   Im – амплітудне, тобто максимальне значення струму, А;   – 

початкова фаза, визначає величину зсуву синусоїди відносно 

нуля (якщо  > 0 синусоїда зсунута вліво, а якщо  < 0 синусої-

да зсунута вправо), градуси; T – період, тобто час, за який відбу-

вається одне повне коливання, с; f  – частота коливань, тобто кі-

лькість коливань за секунду, 1/c=Гц;  - кутова частота, 

f2 , рад/с; t  – фаза, аргумент синуса, характери-

зує стан коливання. 

Якщо у синусоїдних величин однієї частоти однакові поча-

ткові фази, то говорять, що такі синусоїдні величини збігаються 

за фазою; якщо різниця фаз між синусоїдними функціями стано-

вить , то говорять, що ці функції знаходяться у протифазі, 

якщо різниця фаз між синусоїдними функціями становить 

2/ , то говорять, що ці функції знаходяться у квадратурі. 

Синусоїдні струми відносно низьких частот отримують за 

допомогою синхронних генераторів, а синусоїдні струми висо-

кої частоти (більш десятків кілогерц) - за допомогою напівпро-

відникових генераторів. 

На рис. 2.1 показана крива миттєвого значення струму (так 

звана хвильова діаграма), коли  > 0. 
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t

i(t)

T

T/2 ( )Im

Рисунок 2.1 

 
Рисунок 2.1 

 

Синусоїдна величина характеризується значеннями: 

- миттєвим, 

- амплітудним, 

- середнім,  

- діючим. 

 Середнє значення синусоїдної величини – це її середнє 

значення за половину періоду: 

m

T

mср IttI
T

I
2

d sin
2/

1
2/

0

 , mср II 638,0 . (2.2) 

 Діюче значення синусоїдного струму чисельно дорівнює 

значенню постійного струму, який за час, що дорівнює періоду 

Т, викликає виділення такої кількості тепла в провіднику з опо-

ром R, що і синусоїдний струм за той самий час Т. Діючий струм 

називають ще ефективним або середньоквадратичним.  

m
m

TT

I
I

ttI
T

tti
T

I
m

707,0
2

d sin
1

d sin
1 2

0

2

0

2  . (2.3) 

 Коефіцієнти, що характеризують синусоїдну функцію: 

- коефіцієнт амплітуди 2
I

I
k m

a ; 

- коефіцієнт форми 
22/2

2/

m

m

cp

ф
I

I

I

I
k . 
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2.2 Синусоїдальний струм активного опору 

 

Взагалі активний опір на змінному струмі R  є більшим, 

ніж активний опір на постійному струмі R__, внаслідок явищ 

концентрації струму в поверхневих шарах провідника (поверх-

невий ефект) і ефекту близькості.  

 

R iR

uR

Рисунок 2.2 

 

Але будемо вважати, що R = R__. 

Нехай по активному опору проходить 

синусоїдний струм  tIi m sin . 

Рисунок 2.2  

За законом Ома:  

       , sinsin tUtRIRiu mmR  (2.4) 

де mU   - амплітудне значення напруги на активному опорі 

         RIU mm   (2.5) 

З виразу (2.4) видно, що струм і напруга на активному 

опорі збігаються за фазою (різниця фаз між напругою і струмом 

дорівнює нулю: 0iu ) - рис.2.3. 

 

t

i(t)

T

iR

uR pR

Рисунок 2.3  

 
Рисунок 2.3 

 

Миттєва, активна потужність активного опору: 

1) Швидкість надходження енергії від джерел характеризу-

ється потужністю. Миттєва потужність - добуток миттєвої 

напруги на ділянці кола на миттєвий струм. Для активного опо-

ру:  

t
IU

ttIUiup mm
mmRRR 2cos1

2
sinsin . (2.6) 

Таким чином бачимо, що миттєва потужність має постійну 
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складову - 
2

mm IU
, та змінну складову - t

IU mm 2cos
2

. Мит-

тєва потужність в активному опорі має тільки позитивне зна-

чення і частоту в 2 рази більшу, ніж частота синусоїдного стру-

му. 

Активна потужність - це середнє значення миттєвої поту-

жності за період: 

2
22

1
d 

2

1
2

0

mm
RR

IU
tpP  

RIIU
IU mm 2

22
. 

(2.7) 

 

2.3 Синусоїдний струм індуктивності 

 

Будь-яка обвитка (котушка) має індуктивність і активний 

опір. На схемі котушку позначають так, як показано на рис.2.4. 

Як відомо, індуктивність – це елемент схеми заміщення, який 

дозволяє врахувати при розрахунках явища самоіндукції і нако-

пичування енергії магнітного поля.  

 

R L

Рисунок 2.4 

 

 

  

в   L   

u 
ab   i ab   

a   

Рисунок 2.5 

 
Рисунок 2.4 Рисунок 2.5 

Виділимо з схеми рис.2.2 тільки одну індуктивність –     

рис. 2.5. Нехай по активному опору проходить синусоїдний 

струм: tIi m sin . У котушці наводиться ЕРС: 

 90sincos
d

d tILtIL
t

i
Le mmL . (2.8) 

Позитивний напрямок ЕРС збігається зі струмом, а напру-

га на індуктивності:  

t

i
Leu LbaL

d

d
 

 90sin90sin  tUtIL mLm , 

(2.9) 
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де LmmmL XILIU  .-  амплітудне значення напру-

ги на індуктивному опорі; 
(2.10) 

      LfLX L 2   - індуктивний опір, Ом. (2.11) 

З виразу (2.9) бачимо, що напруга в індуктивності випере-

джає струм на 90 (різниця фаз між напругою і стру-

мом 90iu ). Тобто, якщо 0 Lu , то maxLi  (рис. 2.6). 

 

iL

uL

t

i, u

=90
о

pL

Рисунок 2.6  

 
Рисунок 2.6 

 

Миттєва потужність індуктивності: 

t
IU

ttIUiup mm
mmLLLL 2sin

2
cossin . (2.12) 

Миттєва потужність індуктивності може мати позитивний 

знак, тоді індуктивність накопичує енергію, що береться з дже-

рела, і від'ємний знак, тоді індуктивність віддає енергію в дже-

рело. 

Активна потужність індуктивності – середнє значення 

миттєвої потужності за період: 

0d 
2

1
2

0

tpP LL . (2.13) 

 

2.4 Синусоїдний струм ємності 

 

Ємність (рис.2.7) як елемент схе-

ми заміщення дозволяє врахувати 

явища зарядки конденсатора і накопи-

чування енергії електричного поля. 

 

Рисунок 2.7 

С i C 

u C 

 
 Рисунок 2.7 

 



 

 36 

Якщо  

constuC , то 0
dt

dq
iC . (2.14) 

Якщо  

tUu mC sin , то  tUCuCq mC sin . (2.15) 

і конденсатор періодично перезаряджається, що супроводжуєть-

ся проходженням через нього зарядного струму: 

tUC
t

tUC

t

U
C

q
i mC

mCC
C cos

d

sind

d

d

dt

d

 90sin90sin
1

tUtU
X

mCmC

C

,                                                      

Звідси, одержуємо 

90sin tUi mCC , (2.16) 

  

де CmmmC XI
C

IU
1

 - амплітудне значення напру-

ги на ємності, 

(2.17) 

   

CfC
X C

2

11
   - ємнісний опір, Ом. (2.18) 

 З (2.14) і (2.16) ми бачимо, що струм ємності випереджає 

напругу на ній на 90  (різниця фаз між напругою і струмом до-

рівнює 90iu ) - рис. 2.8. Тобто, якщо 0  Cu , то 

maxCi  - див рис.2.8. 

Миттєва потужність ємності (може мати позитивний і 

від’ємний знаки): 

ttIUiup mmCCCC cossin  

t
IU mm 2sin

2
. 

(2.19) 

Активна потужність ємності: 

0d 
2

1
2

0

tpP CC . (2.20) 
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Рисунок 2.8  

 
Рисунок 2.8 

 

2.5 Метод розрахунку кіл синусоїдного струму 

 

Розглянемо послідовне з'єднання активного опору, ємнос-

ті, індуктивності (рис.2.9). Нехай до кола прикладена синусоїдна 

напруга tUu mC sin . У колі проходить синусоїдний 

струм - tIi m sin . 

 

R С L
i

uR
uC

uLu

Рисунок 2.9 

 
Рисунок 2.7 

Нехай до кола прикладена 

синусоїдна напруга 

tUu mC sin . 

У колі проходить синусоїдний 

струм - tIi m sin . 

  

За другим законом Кірхгофа для миттєвих значень   

LCR uuuu . (2.21) 

З урахуванням раніше розглянутого 

tXItXItRIu LmCmm coscossin , (2.22) 

або   

CLmm XXttRItU cossinsin . (2.23) 

 Позначимо  

CL XXX  - реактивний опір кола. (2.24) 

 Тоді, 

tZtXRtXtR sinsincossin 22
, (2.25) 

де  
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R

X
arctg  - кут зсуву фаз між напругою u і струмом i; (2.26) 

  

    22 XRZ  - модуль повного опора кола. (2.27) 

 Отже вираз (2.23) можна записати: 

tZItU mm sinsin ,    (2.28) 

або ZIU mm . (2.29) 

 Розглянемо схему рис.2.10 – паралельне з'єднання трьох 

елементів – активного опора, ємності й індуктивності.  

tUu mC sin ,  tIi m sin  - напруга та струм на 

вході кола. 

Перший закон Кірхгофа:  

LCR iiii . (2.30) 

З урахуванням раніше розглянутого струму віток: 

tGUi mR sin , (2.31) 

де  

  
R

G
1

 – активна провідність. (2.32) 

  

tCUtBUi mCmC coscos , (2.33) 

де 

  CBC  – реактивна ємнісна провідність. (2.34) 

  

tBUi LmL cos , (2.35) 

де 

L
BL

1
 – реактивна індуктивна провідність. (2.36) 

Тоді вираз (2.30) набуває вигляду 

tBBtGUtI CLmm cossinsin , 

або 
(2.37) 

tBGUtI mm sinsin 22
, (2.38) 

де  - кут зсуву фаз між напругою u і струмом i, 
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G

B
arctg

G

BB
arctg CL , (2.39) 

CL BBB  – реактивна провідність. (2.40) 

 Застосуємо позначення: 

22 BGY  – повна провідність кола. (2.41) 

Остаточно маємо: 

YUI mm  (2.42) 

  

Формули (2.24), (2.26), (2.27), 

(2.29), (2.32), (2.36), (2.39), (2.40), 

(2.41), (2.42) - основа для розрахун-

ку найпростіших кіл синусоїдного 

струму тригонометричним методом 

 

R С

iR

i

u

iC

L

iL

Рисунок 2.10 
 

 Рисунок 2.10 

 

2.6 Потужність у колах синусоїдного струму  

  

Розрізняють повну, активну, реактивну потужності. 

Припустимо до якогось складного кола прикладена сину-

соїдна напруга tUu m sin , на вході кола проходить синусо-

їдний струм tIi m sin . 

Миттєва потужність: 

ttIUiup mm sinsin   

tIU 2coscos . 
(2.43) 

Активна потужність – середнє значення р за період, тоб-

то енергія, що виділяється в одиницю часу у вигляді теплоти на 

ділянці кола, що містить опір R: 

cos2cos
22

1
d 

2

1
2

0

IU
IU

tpP mm , (2.44) 

де cos  - коефіцієнт потужності. 
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При розрахунках синусоїдних кіл застосовують поняття 

реактивної потужності:  

sinIUQ . (2.45) 

Реактивна потужність додатна при відстаючому струмі (R-

L навантаження, >0) і від'ємна при випереджаючому струмі (R-

С навантаження, <0). Тобто індуктивність можна розглядати як 

споживач реактивної енергії, а ємність – як її генератор. 

Оскільки електричні машини й апарати конструюють для 

роботи на певні значення струмів і напруг, то їх характеризують 

не активною, що залежить від cos , а повною потужністю: 

IUS . (2.46) 

Повна потужність показує ту активну потужність, яку 

джерело енергії може віддати споживачу, якщо останній працює 

при cos =1. 

Трикутники опорів, провідностей і потужностей подані на 

рис. 2.11. 
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S 

 = arctg(X/R) 

B 

G 

Y 

Z
2
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2
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X 

R 

Z 

Y
2
= G

2
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2
 S

2
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2
+Q

2
 

 = arctg(B/G) = arctg(Q/P) 

Рисунок 2.11 

  
Рисунок 2.11 

 

2.7 Використання комплексних чисел для розрахунку елек-

тричних кіл 

  

Розрахунок електричних кіл суттєво полегшується, якщо 

зображувати синусоїдні величини векторами, або комплексними 

числами. 

Відповідно до формули Ейлера комплексне число 
je  дорів-
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нює: 

sincos je j , (2.47) 

і на комплексній площині зображується вектором, що має оди-

ничну довжину та складає з віссю дійсних чисел кут            

(рис. 2.12). Проекція 
je  на вісь дійсних чисел - cos , а на вісь 

уявних чисел - sin ; 1j  - уявна одиниця. 

Якщо замість числа 
je  

розглянути число j

m eI , то 

відповідно до формули Ейлера 

sincos mm

j

m jIIeI , і на 

комплексній площині воно зо-

бражується вектором, що має до-

вжину mI  і також складає з віссю 

дійсних чисел кут  

 

 

вісь дійсних 
чисел 

вісь уявних 
чисел 

e
j

 

+j 

+1  

sin  

cos  

Рисунок 2.12 

 

 Рисунок 2.12 

Кут  може бути будь-яким. Припустимо, що 

t , тоді 

tjItIeI mm

tj

m sincos , (2.48) 

де   tIm cos  – дійсна частина, tIm sin  – коефіці-

єнт при уявній одиниці  j. 

 Таким чином, синусоїдний струм tIi m sin  мож-

на уявити як проекцію вектора 
tj

m eI , що обертається з ку-

товою швидкістю , на вісь уявних чисел. Якщо синусоїдна фу-

нкція повністю характеризується амплітудою і початковою фа-

зою при відомій частоті, то початкове положення вектора 
tjj

m

tj

m eeIeI  повністю визначає синусоїдну функ-

цію tIi m sin , а комплексне число 
j

mm eII  назива-

ється комплексною амплітудою струму (
tje - оператор обер-

тання). Векторне зображення синусоїдних величин для нульово-

го моменту часу дає наочну картину взаємного розташування 
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комплексних амплітуд синусоїдних функцій і дозволяє легко 

проводити простіші операції.  

На комплексній площині від'ємні кути відкладаються про-

ти годинникової стрілки від осі дійсних чисел, негативні – за го-

динниковою стрілкою від осі дійсних чисел. 

Розглянемо приклад розв'язання задачі за допомогою ком-

плексної площини. 

Дана схема, що зображена на рис.2.13, 60sin101 ti , 

30sin52 ti . Знайти струм i. 

 За першим законом Кірхгофа для миттєвих значень стру-

му 21 iii . 

 Будуємо на комплексній площині вектори, що зображу-

ють струми i1, i2, та складаємо їх для отримання загального 

струму i. 
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Рисунок 2.13 
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Рисунок 2.13 

 

2.8 Дії з комплексними числами 

 

 Існують чотири форми запису комплексних чисел: 

 показова - 
305 j

m eI ; 

 полярна  - 305mI ; 

 алгебраїчна - 5,233,4 jI m , де 4,33 - дійсна частина, 

j2,5 - уявна частина; 

 тригонометрична -  30sin530cos5 jI m , як перехід 

від полярної форми ( 305mI ) до алгебраїчної 

( 5,233,4 jI m ). 

Дії над комплексними числами: 
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 множення роблять у полярній або показовій формі, на-

приклад: 

B  ,10754015305 ZIU mm . 

 ділення роблять також у полярній або показовій формі, 

наприклад: 

A  ,305
4015

1075 





Z

U
I m

m ; 

 складання або вирахування роблять в алгебраїчний фор-

мі, наприклад: 

66,8560sin1060cos1060101 jjI m

 , 

5,233,430sin1030cos103052 jjI m

 , 

16,633,95,233,466,8521 jjjIII mmm . 

Перехід від алгебраїчної до полярної форми має деякі осо-

бливості. 

Так, якщо вектор, що зображує комплексне число, знахо-

диться в першій або четвертій чвертях комплексної площини, 

перехід роблять таким чином: 





305
33,4

55,2
55,233,455,233,4 22 arctgjI m , 

55,233,4 jI m  





305
33,4

55,2
55,233,4 22 arctg . 

Якщо вектор, що зображує комплексне число, знаходиться 

у другій чверті комплексної площини, перехід роблять наступ-

ним чином: 

55,233,4 jI m  





 1505
33,4

55,2
18055,233,4 22 arctg . 

Якщо вектор, що зображує комплексне число знаходиться в тре-

тій чверті комплексної площини, перехід роблять таким чином: 
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55,233,4 jI m  





 1505
33,4

55,2
18055,233,4 22 arctg . 

Відомо, що j
j

1
; множення вектора на уявне число j 

означає його поворот на 90
 
проти годинникової стрілки. 

 

2.9 Символічний метод розрахунку кіл змінного струму 

  

Суть методу полягає у тому, що роблять перехід від систе-

ми інтегрально-диференціальних рівнянь, складених для миттє-

вих значень струмів і напруг, до системи алгебраїчних рівнянь, 

що складені відносно комплексних струмів, ЕРС і напруг. Сину-

соїдна величина зображується комплексним числом (символом), 

що заміщає її, диференціювання заміняється множенням на j , а 

інтегрування - діленням на j . 

 

2.10 Закони Ома і Кірхгофа в комплексній формі 

 

Розглянемо просте електричне коло (рис.2.14), до якого 

прикладена синусоїдна напруга tUu m sin , і в якому про-

ходить синусоїдний струм tIi m sin . Інтегрально-

диференціальне рівняння, що характеризує стан кола (другий 

закон Кірхгофа)  

- tu
Ct

i
LRiuuuu CCLR d 

1

d

d
. (2.49) 

 

R XL (L) XC (С)

Рисунок 2.14 

 
Рисунок 2.14 

 

Алгебраїчне рівняння, складене відносно комплексів стру-

му і напруг має вигляд 
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mCmLmRmmmm UUUI
C

jILjIRU
1

 (2.50) 

Одержаний вираз є другий законом Кірхгофа в комплекс-

ній формі. 

Застосуємо позначення: 

LX L , 
C

X C

1
  , CL XXX , 22 XRZ . (2.51) 

Відповідно індуктивним, ємнісний, реактивний опори, мо-

дуль повного опора. 

Тоді рівняння (2.50) набуває вигляду: 

C
LjRIU mm

1
 

ZIXXjRI mCLm , 

(2.52) 

де ZXXjRZ CL  - комплекс повного опора 

кола, 
(2.53) 

R

XX
arctg CL  - кут зсуву фаз між струмом і напргою. (2.54) 

ZIU mm  - закон Ома в комплексній формі. (2.55) 

 Розглянемо коло (рис.2.10), до якого прикладена синусої-

дна напруга tUu m sin , і на вході якого проходить си-

нусоїдний струм tIi m sin . Перший закон Кірхгофа для 

миттєвих значень струмів в інтегрально-диференціальній формі:  

t

u
Ctu

L
Guiiii CLR

d

d
d

1
, (2.56) 

де tu
L

iL d
1

,  
t

u
CiC

d

d
. 

Алгебраїчне рівняння, складене відносно комплексів стру-

му і напруг має вигляд: 

mCmLmR
mm

mm III

C
j

U

Lj

U
GUI

1
. 

(2.57) 

Одержали перший закон Кірхгофа у комплексній формі.  

Висновки: 
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- алгебраїчна сума комплексних струмів у вузлі дорівнює 

нулю 
n

k

kI
1

0 ; 

- алгебраїчна сума комплексних напруг уздовж замкнутого 

контура дорівнює алгебраїчній сумі комплексних ЕРС: 
n

k

m

k

kk EU
1 1

; 

- оскільки в основі усіх розглянутих методів розрахунку 

кіл постійного струму лежать закони Кірхгофа, то всі вони мо-

жуть бути використані для розрахунку кіл синусоїдного струму 

в комплексній формі. 

 

2.11 Комплексна провідність 

 

Комплексною провідністю ділянки кола називають відно-

шення комплексу струму до комплексу напруги на цій ділянці 

кола: 

BjGeY
eZZU

I
Y j

j

11
, (2.58) 

де G   -  активна  провідність; CL BBB   -  реактивна прові-

дність. 

Знайдемо G  і  B, якщо відомі  R,  X=XL-XC : 

XjRXjR

XjR

Z
BjGY

1
. 

222222 XR

X
j

XR

R

XR

XjR
 

(2.59) 

Тобто   

222 Z

R

XR

R
G , (2.60) 

222 Z

X

XR

X
B . (2.61) 

Знайдемо  R  і  X, якщо відомі  G і B: 



 

 47 

BjGBjG

BjG

Y
XjRZ

1
 

222222 BG

B
j

BG

G

BG

BjG
. 

(2.62) 

Тобто 

 
222 Y

G

BG

G
R , (2.63) 

222 Y

B

BG

B
X . (2.64) 

 

2.12 Баланс потужностей у складних колах змінного струму 

 

Припустимо, напруга на ділянці кола - uj
eUU , а струм 

-  ij
eII . 

 Кут зсуву фаз між напругою і струмом  iu . То-

ді комплексом повної потужності визначається: 

jjj
eIUeIeUIUS iu

~

= 

sincos IUIUQjP , 
(2.65) 

де ij
eII  - спряжене комплексне значення струму I . 

Вимір потужності робиться ватметром ,наприклад, елект-

родинамічної системи. Ватметр має дві котушки: одна – неру-

хома, підключена послідовно в ділянку кола, де роблять вимір 

потужності, виконана товстим проводом і має малий опір; друга 

- рухома, підключена паралельно ділянці кола, де роблять вимір 

потужності, виконана тонким проводом і має великий опір. 

Знак «*» ставлять на кінцях одной-

менних затискачів. Ватметр, показаний 

на рис.2.15, вимірює: 

  . cosReRe
^~

IUIUIUS авaвaв  

 

 

* 
* 

W 

a 

в 

I 

Рисунок 2.15 

 
 Рисунок 2.15 
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У будь-якому колі повинен виконуватися баланс як актив-

них, так і пасивних потужностей, тобто сума всіх потужностей, 

що віддаються джерелом повинна дорівнюватись сумі всіх по-

тужностей, що беруться споживачами: 
n

k

m

k

СПОЖДЖ PP
1 1

;     
n

k

m

k

СПОЖДЖ QQ
1 1

. 

 

2.13 Векторні й топографічні діаграми  

 

Векторні діаграми - діаграми, що зображують сукупність 

векторів синусоїдних величин, що розглядаються, на комплекс-

ній площині з дотриманням їх взаємної орієнтації. 

Топографічна діаграма - сукупність точок на комплексній 

площині, які зображують комплексні потенціали однойменних 

точок  на електричній схемі. Якщо потенціали точок зображува-

ти не точками, а векторами, то отримуємо векторно-

топографічну діаграму. 

Хвильова (часова) діаг-

рама – крива миттєвих зна-

чень струмів, напруг тощо. 

Розглянемо побудову вектор-

но-топографічної діаграми на 

прикладі схеми рис. 2.16. 

 

3

R С L

uR
uC

uLu

4

2

1

i

Рисунок 2.16 

 
 Рисунок 2.16 

 

 Порядок побудовм векторно-топографічної діаграми: 

 розраховуємо комплекс струму mI ; 

 визначаємо  ,  , LmmLmmR XIURIU CmmC XIU ; 

 вибираємо масштаби за струмом і за напругою – mI, mU ; 

 позначаємо точки на схемі (1-4); 

 останню точку (4 в нашому випадку) розташовуємо на 

початку координат, обхід робимо назустріч струму послідовно 

від останньої точки до першої; при цьому пам’ятаємо, що на-

пруга на активному опорі збігається зі струмом за фазою, напру-

га на індуктивності випереджає струм за фазою на 90 , напруга 
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на ємності відстає від струму за фазою на 90 . 

На рис.2.17 наведено прик-

лад побудови діаграми у випадку 

активно-ємнісного характеру ко-

ла (струм mI  випереджає напру-

гу 14mm UU   на вході кола). 

 

 

 

UmL 

UmC 

UmR 

Um 1 

Im 

1 

2 

3 

4 

+j 

+1 

Рисунок 2.17 

 
 Рисунок 2.17 

 

2.14 Умови передачі максимальної потужності від активного 

двополюсника до навантаження 

 

При передачі сигналів, особливо слабких, від джерела до 

навантаження часто потрібно забезпечити максимальну потуж-

ність цього сигналу в навантаженні методом підбору параметрів 

навантаження. 

До затискачів 11
/
 активного 

двополюсника підключене нава-

нтаження - рис.2.18. Нехай 

ooo XjRZ  є вхідний опір 

активного двополюсника з боку 

затискачів 11
/
, а ннн XjRZ  

- опір навантаження.  

 

 

 

1 

1
/
 

А 

Iн 

Zн 

Рисунок 2.18 

 

 Рисунок 2.18 

 

За теоремою про активний двополюсник струм наванта-

ження: 

ононoн

н
XXjRR

U

ZZ

U
I

// 1111 . (2.66) 

Активна потужність навантаження визначається за форму-

лою  

ннн RIP 2
. (2.67) 
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 Підставимо (2.66) в (2.67) і отримаємо: 

2

2

1111 //

онон

нхх

oн

хх
н

XXjRR

RU

ZZ

U
P . (2.68) 

Зрозуміло, що якщо 0XX н  при будь-якому значенні 

нR  струм maxнI . 

Тому 

 
2

2

11/

он

нхх
н

RR

RU
P . (2.69) 

Візьмемо від рівняння (2.69) похідну по нR  і прирівняємо 

її до нуля: 

4

22

11
2

d

d /

он

оннонхх

н

н

RR

RRRRRU

R

P
 

.coscoscos 000

0

tI
C

L
tIt

C

I
mm

m

 

(2.70) 

 Тобто активна потужність   P  є максимальною, коли 

нн ZZ  і умовами передачі максимальної активної потужності 

від активного двополюсника до навантаження є рівність ком-

плексного опора нZ  навантаження спряженому комплексу вхід-

ного опора 
*

оZ активного двополюсника. 

 

2.15 Резонанс у послідовному коливальному контурі 

  

Резонансний режим – це такий режим роботи кола, що мі-

стить хоча б одну індуктивність і хоча б одну ємність, під час 

якого вхідний опір є чисто активним.  

 Розрізняють два основних резонансних режими: 

- резонанс напруг; 

- резонанс струмів. 

Резонанс напруг – це такий режим роботи кола, що містить 
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послідовно поєднані ємності й індуктивності, під час якого вхі-

дний реактивний опір дорівнює нулю, а струм на вході збігаєть-

ся за фазою зі вхідною напругою. Резонанс  напруг відбувається 

в так званому послідовному коливальному контурі – рис.2.16. У 

такому контурі індуктивний опір компенсується ємнісним: 

,0CL XXX  

RZ вх , а сумарна реактивна потужність 0CL QQQ . 

Домогтися резонансу можна змінюючи частоту, ємність, 

індуктивність.  

Вводимо такі поняття: 

1) резонансна частота - частота під час резонансу 0 , яка 

знаходиться з умови  

CLC
LXX CL

1
        

1
     , 0

0

0 ;
 

(2.71) 

2) хвильовий (характеристичний) опір -  це ємнісний або 

індуктивний опір під час резонансу, тобто  

 
1

  
0

0
C

L

C
L ;

 
(2.72) 

3) добротність контура - це відношення напруги на ємно-

сті чи напруги на індуктивності до вхідної напруги; показує в 

скільки разів напруга на ємності чи напруга на індуктивності 

більше напруги на вході під час резонансу:  

   0

RRI

IL

U

U

U

U
q CL .

 
(2.73) 

Під час резонансу енергія магнітного поля дорівнює енер-

гії електричного поля і відбувається постійний перехід енергії 

магнітного поля в енергію електричного. Сума миттєвих значень 

енергії магнітного і електричного полів - це миттєва енергія еле-

ктромагнітного поля: 

22

22

c
емем

uCiL
www , (2.74) 

де   tIi m 0sin .   Миттєва напруга на ємності: 
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tUtUu CmCmC 00 cos
2

sin  

tIt
C

I
m

m

00

0

coscos  

tI
C

L
m 0cos . 

(2.75) 

Миттєве значення загального запасу електромагнітної ене-

ргії в резонансному режимі – величина постійна: 

.
22

cos
2

sin
2

22

0

22

0

2

2

mm

m

m

ем

UCIL
tI

C

C

L
t

IL
w

 

(2.76) 

Таким чином зменшення енергії електричного поля супро-

воджується збільшенням енергії магнітного поля ( і навпаки).  

Частотні характеристики послідовного коливального кон-

тура – це залежності різних параметрів контура від частоти 

(рис.2.19): 

;  ;
1

  ; fXXXf
С

XfLX СLСL  

. 
1

;

;    ;Z

22

22

22

22

f
XRC

U

C
IU

f
XR

LU
LIU

f
XR

U
IfXR

С

L  (2.77) 

Фазочастотна характеристика – це залежність кута зсуву 

фаз від частоти (рис. 2.19): 

R

СL
arctgf

/1
. (2.78) 



 

 53 

 

 

R 

XC 

o  

Z 
Z, XL, 

XC, X 
XL 

I 

o  

I, UL, 

UC,  

Uпит 

UС UL 

- /2 

/2 
 

Рисунок 2.19 

 
 Рисунок 2.19 

 

2.16 Резонанс у паралельному коливальному контурі 

 

Резонанс струмів - такий режим роботи кола, що містить 

паралельне з’єднання ємності й індуктивності, за якого вхідна 

реактивна провідність дорівнює нулю, а струм збігається за фа-

зою з напругою на вході кола.  

Під час резонансу струмів струми в 

паралельних вітках можуть бути значно 

більшими, ніж у загальній вітці, індукти-

вна реактивна провідність компенсується 

ємнісною, реактивна потужність дорів-

нює нулю: 

 .0   ;0 CLCL QQQBBB  

Отримати резонанс струмів можна 

змінюючи частоту, ємність, індуктив-

ність.  

 

 

С 
I 

U I2 

L 

I1 

R2 R1 

Рисунок 2.20 

 

 Рисунок 2.20 

 

Розглянемо реальний паралельний коливальний контур 

(рис.2.20), до якого прикладається синусоїдна напруга 

tUu mC sin . Знайдемо модулі струмів через провідності 

гілок 
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,YUI   11 YUI ,  22 YUI , (2.79) 

де 

;22 BGY  ;2

1

2

1 1 BGY  2

2

2

2 2 BGY . (2.80) 

Активні провідності віток: 

 ;
2

1

1

22

1

1
1

Z

R

LR

R
G    

2

2

2

2

2

2

2
2

1 Z

R

C
R

R
G . 

(2.81) 

Повна активна провідність кола 

- 21 GGG . (2.82) 

Реактивні провідності віток: 

 ;
2

1

22

1

1
Z

L

LR

L
BB L  

2

2

2

2

2

2

1

1

/1

ZC

C
R

C
BB C . 

(2.83) 

Повна реактивна провідність кола  

21 BBB . (2.84) 

Під час резонансу 21

2

21 GGGGYo  і тому загаль-

ний струм досягає мінімального значення - 

21 GGUYUI oo . Знайдемо резонансну частоту о з 

умови .
/1

/1
     0

22

2

22

1 CR

C

LR

L
BBBB

o

o

o

o
CL  

Отже, одержимо 

   .
/1

/1
22

2 CR

C
BBB

o

o
CL  (2.85) 

Таким чином, резонансна частота: 

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1 1

/

/1
 

R

R

CLRCL

RCL

CL
o . (2.86) 

З останнього виразу бачимо, що резонанс є можливим у 

випадках: 
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1) коли 1R
C

L
 та 2R

C

L
; 

2) коли 1R
C

L
 та 2R

C

L
; 

3) коли 21 RR
C

L
  - резонанс можливий при будь-

якій частоті, тому що вхідний опір має активний характер. 

Якщо  01R  та  02R , то струм вхZI   ,0 .  

Контури, у яких 21  a T RR  є малими в 

порівнянні з 
C

L
 звуться контурами з 

малими втратами – рис.2.21; для таких кон-

турів резонансна частота - 
CL

1
 0 . 

 

 

С L 

Рисунок 2.21 

 

 Рисунок 2.21 

Добротність контура q: 

I

I

I

I
q CL  . (2.87) 

Хвильова провідність :  

L

C
. (2.88) 

Залежності струму I і кута зсуву фаз   від кутової частоти 

 для реального контура, що поданий на рис. 2.20, зображені на 

рис. 2.22, а залежності параметрів BL, BC, B від кутової частоти  

для ідеального контура (рис.2.21)  - на рис. 2.23. 
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U·(G1+G2) 

o  

I 

o  

  

- /2 

/2 

 

U/R2 

U/R1 

Рисунок 2.22 

 

B 

BL, BC, 

B 

BC 

o 

 

BL 

Рисунок 2.23 

 

 

 

U·(G1+G2) 

o  

I 

o  

  

- /2 

/2 

 

U/R2 

U/R1 

Рисунок 2.22 

 

B 

BL, BC, 

B 

BC 

o 

 

BL 

Рисунок 2.23 

 

Рисунок 2.22 Рисунок 2.23 

 

2.17 Практичне застосування резонансу 

 

1. Підвищення коефіцієнта потужності (компенсація куту 

зсуву фаз). 

Для кращого використання електричних машин і апаратів 

бажано мати найбільш високий коефіцієнт потужності 

IU

P
cos , тобто намагатися отримати менший зсув за фазою 

між струмом і напругою. Високий cos  необхідний для змен-

шення втрат під час передачі енергії по лініях електропередач: 

якщо підвищувати cos , то струм, від якого залежить рівень 

втрат у проводах можна  зменшити: 
cos

     cos
U

P
I . 

На практиці це виконують так: конденсатор під’єднують  

паралельно до індуктивних елементів (наприклад, до асинхрон-

них двигунів) – рис. 2.24 (Iн – струм навантаження). 
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Iн 

2 

IC 

U 

U 

I 

I 
1 R 

С 

L 

IC 

Iн 

I=Iн, cos 1 

I 
R 

Iн U 

I=Iн+IC, cos 2 > cos 1  

Рисунок 2.24 
 

Рисунок 2.24 

 

 2. У передавачах та радіоприймальних пристроях (напри-

клад, настройка радіоприймача на яку-небудь станцію означає 

досягнення резонансу його коливального контура з частотою 

електромагнітних хвиль, що випромінює ця станція). У провід-

никовому міжміському зв’язку. 

 4. В електровимірювальній техніці і пристроях автомати-

ки. 

 5. У ферорезонансних стабілізаторах напруги. 

 Але якщо резонанс не передбачений спеціально, то він 

може визвати небажані наслідки - пробій ізоляції і пошкодження 

електротехнічних пристроїв.  
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РОЗДІЛ 3 ЧОТИРИПОЛЮСНИКИ 

 

3.1 Основні поняття і класифікація 

  

Чотириполюсник -  електричне коло, що має два вхідних і 

два вихідних затискачів (наприклад, трансформатор, мостова 

схема, і т. ін.). Поняття «чотириполюсник» використовують, ко-

ли треба визначити тільки вхідні й вихідні струми і напруги на 

вході й виході пристрою. Умовне позначення наведене на       

рис. 3.1.  

 

 

U2 

q 

I2 

n 

m p I1 

U1 

Рисунок 3.1 

 

На рис. 3.1 m, n – вхідні 

затискачі, до яких 

під’єднують джерело жив-

лення; p, q -  вихідні затиска-

чі, до яких під’єднують на-

вантаження; 

 
Рисунок 3.1 

 

 напруги і  струми 
вихідні   ,

 вхідні     ,

22

11

UI

UI
. 

Таким чином, чотириполюсник – передаточна ланка між 

джерелом живлення і навантаженням, які можуть змінюватися, 

але схема внутрішнього поєднання елементів чотириполюсника, 

залишається незмінними. 

 Класифікація чотириполюсників: 

- за принципом лінійності – лінійні й нелінійні; 

- за схемою внутрішніх поєднань –  Г-подібні, Т-подібні, 

П-подібні (рис.3.2); 

- активні (мають у своєму складі хоча б одне джерело ене-

ргії) і пасивні (не мають у своєму складі джерел енергії); 
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- автономні і неавтономні. Якщо автономний чотириполю-

сник відімкнути від схеми, то хоча б на одній парі затискачів 

існуватиме напруга; 

- симетричний (якщо зміна містами джерела живлення і 

навантаження не змінить струмів на вході й виході чотириполю-

сника) і несиметричний. 

 

 z1 

z3 z2 z3 

z2 z1 

z2 

z1 

q n 

m p 

Т-подібний 

q n 

m p 

Г-подібний 

q n 

m p 

П-подібний 

Рисунок 3.2 

  
Рисунок 3.2 

 

3.2 Основні рівняння чотириполюсника 

  

Для будь-якого лінійного пасивного чотириполюсника іс-

нують основні рівняння, що пов’язують струм 1I  і напругу 1U  

на вході зі струмом 2I  і напругою 2U  на виході. Розглянемо так 

звану А-форму запису системи основних рівнянь чотириполюс-

ника, для якої характерними  є саме такі напрямки струмів і на-

пруг, як показано на рис.3.1: 

,

,

221

221

IDUCI

IBUAU
 (3.1) 

де A, B, C, D – комплексні коефіцієнти, що залежать від виду 

внутрішніх поєднань елементів, опорів, частоти; визначаються 

шляхами розрахунку та досліду. 

Коефіцієнти чотириполюсника зв’язані між собою співвід-

ношенням: 

1CBDA . (3.2) 

Доведемо, що рівняння (3.1) існують. Відповідно до тео-

реми про компенсацію можна замінити опір нZ  зі струмом 2I  



 

 60 

на ЕРС 2E , що дорівнює нZIE 22  і спрямована назустріч 

струму 2I  (рис.3.3). 

 

 

Zн U1 E2 

I2 

q 

E1 
U2 

n 

m p I1 I2 

q 

U1 

E1 

U2 

n

  

m p I1 

              а)                                             б) 

Рисунок 3.3 
  

  
а)                                   б) 

Рисунок 3.3 

 

Запишемо вирази для струмів  1I  та  2I , використовуючи 

метод накладання та поняття вхідних і взаємних провідностей. 

,

,

2222112

1221111

YEYEI

YEYEI
 

(3.3) 

(3.4) 

де 11Y , 22Y  – власні провідності вхідної і вихідної віток, 

     2112 YY  – взаємні провідності вхідної (першої) і ви-

хідної (другої) віток. 

З (3.4) виразимо 

 
12

2

12

22
21

1

Y
I

Y

Y
EE . 

 

(3.5) 

 

Підставимо отриманий вираз (3.5) у рівняння (3.3). Отри-

маємо: 

12

11
2

12

2

122211
21

Y

Y
I

Y

YYY
EI . 

 

(3.6) 

 

Введемо позначення: 

12

22

Y

Y
A ;  

12

1

Y
B ;  

12

2

122211

Y

YYY
C ;  

12

11

Y

Y
D . 

 

(3.7) 

 

 Розмірності коефіцієнтів: A  і  D - безрозмірні величини, 

С – [Cм], В – [Ом]. Для симетричного чотириполюсника    A=D. 

 З врахуванням введених позначень і того, що 
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2211   , EUEU  можна переписати рівняння (3.5) та (3.6) у ви-

гляді: 

.

,

221

221

IDUCI

IBUAU
 

Підставимо вирази для коефіцієнтів A, B, C, D  (3.7) у рів-

няння (3.2) та переконаємось у виконанні співвідношення (3.2): 

1
2

2

1122

2

1122

12

12

12 Y

YYY

Y

YY
CDDA . (3.8) 

 Якщо поміняти місцями 1E  і нZ  та зробити ті самі опе-

рації, то отримаємо систему основних рівнянь чотириполюсни-

ка, коли його живлення здійснюється зі сторони вихідних затис-

качів.  

,

,

112

112

IAUCI

IBUDU
 (3.9) 

 Існують також інші форми запису рівнянь чотириполюс-

ника – Н, Y, Z, G, B. Наприклад, для Y – форми напрямок струму 

1I  такий  самий як і для А-форми, а напрямок 2I  –  протилеж-

ний А-формі. Y – форма запису має вигляд  

,

,

2221212

2121111

UYUYI

UYUYI
 (3.10) 

де   

B

A
Y

B
YY

B

D
Y 22211211   ;

1
  ; . (3.11) 

Таким чином, якщо з чотирьох величин  2111   ,  ,  , UUII  дві 

величини є відомими, то інші визначаються з основних рівнянь 

чотириполюсника за умови відомих коефіцієнтів. 

 Форма А застосовується в теорії кругових діаграм, форми 

Y, Z – у теорії синтезу кіл, параметри схем заміщення транзисто-

рів представляють у H-формі. 
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3.3 Визначення коефіцієнтів пасивного чотириполюсника  

3.3.1 Визначення коефіцієнтів шляхом розрахунку 

У цьому випадку повинні бути відомими схема з’єднання 

елементів і параметри цих елементів. 

Отримаємо вирази для визначення коефіцієнтів. Основні 

рівняння, як відомо, мають вигляд:  

.

,

221

221

IDUCI

IBUAU
. 

Припустимо, що струм і 2I =0  (режим холостого ходу на 

виході).  

Тоді  

,

,

21

21

хххх

хххх

UCI

UAU
  звідки  xx

хх

хх Z
C

A

I

U
1

1

1 , (3.12) 

де xxZ1  -  вхідний опір чотириполюсника у режимі холостої хо-

ди на виході. 

Припустимо, що струм 02U  (режим короткого зами-

кання на виході). Тоді    

,

,

21

21

кзкз

кзкз

IDI

IBU
  звідки  кз

кз

кз Z
D

В

I

U
1

1

1
, (3.13) 

де кзZ1  - вхідний опір чотириполюсника у режимі короткого зами-

кання на виході. 

Основні рівняння чотириполюсника, коли його живлення 

здійснюється зі сторони вихідних затискачів, як відомо, мають 

вигляд 

.

,

112

112

IAUCI

IBUDU
 

Припустимо, що на вході коротке замикання - 01U . 

Тоді 
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,

,

12

12

кзкз

кзкз

IAI

IBU
 

Звідки 

  кз

кз

кз Z
A

В

I

U
2

2

2 , (3.14) 

де кзZ 2  -  вихідний опір чотириполюсника у режимі короткого 

замикання на вході при живленні зі сторони виходу. 

Виразимо усі коефіцієнти через коефіцієнт А: 

.  ;   ;
1

2

1

2

1 кз

кз

кз

кз

кз Z

ZA

Z

B
DZAB

Z

A
C  (3.15) 

Скористаємося рівнянням (3.2), в яке підставимо рівняння 

(3.15): 

кзххкз

ххкз

хх

кз

кз

кз

ZZZ

ZZ
A

Z

Z
A

Z

Z
A

112

11

1

22

1

22   1 . (3.16) 

Висновок: якщо відомі кзххкз ZZZ 112   ,  , , то за формулами 

(3.15), (3.16) знаходять усі коефіцієнти чотириполюсника. 

Розглянемо приклад. Нехай у Т-

подібного чотириполюсника (рис.3.4)  

відомі параметри його елементів: 

Ом,  200 Ом,  100 LXR  

Ом  100CX . 

 

 

 

p 

z3=jXL 

z2=-jXC z1=R 

q n 

m 

Рисунок 3.4 

 

 Рисунок 3.4 

Визначимо коефіцієнти A, B, C, D: 

- живлення зі сторони входу, режим холостої ходи на ви-

ході: 4,632242001001 jXjRZ Lхх  Ом; 

- живлення зі сторони входу, коротке замикання на виході: 

100

20000
1001

jXXj

XjXj
RZ

CL

CL
кз  

4,63224200100 j Ом; 

- живлення зі сторони виходу, коротке замикання на вході: 
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200100

20000
1002

j

j
j

XjR

XjR
XjZ

L

L

Cкз  

4,386,983,613,77 j Ом; 

- за формулами (3.15), (3.16) визначаємо коефіцієнти: 







8,25128,1
4,632244,632244,386,98

4,632244,63224
A ; 

 Ом; 64,2-111,2238,4-98,6 8,25128,12


кзZAB  

Cм 89,2-005,0
4,63224

8,25128,1
/ 1







ххZAC ; 

Cм 8,05,0
4,63224

2,6422,111
/ 1







кзZBD . 

 Перевірка: 

.1249.05.025.0505.0

4.1535561.04.26564.0

2.89005.02.6422.111

8.05.08.25128.1

jj

CBDA







 

 

3.3.2 Дослідний шлях визначення коефіцієнтів чотириполю-

сника 

 Схема для визначення коефіцієнтів чотириполюсника зо-

бражена на рис.3.5.  

 

 

 

IС 

C 

 

U1 
U2 

q 

I2 

n 

m p 

IА1 V1 

W1 A1 A2 

V2 

I1 

Рисунок 3.5 

 
Рисунок 3.5 

 

Етапи визначення коефіцієнтів: 
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1. Дослід холостого ходу (живлення зі сторони входу чоти-

риполюсника): 

- модуль опору 
1

1

1

1
1

 амперметра  показання 

   вольтметра  показання 

A

V

I

U
Z

хх

хх
хх ; 

- модуль кута зсуву фаз 1хх:  

хххх

хх

хх
IU

P

11

1

1 arccos  

11

1

 вольтметра  показання амперметра  показання 

   ваттметра  показання 
arccos

VA

W
. 

2. Дослід короткого замикання (живлення зі сторони вхо-

ду): 

- модуль опору 
1

1

1

1
1

 амперметра  показання 

   вольтметра  показання 

A

V

I

U
Z

кз

кз
кз ;  

- модуль кута зсуву фаз φ1кз: 

кзкз

кз

кз
IU

P

11

1

1 arccos  

11

1

 вольтметра  показання амперметра  показання 

   ваттметра  показання 
arccos

VA

W
. 

3. Дослід короткого замикання на вході (живлення зі сто-

рони виходу, при проведенні цього досліду ватметр W2 треба 

ввімкнути в вихідне коло): 

- модуль опору 
2

2

2

2
2

 амперметра  показання 

   вольтметра  показання 

A

V

I

U
Z

кз

кз
кз ;  

- модуль кута зсуву фаз φ2кз: 

кзкз

кз

кз
IU

P

22

2

2 arccos  

22

2

 вольтметра  показання амперметра  показання 

   ваттметра  показання 
arccos

VA

W
. 

4. Досліди визначення знаків кутів 1хх, 1кз, 2кз виконують 

за допомогою ланцюжка “ ключ – конденсатор ”: 

- якщо при замиканні ключа К показання амперметра А1 

зменшиться, то це означає, що характер кола активно-
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індуктивний, а кут має знак “+”; 

- якщо при замиканні ключа К показання амперметра А1 

збільшиться, то це означає, що характер кола активно-ємнісний, 

а кут має знак “-”. 

За незамкнутого ключа К: 11
II A , за замкнутого ключа К: 

CA III 11
. Суть досліду ілюструють векторні діаграми 

(рис.3.6). 

 

 

IA1 

U1 

U1 

I1 

IC 0 

0 
IC 

I1 

R-L опір, IA1<I1 

IA1 

R-С опір, IA1>I1 

Рисунок 3.6. 

 
Рисунок 3.6 

 

3.4 Схеми заміщення пасивного чотириполюсника 

  

Будь-який складний чотириполюсник можна замінити 

більш простішим (Т-, П-подібними) і за цієї заміни три опори 

схеми 
321 ,, ZZZ  повинні бути розраховані таким чином, щоб 

схема заміщення давала б такі самі коефіцієнті  A, B, C, D, що й 

вихідний чотириполюсник. 

 

 

I3 

I2 I1 U1 U2 
z3 

z2 z1 

q n 

m p 

Рисунок 3.7 

 

Нехай деякий складний чо-

тириполюсник з коефіцієнтами 

A, B, C, D замінили Т-подібним 

чотириполюсником (рис.3.7). 

Знайдемо, якими саме мають бу-

ти опори 
321 ,, ZZZ , щоб коефі-

цієнти A, B, C, D залишались не-

змінними. 

Рисунок 3.7  
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Рівняння за першим і другим законами Кірхгофа: 

0

0

23322

321

UZIZI

III
   

02323122

321

UZIZIZI

III
 

(3.17) 

 

2

3

2
2

3

1 1
1

I
Z

Z
U

Z
I . (3.18) 

Порівняємо друге рівняння системи (3.1) з рівнянням 

(3.18). Зрозуміло, що 

.1,
1

3

2

3 Z

Z
D

Z
C  (3.19) 

 Для зовнішнього контура: 

0122211 UUZIZI  (3.20) 

221121 ZIZIUU . (3.21) 

 Підставимо рівняння (3.18) в (3.21): 

.1

1

3

21
212

3

1
21

221

3

2
2

3

12
21

Z

ZZ
ZZI

Z

Z
UU

ZIZ
Z

Z
I

Z

ZU
UU

 
(3.22) 

 

(3.23) 

 Порівняємо перше рівняння системи (3.1) з рівнянням (3.23). 

Зрозуміло, що 

.,1
3

21

21

3

1

Z

ZZ
ZZB

Z

Z
A  (3.24) 

 Таким чином, з (3.19) та (3.24): 

.
1

,
1

,
1

213
C

D
Z

C

A
Z

C
Z  (3.25) 

 Формули (3.25) використовуються для розрахунку 

321 ,, ZZZ , коли відомі коефіцієнти чотириполюсника. 

 



 

 68 

3.5 Годографи (кругові та лінійні діаграми) 

 

Багато практичних задач потребують дослідження залеж-

ності кола від різних факторів. Поряд з аналітичними методами 

використовують і графічні, тобто побудову годографів (діаграм). 

Годограф – геометричне місце кінців векторів, що зобра-

жують різні величини. Годографи можуть мати форму дуги кола 

– тоді вони називаються круговими діаграмами, або форму лінії 

– тоді це лінійні діаграми. 

 

3.5.1 Лінійні діаграми 

Розглянемо ділянку кола (рис. 3.8).  

 

 

R L 

Рисунок 3.8 

 
Рисунок 3.8 

 

Побудуємо геометричне місце кінців вектора, що зображує 

комплексний опір цієї ділянки LXjRZ  при зміні 

а) R0 ; 

б) LX0 . 

 Годографом у випадку а) є пряма, яка паралельна осі дій-

сних чисел і проходить через точку з координатами LX ;0  

(рис.3.9, а). Годографом у випадку б) є пряма, яка паралельна осі 

уявних чисел і проходить через точку з координатами 0 ;R  

(рис.3.9, б).  
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XL2 

Z3 

Z2 

+1 

R3 

Z3 

R2 

Z1 XL, 

R=0 

+j 

0  R  

R1 

Z2 

+1 

XL1 

Z1 

R, XL=0 

+j 

0  XL   

XL3 

          а)                                                б) 

Рисунок 3.9 
  

Рисунок 3.9 

 

Розглянемо інший приклад побудови лінійної діаграми для 

струму 21 III  при .constUab  Нехай ; , constXR L  

varCX  (коло – рис.3.10). 

 

 

Uab 

С 

I 

Uab 
I1 

L 

I2 R1 

а 

b 

p q 

I1=const 

I
 /

2 I
 //

2 

I
 // 

I
 / 

б) а) 

Рисунок 3.10 

 
Рисунок 3.10 

 

Струм 1I  відстає від abU  на кут  : 
R

X
arctg L . Струм 

2I  випереджає abU  на кут 90 . Годограф у цьому випадку – лінія  

pq. 

 Висновок: часто деяка комплексна величина визначається 

рівнянням виду BAN ,  де  consteAA j , 
jeBB  – 

змінна комплексна величина, в якій =const, а B0  ( ,  – 

кути комплексних величин  A  та B  відносно осі дійсних чи-
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сел). На комплексній площині вектор N


 є сумою двох векторів 

A


 та B


, один з яких ( A


) незмінний, а в іншого ( B


) – незмін-

ний напрям і змінна довжина: 

constBconstABAN β  , 0  ,  де  ,


. 

Тоді рівняння BAN  (3.26) 

на комплексній площині є рівнянням прямої, що проходить 

під кутом  до осі дійсних чисел через кінець вектора A


. 

 

3.5.2 Кругові діаграми  

Розглянемо провідність ділянки кола (рис.3.8): 

LXjR
Y

1
, коли 

а) R0  та constX L ; 

б) LX0  та constR . 

 

 

Y1 

Y3 

Y2 

R=  

Y=0 +1 
+j 

0  R  0  XL   

Y1 

Y3 

Y2 

+1 

+j 

XL=  

Y=0 
XL=0 

Y=1/R 

R=0 

Y=1/XL 

            а)                                     б) 

Рисунок 3.11 
 

Рисунок 3.11 

 

Годографом у випадку а) є дуга кола, що проходить через 

початок координат (рис.3.11,а). Годографом у випадку б) є дуга 

кола, що також проходить через початок координат  (рис.3.11,б). 

Висновок: зворотна величина лінійної функції BAN


 

на комплексній площині представлена рівнянням дуги кола, що 

проходить через початок координат 
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(3.27) 

 Таким чином, основне рівняння дуги кола, що проходить 

через початок координат на комплексній площині 

jeK

C
W

1




. (3.28) 

Основне рівняння дуги кола, що не проходить через поча-

ток координат на комплексній площині 

jL
eK

C
WW

1




  (3.29) 

 

3.5.3 Кругова діаграма струму для двох послідовно з’єднаних  

опорів 

 

Розглянемо схему на рис.3.12, для якої 

consteZZ
j 1

11 , jeZZ , де constZ  var, . 

 

 

Z1 I Z 

E 

Рисунок 3.12 

 
Рисунок 3.12 

 

Доведемо, що струм I  буде мати кругову діаграму: 

1

1

1 /1

/

ZZ

ZE

ZZ

E
I . (3.30) 

Позначимо 
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 кзI
Z

E

1

, (3.31) 

а також врахуємо, що  

jj
e

Z

Z
e

Z

Z

Z

Z

111

1 , (3.32) 

де 

 1 . (3.33) 

Таким чином, 

  
j

кз

e
Z

Z

I
I

1

1

. 
(3.34) 

Якщо порівняти (3.34) з (3.28), то зрозуміло, що це – рів-

няння дуги кола, що проходить через початок координат на 

комплексній площині. 
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РОЗДІЛ 4 ТРИФАЗНІ КОЛА 

 

4.1 Основні поняття і визначення 

 

Сукупність електричних кіл, в яких діють створені спіль-

ним джерелом синусоїдні електрорушійні сили (ЕРС) однакової 

частоти й амплітуди, але які відрізняються один від одного на 

кут 
m

2
 (m – кількість фаз) – це багатофазні симетричні систе-

ми. Багатофазні системи бувають дво-, три-, чотири-, шести-, 

дванадцятифазними. 

Трифазна симетрична система ЕРС – сукупність трьох 

синусоїдних ЕРС одної частоти, що мають однакові амплітуди 

та зсунуті між собою на 120 .  

Принцип отримання трифазної 

системи ЕРС: у рівномірному магніт-

ному полі з постійною кутовою швид-

кістю  обертаються 3 однакові жорст-

ко скріплені одна з одною котушки. 

Площини котушок зміщені у просторі 

одна відносно іншої  на кут 120 . У ко-

жній котушці наводяться ЕРС однако-

вої частоти і амплітуди, зсунуті за ку-

том 120  одна відносно іншої (рис.4.1). 

 

 

S 

 

B 

N 

Рисунок 4.1 

 

 Рисунок 4.1 

Графік миттєвих значень ЕРС eА, eВ, eС зображений на 

рис.4.2, а векторні діаграми – на рис.4.3. 

 

 
e 

eB eA 

t 

eC 

Рисунок 4.2 
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Рисунок 4.2 

Чергування фаз – послідовність проходження ЕРС через од-

накові значення (наприклад, через нуль). Таке чергування фаз, 

коли початкова фаза  ЕРС  eА дорівнює нулю, початкова фаза  

ЕРС  eВ  дорівнює  “-120 ”, а початкова фаза ЕРС eC дорівнює 

“+120 ”, називається прямим; миттєві значення фазних ЕРС при 

цьому: 

;sin tEe mA   ;120sin 0tEe mB   

.120sin 0tEe mC  
(4.1) 

Трифазне коло – сукупність 

трифазної системи ЕРС, трифазного 

навантаження чи навантажень та 

з’єднуючих проводів. 

 Фаза – ділянка трифазного ко-

ла, по якій проходить один і той са-

мий струм. 

 

 

+j 

EC EB 

EA 

Рисунок 4.3 

 

 Рисунок 4.3 

 

Переваги трифазних систем порівняно з іншими багатофа-

зними системами: 

1) передача енергії на великі відстані трифазним струмом 

більш економічна з точки зору економії металу; 

 2) елементи трифазної системи такі, як асинхронний дви-

гун, трифазний генератор і трансформатор є простими у вироб-

ництві, економічні, надійні в роботі; 

 3) система має властивості незмінності величини миттє-

вої потужності за період синусоїдного струму, якщо наванта-

ження в усіх трьох фазах однакове. 

Усі ланки трифазного кола були розроблені російським 

вченим М.О. Доліво-Добровольским. Виводам фазних обмоток 

генераторів надають найменування “початок” і “кінець”. Почат-

ки позначають буквами А, В, С, а кінці - x, y, z. 
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4.2 Аналіз основних схем з’єднання трифазних кіл 

 

Основні схеми з'єднання у трифазних колах - це схеми 

з'єднання зіркою і трикутником.  

 

4.2.1 З’єднання обмоток генератора зіркою 

Якщо всі "початки" або всі "кінці" фазних обмоток з'єднані 

в один вузол (нейтральну точку чи, якщо вона заземлена, в ну-

льову) – таке з'єднання називається зіркою (рис.4.4).  

 

Рисунок 4.4 

A 

EВ UCA 

UBC 

UAB 

EA 

B 

C 

O 

EС 

лінійні проводи 

 

 
Рисунок 4.4 

 

Проводи, що з'єднують обмотки генератора або трансфор-

матора з навантаженням, називаються лінійними, а провід, що 

з'єднує нейтральні або нульові точки генератора і навантаження, 

відповідно нейтральним або нульовим. 

Співвідношення між фазними й лінійними напругами 

Напруги між початком і кінцем обмотки генератора ( AAO EU , 

,BBO EU CCO EU ) або на фазних навантаженнях 

(
111 cOвOaO UUU  , ,  - рис.4.7) – це фазні напруги. 

 Лінійні напруги дорівнюють різниці потенціалів між точ-

ками А, В, С  або різниці фазних напруг: 

BOAOAB UUU ;  COBOBC UUU ; AOCOCA UUU .  (4.2) 
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CAU

дж 

+1 

+j 

A 

B C 

O 

ABU  

BCU

дж 

30
 

 

AOA UE  

COC UE  

BOB UE  

Рисунок 4.5. 

 
Рисунок 4.5 

 

Відповідно до виразів (4.2) побудуємо векторну діаграму 

лінійних та фазних напруг (рис.4.5), з якої видно, що при пря-

мому чергуванні фаз лінійні напруги в 3  більші, ніж фазні й 

випереджають їх на 30 , тобто співвідношення між комплексами 

лінійних та фазних напруг мають вигляд 
0303 jeUU AOAB ;  

0303 jeUU BOBC ;  
0303 jeUU COCA . 

(4.3) 

 

4.2.2 З’єднання обмоток генератора трикутником 

При з'єднанні в трикутник фазні обмотки генератора, тран-

сформатора або навантаження з'єднані один з одним послідовно 

таким чином, що "початок" однієї фази генератора (або наван-

таження) з'єднується з "кінцем" іншої фази (рис.4.6), а кожна 

фаза навантаження вмикається між лінійними проводами, вна-

слідок чого вона знаходиться під лінійною напругою. Лінійна 

напруга одночасно є і фазною напругою, тобто Фл UU . 
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A 

B C 

 

EA=UAB 

EB 

EC 

Рисунок 4.6. 

 

Якщо до затискачів генера-

тора не під’єднане навантажен-

ня, то по обмотках не проходи-

тиме струм, тому що:  

CBA EEE  

0111 120120  jj eeE . 

 

Рисунок 4.6  

 

4.2.3 З’єднання обмоток генератора та трифазного наванта-

ження за типом “зірка-зірка” 

 

При з'єднанні "зірка-зірка" обмотки генератора й фазні на-

вантаження поєднуються зіркою. Таке трифазне коло може бути 

без нейтрального провода (трипровідна система, (рис.4.7)) або з 

ним (чотирипровідна  система (рис.4.8)). 

Проводи, що з'єднують генератор та навантаження, нази-

ваються лінійними, струми, що проходять по них – лінійні стру-

ми ( CBA III   ,  , ), а напруга між лінійними проводами – лінійна 

напруга ( CABCAB UUU   ,  , ). Для схем рис.4.7 і рис.4.8 фазні стру-

ми, що проходять по променях зірки, дорівнюють лінійним. 

Струм, що проходить по нейтральному проводу (рис.4.8), – 

струм нейтрального або нульового провода ( NI ). 

За позитивний напрямок струмів у лінійних проводах бе-

реться напрямок від джерела до навантаження, а в нейтральному 

проводі навпаки – від навантаження до джерела. 
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Рисунок 4.7 

 

 Струм у нейтральному проводі дорівнює геометричній 

сумі лінійних струмів (за першим законом Кірхгофа): 

CBAN IIII . (4.4) 
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Рисунок 4.8 

 

4.2.4 З’єднання обмоток генератора і трифазного наванта-

ження за типом “трикутник-трикутник”, “зірка-трикутник” 
 

Схема "трикутник-трикутник" характеризується тим, що 

обмотки генератора і фазні навантаження з’єднані трикутником 

(рис.4.9), а схема "зірка-трикутник" – тим, що обмотки генера-

тора з’єднані зіркою, а фазні навантаження – трикутником 

(рис.4.10).  
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Рисунок 4.9 

 

За позитивний напрямок лінійних струмів ( CBA III  , , ) 

береться напрямок від джерела до навантаження. Позитивний 

напрямок фазних струмів вибирають від точки "а" до "в" (струм 

авI ), від точки "в" до "с" (струм всI ), від точки "с" до "а" 

(струм caI ). 
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Рисунок 4.10 

 

4.3 Розрахунок трифазних кіл 

 Трифазне коло є різновидом кіл синусоїдного струму і 

тому його розрахунок та дослідження здійснюють за допомогою 

методів, що розглядалися раніше. Вважаємо, що трифазна ЕРС 

симетрична. 

 

4.3.1 Коло “зірка-зірка”  

Розглянемо несиметричне навантаження 

( CBA ZZZ ), коло з нейтральним проводом 
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За несиметричного навантаження, коли в нейтральному 

проводі є опір NZ  (рис.4.11), потенціали точок О і О1 не дорів-

нюють один одному.  

 

Рисунок 4.11 
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Рисунок 4.11 

 

Розрахунок кола здійснюють в такіій послідовності: 

- визначають напругу зміщення нейтралі, тобто напругу 

OO1
U , за виразом, що випливає з методу двох вузлів: 

NCBA

CCBBAA
OO1 YYYY

YEYEYE
U , (4.5) 

де NCBA YYYY   ,  , ,  – комплекси фазних провідностей і провід-

ність нейтрального провода: 

N

N

C

C

B

B

A

A
Z

Y
Z

Y
Z

Y
Z

Y
1

 ,
1

 ,
1

 ,
1

; (4.6) 

- визначають фазні напруги на навантаженні: 

OOCcOOOBвOOOAaO 111111
UEUUEUUEU   ;  ; ; (4.7) 

- визначають фазні струми: 

   ;  ;
1 CcOCВвOBAaOA 11

YUIYUIYUI . (4.8) 

 Струм у нейтральному проводі NI  визначають як суму 

фазних струмів (4.4). 

Коли в нейтральному проводі опір NZ  відсутній і наван-

таження несиметричне (рис.4.8) – 0OO1
U , і тому фазні струми: 

   ;  ; CCOCВBOBAAOA YUIYUIYUI , (4.9) 
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а струм нейтрального провода визначають як і в попередньому 

випадку за виразом (4.4). 

Розглянемо несиметричне навантаження ( CBA ZZZ ), 

коло без нейтрального проводау. 

Якщо навантаження несиметричне та нульовий провід від-

сутній (рис.4.7), фазні струми установлюються таким чином, що 

їх сума дорівнює нулю. Внаслідок чого відбувається, як і в ви-

падку несиметричного навантаження за наявності в нейтрально-

му проводі опора NZ , викривлення симетрії фазних напруг так, 

що навантаження опиняється під різними, не рівними один од-

ному (та фазним ЕРС) напругами. Потенціали точок О та О1 не 

дорівнюють один одному. Розрахунок кола здійснюють так: 

- визначають напругу зміщення нейтралі, тобто напругу 

OO1
U : 

CBA

CCBBAA
OO1 YYY

YEYEYE
U ; (4.10) 

- визначають фазні напруги на навантаженні за виразами 

(4.7); 

- визначають фазні струми за виразами (4.8). 

 

4.3.1.3 Симетричне навантаження ( CBA ZZZ ) 

За симетричного навантаження в усіх випадках, що відпо-

відають схемам рис.4.7, рис.4.8, рис.4.11, потенціали точок О і 

О1 дорівнюють один одному. 

Для схеми рис.4.7 та для схеми рис.4.11 відповідно: 

0
3

  
A

CBAA
OO1 Y

EEEY
U ;  

0
3

  
NA

CBAA
OO1 YY

EEEY
U , 

(4.11) 

тому що 0111 120120  jj eeEEEE CBA .  

Для схеми рис.4.8 0  OO1
U , тому що нейтральний провід 

вирівнює потенціали точок О та О1. Тоді фазні струми визнача-

ють за виразами (4.8) (з урахуванням того, що 
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CСOcOВВOвOАОaO 111
EUUЕUUЕUU   ;  ;А ), вони од-

накові за модулем і зсунуті за фазою на кут 120 . Струм нульо-

вого провода (для рис. 4.8 та рис. 4.11) – 0CBAN IIII . 

 

4.3.2 Кола “трикутник-трикутник” і “зірка-трикутник” 

 

Розглянемо кола “трикутник-трикутник” і “зірка-

трикутник” без урахування опорів підводячих проводів. 

Взагалі розрахунок кіл “трикутник-трикутник” (рис.4.9) і 

“зірка-трикутник” (рис.4.10) відрізняються тільки величиною 

напруги на фазних навантаженнях ( нянавантаженф. U ): у випадку кола 

“трикутник-трикутник” - генератора     ф.нянавантаженф. UU , а у 

випадку кола “зірка-трикутник” –  
303  фгенератора  UUU  лінійненянавантаженф. . 

Далі будемо розглядати коло “зірка-трикутник”, розраху-

нок якого проводять у такій послідовності: 

- комплекси фазних струмів визначають за виразами: 

 ;  ; всBC

вс

BC

всавAB

ав

AB
ав YU

Z

U
IYU

Z

U
I  

саCA

са

CA
са YU

Z

U
I  , 

(4.12) 

де CABCAB UUU  , ,  – лінійні напруги (4.3);  

        ,  , савсав YYY  – комплекси фазних провідностей: 

 
1

=  ;
1

=  ;
1

=
савсав ZZZ

савсaв YYY . (4.13) 

 Лінійні струми визначають за першим законом Кірхгофа 

для вузлів а, в, с: 

   вссаCаввсBсаавA ;; IIIIIIIII . (4.14) 

При симетричному режимі фазні струми в усіх фазах одна-

кові й зсунуті відносно своїх фазних напруг на однаковий кут, 

що визначається співвідношенням 
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ф

ф

R

X
arctg , (4.15) 

де Xф - реактивний опір навантаження; Rф - активний опір наван-

таження. 

Лінійні струми при цьому за модулем будуть рівними між 

собою, в 3  разів більшими, ніж фазні струми, а за фазою бу-

дуть відставати на кут 30
0
 при прямому чергуванні фаз, тобто 

  303 303 ;; всBавA

 IIII  
303 саC II . 

(4.16) 

Таким чином, при симетричному навантаженні фаз розра-

хунок трифазного кола можна звести до розрахунку однієї фази. 

При несиметричному навантаженні лінійні струми можуть 

бути більшими чи меншими, ніж фазні струми. 

 

4.3.2.2 Кола “трикутник-трикутник” і “зірка-трикутник” 

з урахуванням опорів підводячих проводів 

Розглянемо загальний випадок такого кола, коли опори в 

лініях не дорівнюють один одному (   лслвла ZZZ ) і наван-

таження фаз несиметричне (рис.4.12). 

а 

в с 

aвZ  

A 

B 

C 

caZ  

всZ  

вcI  

AE  

aвI  

BE  

caI  

AI  

BI  

CI  
CE  

лZ  

лZ  

лZ   

 
Рисунок 4.12 

 

 Розрахунок такої схеми слід виконувати шляхом заміни 

трикутника опорів еквівалентною зіркою. Опори променів зірки: 
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.=

;=  ;=

савсав

всса/

савсав

аввс/

савсав

саав/

ZZZ

ZZ
Z

ZZZ

ZZ
Z

ZZZ

ZZ
Z

c

вa

 
 

(4.17) 

 Якщо навантаження фаз симетричне, тобто 

фZZZZ савсaв , то опір променів еквівалентної зірки 

3

ф/// Z
ZZZ cвa . (4.18) 

 У результаті перетворення одержуємо еквівалентну схе-

му, зображену на рис. 4.13, лінійні струми якої  ( CBA III  , , ) в 

загальному випадку розраховується як у схемі "зірка-зірка" при 

несиметричному навантаженні, а саме: 

- визначають повні опори ( CBA ZZZ   ,  , ) та провідності 

( CBA YYY   ,  , ) кожної фази, враховуючи що опори з'єднуваль-

них проводів ввімкнені послідовно з опорами відповідних про-

менів еквівалентної зірки: 

 
1

  =
/

;;
A

AлаaA
Z

YZZZ  

 
1

  =
/

;;
В

ВлввВ
Z

YZZZ  (4.19) 

 .
1

  =
/

С

СлссС ;
Z

YZZZ  

лZ  

лZ  

лZ  

O1 

аZ  

cZ  
вZ  

A 

B 

C 

а 

в с 

AI  

BI  

CI  

 

 
Рисунок 4.13 
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- визначають напругу зміщення нейтралі 

CBA

CCBBAA
OO1 YYY

YEYEYE
U ; 

- визначають лінійні струми 

  ,  , BOOBBAOOAA 11
YUEIYUEI  

COOCC 1
YUEI . 

 Фазні струми в навантаженнях савсав ZZZ  ; ;  вихідної 

схеми (рис.4.12) визначають за законом Ома: 

 
Z

= ;
Z

= ;
Z

=
са

ca

вс

вс

ав

ав UUU
caвсав III , (4.20) 

 де   ; ; caвсав UUU  – лінійні напруги на навантаженні: 

.ZZ==

;ZZ==

;ZZ=

асаOсOca

свсOвOвc

вaвOaOав

11

11

11

АС

СВ

ВA

II

II

II

UUU

UUU

UUU

 (4.21) 

 

4.4 Аварійні режими в трифазних колах 

 

4.4.1 Схема "зірка-зірка" 

Обрив лінійного провода в колі "зірка-зірка" з нейтраль-

ним проводом (рис. 4.14). 

 

а A 

B 

C 

O1 O 
в 

с 

 

ZА 

IC 

EA 

UAa 

EB 

EC 

IN 

IB 

IA 

ZВ 

ZС 

Рисунок 4.14  

 
Рисунок 4.14 

У цьому випадку (рис.4.14) 0AI , а фазні струми 
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CB II  , залишаються тими ж, що і в колі "зірка-зірка", тобто:  

,
B

BO

B
Z

U
I

C

CO

C
Z

U
I .     (4.22) 

Струм у нульовому проводі: 

CBN  III . (4.23) 

Фазні напруги на навантаженні:  

, ,0 BOвОаО 11
UUU   .СOсО1

UU  (4.24) 

Напруга на затискачах розриву дорівнює фазній напрузі: 

AОAa UU . (4.25) 

Обрив лінійного провода в схемі "зірка-зірка" без нейтра-

льного провода (у схемі рис.4.14 треба вимкнути нейтральний 

провід). 

У цьому випадку лінійна напруга  ВCU  прикладається до 

послідовного з'єднання двох опорів СВ  і ZZ ; і якщо СВ   ZZ  во-

на (напруга) рівномірно розподіляється між цими опорами. 

Струми 

CB

BC
CB ZZ

U
II . (4.26) 

  

Напруга на затискачах розриву дорівнює: 

BABABBAa ZIUEEZIU BB , (4.27) 

і якщо  

СВ   ZZ , то   AОAa 5,1 UU .     (4.28) 

 Напруга зміщення нейтралі:  

BBOOO1
ZIUU B .   (4.29) 

 

Коротке замикання у фазі  

(схема "зірка-зірка" без нульового провода - рис. 4.15) 
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а A 

B 

C 

O1 O 
в 

с 

 

IC 

EA 

EB 

EC 

IB 

IA 

ZВ 

ZС 

Рисунок 4.15  

 
Рисунок 4.15 

 

Напруга зміщення нейтралі 

AEU OO1
. (4.30) 

Напруги на навантаженнях: 

0
1аОU , ООBOвО 11

 UUU , 

ООСOсО 11
UUU . 

(4.31) 

Фазні струми: 

 ,

B

1вO

B
Z

U
I  ,

B

1CO
C

Z

U
I CBA III . (4.32) 

 

4.4.2 Схема "зірка-трикутник" 

Обрив одного з фазних проводів (рис.4.16) 

При обриві одного з фазних проводів, наприклад, у фазі 

"вс" (рис.4.16), фазний струм 0всI , струми caI  та авI  зали-

шаються без змін. Тому лінійний струм  саавA III  зберігає 

своє значення, а лінійні струми BI  та CI  змінюються: 

  ; caCавB IIII . Таким чином, зміна навантаження в одній з 

фаз зумовлює одночасну зміну двох лінійних струмів і не впли-

ває на величину фазних напруг, струмів двох інших фаз і на ве-

личину третього лінійного струму. 

Обрив лінійного провода у фазі А (рис.4.17) 

При обриві одного з лінійних проводів, наприклад, у фазі 

"А", режим роботи схеми змінюється. Опір фази "вс" буде, як і 
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раніше, знаходитися під нормальною лінійною напругою BCU , 

струм всI  у цій фазі  не зміниться. Опори фаз  "ав" і "са" вияв-

ляться послідовно з'єднаними та увімкненими до напруги 

'' '-' BCU . 

Якщо саав ZZ , то напруга '' '-' BCU  розподілиться між 

ними порівну, а якщо саав ZZ , то напруга '' '-' BCU  розподі-

литься прямо пропорційно величинам цих опорів, при цьому у 

фазах "ав" і "са" проходитиме один і той самий струм:  

саав

BC

ZZ
==

U
caав II . (4.33) 

 Лінійні струми визначаються так: 

0= ;-=-= AсавсCB IIIII . (4.34) 
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Рисунок 4.16                                                              Рисунок 4.17 

 

 
Рисунок 4.16 
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Рисунок 4.17 
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РОЗДІЛ 5 КОЛА ІЗ ВЗАЄМНОЮ ІНДУКТИВНІСТЮ 

 

5.1 Поняття взаємної індуктивності 

  

Якщо зміна струму в одному елементі кола призводить до 

появи ЕРС в іншому елементі кола, то говорять, що ці два еле-

менти індуктивно зв’язані, а ЕРС, що виникає при цьому, нази-

вається ЕРС взаємної індукції (eМ). Кола, в яких крім ЕРС само-

індукції наводяться ЕРС взаємної індукції, називаються індук-

тивно або магнітозв’язаними колами. 

 (Примітка: явище самоіндукції – явище наведення в 

якомусь контурі ЕРС при зміні струму, що проходить по цьому 

ж контуру). 

 Нехай є дві котушки (рис.5.1), умовно подані у вигляді 

витків і віддалені одна від одної на деяку відстань.  

 

Ф21

Ф12

Ф22Ф11

i2i1

Рисунок 5.1  

 
Рисунок 5.1 

 

По котушках проходять синусоїдні струми i1 і i2. Витки 1-ї 

котушки зчеплені з магнітним потоком самоіндукції Ф1: 

12111 ФФФ , (5.1) 

де 11Ф  – частина магнітного потоку Ф1, який замикається, про-

ходячи тільки через перший контур;  

12Ф  – частина потоку Ф1, який замикається, проходячи 

через другий контур. 

Аналогічно для другого контура:  

21222 ФФФ . (5.2) 
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Зрозуміло, що кожна котушка зчеплена з двома магнітни-

ми потоками: самоіндукції і взаємоіндукції.  

Повне потокозчеплення 1-го і 2-го контурів: 

21121111п ψψФФψ w , 

122212222п ψψФФψ w , 
(5.3) 

де w1, w2 – число витків 1 і 2 контурів; 

Знак  «+» у формулі (5.3) ставиться в тому випадку, коли 

потік самоіндукції (створюється струм ом власного контура) і 

потік взаємної індукції направлені узгоджено. 

 Введемо поняття взаємної індуктивності M (Гн), яка до-

зволяє при розрахунках врахувати явище взаємоіндукції і явище 

накопичення енергії в магнітному полі індуктивно зв’язаних ко-

тушок. Для нашого випадку: 

1

12

2

21

2112

ψ
 

ψ
MMM

ii
. (5.4) 

Взаємна індуктивність М залежить від взаємного розташу-

вання, геометричних розмірів котушок, числа витків і від  (від-

носна магнітна проникність осердя); вона може бути визначена 

за допомогою досліду. 

Коефіцієнт індуктивного зв'язку між двома контурами з 

індуктивностями L1 і L2   і взаємною індуктивністю М 

21

М

LL
k . (5.5) 

Зрозуміло, що   .1k Коефіцієнт індуктивного зв'язку 

,1k  якщо весь потік, що створюється 1-м контуром, буде зче-

плений з другим контуром і залежить від взаємного розташу-

вання контурів (зміна індуктивного зв’язку досягається перемі-

щенням однієї котушки відносно іншої). 

 Відмітимо, що М може бути більше L1 (або L2), але не 

може бути більше і L1, і L2 одночасно.  
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5.2 Розрахунок електричних кіл за наявності в них 

індуктивно зв’язаних котушок 

 

При складанні рівнянь для індуктивно зв’язаних кіл необ-

хідно знати узгоджено або зустрічно направлені потоки самоін-

дукції і взаємоіндукції (або ще говорять: узгоджено або зустрі-

чно включені котушки), тобто знати напрям намотування витків 

котушок і напрям струму в них. 

Котушки включені узгоджено , якщо струми в них однако-

во орієнтовані щодо однойменних затискачів, які на схемах поз-

начаються «*»  або « ». При узгодженому включенні котушок 

ЕРС самоіндукції і взаємоіндукції складаються.  

На прикладі рис.5.2 розглянемо методику складання рів-

нянь за законами Кірхгофа для розрахунку магнітозв’язаних кіл 

(включення котушок – узгоджене): 
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Рисунок 5.2 
 

Рисунок 5.2 

 

.d
1

d

d

d

d

,d
1

d

d

d

d
d

1

,

2222

2

13
233

1222

2

31
11

1

11

321

eRiti
Ct

i
M

t

i
LRi

eRiti
Ct

i
M

t

i
Lti

C
Ri

iii

 (5.6) 
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де 
t

i
M

t

i
L

d

d

d

d 31
1 ,  

t

i
M

t

i
L

d

d

d

d 13
2  - падіння напруги в 1 і 2 

котушках відповідно. 

Перейдемо до системи рівнянь у комплексній формі: 

.2

2

222331

13

2

221

1

11

321

1

,
11

,

E
C

jRILjRIMjI

EMjI
C

jRILj
C

jRI

III

 
(5.7) 

Величина MX M - реактивний опір взаємної індуктив-

ності, Ом. 

Величина MjZ - комплексний опір взаємної індук-

тивності. 

 

5.3 Визначення взаємної індуктивності 

 

Розглянемо рис. 5.3  - послідовне включення двох індукти-

вно зв’язаних котушок. 

 

L2R1

e(t)

R2L1

М

( )

Рисунок 5.3 
 

Рисунок 5.3 

Нехай включення котушок – узгоджене. За другим законом 

Кірхгофа: 

eRi
t

i
M

t

i
L

t

i
M

t

i
LRi 2211

d

d

d

d

d

d

d

d
, (5.8) 

або:  

     22121 EMLLjRRI  (5.9) 

 Таким чином, комплексний опір кола в цьому випадку 
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.2 зг212121узг. XjRRMLLjRRZ  (5.10) 

Нехай включення котушок – зустрічне ( ). За другим зако-

ном Кірхгофа: 

eRi
t

i
M

t

i
L

t

i
M

t

i
LRi 2211

d

d

d

d

d

d

d

d
, (5.11) 

або:   

 22121 EMLLjRRI . (5.12) 

Комплексний опір кола в цьому випадку: 

зустр.212121зустр. 2 XjRRMLLjRRZ  (5.13) 

Отже, Mзустр.узг. 44 XМXX , звідки: 

4

XX зуструзг.
 М . (5.14) 

Вираз (5.14) використовується для визначення шляхом до-

сліду взаємної індуктивності М.  
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Розділ 6 НЕСИНУСОЇДАЛЬНІ СТРУМИ 

 

Розрахунки електричних кіл, виконані раніше, проводили-

ся у припущенні, що джерела енергії були або постійними, або 

синусоїдальними та викликали в елементах кіл постійні або си-

нусоїдальні струми. У реальних умовах криві ЕРС, напруги та 

струму лише у певних межах можуть вважатися синусоїдальни-

ми, при цьому зазначені параметри кіл можуть мати характер 

періодичний, квазиперіодичний (майже періодичний) і неперіо-

дичний. Це відбувається за рахунок наявності у електричних ко-

лах нелінійних елементів: вентиль (діод), електрична дуга, ко-

тушка зі сталевим осердям (дросель), різного роду електричні 

перешкоди і т.д., які спотворюють синусоїдальну функцію, при-

водячи до появи несинусоїдальних функцій струмів і напруг, 

крім того, саме джерело енергії може бути генератором несину-

соїдальної ЕРС (рис. 6.1). 
f(t)

t

T

f(t)

t

T
 

Рисунок 6.1 – Приклад несинусоїдальних  

періодичних функцій 

 

 6.1 Розкладання періодичної функції в тригонометричний 

ряд 

У всіх завданнях, де доводиться мати справу з періодич-

ними несинусоїдальними функціями струмів, ЕРС і напруг, не-

обхідно звести їх до більш простого виду, для якого можливе 

застосування відомих методів розрахунків. Процеси, що відбу-

ваються в лінійних електричних колах при несинусоїдальних 

струмах і напругах, зручніше за все розраховувати, якщо скори-

статися тригонометричним рядом Фур'є. У загальному випадку 

вираз цього ряду набуває вигляду 

f(ωt) = A0 + A1msin(ωt+ψ1) + A2msin(2ωt + ψ2) + … (6.1) 
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Запишемо вираз ряду Фур'є 

.)ψtsin(kAt)f(
0k

kkmω  

Перший доданок називається нульовою гармонікою або 

постійною складовою ряду, де k  номер гармоніки, при k = 0 , 

ψk = π/2, Akm = A0  нульова гармоніка. Вона присутня у складі 

ряду не завжди. Якщо функція симетрична щодо осі часу, то ну-

льової гармоніки немає. 

Другий доданок  це перша або основна гармоніка ряду, 

задає основний період T = 2π/ω. 

Усі інші доданки називаються вищими гармоніками ряду. 

Період кожної з них кратний періоду основної гармоніки. Зро-

бимо перетворення ряду, розкривши синус суми 

1k

kkkm0 )ψsintcoskψcost(sinkAAt)f( ωωω

 

1k

kmkm0 tcoskCtsinkBA ωω . 

(6.2) 

де 
kψcosAB kmkm
;    kkmkm ψsinAC ; 2

km

2

kmkm )(C)(BA  ;  

km

km
k

B

C
arctgψ .                              

Коефіцієнти ряду визначаються за такими формулами 
π

π

T/2

T/2

0 t)t)d(f(
π2

1
t)dtf(

T

1
A ωωω , 

π

π

km t)td(t)sinkf(
π

1
B ωωω , 

π

π

km t)td(t)coskf(
π

1
C ωωω . 

(6.3) 

Вирази для коефіцієнтів ряду дозволяють одержати розк-

ладання у ряд будь-якої періодичної функції, однак для більшо-

сті таких функцій, які використовуються у теорії електричних 

кіл. Ці розкладання вже отримані й можуть бути взяті у відпові-
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дній довідковій літературі. 

Склад елементів ряду може бути спрощений, якщо вигляд 

вихідної функції має той або інший видгляд симетрії (рис. 6.2). 

 
Рисунок 6.2 – Види симетрії періодичних функцій 

 

1) f(ωt) =  f(ωt+π) – функція симетрична щодо осі ОX. 

Розкладання у ряд такої функції не містить постійної скла-

дової та парних гармонік: 

f(ωt) = A1msin(ωt + ψ1) + A3msin(3ωt + ψ3) + A5msin(5ωt + ψ5) + … 

2) f(ωt) = f(  ωt) – функція симетрична щодо осі ОY. 

У цьому випадку ряд не містить синусних складових: 

f(ωt) = A0 + A1mcosωt + A2mcos2ωt + A3mcos3ωt + … 

3) Функція симетрична відносно початку координат: 

f(ωt) = ( f((ωt); 

Така функція не містить постійної складової й косинусних 

складових: 

f(ωt) = A1msinωt + A2msin2ωt + A3msin3ωt + … 
 

6.2 Амплітудне, середнє та діюче значення періодичних не-

синусоїдальних функцій 

Ці поняття аналогічні тим, які були введені стосовно до 

синусоїдальних коливань, але у той самий час вони мають свою 

специфіку. 

Амплітудне значення – це максимальне значення функції 

за період. 

На рис. 6.3 максимальне значення функції f( t). 
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Рисунок 6.3 – Амплітудне значення несинусоїдальної функції 

 

Середнє за модулем значення: 

dtt)ωf(
T

1
A

T

0

ср. . (6.4) 

Діюче значення: 
T

0

2 t)dtω(f
T

1
A . (6.5) 

Останній з наведених параметрів ставиться до найбільш 

важливих параметрів несинусоїдальних періодичних функцій, 

оскільки саме ця величина виміряється приладами. Будемо вва-

жати, що f(ωt) задана поруч, тоді 

.)ψtsin(n)Aψtsin(kA
T

1

)dtψt(ksinA
T

1
dt)sin(

T

1
A

0
0
0

nnmkkm

T

0 0

k

2
km

2

T

0

2

0

2

dtωω

ωtkA

T

kn
k
n

kk

kkm

 

Доданки другого виду при інтегруванні за повний період 

звертаються в нуль через симетрію синусоїдальних функцій.  
T

0 1k

k2
km

T

0

2
0

2 dt
2

)2ψtωcos(2k1
A

T

1
dtA

T

1
A ; 

0k

2
k

1k

2
km2

0
2 A

2

A
AA , 

де Аk  діюче значення кожної з гармонік. 

Тоді 
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2

A

AAA 1k

km
2

2
0

0k

k
2 . (6.6) 

Аналогічно визначаються діючі значення несинусоїдальної 

напруги й будь-якої іншої функції, що змінюється за несинусої-

дальним періодичним законом. 

Діюче значення періодичної несинусоїдальної функції до-

рівнює кореню квадратному із суми квадратів діючих значень 

окремих його гармонік. 

2

U

U...UUUU 1k

2
km

2
0

2
0

2
1

2
0 . 

 

6.3 Коефіцієнти, що характеризують форму несинусоїдаль-

них періодичних функцій 

 

Для оцінки несинусоїдальних періодичних функцій в елек-

троенергетиці вводять коефіцієнт форми Kф, коефіцієнт амплі-

туди Kа й коефіцієнт викривлення Ки. 

Коефіцієнт форми визначається як відношення діючого 

значення до середнього за модулем значення 

ср
ф

А

А
K . (6.7) 

Для синусоїди 11,1
22

π
Kф . 

Коефіцієнт амплітуди дорівнює відношенню максимально-

го  значення до діючого значення 

А

А
K m

a . (6.8) 

Для синусоїди 2Ka . 

Коефіцієнт викривлень визначається відношенням діючого 

значення першої гармоніки до діючого значення всієї кривої 

А

А
K 1

и . (6.9) 

Для синусоїди 1Kи . 
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У електроніці для оцінки викривлень користуються коефі-

цієнтом гармонік, який визначається відношенням діючого зна-

чення вищих гармонік до діючого значення першої гармоніки 

2k

2
k

1
г А

А

1
K .  (6.10) 

Для синусоїди 0Kг . 

У електроенергетиці вводять поняття практично синусої-

дальної кривої. Якщо діюче значення вищих гармонік у напрузі 

промислової мережі не перевищує 5% від діючого значення ос-

новної частоти, то така напруга вважається практично синусої-

дальним. 

Прилади електромагнітної, електродинамічної та теплової 

систем реєструє діюче значення вимірюваної величини. Прила-

ди магнітоелектричної системи реагують на постійну складову, 

а з випрямлячем – середнє за модулем значенням. 

 При коефіцієнті форми Kф, що сильно відрізняється від 

1.11, погрішність приладів випрямної системи стає значною. 

 

6.4 Потужність періодичних несинусоїдальних струмів 

  

Для визначення активної потужності, виділеної на актив-

них елементах, скористаємося формулою миттєвої потужності p 

= iu, де i і u задані поруч Фур'є. 
T

0

ikkm

0k

ukkm

T

0

dt)tsin(kI)tsin(kU
T

1
pdt

T

1
P ωω . 

Скористаємося відомою тригонометричною тотожністю: 

sinsin)cos()cos(
2

1
. 

Тоді будемо мати 
T

0 0k

ikukikuk

kmkm dt)tcos(2k-)-cos(
2

IU

T

1
P ω ; 

0k

kkkk

0k

ikuk

kmkm PcosIU)-cos(
2

IU
P . 

У результаті одержимо 
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...coscosP 22211100 IUIUIU .  (6.11) 

Аналогічно визначається реактивна потужність: 

...sinsinQ 222111 IUIU .  (6.12) 

Повна потужність визначається за формулою 
22S QP . 

Лише у тому випадку, якщо спектри струму та напруги 

збігаються. При розбіжності спектрів цих функцій  
222 TQPS ,  (6.13) 

де T – потужність викривлення, обумовлена розбіжністю спект-

рів струму й напруги. 

Для кіл з несинусоїдальними джерелами аналогічно сину-

соїдальним колам уводять поняття коефіцієнта потужності 

cos/ SP ,  (6.14) 

де  – деякий фіктивний кут. 

  

6.5 Огинаючі несинусоїдальних періодичних функцій  

 

На відміну від періодичних функцій, розглянутих вище, 

існують несинусоїдальні криві з періодичними або майже періо-

дичними, що огинають. Для них характерно те, що вони мають 

кінцеве число доданків у розкладанні. Причому частоти, що 

огинають і складових ряду непорівнянні. Класичним прикладом 

таких функцій є биття та модуляція. 

 

6.5.1 Биття 

Функція биття являє собою суму двох синусоїдальних ко-

ливань, що мають однакові амплітуди й близькі, але не рівні ча-

стоти. 

f1 = Amsinω1t,  f2 = Amsinω2t, причому  ω1 > ω2,  ω1 ≈ ω2. 

Сума цих функцій 

t
2

ωω
sint

2

ωω
cos2At)ωsintω(sinAf 2121

m21m
. 

Позначимо 
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2

ωω
Ω 21 ; 

2

ωω
ω 21 . 

Тоді 

t)sin(t)cos(2Af m ;  ω >> Ω. 

 
Рисунок 6.4 –  Графік функції биття 

 

З рис. 6.4 слідує, що частота огинаючої чи частота биття 

fб =  /   дорівнює числу максимумів огинаючою кривої в оди-

ницю часу. 

Період биттів Тб не дорівнює періоду кривою f(t): 

)sin()cos(2)( ttATtf mб ; 

Якщо відношення  /  = 2k – 1 складає ціле непарне чис-

ло, то період биттів збігається з періодом кривої f(t). 

У випадку, коли період биттів і період обвідної несинусої-

дальні, тобто їх відношення не дорівнює цілому числу резуль-

туючих коливань є квазиперіодичними. 

 

6.5.2 Модуляція 

Синусоїдальні коливання характеризуються трьома основ-

ними параметрами: амплітудою, частотою та початковою фа-

зою. У випадку, коли один із цих параметрів повільно міняється 

у часі за деяким періодичним законом, то говорять про ампліту-

дну, частотну або фазову модуляції. Розглянемо дане явище на 

прикладі амплітудної модуляції, яка може бути подана функці-

єю вигляду: 

f(t) = Am(t)sinωоt, 

де Am(t) –  змінюється за деяким періодичним законом. 

f(t) = Aоm(1 – mcos(Ωt))sinωоt; ωо >> Ω, 
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ωо – носійна частота; 

Ω – модулююча частота; 

m < 1 – коефіцієнт (глибина) модуляції. Він показує відхи-

лення амплітуди модулюючого коливання від деякого середньо-

го значення 

f(t) = Aоmsinωоt + Aоmmcos(Ωt)sin(ωоt), 

f(t) = Aоmsinωоt + 0,5Aоmm·[sin((ωо – Ω)t) + sin((ωо+Ω)t)]. 

Отриманий результат показує, що модулювання за амплі-

тудою коливання є сумою трьох коливальних складових. Одне 

відбувається з носійною частотою ωо. Два інших – з бічними ча-

стотами (ωо  – Ω ) і (ωо  + Ω ). Сказане дозволяє побудувати ре-

зультуючу функцію (рис. 6.5). 

 
Рисунок 6.5 –  Графік модульованих за амплітудою коливань 

 

Цей вид модуляції далеко не кращий, оскільки він найбі-

льшою мірою підданий перешкодам. Для підвищення завадос-

тійкості використовуються комбіновані методи модуляції. 

 

6.6 Резонансні явища у колах з несинусоїдальними джерела-

ми 

 

Розглядаючи однофазні синусоїдальні кола, ми познайо-

милися з явищем резонансу. Зазначені явища мають місце у ко-

лах із несинусоїдальними джерелами, однак у цьому випадку 

вони мають певну специфіку, пов'язану з тією обставиною, що 

резонанс може виникнути як на основній, так і на вищих гармо-

ніках.  

Для послідовного контура у колах з несинусоїдальним 

джерелом умова резонансу буде задана співвідношенням: 
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Ck

1
Lk

ω
ω  , 

де ω - частота основної гармоніки; k – номер гармоніки. 

Запишемо вираз струму у k-ій гілці 

2
2

k
k

Ck

1
LkR

E
I . 

Побудуємо графік залежності струму   у k-ій гілці від інду-

ктивності (рис. 6.6). 

L3 L2 L1

L

I

 
Рисунок 6.6 –  Залежність струму від індуктивності 

 

6.7 Методика розрахунків кіл з несинусоїдальними джерела-

ми 

 

1. Задану несинусоїдальну функцію, що живить коло, роз-

кладають у ряд Фур'є та обмежуються при цьому трьома (чоти-

рма членами ряду, включаючи постійну складову, якщо вони є). 

2.  Кожним із відомих методів розрахунків складних елек-

тричних кіл проводяться розрахунки струмів і напруг заданого 

кола. При цьому використовується комплексний метод розраху-

нків. Ця процедура виконується для всіх гармонік ряду, вклю-

чаючи й постійну складову, яка еквівалентна колу на постійному 

струмі. 

Комплексний розв'язок, отриманий на кожній з гармонік 

складати не можна, з метою одержання узагальненого розв'язку 

завдання. Цю процедуру заважає виконати та обставина, що від-

повідні до отриманих розв'язків вектори будуть обертатися з рі-

зними  кутовими частотами, тому отримані комплексні розв'язки 
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повинні бути переведені в реальні функції часу та лише потім 

додатися, ґрунтуючись на принципі накладення. 

Сказане проілюструємо прикладом для кола та сигналу, що 

зображені на рис. 6.7. 

           
                  a)                                                        b) 

Рисунок 6.7 –  Форма вхідної напруги (a)  і схема досліджувано-

го кола (b) 

 

Коло (рис. 6.7, а) має такі параметри: Uвх = 100В  діюче 

значення ( для першої гармоніки), XL = 25 Ом, XC = 100 Ом, R = 

50 Ом. 

Визначити діючу напругу на виході, обмежуючись перши-

ми трьома членами ряду, на які можна розкласти функцію 

uвх(ωt). 

Використовуючи відоме розкладання, одержимо: 

tcos6
75

1
tcos4

53

1
tcos2

3

1

2

1

π

4U
t(u m

вх ωωω)ω ; 

t0,07cos4t0,33cos20,5
π

21004
t)(u вх ω ; 

t12cos4t60cos290t)(u вх ωωω ; 

Для визначення функції вихідної напруги складемо пере-

давальну функцію вихідного кола, який зв'язує вхідна та вихідна 

напруги і є частотно-залежною: 

RLjk

RLjk

Cjk

1
Zвх

ω

ω

ω
 ;  

вх

вх

C
Z

U
I


 ; 

RLjk

RLjk
Zab

ω

ω
; 

вихabC Z UI  ; 
вх

ab

вх

вих

Z

Z

U

U




; 

вх

ab

Z

Z
)N(jω ; 
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RLjk

RLjk

Cj

1

RLjk

LjkR

)N(j

ω

ω

ω

ω

ω

ω . 

 При k = 0   0N (0) .  При k = 2   
j90(2) e1jN . 

Отриманий результат показує, що амплітуда вихідного си-

гналу у точності дорівнює амплітуді вхідного. Фаза вихідної на-

пруги на цій самий гармоніці випереджає фазу вхідної напруги 

на 90
˚
 . 

 При  k = 4  
j33,7(4) e1,13N . 

Використовуючи отриманий результат, трансформуємо 

вхідний ряд напруги та одержимо відповідний ряд вихідної на-

пруги у реальному часі. 

)33,7tcos(413,56)90tcos(260t)(u вих

 ωωω ; 

43,5В
2

13,56

2

60
U

22

вих
. 

У випадку, якщо на виході з'явилася б постійна складова, 

то її також необхідно врахувати, шляхом внесення під знак ко-

реня квадрата її величини (ділити на 2  не можна). 
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РОЗІЛ 7 ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ У ЛІНІЙНИХ ЕЛЕКТРИ-

ЧНИХ КОЛАХ 

 

7.1 Поняття про перехідні процеси 

 

Під перехідними процесами розуміють процеси переходу 

від одного режиму роботи електричного кола до іншого. Вони 

виникають при розмиканні та замиканні вимикачів, тобто при 

різних комутаціях кола.  

Комутацією називаєтся швидка зміна усталеного (стаціо-

нарного) електричного режиму кола. 

На рис. 7.1 а показане вмикання рубильника, а на рис. 7.1 б 

показане вимикання. 

 

 
Рисунок 7.1 – Умовне зображення комутації 

 

Звичайно до та після комутації кола спостерігається режим, 

що встановився, який може бути таких видів: відсутності стру-

му, постійний струм або синусоїдальний струм. 

Тривалість перехідних режимів звичайно становить соті, а 

іноді мільйонні долі секунди. Однак вивчення їх важливе, оскі-

льки вони часом приводять до перенапруг на ділянках кола, де-

формаціям за формою та амплітудою сигналів при проходженні 

через каскади кола і так далі.  

Надалі будемо вважати, що комутації відбуваються миттє-

во. Значення струмів і напруг до комутації будемо позначати 

i(0–) та u(0–), а після комутації відповідно i(0+) та u(0+). 

Рівняння напруг електричного кола з реактивними елемен-

тами L та C містять похідні струмів або напруг і є диференціа-

льними рівняннями (ДР). Так, при наявності у колі резистора та 

індуктивності (рис. 7.2) рівняння напруг має вигляд 

    а      б 
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E
dt

di
LRi L

L . (7.1) 

 

    R 

E L uL 

uR 

iL 

 
Рисунок 7.2 

 

У розгалуженому електричному колі рівняння напруг, за-

писаних за другим законом Кірхгофа, утворюють систему дифе-

ренціальних рівнянь (СДР). Розв'язавши ДР, знайдемо струми 

i(t) і напруги u(t) як функції часу, і тим самим установимо, як 

змінюються вони під час перехідного процесу. Для розв'язку 

диференціальних рівнянь існує кілька методів: класичний, опе-

раторний, частотний та інші. 

При розрахунках перехідних процесів використовують 

струм та напругу на індуктивності 

dt

tdu
Cti C

C

)(
)( , dtti

C
tu CC )(

1
)( , (7.2) 

а також струм та напругу на ємності 

dt

tdi
Ltu L

L

)(
)( , dttu

L
ti LL )(

1
)( . (7.3) 

 

7.2 Закони комутації 
 

Після закінчення перехідного процесу встановлюється но-

вий режим, що називається усталеним, який визначається тільки 

зовнішніми джерелами енергії. При відключенні зовнішніх дже-

рел енергії перехідний процес може виникати за рахунок енергії 

електромагнітного поля, накопиченої до початку перехідного 

режиму в індуктивних і ємнісних елементах кола. 
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Закони комутації є наслідком із законів збереження енергії 

для магнітного та електричного полів. Зміни енергії магнітного 

та електричного полів не можуть відбуватися миттєво, і, отже, 

не можуть миттєво проходити процеси у момент комутації. На-

справді стрибкоподібна (миттєва) зміна енергії в індуктивному і 

ємнісному елементі приводить до необхідності мати нескінчен-

но більші потужності p = dw/dt, що практично неможливо, тому 

що у реальних електричних колах нескінченно великої потужно-

сті не існує. 

 Таким чином, перехідні процеси не можуть проходити 

миттєво, тому що неможливо в принципі миттєво змінювати 

енергію, накопичену в електромагнітному полі кола. Теоретично 

перехідні процеси закінчуються за час t→∞. Практично ж пере-

хідні процеси є швидкоплинними, і їхня тривалість звичайно 

становить долі секунд. Оскільки енергія магнітного WМП та еле-

ктричного полів WЕП описується виразами 

2

Li2

ЕПW , 
2

Сu 2

МПW , (7.4) 

то струм в індуктивності та напруга на ємності не можуть змі-

нюватися миттєво. На цьому засновані закони комутації. 

Перший закон комутації говорить про те, що струм через 

індуктивність не може змінитися стрибком або інакше, струм 

через індуктивність до комутації дорівнює струму через індук-

тивність після комутації 

)0()0( LL ii . (7.5) 

Довести це можна, розглядаючи рівняння (1.1). Якби струм міг 

змінитися стрибком, то похідна 
dt

di
, і ліва частина рівняння 

не буде дорівнювати правій, оскільки енергія джерела напруги E  

не  дорівнює  нескінченності. 

Іноді доводиться використовувати більш загальний закон: 

сума потокозчеплень до комутації дорівнює сумі потокозчеп-

лень після комутації 

)0()0( , де iLk . (7.6) 
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Другий закон комутації говорить про те, що напруга на 

ємності не може змінитися стрибком або напруга на ємності до 

комутації дорівнює напрузі на ємності після комутації 

)0()0( CC uu . (7.7) 

Доводиться це аналогічно попередньому. Якби була можливість 

зміни напруги на конденсаторі стрибком, то похідна 
dt

duc
 пря-

мувала б до нескінченності та у рівнянні кола, що містить опір і 

конденсатор (рис. 7.3), 

EuRi CС  або Eu
dt

du
CR C

C , оскільки 
dt

du
Ci C

С  

ліва частина не була б рівна правій, оскільки енергія джерела 

напруги E не дорівнює  нескінченності. 

 

    R 

E С uС 
uR 

iС 

 

Іноді доводиться вико-

ристовувати більш загаль-

ний закон збереження заряду 

– заряд у колі до комутації 

дорівнює заряду у колі після 

комутації 

 

Рисунок 7.3 

 

)0()0( QQ  або ).0()0( Ck

k

kkC

k

k uCuC  (7.8) 

Наслідки із законів комутації 

1. У момент комутації ємність при наявності початкового 

заряду еквівалентна джерелу напруги величиною )0(CUE , а 

без нього – замиканню кола у місті її включення. 

2. У момент комутації індуктивність із струмом )0(Li  екві-

валентна джерелу струму величиною )0(Li , а без нього – розри-

ву кола. 



 

 110 

 

7.3 Початкові умови 
 

Значення струмів через індуктивності  )0(Li  та напруги 

на конденсаторах  )0(Cu  у момент часу t=0+ (тобто відразу пі-

сля комутації) називають незалежними початковими умовами. 

Вони залишаються такими ж, якими вони були до комутації.  

Початкові значення струмів та напруг на інших елементах 

при t=0+ називають залежними початковими умовами. Для їх-

нього знаходження використовують незалежні початкові умови 

та системи рівнянь, складені за першим та другим законами Кір-

хгофа. 

 

7.4 Комутації при зміні струму стрибком 
 

Існує ряд комутацій, що відносять до комутацій при зміні 

струму стрибком. Прикладом такої комутації є схема, зображена 

на рис. 7.4. До комутації струм у котушці індуктивності L2  до-

рівнює 0, а в котушці індуктивності L1  - не дорівнює 0. 

У момент комутації (відключення  ключа) струм у котушці 

індуктивності L1 змінюватися не повинен, а струм в  L2  у цей 

самий час дорівнює нулю.  

 

    R 

E L2 

i 
L1 

 
Рисунок 7.4 

Тому на підставі 1-го закону Кірх-

гофа струм повинен замкнути через 

дугу (при  різкій зміні струму напру-

га на  котушці індуктивності L2 ста-

не досить великою, у ключі відбу-

деться пробій, і буде горіти іскра). У 

реальній котушці струм також част-

ково може замкнути через міжгілко-

ву ємність.  

Після згасання дуги струми в  котушках урівнюються. У 

такій інтерпретації можна (умовно) вважати, що струми урів-

нюються миттєво. Для подальшого розрахунку перехідного про-

цесу необхідно знати струм після комутації )0(i . Це значення 

i(0-) 
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можна одержати, якщо  використати принцип безперервності 

сумарного потокозчеплення при комутації 

)0()0( . 

Насправді потокозчеплення визначається за формулою 

)()( tLit . 

У принцип безперервності сумарного потокозчеплення за-

пишемо значення потокозчеплення. Після комутації значення 

індуктивності збільшується до виразу 

21 LL . 

Тоді запишемо 

)0()()0( 211 iLLiL , 

і остаточно одержуємо 

)0()0()0()0( 21

12

1
LL iii

LL

L
i . 

Стрибкоподібна зміна струмів та відповідних їм потоків у 

1L  та 2L  у момент комутації не призводить у даному випадку до 

наведення нескінченно великої сумарної ЕРС самоіндукції, оскі-

льки сумарне потокозчеплення не терпить зміни стрибком. При 

нових значеннях струмів у 1L  та 2L  магнітна енергія, що запасе-

на у котушках, буде менше енергії, що запасена у першій коту-

шці до комутації. Частина енергії перетвориться у тепло іскри, а 

також випроміниться. Знайдений таким чином струм )0(i  у 1L  

та 2L  може розглядатися як незалежна початкова умова для роз-

рахунку перехідного процесу у всьому колі (рис. 1.4) після роз-

риву дуги. 

При комутаціях у колах з ємностями при відсутності опо-

рів також можливі досить швидкі перерозподіли зарядів, що 

умовно розглядаються як миттєві. У цьому випадку застосову-

ється принцип постійності сумарного заряду. Одержані при 

цьому значення зарядів та напруг на окремих ємностях викорис-

товуються при розрахунках наступного перехідного процесу як 

незалежні початкові умови. 
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Струми  в  індуктивностях  і  напруги  на  ємностях у мо-

мент комутації є  незалежними  початковими  умовами. Перехі-

дний  процес  іде від цих  умов  до  сталого  режиму. 

 

7.5 Вигляд коренів диференціального рівняння 
 

Корені диференціального рівняння у загальному випадку 

можуть бути дійсними, кратними або комплексно-спряженими. 

1. Корені різні, дійсні та від’ємні ( 21  ). 

У цьому випадку вільна складова струму у індуктивності  та на-

пруги на ємності матиме вигляд 

          
.)(

,)(

21

21

21.

21.

tt
BC

tt
BL

eBeBtu

eAeAti
      (7.7) 

2. Корені рівняння однакові та дійсні ( 21  ). 

У цьому випадку вільна складова струму у індуктивності  та на-

пруги на ємності матиме вигляд 

.)(

,)(

21.

21.

tt
BC

tt
BL

etBeBtu

etAeAti
 (7.8) 

3. Корені комплексно-спряжені ( 01 j    і    02 j ). 

У цьому випадку вільна складова струму у індуктивності  та на-

пруги на ємності матиме вигляд 

),sin()(

),sin()(

0.

0.

tBetu

tAeti

t
BC

t
BL

 (7.9) 

де А, В і , γ  - сталі коефіцієнти; 

або 

)],sin()cos([)(

)],sin()cos([)(

0201.

0201.

tBtBetu

tAtAeti

t
BC

t
BL

 (7.10) 

де 1A , 2A , 1B , 2B  – сталі інтегрування або постійні коефіцієнти. 
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7.6 Характеристики перехідного процесу 
 

Значення кореня  визначається структурою кола та па-

раметрами елементів, а стала інтегрування А залежить ще від 

збуджуючих сил  і від моменту комутації.  

За час  

     
1

t                                                                                                         (7.11) 

вільна складова струму чи напруги зменшується в e  раз         

(рис. 7.5). 
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Рисунок 7.5  

 

Чим більша стала часу кола, тим повільніше змінюються 

електричні змінні під час перехідного процесу. Хоча теоретично 

перехідний процес триває нескінчено довго, на практиці вважа-

ють, що вільною складовою можна нехтувати через час 

)53(t . За цей час початкове значення вільної складової 

зменшується відповідно в ( 203e ) – ( 1485e )  разів і досягає 

значень, співвимірних зі значеннями електричних змінних, 

спричинених у колі атмосферними явищами, хімічними проце-

сами та іншими факторами, які не враховуються при аналізі 

прийнятої моделі. 

Для різних моментів часу струм у колі, що виражений у ві-

дсотках кінцевого значення становить 

1) для t , %2.63%100
KI

i
; 

τ 

А 

e

A

А 

t 

ik(t) 

tkAe
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2) для 2t , %5.86%100
KI

i
; 

3) для 3t , %0.95%100
KI

i
; 

4) для 4t , %2.98%100
KI

i
; 

5) для 5t , %3.99%100
KI

i
. 

Для інженерних розрахунків взяли, що струм перехідного 

процесу дорівнює 

      3t .                                                                                                                                             (7.12) 

Звідси час перехідного процесу можна розрахувати за та-

кою формулою 

      
3

3ppt ,                                                                                                                                               (7.13) 

де  – дійсна частина для комплексних коренів  і найменший з 

коренів за модулем для від’ємних дійсних коренів.  

Коефіцієнт загасання кола – величина обернена сталій ча-

су кола 

      
1

.                                                                                                                                                (7.14) 

Декремент загасання – величина, що характеризує швид-

кість загасання розглянутих коливань і дорівнює відношенню 

напруг у момент часу t  та Tt  

      .
)(

)(
)(

1

1

2

1 T

Tt

t

e
e

e

TtU

tU

U

U
.                                                                                                                                                (7.15) 

Декремент загасання є сталою величиною, що не залежить від 

часу, а залежить лише від параметрів кола R, L, С. 

Часто швидкість загасання коливань характеризують на-

туральним логарифмом від декремента загасань 

        Te T )ln()ln( ,                                                                                                                                                (7.16) 

 - коефіцієнт загасання, Т - період коливань. 

Величину  називають логарифмічним декрементом загасання. 
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7.7 Класичний метод розрахунку перехідних процесів 

 

7.7.1 Загальні положення 

 

Відомо, що розв'язок ДР або загальний інтеграл лінійного 

диференціального рівняння дорівнює сумі власного розв'язку 

неоднорідного рівняння та загальний розв'язок однорідного ДР. 

Власний розв'язок визначають для усталеного режиму, ко-

ли похідна стане дорівнювати нулю. Його характер залежить від 

характеру ЕРС. Якщо ЕРС синусоїдальна, то власний розв'язок 

буде мати аналогічний вигляд. Якщо ЕРС – постійна, то власний 

розв'язок буде мати вигляд константи. Тому власний розв'язок 

називають вимушеною складовою.  

Загальний розв'язок однорідного ДР (коли права частина 

ДР дорівнює нулю) являє собою суму експонент. Якщо ДР пер-

шого порядку, то загальний розв'язок має вигляд Ae
p t

, якщо ДР 

другого порядку, то його вигляд  A1e
p t

+A2e
p t

 і так далі. Загаль-

ний розв'язок ДР називають вільною складовою. Стосовно до 

рівняння (1.1) повний струм під час перехідного режиму рівний 

pt

ВВИМ Ae
R

E
iiti )( . (7.17) 

Для визначення вільних інтегрування A1, A2 і т. д. необхід-

но знати початкові умови, тобто значення шуканих величин при 

t=0+ (відразу після комутації). 

Стосовно до рівняння (1.1), якщо відоме значення струму 

i(0+), то з рівняння (1.7) при t=0+ 

R

E
iA )0( , оскільки 10ppt ee . 

Для визначення p складають характеристичне рівняння. Відомо 

кілька способів його складання. Переважно використовується 

для цих цілей вираз для вхідного опору кола на змінному струмі 

Z(j ), у якому заміняють j  на p і прирівнюють Z(p) нулю. 

Розв’язуючи це рівняння Z(p)=0, знаходять його корені p1, p2 і   

т. д. 
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Відносно до рівняння (1.1)  

Z(j )=R+j L, Z(p)=R+pL, Z(p)=0,   p=-
L

R
 . 

 

7.7.2 Коротке замикання RL-кола 

Щоб визначити струм  Li  під час перехідного процесу, 

складемо рівняння кола (рис. 7.6), що вийшов після комутації: 

,0
dt

di
LRi L

kL  (7.18) 

і розв'яжемо його класичним методом.  
 

Рис. 6.1 

E 
L 

Rk 

R 

i 

 

Для цього спочатку визначимо 

початкові умови )0(Li , які у цьому ви-

падку є незалежними та можуть бути 

визначені за схемою, що була до кому-

тації в усталеному режимі 

.)0()0(,)0(
k

L

k RR

E
ii

RR

E
i  

 

Рисунок 7.6  

 

Після цього знаходимо вимушену складову струму за рівнянням 

(7.18) (в усталеному режимі, коли ),0
dt

di
 похідна тоді з рівнян-

ня (7.18) iВИМRk=0 чи iВИМ=0. Розв'язок рівняння (7.18) відповід-

но до класичного методу має вигляд 
i(t)=iВИМ+iВ=0+Ae

pt
. 

Характеристичне рівняння складемо, використовуючи метод 

вхідного опору: 
Z(p)=0=R+pL. 

Корень характеристичного рівняння 
L

R
p . 

Довільну інтегрування знайдемо, використовуючи початкові 

умови. При t=0+   
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.,0)0()0()0(
k

ВВИМ

k RR

E
AAeii

RR

E
i   

 Таким  чином,  рівняння  для  перехідного  струму  має  вигляд     

.)(
t

L

R

k

e
RR

E
ti  

 
i(t) 

kRR

E
 

0 2  3  t  

e

i )0(
 

e

i

2

)0(
 

Рис. 6.2 
 

На рис. 1.7 наве-

дений графік перехідно-

го процесу у розгляну-

тому колі.  Отримана 

крива називається екс-

понентою. Вона має ряд 

властивостей, які мо-

жуть бути використані 

для побудови графіка.  

Рисунок 7.7  

 

Величина ,
R

L
 яка називається постійною часу, є важ-

ливою характеристикою експоненти. За час, який дорівнює , 

експонентна функція зменшується в e=2,73 раз. Це використо-

вується для графічної побудови. Відклавши на осі абсцис відріз-

ки, які дорівнюють , 2 , 3 ,  над ними по осі ординат слід відк-

ласти значення струму, зменшені спочатку в e раз, потім отри-

ману ординату знову зменшити в e раз і т.д. За час, який дорів-

нює 4  перехідний процес практично завершиться. 

Іншою важливою властивістю експоненти є те, що піддо-

тичної до неї в будь-якій точці експоненти дорівнює постійній 

часу .  

 

7.7.3 Ввімкнення RL-кола під постійну напругу 
 

Диференціальне рівняння кола (рис. 7.8) після комутації 

має вигляд 



 

 118 

 

Рис. 6.3 

E 
L R 

iL 
 

Рисунок 7.8 

E
dt

di
LRi L

L . 

Струм до комутації був рі-

вний 0, і за першим законом ко-

мутації він залишиться незмінним 

відразу після комутації, тобто 

0)0()0( LL ii . 

Розв'язок диференціального рівняння має вигляд 

,)( pt

ВВИМ Ae
R

E
iiti  (7.19) 

де 
R

E
iВИМ  – такий струм установиться після завершення пере-

хідного процесу;    p – корінь характеристичного рівняння 

pLRpZ 0)( , тобто .
L

R
p   

Для визначення довільної інтегрування використовуємо 

початкові умови. При t=0+  i(0+)=0 і у рівнянні (7.19)  

00)0( Ae
R

E
i , звідки 

R

E
A . Таким чином,  

).1()(
t

L

R
t

L

R

e
R

E
e

R

E

R

E
ti  

Для побудови графіка перехідного струму на рис. 7.9 буду-

ємо спочатку графік вимушеної складової, потім – графік віль-

ної складової струму, а потім їх додамо. Напругу на індуктив-

ному елементі знайдемо, диференціюючи рівняння струму 

.)(
t

L

R

L Ee
dt

di
Ltu  
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i(t) 

2  

t 

 

а) 

i(t) 

iВ 

iВИМ 

     

uL(t)

2 t

б)

E

 
Рисунок 1.9 

 

7.7.3 Розрив RL-кола  

Диференціальне рівняння кола (рис.  7.10), що вийшло піс-

ля комутації, має такий вигляд 

0viR
dt

di
LiR . (7.20) 

 
 

Рис. 6.5 

E 
L 

RV 

R 

V 

 

Для знаходження початкових умов 

врахуємо, що струм через індуктив-

ність до комутації був рівний 
R

E
i )0(  

і за законом комутації він залишиться 

таким самим відразу після комутації, 

тобто 
R

E
ii )0()0( . 

Рисунок 7.10  

 

Розв'язок рівняння (7.10) має вигляд pt

ВВИМ Aeiiti 0)( ,  

де    .,0 
L

RR
pi v

ВИМ   
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Довільну інтегрування знайдемо, використовуючи почат-

кові умови. При 00)0()0()0(,0 Aeii
R

E
it ВВИМ , 

звідки 
R

E
A . Отже,  .)(

t
L

RR v

e
R

E
ti  

Напруга на затисках вольтметра, що має звичайно в багато 

разів більший опір, ніж опір RL-кола, різко зростає у перший 

момент часу 

,)()(
t

L

RR

vvR

v

v
eR

R

E
Rtitu  (7.21) 

тобто при t=0+ до вольтметра буде прикладена напруга у 
R

Rv  раз 

більше, ніж напруга джерела E, і він може вийти з ладу. Ця сама  

напруга буде прикладена до обвитки, де може бути пробій ізо-

ляції. Ця ж напруга буде прикладена до ключа, і там виникнуть 

пробій повітряного проміжку та іскра, а при великій індуктив-

ності буде горіти дуга доти, поки запасена у магнітнім полі ко-

тушки індуктивності магнітна енергія не перетвориться в тепло 

на опорі R і в дузі. 

Щоб виключити негативні наслідки при розриві кола, що 

містить індуктивність, паралельно RL-колу вмикають діод так, 

щоб при замкненому ключі струм через нього не проходив 

(включити зустрічно), але при розмиканні ключа струм ланцюги 

RL-кола міг замкнути через діод. 

 

7.7.4 Включення RС-кола під постійну напругу 

Рівняння напруг для кола (рис.  7.11), що вийшло після ко-

мутації мають вигляд    EUiR C . 

 Оскільки 

dt

du
C

dt

dq
i C , то Eu

dt

du
RC C

C . (7.22) 
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Рис. 6.6 

E C 
R 

 

Початкові умови в колі ну-

льові, тобто 0)0()0( CC uu .  

Розв'язок диференціального 

рівняння (1.11) має вигляд 
pt

.. )0()( еЕuutu BCВИМCC ,  

Рисунок 7.11  

 

де E.ВИМCu  – вимушена складова, тобто напруга на конденса-

торі після завершення перехідного процесу. Характеристичне 

рівняння одержимо методом вхідного опору .
1

0)(
pC

RpZ  

Звідки 
RC

p
1

. 

 Довільну інтегрування знайдемо, використовуючи почат-

кові умови. При t=0+   0

.. )0()0(0)0( Aеuuu BCВ И МCC .  

Звідки A=–E. 

 Отже,  

).1()( RC

t

RC

t

C eEEeEtu  

 Перехідний струм 

.)( RC

t

C e
R

E

dt

du
Cti  

 Графіки перехідного струму та напруги на конденсаторі 

подані на рис. 7.12. 
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i 

2  t  

а) 

E/R 

 
i(t) 

 
uC 

t 

б) 

uC(t) 

uC.В 

uC.ВИМ E 

 
 

Рисунок 7.12 

 

7.7.5 Включення RС-кола під змінну напругу 

 

Диференціальне рівняння та початкові умови кола аналогі-

чні рівнянню (7.11) 

  .0)0()0(),sin( CCmC
C uutUu

dt

du
RC  

Аналогічно попередньому випадку визначається та корень хара-

ктеристичного рівняння  .
1

;0
1

;0)(
RC

p
pC

RpZ  

Вимушена складова напруги на конденсаторі uC.ВИМ, тобто 

та напруга, яка встановиться після завершення перехідного про-

цесу, розраховується спочатку в комплексній формі   

1)(1

1

)(

2

)
2

(

2

2

2

.

CR

eU

e
C

R

e
C

eU

Z

jxU
U

j

m

j

j
j

m
Сm

ВИМmC


 , де 

R

Ctge
C

R
C

jRZ j

1

,
11

2

2 , 

а потім записується його миттєве значення  
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)sin()
2

sin(
1)( 2

tUt
CR

U
u Cm

m
Cпп

,  

де 
2

 . 

Вільна складова напруги на конденсаторі має такий вигляд: 

..
RC

t

pt

ВC AeAeu  

Довільна інтегрування визначається при використанні початко-

вих умов. При t=0+  
0

.. sin)0()0(0)0( Aеmuuuu CBCВИМCC .  

Звідси  sinmuA C . 

Таким чином, перехідна напруга на конденсаторі має вигляд 

(рис. 7.13, а):  .sin)sin()( RC

t

CmCmC eUtUtu  

 

а)

E C
R

 

б) 

E C 
R 

 

 
Рисунок 7.13 

 

uC 

t 

 

UC msin  

-UC msin  

uC.ВИМ 

uC(t) 

uC.В 

 

Рисунок 7.14 
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На рис. 7.14 видно, що напруга на конденсаторі uС(t) під 

час перехідного режиму може перевищити амплітуду ДР напру-

ги на конденсаторі в усталеному режимі Ucm, але не більше ніж 

в 2 рази. Найбільше перевищення може бути у випадку, коли кут 

22
 або коли початкова фаза напруги мережі  

(обумовлена моментом включення рубильника) дорівнює куту 

зрушення фаз  між напругою й струмом при режимі, що вста-

новився, тобто = . Можливий також випадок, коли кут 

,0
2

 тоді вільна складова напруги буде дорівнює 

нулю, і в колі відразу настане режим, що встановився. 

Перехідний струм у колі дорівнює  

dt

tdu
Cti C )(

)(  

.)
2

sin(sin)sin(cos RC

t

m et
R

U
 

Отриманий вираз для струму пояснює виникнення більших 

поштовхів струму при включенні ненавантаженої лінії електро-

передачі, що має схему заміщення, подану на рис. 7.13, б. 

При включенні RL-кола під синусоїдальну напругу, рів-

няння та графік перехідного струму будуть мати вигляд, анало-

гічний рівнянню та графіку напруги на конденсаторі, розгляну-

тому вище, тобто ,)sin()sin()(

t

mm
L e

Z

U
t

Z

U
ti  

.,)(  де 22

R

L
LRZ  При цьому, як і в розглянутому 

вище випадку, струм i(t) під час перехідного режиму може пере-

вищити амплітуду струму im, що встановився, після завершення 

перехідного режиму, але не більше ніж у 2 рази. Найбільше пе-

ревищення може бути, коли кут .
2

 Аналогічно, при –

=0 вільна складова струму дорівнює нулю, і в колі відразу на-

ступає, що встановився режим. 
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7.7.6 Розряд конденсатора у RLС-колі 

 

Диференціальне рівняння кола (рис. 7.15) має вигляд  

0Cu
dt

di
LRi , оскільки 

dt

du
Ci C ,  то 

0
2

2

C
CC u

dt

du
RC

dt

ud
LC . 

 

Рис. 6.9 

L 

R 

С 

U0 

 

Початкові умови  0)0()0( Uuu CC ,   

0)0()0( ii ,  i(0–)= i(0+)=0.  

Характеристичне рівняння складемо 

методом вхідного опору 

.0
1

,0)(
pC

pLRpZ  

 

Рисунок 7.15  

Корені характеристичного рівняння 

 
LCL

R

L

R
p

1

22

2

2,1  

можуть бути трьох видів залежно від величини підкореневого 

виразу. 

А. Аперіодичний розряд конденсатора відбувається при 

LCL

R 1

2

2

>0, тобто при R>Rкр,  де  Rкр=
C

L
2  – критичний 

опір. При цьому корені p1 та p2 різні    
tptp

ВCВИМCC eAeAuutu 21

21.. 0)( , 

)()( 21

221

tptpC eApAepC
dt

du
Cti . 

Враховуючи початкові умови, знайдемо довільні інтегру-

вання A1 та A2. При 

 .0)0()0(0 2211,210 ApApiAAUut C  

Звідси знаходимо  константи 



 

 126 

.,
12

01
2

12

02
1

pp

Up
A

pp

Up
A  

Таким чином, 

),()( 21

12

12

0 tptp

C epep
pp

U
tu ),()( 21

12

021 tptp
ee

pp

UpCp
ti  

).()( 21

21

12

0 tptp

L epep
pp

U

dt

di
Ltu  

За цими рівняннями побудуємо графіки, що зображені на 

рис. 7.16 

 

t 

uC 
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e

pp

pU
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10  

tp
e
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pU
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20  

uC(t) 
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uL(t) 

i(t) 

)( 12

0
2

ppL

eU
tp

 

)( 12

0
1

ppL

eU
tp

 

 
а)                        б) 

Рисунок 7.16 

 

Слід звернути увагу, що крива )(tu L  перетинає вісь абсцис 

у точці, коли струм i(t) досягає максимуму. При цьому 

.0
)(

)(
dt

tdi
LtuL  

 

 Б. Коливальний розряд конденсатора відбувається при 

,
1

2

2

LCL

R
 тобто при .2

C

L
RR кр  При цьому корені хара-

ктеристичного рівняння – комплексно-спряжені 
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j
L

R

LC
j

L

R
p

2

2,1
2

1

2
, де 

LCL

R 1
,,

2

2

0

22

0 . 

Перехідна напруга на конденсаторі 

 )sin(0)( .. tAuutu ВCВИМCC ),  

а струм 

  .)cos()sin()( ttAC
dt

du
Cti C  

Використовуючи початкові умови, визначимо A і . При  t =0+   

.0]cossin[)0(

,sin)0( 0

ACi

AUuC
 

Розв’язуючи спільно отриману систему рівняннь, знайдемо  

,cos;sin 00

A

U

A

U
 

,1cossin
2

2

0

2

2

2

2

022

A

U

A

U
 

tgUUA ,0
0

22

0 . 

 Таким чином, )sin()( 0
0 teUtu t

C ,    

),sin()sin(

)cos()sin()()(

0

2

0

0

0

0

te
L

U
teCU

tteCUt
dt

du
Cti

tt

tC

 

де 

),(;
1

 0

22 tgtg
LC

 

).sin()cos()sin( 000 te
U

tt
dt

di
Lu t

L
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i(t)  uC(t) 

t 

uC(t) 

i(t) 

Рис. 6.11 

T 

 

На рис. 7.17 подані графіки 

загасаючих коливань i(t), uС(t), 

побудовані за отриманими вище 

рівняннями. Швидкість загасан-

ня таких коливань характеризу-

ють відношенням двох наступ-

них амплітуд, яке носить спеціа-

льна назва – декремент коли-

вань   

 

Рисунок 7.17  

 

.
)(sin

)sin(

)(

)(
)(

T

Tt

Cт

t

Cт

C

C e
TteU

teU

Ttu

tu
 

Часто використовують і іншу величину, що називають логари-

фмічним декрементом коливань 

T
Ttu

tu

C

C

)(

)(
ln  

 В. Граничний випадок аперіодичного розряду відбува-

ється при 
LCL

R 1

2

2

, тобто при 
C

L
RR кр 2  та кратними 

коренями характеристичного рівняння. У цьому випадку визна-

чають вільну складову напруги на конденсаторі за рівнянням 

uC.В=(A1+A2 t)e
p t

.  

При цьому струм 

.)()( 212

ptC etpApAAC
dt

du
Cti  

 При  t=0+     

uc(0)=U0=(A1+0)e
0
,  i(0)=0=C(A2+pa1+0)e

0
.  

Звідси 

 А1=U0 ;   A2=–pa1=–pu0 ;  

uС(t)=(U0–pu0 t)e
p t

=U0(1–pt)e
p t

;  

;)( 0

0

2 ptpt te
L

U
teUCpti  
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.)1()( 0

pt

L eptU
dt

di
Ltu  

Графіки цих величин за формою не відрізняються від на-

ведених на рис. 7.17. 

 

7.7.7 Включення RLС-кола під постійну напругу 

 

Диференціальне рівняння кола має вигляд 

dt

du
CiEu

dt

di
LRi C

C , , тобто 

Eu
dt

du
RC

dt

ud
LC C

CC

2

2

 . 

Початкові умови      uС(0+)=0,  i(0+)=0. 

Примушені складові     uС.ВИМ=E,  iВИМ=0.  

Характеристичне рівняння  .0
1

,0)(
pC

pLRpZ  

Корені цього рівняння, як і у попередньому випадку, можуть бу-

ти трьох видів: різні, кратні та комплексно-спряжені. Відповідно 

до цього розглянемо три режими: 

 1. Аперіодичний процес відбувається  при  

C

L
RR кр 2   

(коли  корені різні). При цьому  

)()( 21

12

21

..

tptp

ВCВИМCC epep
pp

E
Euutu , 

)(
)(

)( 21

21

tptpC ee
ppL

E

dt

du
Cti , 

)()( 21

21

21

tptp

L epep
pp

E

dt

di
Ltu . 

На рис. 7.18, а подані графіки, побудовані за цими рівнян-

нями. 
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uC(t) 

uC.В 

i(t) 

uL(t) 

uC.ВИМ 

а) 

t 

uL i 

uC   

 

E 

б) 

uC(t) 

i(t) 

t 

uC, i 

 
Рисунок 7.18 

 

Б. Граничний випадок аперіодичного процесу (критичний) 

відбувається при 
C

L
RR кр 2  (коли корені кратні). 

При цьому  
pt

C etAAEtu )()( 21 , 

ptC eptAApAC
dt

du
Cti )()( 221 . 

Використовуючи початкові умови uС(0+)=0,  i(0+)=0, визна-

чаємо A1 та A2 аналогічно пункту  1.9  

,)(,)()( 2 ptpt

C teCEptieEptEEtu  

)1()( 2 ptLCEp
dt

di
LtuL . 

Графіки цих рівнянь аналогічні графікам, що зображені на 

рис. 7.18, а. 

  

В. Загасаючі коливання відбуваються при 

 
C

L
RR кр 2  (коли корені комплексно-спряжені).  

При цьому  

uС(t)=uC.ВИМ+uC.В=E+Ae
– t

sin( t+ ), 
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)cos()sin()( ttCA
dt

du
Cti C . 

Використовуючи початкові умови uC(0+)=0,  i(0+)=0, визначаємо 

A і  аналогічно пункту  1.9. При цьому 

te
L

E
tite

E
Etu tt

C sin)(),sin()( 0 , 

)sin()(
0

te
E

tu t

L
. 

На рис. 7.18, б подані графіки, побудовані за цими рівнян-

нями. Слід звернути увагу на те, що напруга на конденсаторі під 

час перехідного процесу може перевищити напругу джерела, але 

не більше ніж у 2 рази. 

 

7.7.8 Розрахунки перехідних процесів у розгалуженому колі 

 

Розрахунки доцільно вести, дотримуючись певної послідо-

вності: 

1) задаємо додатні напрямки струмів у всіх гілках та ви-

значаємо незалежні початкові умови uС(0), iL(0); 

2) складаємо рівняння за законами Кірхгофа для кола, що 

вийшло після комутації; 

3) знаходимо корені характеристичного рівняння, прирі-

внявши нулю вхідний опір будь-якої гілки схеми, тобто Z(p)=0; 

4) визначаємо початкові умови шуканих струмів або на-

пруг,  i(0+), u(0+) та їх похідних (якщо характеристичне рівняння 

має другий порядок, тобто потрібні початкові умови струму та 

його похідної, якщо третій порядок, то буде потрібно ще і друга 

похідна струму), для цього використовуються складені у пункті 

2 рівняння та певні у пункті 1 незалежні початкові умови (за не-

обхідності рівняння можуть бути продиференційовані); 

5) визначаємо вимушені складові iВИМ, uВИМ, виконавши 

розрахунки схеми в усталеному режимі відомими методами; 

6) розраховуємо вільні складові шуканих перехідних ве-

личин (iВ, uВ), враховуючи характер коренів, отриманих у пункті 
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3; якщо корень один, то iВ=Ae
p t

,  A=i(0+)–iВ ИМ(0+); якщо два 

кореня, то для різних коренів 
tptp

В

tptp

В eApeApieAeAi 1121

221121 , . (7.23) 

 

Приклад 7.1. Визначити перехідний струм через конденса-

тор (рис. 1.19), якщо   E=120 В, R1=R3=50 Ом, R2=10 Ом,        

L=2 Гн,  C=150 мкФ. 
 

E 

R1 

R2 

R3 

C 

L 

i1 i3 

i2 

Рис. 6.13 

 

Задаємо додатні напрямки 

струмів та визначаємо незалежні 

початкові умови 

.0)0()0(

,2)0()0(
21

2

CC

L

uu

А
RR

E
ii

 

 

Рисунок 7.19  

 

Розв'язання 

Складаємо рівняння за законами Кірхгофа для кола, що 

вийшло після комутації   

     

)4(.

)3(,

)2(,

)1(,

3

3311

2
2211

321

dt

du
Ci

EuRiRi

E
dt

di
LRiRi

iii

C

c

  

Визначаємо корені характеристичного рівняння 

,0
)(1

,0)(
21

21
3

pLRR

pLRR

pC
RpZ  

jjp 2,151,422,1 . 

Розраховуємо початкові умови для струму  i3(0+)  та його 

похідної  i 3(0+). Для цього спочатку підставимо у рівняння (1) та 

(3) значення  i2(0+)=2 A та uС(0+)=0. Із системи рівнянь маємо        
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  i1(0+)=2+i3(0+),       50i1(0+)+50i3(0+)+0=120. 

Визначаємо  i3(0+)=0.2 A,  i1(0+)=2.2 A. 

Потім з рівняння (2) знайдемо значення похідної струму 

i 2(0+) 

сАRiRiE
Ldt

di
i /5)0()0(

1)0(
)0( 2211

2
2 . 

     Потім продиференціюємо рівняння (1) та (3) 

i1 (0+)= i2 (0+)+ i3 (0+)=-5+ i3 (0+). 

R1 i1 (0+)+ R3 i3 (0+)+uС (0+)=0, але 

1333
10150

2.0)0(
)0(

6

3

C

i
uC В/с. 

    Тоді   50i1 (0+)+50i3 (0+)+1333=0. 

    Із цих рівнянь одержимо  i3 (0+)= –10,8 А/с. 

Знаходимо вимушену складову струму iС.ВИМ. В усталеному ре-

жимі струм через коденсатор дорівнює нулю, тому iС.ВИМ=0. 

Визначаємо вільну складову струму iС.В у формі загасаю-

чих коливань )sin(. tAei t

ВС , оскільки у пунткті 3 мину-

лого визначене комплексно-спряжені корені характеристичного 

рівняння. При цьому 

),sin()( .. tAeiiti t

ВСВИМСС  

)cos()sin()(3 ttAti . 

При t=0+  

sin2.0)0(3 Ai , 

cos2.15sin1.428.10)0(3 Ai . 

Із цієї системи рівнянь знаходимо  А=0,253,  =127,7. Та-

ким чином, перехідний струм через конденсатор визначається 

рівнянням  

)7.1272.15sin(253.0)( 1.42
3

teti t
. 

 

Приклад 7.2. Визначити перехідний струм через конденса-

тор (рис. 1.20), якщо E =10В, R1=60 Ом, R2=15 Ом, RK=5 Ом,     

R i =10 Ом, L=1 мГн, С=10 мкФ. 
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Рисунок 7.20 

 

Розв'язання 

1. Складемо систему рівняннь за законами Кірхгофа для 

схеми кола після комутації: 

.

,)(

,0)(

,0

2

1

dt

du
Ci

EiRRu

u
dt

di
LiRR

iii

C
C

iC

C
L

LK

LC

 

2. Визначимо незалежні початкові умови, тобто uC(0+)  та  

iL(0+). 

 

L 

R1 

Rk 
 C 

uc(0-) 

IL(0-) 

 

Для одержання цих значень 

скористаємося першим та другим 

законами комутації: 

iL(0-) =iL(0) = iL(0+)   та   uC(0-) = 

=uC(0) =uC(0+). 

Зобразимо схему кола до 

комутації (рис. 1.21). 

У цьому колі відсутні дже-

рела, відповідно: 

iL(0-)=0     та     uC(0-)=0. Рисунок 7.21 

Тоді uC(0+)=0, iL(0+) =0. 

 



 

 135 

3. Розрахунок вимушеного режима. 

Вимушений (усталений) режим при постійному джерелі 

буде відповідати схемі, що зображена на рис. 1.22. Вимушена 

складова струму на котушці індуктивності визначається виразом 

111.0
1051560

10E

21

.

iK

ВИМL
RRRR

i А. 

 

 

ВИМLi  

С 

Е 

R1 

R2 

Ri 

Rk 

 
Рисунок 7.22 

 

4. Визначимо корені характеристичного рівняння. 

Зобразимо операторну схему заміщення (рис. 7.23) 

 

R2 

 

Ri 

R1 

Rk 
 

pL 

1/рС 

 
Рисунок 7.23 

 

Запишемо еквівалентний опір відносно точок розриву: 

LpRR
Cp

LpRR
Cp

RRpZ

K

K

i

1

1

2 1

)(
1

)( . 

Прирівнюємо його до нуля: 
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0
)(1 1

1
2

CpLpRR

LpRR
RR

K

K
i . 

Спростимо одержаний вираз 

,0

))(1())(1(

1

112

pLRR

pCpLRRRpCpLRRR

K

KiK
 

.0)(

)()(

21

1221

2

2

Ki

KiiKi

RRRR

pLCRRCRRCRRCRRpRRCL
 

Підставимо числові значення: 

10
-5.

10
-3

(10+15)
.
p

2
+(10

.
10

-5.
(60+5)+15

.
10

-5.
(60+5)+ 

+10
-3

)
.
p+60+15+10+5=0. 

Після спрощення одержимо таке рівняння 

p
2
+6,9

.
10

4.
p+3,6

.
10

8
=0. 

Тоді одержимо такі корені: 4

1 1057,0p  1/с, 4

2 1063,0p  

1/с. 

Корені дійсні та різні, відповідно перехідний процес буде 

аперіодичним. 

Вигляд вільної складової: 

tt

ВL eAеАi
44 1033.6

2

1057,0

1.  

Повний струм в індуктивності 
tt

L eAеАi
44 1033.6

2

1057,0

1111.0 . 

Визначимо постійні інтегрування А1 та А2 . 

Перше рівняння для визначення А1 та А2 одержимо, вико-

ристовуючи значення пункту 2. Виразимо струм у індуктивності 

iL(0+) =  iL(0) =0,111+ А1 + А2. 

Врахуємо незалежні початкові умови: 

                                     А1 + А2+0.111=0                                         (1) 

Для одержання другого рівняння запишемо систему рів-

нянь пункту 1 для моменту часу t(0+): 
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.)0(

,)0()()0(

,0)0()0()(

),0()0()0(

0

2

01

t
C

C

iC

Ct
L

LK

CL

dt

du
Ci

EiRRu

u
dt

di
LiRR

iii

 

Підставимо до системи незалежні початкові умови, тоді з 

другого рівняння системи випливає: 

00t
L

dt

di
L    тобто   00t

L

dt

di
.                                   (*) 

Тепер продиференціюємо вираз струму iL, одержаний у 

пункті 5: 

ttL eAeA
dt

di 44 1033,6

2

41057,0

1

4 1033.61057.0  

Запишемо одержане рівняння у момент часу t=0+ : 

2

4

1

4

0 1033.61057.0 AA
dt

di
t

L . 

Врахуємо одержану вище рівність (*) та одержимо друге 

рівняння: 

01033.61057.0 2

4

1

4 AA                                      (2) 

Розв’яжемо систему: 

.01033.61057.0

,111.0

2

4

1

4

21

AA

AA
 

Звідси маємо А1 = -0.122, А2 = 0.011. 

Тоді одержимо вираз струму у котушці індуктивності 
tt

L eeti
44 1033.61057.0 011.0122.0111.0)( , А. 

 

Приклад 7.3. Визначити напругу на другому резисторі 

(рис. 7.24), якщо е(t) = E = 26 В, R1 = 2 Ом, R1 = 9 Ом,                   

L = 11 мГн, С = 360 мкФ. 
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Розв'язання 

 

R2 

 L 

e(t)
_ 

R1 

i S 
i1 

 

i2 

 

C 

 
Рисунок 7.24 

1. Складемо систему рівнянь за 

законами Кірхгофа 

.

,0

E,

,0

11

2

21

dt

du
Ci

uRi

dt

di
LiRu

iii

С
R

С

С

 

Спочатку визначимо чтрум )(ti . 

2. Незлежні початкові умови 

uc(0-) = uc(0) = uc(0+), ic(0-) = ic(0) = ic(0+). 

До комутації  uc(0-) = 0 и ic(0-) = 0, відповідно uc(0) = uc(0+) = 0, 

i(0) = i(0+) = 0. 

3. Розрахуємо вимушений режим 

У вимушеному режимі схема має вигляд схеми, що зобра-

жена на рис. 7.25. 

Визначимо вимушений струм 

36.2
92

26

21 RR

Е
iВИМ А. 

4. Визначимо корені характеристичного рівняння та 

виглядає вільною складової струма. 

Зобразимо схему без джерела у  операторній області     

(рис. 7.26) 

 

E 

 

R1 

R2 

 

IВИМ 

 
 

1/р С 

R2 

 

R1 

pL 

 
Рисунок 7.25 Рисунок 7.26 
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Знайдемо операторний вхідний опір Z(р) 

pC
R

pC
R

pLRpZ
1

1

)(

1

1

2 . 

Одержимо рівняння 

0
11

1
2

pCR

R
pLR . 

Перетворимо одержане рівняння 

R1R2C·p + R2 + R1CLp
2
 + pL + R1 = 0, 

R1CLp2 + (R1R2C + L)p + (R1 + R2) = 0. 

Підставимо числові значення: 

2·360·10
-6

·11·10
-3

р
2
 + (2·9·360·10

-6
 + 11·10

-3
)p + (2 + 9) = 0. 

Після спрощення одержимо квадратне рівняння 

р
2
 + 2,21·10

3
р + 1,39·10

6
 = 0. 

Після розв’язання рівняння маємо  
3

2,1 10)41,0105,1( jр   1/с. 

Оскільки корені характеристичного рівняння комплексно-

спряжені, то вільна складова струма має вигляд: 

)410sin(
310105.1 tAеi t

В . 

Процес носить коливальний характер. 

5. Запишемо вираз для повного струму 

)410sin(36.2 1105 tAеiii t

ВВИМ  А. 

6. Визначимо постійні інтегрування А та φ. 

Перше рівняння для розрахунку А та φ одержуємо з умови 

i(0) = 0, тобто 

                                       2.36 + А·sin φ=0.                                       (1) 

Для одержання другого рівняння запишемо систему рів-

нянь за законом Кірхгофа (пункт 1) для моменту t = 0+: 
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.0)0()0(

E,)0()0(

,0)0()0()0(

11

0

2

21

c

t

С

uiR

dt

di
LiRu

iii

 

Врахуємо незалежні початкові умови (пунтк 2) та одержи-

мо: 

E
0tdt

di
L ,    тбто       

3

3
1036.2

1011

26E

Ldt

di
.  

Тепер продиференціюємо вираз повного струму (пункт  5): 

).410cos(410)410sin(1105 11051105 tAetAe
dt

di tt
 

Запишемо його для t = 0+: 

cos410sin1105
0

AA
dt

di

t

 

та прирівняємо до раніше розрахованого значення: 

                      -1105 А·sin φ+410А·cosφ = 2.36·10
3
                         (2) 

Одержимо друге рівняння для розрахунку сталих інтегру-

вання 

А·sinφ = - 2.36, 

-1105А·sinφ + 410 А·cosφ = 2.36·10
3
. 

Звідси знайдемо .
sin

36.2
A  

Підставимо оержаний вираз у друге рівняння системи 

.1036.2cos
sin

36.2
410sin

sin

36.2
1105 3

 

2607.8 – 967.6 сtgφ = 2360. 

ctgφ = 0.257. 

φ = 75.36
о
 или φ = 1.32 рад. 

44.2
63.75sin

36.2
0

А , 

тоді струм буде дорівнювати 
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i = 2.36 – 2.44 е
-1105t

 sin(410t + 1.32) А. 

За умовою задачі потрібно знайти напругу 
2Ru  

iRuR 22
. 

Підставимо числові значення 

))32.1410sin(44.236.2(9 1105

2
tеu t

R = 

=21.24 – 21.95е
-1105t 

sin(410t + 1.32) В 

або 

2Ru = 21.24 – 21.95е
-1105t 

sin(410t + 75.63
о
), В. 

 

7.8 Метод змінних стану 

 

Для розрахунків перехідних процесів у колах, що містять 

три та більше реактивних елементів, застосовують метод змін-

них стану, що дозволяє сформувати систему диференціальних 

рівнянь у формі Коші (у нормальній формі) та розв'язати її опе-

раторним або чисельним методом. 

За змінні стану у електричному колі вибирають струми iL в 

індуктивностях і напруги uС  на ємностях, тобто ті величини, які 

визначають загальний порядок системи диференціальних рів-

нянь. Ці величини задають у кожний момент часу енергетичний 

стан електричного кола, тому у методу є така назва – метод 

змінних стану. 

Порядок складання рівнянь наступний. Спочатку запису-

ють рівняння кола за законами Кірхгофа, потім їх перетворюють 

шляхом виключення інших змінних так, щоб залишилися тільки 

змінні стани, їх похідні та джерела. Отриману систему рівнянь 

записують у матричній формі uBxAx ,  

де 

kCk

L

L

Ck

L

L

J

E

E

u

u

i

i

x

u

i

i

x

2

1

2

1

2

1

;; ; 
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[A] та [B] – матриці, обумовлені структурою кола та значеннями 

її параметрів. 

Аналогічно записують рівняння для вихідних величин 

[y]=[C][x]+[D][u],  де  

L

C

R

u

i

i

y


. 

Розв'язання матричних рівнянь мають вигляд 

,)()()0()(

;)()0()(

0

)(

0

)(

tuDduBeCxeCty

duBexetx

t
tAtA

t
tAtA

 (7.24) 

де [x(0)] – матриця початкових станів x,  e
[A]t

 – перехідна матри-

ця стану системи, названа інакше фундаментальною. 

Для визначення фундаментальної матриці e
[A]t 

 існує кілька 

способів. Однак останнім часом, завдяки широкому використан-

ню обчислювальної техніки, необхідно розв’язувати систему 

диференціальних рівнянь чисельним методом, використовуючи 

стандартні програми, наприклад MATHCAD. 

 

Приклад 7.4. Записати рівняння для схеми рис. 7.27 мето-

дом змінних стану. 
 

R1 L 

J E 
C 

R2 

iR iL 

Рис. 6.14 

iС 

 
Рисунок 7.27 

 

Розв'язання 

1. Записуємо спочатку рівняння за законами Кірхгофа 
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.0

,

,

2

21

RC

R
L

L

LCR

iRu

EiR
dt

di
LiR

Jiii

 

2. Перетворимо останнє рівняння  

)()( 222 J
dt

du
CiRiiJRiRu C

LCLRC  

та потім передостаннє рівняння  

CLRL
L uRiEiRiRE

dt

di
L 21 . 

3. Переносимо похідні i L  та  i C  у ліву частину рівнянь      

.
111

,
11

2

1

J
C

u
CR

i
C

u

E
L

u
L

i
L

R
i

CLC

CLL

 

4.  У матричній формі система диференціальних рівнянь 

має вигляд 

J

E

C

L
u

i

CRC

LL

R

u

i

C

L

C

L

1
0

0
1

11

1

2

1

, або 

uBxAx . 

5. Доповнюючи цю систему початковими умовами iL(0+)=0,  

uС(0+)=JR2,  можна визначати iL(t), і uС(t) за допомогою 

програми MATHCAD. 

6. Якщо потрібно визначити інші величини  iR, iC, uL, то 

складемо алгебраїчні рівняння 
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.

,

,

1

2

2

EuiRu

J
R

u
ii

R

u
i

CLL

C
LC

C
R

 

7. У матричному вигляді система алгебраїчних рівнянь   

 

01

10

00

1

1
1

1
0

1

2

2

J

E

u

i

R

R

R

u

i

i

C

L

L

C

R

або uDxCy . 

 

7.9 Застосування інтеграла Дюамеля 

 

У лінійних електричних колах струм у будь-якій гілці мо-

же бути представлений у вигляді добутку напруги на вході кола 

на вхідну gkk або взаємну gkm провідність                   

ik=Umgkm. 

При включенні кола під постійну напругу це співвідно-

шення також має силу. При цьому і струм, і ця провідність бу-

дуть функціями часу, тобто  

ik(t)=Umgkm(t),  де gkm(t) – перехідна провідність. 

У загальному випадку перехідна провідність gkm(t) визна-

чається як відношення перехідного струму у k-й гілці до напру-

ги у m-й гілці при відсутності джерел у інших гілках 

m

k
km

U

ti
tg

)(
)( . (7.25) 

Аналогічна напруга на деякій ділянці кола під час перехід-

ного процесу є також функцією часу  

uab(t)=Uh(t),   
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де h(t) – перехідна функція, обумовлена як відношення напруг 

Uab та U при відсутності в колі інших джерел. 

Звичайно для визначення g(t) та h(t) використовують пос-

тійну напругу U=1В. Однак знаючи величини g(t) та h(t), можна 

визначати струм або напругу на ділянці кола при включенні 

цього кола під напругу складної форми. 

Нехай до кола з нульовими початковими умовами й відо-

мою перехідною провідністю g(t) підключається напруга u( ) 

(рис. 1.21, а). Для того щоб визначити струм у колі у момент ча-

су t, замінимо плавну криву східчастої та додамо струми від по-

чаткової напруги u(0) і від усіх сходів напруги, що вступають у 

дію із запізненням у часі 

i(t)=u(0)g(t)+ u ( ) g(t– – ) ,  

де кожна сходинка збільшення напруги визначається у такий 

спосіб: 

)(u
d

du
u . 

Замінюючи кінцевий інтервал часу τ на нескінченно малий 

dτ і переходячи до інтеграла, одержимо: 
t

dtgutguti
0

)()()()0()( . (7.26) 

Цю формулу називають інтегралом Дюамеля. З її допомогою 

можна знайти перехідну напругу на деякій ділянці кола, якщо 

замість перехідної провідності g(t) використовувати перехідну 

функцію напруги h(t). 

t

t- -

u

a)     

a

t1 t2

u

б)

0

u(0)

b

u1(t)

u2(t)
с

 
Рисунок 7.21 
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Якщо вхідна напруга змінюється за більш складним зако-

ном – стрибком у певні моменти часу (рис. 1.21, б), то струм ви-

значають як суму струмів від усіх напруг, що впливають на коло 

до моменту часу t. 

 Для моменту часу t1<t<t2  

)()()()()()0()( 1

0

1

1

ttguudtgutguti ab

t

 

t

t

dtgu

1

)()(2 . 

 Для часу t>t2 

).()0()()(

)()()()()()0()(

22

1

0

1

2

1

1

ttgudtgu

ttguudtgutguti

c

t

t

ab

t

 

 

Приклад 7.5. Визначити струм в індуктивній котушці 

(Rk=0.5 Ом, Lk=1 Гн) через 5 с після підключення її під напругу, 

що змінюється за складним законом (рис. 1.21, б), якщо  

u1( )=150–100e
–0.25

 діє до часу  t1=4 з, а 

  
)(4.0

2
110050)(
t

eu  –  до часу t2=6 с. 

 Розв'язання 

1. Визначаємо перехідну провідність g(t). Для цього знаходимо 

струм у RL-колі при включенні її під постійну напругу      

U=1 В. Раніше було показано (див. включення RL-кола під 

постійну напругу) 

t
t

L

R

U ee
R

titg k

k

5.0
1 121

1
)()( . 

2. Знаходимо похідні напруг       

,2525.0100)( 25.025.0

1

tt eeu  
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tt eeu 4.04.0

2 404.0100)( . 

3. Визначаємо закон зміни струму у загальному вигляді для   

t1<t<t2 

t

t

ab

t

dtgu

ttguudtgutguti

1

1

)()(

)()()()()()0()(

2

1

0

11

 

.
4.0

4.05.0

4.0

5.0

5.01.0

40

1
5.0

9.36
718.1632.02001100

1111

1

4.0)(5.04.04.04.0

)(5.05.05.0

tttttt

tttt

eeeee

eee

 

4. Підставляємо у отриманий вираз t1=4 с, t=5 с  і одержуємо   

i=204.3 A. 

 

7.10 Операторний метод аналізу перехідних процесів 

 

7.10.1 Загальні положення 

 

Операторний метод розрахунків перехідних процесів за-

снований на заміні функцій часу f(t) функціями комплексної ча-

стоти p= +j  за допомогою перетворення Лапласа 

0

)()( dtetfpF pt
. (7.27) 

При цьому операції диференціювання та інтегрування заміня-

ються операціями множення та ділення, а система диференціа-

льних рівнянь перетвориться у систему алгебраїчних рівнянь. 

Розв'язавши ці алгебраїчні рівняння та визначивши у такий спо-

сіб зображення шуканих величин, можна потім за допомогою 

зворотного перетворення Лапласа знайти функцію часу: 

dpepF
j

tf pt)(
2

1
)( . (7.28) 
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Такий перехід з часової області у частотну область, а потім зно-

ву у часову схожий на операції логарифмування та на комплекс-

ний метод розрахунків кіл при синусоїдальних струмах. Функці-

ям у часовій області u(t), i(t), f(t) відповідають функції U(p), I(p), 

F(p). Відповідність між функціями записується як  

)()( tfpF  . 

Наступні зображення функцій найчастіше часто зустріча-

ються: 

;1)()3;
1

)2;)1
2

 t
p

t
p

AA  

;sin)7;
)(

1
)6

;
)(

1)5;
1

)4

222 p
t

p
te

pp
e

p
e

t

tt



  

;.
)(

sin)10;
1

)!1(
)9

;
))((

1
)8

22

1

p
te

pn

t

bpap

p
beae

ba

t

n

n

btat




 

22
cos)11

p

p
t   

Зображення похідної має вигляд 

),0()()( fppFtf
dt

d
  

де f(0) – значення функції f(t) при t=0, F(p) – зображення функції 

f(t). 

Зображення другої похідної має вигляд 

0
2

2

2

)()0()()( ttf
dt

d
pfpFptf

dt

d
 . 

Зображення інтеграла має вигляд 
t

p

pF
dttf

0

)(
)(  . 

Відповідно до цих формул визначимо зображення напруги 

на конденсаторі у такий спосіб: 
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p

u

pC

pI
idt

C
uu C

t

CC
)0()(1

)0(

0

 , (7.29) 

а  напруга на індуктивному елементі – 

)0()( LippLI
dt

di
LuL  . (7.30) 

 

7.10.2 Основні теореми перетворення Лапласа 

 

1. Теорема зсуву у області оригіналів (теорема запізнювання) 

)()( pFetf pt . 

Доводиться безпосереднім застосуванням перетворення Лап-

ласа. 

2. Теорема зсуву у області зображень 

)()( tfepF t . 

3. Теорема про зміну масштабу (теорема подоби) 

p
Ftf

1
)(  . 

4. Граничні співвідношення 

уст
pp

ffppFfppF )()(lim);0()(lim
0

. 

Початкове значення функції f(0+) можна знайти, визначаючи 

межу виразу pf(p) при p , а встановлене значення f(t), тобто 

вимушена складова fпр(t), визначається як границя виразу pf(p) 

при p 0. 

 

7.10.3 Розрахунки кіл операторним методом 

 

Диференціальне рівняння послідовного RLC-кола при 

включенні під постійну напругу має вигляд 

Eidt
C

u
dt

di
LRi

t

C

0

1
)0( . 

Використовуючи перетворення Лапласа для кожного дода-

нка, запишемо це рівняння у операторній формі: 
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),()(
)0(

)0()(
1

  ,
)()0(

)0()()(

pIpZ
p

U
Li

p

E
pI

pC
pLR

p

E

pC

pI

p

U
LippLIpRI

C

C

 

де  
1

)(
pC

pLRpZ  - операторний опір кола. 

Одержали закон Ома у операторній схемі 

)(

)0(
)0(

)(
pZ

Li
p

U

p

E

pI

C

. 
(7.31) 

Аналогічно запишемо рівняння Кірхгофа для миттєвих 

значень струмів і напруг 

.)(
1

;0 teidt
Cdt

di
LiRik  

Використовуючи перетворення Лапласа для кожного дода-

нка, запишемо ці рівняння у операторной формі: 

,0)(pI k  

p

U
iLpEpIpZ C
kkkkk

)0(
)0()()()( . 

(7.32) 

У отриманих рівняннях, поряд з діючими зовнішніми дже-

релами ЕРС, з'явилися доданки, що ураховують початкові умови 

p

uC )0(
 та )0(Li . Їх іноді називають внутрішніми ЕРС і зобра-

жують на операторних схемах заміщення кола при розрахунках 

перехідних процесів. При цьому їх напрямки збігаються з дода-

тними напрямками струмів у гілках схеми, але величина  Li(0) – 

додатна, а  
p

UC )0(
 – від’ємна (рис. 1.16, б).  

Відзначимо, що замість системи інтегрально-

диференціальних рівнянь для миттєвих значень струмів і напруг 

отримана система алгебраїчних рівнянь у операторній формі. 
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Розв’язуючи її, визначимо зображення шуканих струмів і на-

пруг. 

Перехід від зображень до оригіналів можна виконати, ви-

користовуючи відповідні таблиці або застосовуючи формулу 

розкладання: 

,
)(

)(

)(

)(

)(
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     pk – корені рівняння М(р)=0; 

     М (р) – похідна від знаменника. 

Якщо один із коренів дорівнює 0, то доданок  0

)0(

)0(
e

M

N
 – 

дорівнює вимушенії складовій, що обумовлена постійною ЕРС. 

Якщо серед коренів є пара комплексно-спряжених коренів, 

то відповідний їм доданок у зображенні буде гармонічною фун-

кцією. При р1,2= – +j  

)cos(
)(

)(
Re2)( 1

1

1 tAee
pM

pN
ti ttp . 

Приклад 7.6. Визначити струм i1(t) при перехідному про-

цесі у схемі (рис. 1.16, а), якщо  U=125 В, R1=50  Ом, R2=200 Ом, 

R3=250 Ом, L=10 мГн, З=5 мкФ. 

Розв'язання 

1. Задамо додатний напрямок струмів і визначаємо величину 

струму через індуктивність L1(0–) та напругу на конденсаторі 

uС(0–) до комутації  

A
RRR

U
i 25.0

500

125
)0(

321

1 , 

ВiRuC 5025.0200)0()0( 2 . 

2. Накреслимо операторну схему заміщення для схеми, що ви-

йшла після комутації, у якій, крім зовнішнього джерела, з'яв-
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ляться внутрішні джерела ЕРС (рис. 1.22, б) Li1(0) і 
p

U C )0(
 

початкові умови, що враховують. 

С

i1

i3
i2

U

R1

R3

R2

L
+

_

a)    

p

U

R1 pL
Li1(0)

I1(p)
I3(p) I2(p)

R2

p

UC )0(

б)  
Рисунок 7.22 

 

3. Складемо рівняння за законами Кірхгофа для схеми, що зо-

бражена на рис. 1.16, б для визначення зображень струмів 

.
)0(

)(
)(

),0()()()(

,0)()()(

22

3

122111

321

p

U
pIR

pC

pI

Li
p

U
pIRppLIpIR
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Розв’язуючи систему рівнянь, знайдемо: 

2121

2

2

2212

2

1

)0()0()0(
)(

RRpLRCRpLCRp

UCRULiUCRpiCLRp
pI C  

)(

)(

pM

pN
. 

Підставляючи числові значення, одержимо: 

 
25006.010

1250775.0105.2
)(

25

26

1
ppp

pp
pI . 

Прирівнявши знаменник нулю  M(p)=0,  знайдемо корені 

р1=0,     р2,3=-3000 j4000  c
–1

. 

Визначимо похідну виразу, що стоїть у знаменнику 

M (p)=3 10
– 5

p
2
+0.12p+250.  
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Розрахуємо оригінал струму  i1(t) 
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7.11 Спектральний метод аналізу перехідних процесів 

 

7.11.1 Загальні положення 

 

Спектральний (частотний) метод застосовується при аналі-

зі реакції кола на вплив імпульсних сигналів, а також при розра-

хунках перехідних процесів (аналогічно операторному методу). 

Він дає можливість перетворити функцію часу f(t) у функцію 

частоти S(j ), яку називають спектром функції f(t). Це перетво-

рення виконується за допомогою інтеграла Фур'є (прямого пере-

творення Фур'є) 

dtetfjS tj)()( , (7.33) 

яке одержують із формули для ряду Фур'є 

k

k

T

T

tjktjk

k

k

k dtetf
T

eAtkAAtf
2

2

0

1

0 )(
1

)sin()(  

граничним переходом при прямуванні Т до нескінченності. На 

функцію  dttf )(  накладається обмеження – необхідне, щоб 
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вона була кінцева (не нескінченна). Ряд функцій не задовольняє 

цій умові. 

Для знаходження функцій часу f(t) за відомим спектром 

S(j ) використовують зворотне перетворення Фур'є 

dejStf tj)(
2

1
)( . (7.34) 

Порівнюючи формули перетворень Лапласа та Фур'є, за-

значимо, що перетворення Фур'є є частиним випадком перетво-

рення Лапласа, тобто 

S(j )=F(p)p=j . 

Тому розглянуті раніше формули відповідності та власти-

вості перетворення Лапласа справедливі і для перетворення Фу-

р'є. 

Так, розглянутий раніше закон Ома у операторній формі 

тепер буде мати такий вигляд: 

Cj
LjR

j

U
LijE

jI

C

1

)0(
)0()(

)( . (7.35) 

Знаменник цього виразу 

Cj
LjRjZ

1
)( . 

Знаменик являє собою комплексний опір кола, що застосо-

вувалося раніше для розрахунків ланцюгів синусоїдального 

струму (в усталеному режимі). У той же час це частотна харак-

теристика двополюсника, яка може бути отримана експеримен-

тально в усталеному режимі роботи. Якщо вхідний сигнал має 

вигляд деякого імпульсу, то визначивши його спектр S(j ) і, 

знаючи частотну характеристику двополюсника Z(j ), можна 

знайти спектр струму I(j ) і потім перехідний струм i(t). Анало-

гічно для чотириполюсника, знаючи передавальну функцію 

H(j ), можна визначити спектр вихідного сигналу: 

U2(j )=H(j )S(j ) 

і потім знайти залежність вихідного сигналу від часу u2(t). 
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Слід мати на увазі, що спектр функції, передавальна функ-

ція та частотна характеристика кола, як і будь-яка комплексна 

величина, можуть бути подані у декількох виглядах. Наприклад, 

)()()()( )( jMBeHjH j , 

де H( ) – амплітудно-частотна характеристика (АЧХ); 

       ( ) – фазочастотна характеристика (ФЧХ); 

       В( ) – дійсна характеристика; 

       М( ) – уявна характеристика. 

Якщо передавальна функція безрозмірна, то вводять по-

няття логарифмічної амплітудно-фазовою характеристики 

(ЛАХ) 

)()(ln)(ln)(ln )( jHeHjH j . 

При цьому lnh(j ) вимірюється у неперах (Нп) або перетворю-

ють у інші одиниці – децибели (дБ), вважаючи 

1 дБ=0.115 Нп,  або  1 Нп=8.7 дБ. 

Шкалу частот теж будують часто у логарифмічному масштабі. 

Інтервал частот, відповідний до подвоєння частоти, називають 

октавою, а відповідний десятикратному відношенню частот – 

декадою ( 1 декада = 3.32 октави). 

 

7.11.2 Методика розрахунку частотним методом 

 

Розрахунки перехідних процесів у звичайних електричних 

колах спектральним методом виконують порівняно рідко, зазви-

чай використовують для цих цілей операторний метод. Однак, 

коли частотна характеристика досліджуваного кола знята експе-

риментально або коли вхідний вплив має характер окремих ім-

пульсів, застосування спектрального методу цілком виправдане. 

При цьому, визначивши спектр вихідної величини, її оригінал 

f(t) знаходять, використовуючи теорему розкладання або за фо-

рмулою: 
0

00

sin)(
1

sin)(
2

)( tdMtdMtf . 
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У цій формулі другий доданок найчастіше дорівнює нулю, оскі-

льки sin t=0 при =0. 

Для обчислення першого доданка слід знати значення де-

яких невласних інтегралів 

22

1
)(1

sin

0

td
t

, 

22

1
)(1

sin

0

td
t

, 
ted

t

2

sin

0

22
, 

ted
t

2

cos

0

22
, ted

t
1

2

sin

0

22
, 

)(2cos ttd , 1)( de j . 

а також спектри одиничної східчастої функції 

j
jSt

1
)()()(1  . 

та імпульсної функції (Дірака)    1)()( jSt  . 

 

Приклад 7.7. Визначити перехідний струм i(t) при підклю-

ченні послідовно включених елементів R та L під постійну на-

пругу U. 

Розв'язання 

1.  Визначаємо частотну характеристику кола   Z(j )=R+j L. 

2.  Знаходимо спектр вхідного впливу, використовуючи одинич-

ну східчасту функцію 

j
UjU

1
)()( . 

3. Розраховуємо спектр струму 

)(

1)(

)(

)(
)(

LjRjLjR
U

jZ

jU
jI . 

4. Відокремлюємо дійсню та уявну частини спектра струму 
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,)()(
)(

)()()(

222

R
LjLR

L

U

jMBjI

 

де 
L

R
. 

5. Знаходимо перехідний струм 

.1
)(

sin2
sin)(

2
)(

0
222

0

te
R

U

L

tdRU
tdMti . 

 

Приклад 7.8. Імпульс напруги K=U0T  впливає на коло 

послідовно включених R і C. При цьому T<<RC. Визначити пе-

рехідний струм. 

Розв'язання 

1. Визначаємо спектр вхідного впливу, представляючи ім-

пульс через δ-функцію 

f(t)=K (t);         S(j )=K=U0T. 

2. Знаходимо частотну характеристику кола 

Cj

CRj

Cj
RjZ

11
)( . 

3. Розраховуємо спектр струму 

.
)(

)(

1)(

)(
)(

22

2
00 j

R

TU

CRj

CTjU

jZ

jS
jI  

4. Визначаємо перехідний струм, використовуючи відоме 

зворотне перетворення Фур'є 

0

sin)(cos)(
1

)(
2

1
)( dtMtBdejStf tj . 

      Для цього перетворимо спектр струму 

.
)()(

)()()(
22

0
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2
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TU
j

R

TU
jMBjI  

      Тоді одержимо 
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.)(
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Таким чином, перехідний струм виходить від’ємним, обумовле-

ним розрядом конденсатора, який розрядився під час короткоча-

сного стрибка додатного струму до напруги  

.0
00 TU

RC

TU

C

Q
 

  

7.12 Передача сигналів через чотириполюсні кола 

 

У радіотехніці та імпульсній техніці дослідження питань 

проходження сигналів через різні електричні кола найбільш 

ефективно виконується спектральним методом. Так, аналіз умов 

проходження сигналів без спотворення форми через підсилюва-

чі, фільтри та інші обладнання виконується у такий спосіб. 

Допустимо, що на вхід деякого чотириполюсника з пере-

давальною функцією K(j )=K( )ej
( )

  при нульових початкових 

умовах впливає сигнал f1(t) спектр, що має, S1(j ). Тоді на виході 

цього чотириполюсника з'явиться сигнал  f2(t), спектр якого 

S2(j )=K(j )S1(j ). 

У багатьох випадках припустимо, щоб сигнал f2(t)  у порів-

нянні з f1(t) мав ослаблення nf запізнення на якийсь час t0, тобто  

f2(t)=af1(t–t0), 

але неприпустиме спотворення форми імпульсу. Застосуємо пе-

ретворення Фур'є до функції f2(t), тобто визначимо її спектр. 

Враховуючи теорему зсуву, знайдемо: 

0)()( 112
tj

ejSajS . 

Порівнюючи спектри S2(j ), знаходимо, що  

0)()()(
tjj aeeKjK . 
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Отже, для проходження імпульсу або модульованого коли-

вання через чотириполюсник без викривлення форми необхідно, 

щоб модуль передавальної функції був постійний (не залежав 

від частоти), а аргумент ( )=– t0  лінійно змінювався при 

зміні частоти. 

У реальних чотириполюсниках це може бути виконане 

лише приблизно у деякій смузі частот, яку називають смугою 

пропущення. Прийнято визначати смугу пропущення значен-

нями , за яких 2
)(

)(

min

max

K

K
. 

Якщо все ж таки сигнал спотворюється, то ступінь викрив-

лення можна розрахувати або визначивши за S2(j )=K(j )S(j ) 

оригінал f2(t) та прирівнявши його з f1(t), що не завжди вдається 

виконати, або іншим способом, також заснованому на спектра-

льних методах. Уважають, що викривлення форми фронту імпу-

льсу залежить від властивостей передавальної функції K(j ) на 

високих частотах, а викривлення вершини імпульсу визначаєть-

ся властивостями передавальної функції на низьких частотах. 

Для цього з основної схеми досліджуваного обладнання форму-

ють дві розрахункові схеми, відповідно для високих та низьких 

частот. Першу розрахункову схему одержують із повної схеми 

шляхом закорочення конденсаторів, включених пралельно рези-

стивним елементам (вважаючи, що вони мало впливають на ве-

личини струмів). Другу розрахункову схему одержують, закоро-

тивши індуктивні елементи за шляхом проходження сигналу 

(вони за низької частоти мають малий опір). Для отриманих 

схем становлять характеристичні рівняння (вони мають значно 

менший порядок, чим для основної схеми). Досліджуючи отри-

мані схеми операторним методом, можна виявити, які елементи 

впливають на викривлення сигналу. 
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ДОДАТОК А 

(довідковий) 

Розрахунок лінійних електричних кіл постійного струму 

 

Для схеми, що зображена 

на рис. А.1 необхідно розраху-

вати всі струми, якщо задані 

такі параметри елементів кола 

R1=45 Ом,R2=60 Ом,R3=33 Ом, 

R4
”
=60 Ом, R4

’
=20 Ом, R5=21 

Ом, R6
’
=50 Ом, R6

”
=25 Ом.,   

E1=0 В, E2=52,5 В, E3=22,5 В 

J1= 0 В, J2= 0,3 В, J3=0 В. 

Рисунок А.1  

Розв’язання 

А.1 Перетворення загальної схеми за варіантом 

Замінимо резистори 752550''
6

'
66 RRR , 752550''

6
'
66 RRR  зі схеми, що зображена на 

рис. А.,1 одним (рис. А.2) 

752550''
6

'
66 RRR Ом 

 
 

Рисунок А.2 Рисунок А.3 

 

Перетворимо джерело струму зі схеми, що зображена на 

рис. А.2, на джерело напруги (рис. А.3) 

1822 RJEE В, 15
2060

2060

4

44
4

RR

RR
R Ом. 
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А.2 Розрахунки невідомих струмів у гілках за законами 

Кірхгофа 

а) Для схеми 2: число гілок-8; число гілок з відомими струма-

ми-1 (гілки з J2); невідомих струмів у гілках 8-1=7; система повинна 

містити 7 рівнянь (за кількістю невідомих струмів), число вузлів 

a,b,c,d,m дорівнює 5, число рівнянь за I законом Кірхгофа повинне 

бути 5-1=4, оскільки один з вузлів заземлений. У схемі 2, де є гілки 

без опору bm, потрібно заземлити один з вузлів цієї гілки. Для скла-

дання рівнянь за II законом Кірхгофа потрібно 7-4=3 рівняння. Скла-

демо граф схеми (джерела енергії у графі представляємо своїми внут-

рішніми опорами JE RR  ,0 , резистори R не зображуються) 

рис.3.  

Рисунок А.4 – Ненап-

равлений граф схеми 

2  

 

Рівняння за II законом Кірхгофа складаються для гнізд графа. 

Напрямок обходу контурів можна вибирати довільно. Розв’язуючи 

систему, знаходимо невідомі струми 654321 ,,,,,,
2

IIIIIII R  ( за 

завданням розв’язувати систему не потрібно). 
б) Для схеми 3: Число невідомих струмів - 6, число 

вузлів – 4, число рівнянь за I законом Кірхгофа 4-1=3, число 

рівнянь за II законом Кірхгофа 6-3=3. Контури та напрямки 

обходу вибираємо за графом схеми (рис.А.5). 
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Рисунок А.5 
2226611

32332244

441155

326

651

543

0

0

   

EERIRIRI

EEERIRIRI

RIRIRI

III

III

III

III

II

I

d

c

a

Э

Э

Контуры

Узлы

 

Розв’язуючи систему, знаходимо струми I1, I2, I3, I4, I5, I6 (за 

завданням, розв’язуювати систему не потрібно). 

 

А.3 Розрахунки невідомих струмів у гілках МКС 

 

Число рівнянь системи МКС дорів-

нює числу рівнянь за II законом Кі-

рхгофа. У контурах I, II, III прохо-

дять невідомі контурні струми I11, 

I22, I33, які і є невідомими система-

ми. У гілці із джерелом струму 

проходить відомий струм J2, який 

створює у контурі відомий контур-

ний струм J22=J2=0,3 A (схема 2) 

рис. А.2. 

 

 

 
 

 Рисунок А.2 

Складемо систему рівнянь за методом контурних струмів 

,)(

,)(

,0)(

222226133222111

3222223332422411

13342241511

ERJRRRIRIRI

EERJRIRRRIRI

RIRIRRRI

 

або перенесемо EERJRJ 22222   у праву частину 

,)(

,)(

,0)(

226133222111

3223332422411

13342241511

E

E

EERRRIRIRI

EEERIRRRIRI

RIRIRRRI
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У такому вигляді система відповідає схемі 3. Запишемо си-

стему у матричній формі. 

E

E

EE

EEE

I

I

I

RRRRR

RRRRR

RRRRR

2

32

33

22

11

62121

23244

14415 0

. 

Матриця у числах: 

5.34

12

0

1806045

6010815

451581

33

22

11

I

I

I

. 

Розв’язуючи систему щодо невідомих, знаходимо контурні 

струми 142.011I А, 042.022I А, 241.033I А, а тоді за прин-

ципом накладення виражаємо через них струми у гілках. Якщо 

контурний струм проходить згідно із прийнятим напрямком 

струму, то він береться зі знаком плюс і навпаки 

099.011331 III А, 198.022332 III А, 

042.0223 II А, 099.022114 III А, 142.0115 II А, 

241.0336 II А, 498.0222332 JIII R А. 

 

А.4 Розрахунки невідомих струмів у гілках МВП 

 

Число рівнянь системи дорівнює числу рівнянь за I зако-

ном Кірхгофа. Невідомими системи є невідомі потенціали вуз-

лів. Потенціал одного з вузлів беремо таким, що дорівнює 0. У 

схемі, де є гілки, що містить тільки Е, потрібно вибирати за нуль 

потенціал одного з вузлів цієї гілки. 

 Для схеми 2: 0b , BEbm 5.522  невідомими 

будуть a  c  і d .  
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Запишемо систему для МВП 

.
111111

,0
11111

,
11111

3

3
2

623623

65615

3

3

35543

R

E
J

RRRRRR

RRRRR

R

E

RRRRR

dcma

dca

dca

 

Для схеми 3: 

.
11111

,0
11111

,
11111

3

3

2

2

62363

65615

3

3

35543

R

E

R

EE

RRRRR

RRRRR

R

E

RRRRR

E
dca

dca

dca

 

Системи еквівалентні, тому що 
2

2
2

2

2

22

2

R

E
J

R

E

R

E

R

EE EE . 

Система в матричній формі: 

3

3

2

2
2

3

3

62363

65615

35543

0

11111

11111

11111

R

E

R

E
J

R

E

RRRRR

RRRRR

RRRRR

d

c

a

. 

Розв’язуючи систему щодо невідомих, знаходимо невідомі 

потенціали вузлів: 

a  = -1,489 B   c = -4,472 B  d = -22,579 В. 
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Виражаємо  струми  у  гілках  за  законом  Ома 

099.0
1

1
R

I cb А, 099.0
4

4
R

I ab А, 

241.0
6

6
R

I dc А, 042.0
3

3
3

R

E
I ad А, 

142.0
5

5
R

I ac А. 

За схемою 2: 498.0
)(

2

2

2

2
R

E

R
I dmd

R А, 

198.0222 JII R А. 

За схемою 3: 198.0
4

2
2

R

EE
I Ebd А. 

 

А.5 Порівняльна таблиця результатів розрахунків струмів 

 I1, A I2, A IR2, A I3, A I4, A I5, A I6, A 

МКС 0,099 0,198 0,498 0,042 0,099 -0,142 0,241 

МВП 0,099 0,198 0,498 0,042 0,099 -0,142 0,241 

 

А.6 Баланс потужностей 

Перевіримо виконання балансу потужності у схемі 2, роз-

раховуючи потужності споживачів та джерел. 

Розрахуємо напругу 

92.2922RIU Rdm В. 

Потужність споживачів 

36.206

2

65

2

54

2

43

2

32

2

21

2

1 RIRIRIRIRIRIPR Вт. 

Потужність джерел 

36.2023322 dmE UJIEIEP Вт. 

Оскільки потужність споживачів та джерел однакові, отже 

баланс потужності сходиться. 
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А.7 Розрахунки I1 для схеми 2 МЕГ 

        Візьмемо 1R , тобто розглянемо  схему  3 у режимі ХХ. Оде-

ржимо  схему рис. А.7, відповідну до еквівалентного  генератора.   

Це  нова  схема   4,  у  якій  

вибираємо  напрямки нових 

струмів 

dxxххcххbххa IIII ,,,    . У 

ній три вузли   a, m, d.  Ви-

ходить,   МВП   відповідає   

система 2  рівнянь. МКТ 

також відповідає система 2 

рівнянь (див. рис. 8.А), 

оскільки у схемі 2 контуру з 

невідомими контурними 

струмами xxI11  та xxI22 . 
 

 
Рисунок А.7 –  Контурні струми у 

схемі 2 

 

Схемі 3 буде відповідати система: 

МКТ – 2 рівняння, МУП – 1 рівняння). 

Гілки з J2 створює відомий контурний 

струм J22=J2 .  

а) Система МУП: візьмемо 

0d (рис.А.8). 
 

  
Рисунок А.8 –  Граф 

схеми  для МКТ 

Складемо систему рівняннь за МВП 

.
1111

,
1111

2

4

2

42

.

4

.

4

2

3

3

4

.

6543

.

J
R

E

RRR

R

E

R

E

RRRRR

xxmxxa

xxmxxa
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Матриця в числах 

8.3

182.4

083.0067.0

067.0107.0

.

.

xxm

xxa
. 

З системи знаходимо такі значення потенціалів 

12.21a.xx B,  7.28m.xx B. 

Через значення знайдених потенціалів знаходимо значення 

струмів 

041.0
0

3

3.
.

R

E
I xxa

xxa А, 178.0
4

2..
.

R

E
I xxmxxa

xxb А, 

22.0
0

65

.
.

RR
I xxa

xxc А, 478.02.. JII xxbxxd А. 

б) Система МКС (рис. А.8): 

.)()(

,)()(

2226524.2224.11

2322324.22324.11

ERJRRRRIRRI

EERJRRRIRRRI

xxxx

xxxx
 

Перенесемо в праву частину  рівняння в цифрах J2R2 і 

складемо матричні рівняння 

5.34

12

17175

75108

.22

.11

xx

xx

I

I
. 

Знайдемо струми 

041.0.11 xxI В, 22.0.22 xxI В.  

Виражаємо струми у гілках через контурні 

041.0.11. xxxxa II А, 178.0.22.11. xxxxxxb III А, 

22.0.22. xxxxc II А, 478.02.22.11. JIII xxxxxxd А. 

в) Прирівняємо струми у гілках, отримані МВП і МКС. 

г) Знаходимо 
xxbcU  

( тому що струм bcII1 у схемах 2 і 3). Розрахо-

вуємо його за 2  різними шляхами, роблячи перехід від другої точки 

«с» до першої «b». Зміну потенціалів на елементах враховуємо за за-

коном Ома (рис. А.7).  
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Візьмемо 0 xxc , тоді 

4 5 22 6  RIRIERIRIU xxbxxcxxdxxcxxcxxbxxbc  

7,296 В =7,296 В. 

 
Рисунок А.9 

д) Визначимо вхідний опір схеми 

xxbcR  
. Видаляємо джерела енергії, 

залишаючи замість джерела 

ЕРС. 0ER , і
JR  (обрив), 

замість  J . У схемі рис. А.9 не мо-

жна виділити паралельні та послі-

довні ділянки, тому робимо перет-

ворення трикутника abd у зірку (або 

acd). 

 

 
Рисунок А.10 

Розрахуємо опори для та-

кого перетворення: 

583.4
243

43

RRR

RR
Rao Ом,  

333.18
243

23

RRR

RR
Rdo Ом, 

333.8
243

42

RRR

RR
Rbo Ом. 

 
Запишемо вираз для вхідного опора 

65

65

 RRRR

RRRR
RR

doao

doao
boxxbcвх

,
xxbc

R
 вх

=28.412 Ом 

(порівнюємо результати, отримані для ∆ abd і acd). 
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Рисунок А.11 - Схема за-

міщення для розрахунків 

I1  МЕГ 

65

65

 RRRR

RRRR
RR

doao

doao
boxxbcвх

, 

xxbc
R

 вх
=28.412 Ом. 

(порівнюємо результати, отримані для 

∆ abd і acd). 

е) Визначаємо струм 1I  згідно зі схмою  

заміщення (рис. А.11) 

Порівняємо 1I  з таблицею (пункт 5). 

 

А.8 Потенційна діаграма 

 Для схеми 2: розглянемо контур a,b,m,d,a і розрахуємо 

потенціали кожної з точко  

1) 0b B; 2) 5.5222 Em B; 

3) 58.2222RI Rmd B; 4) 98.2333RIdn B; 

5) 48.13Ena B; 6) 044RIab B. 

Згідно з розрахунками побудуємо потенційну іаграму (рис. 

А.12). 

 
Рисунок А.12 –  Потенційна діаграма 
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ДОДАТОК Б 

(довідковий) 

Розрахунок лінійного електричні кола синусоїдального струму 

 
Рисунок Б.1 –  Схема у системі 

оригіналів 

 
Рисунок Б.2 –  Схема у системі 

символічних зображеннь 

Гцf

ФмкФC

ФмкФC

ГнмГнL

ОмR

Дано

2000

1025,125,1

1088

1022
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6

3

6

2

3

2
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Вtte

Вte

Вte

Вt

t

te

)90sin(199cos199

)30sin(70

)60sin(141

)26sin(282

)90296sin(282

)296cos(282

3

3

2
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Розв’язання  

Б.1 Система рівняннь за законами Кірхгофа 

а) у системі оригіналів (рис. Б.1), тобто у інтегрально-

диференційній формі. Стрілкою вказаний напрям обходу контурів 

.
11

,
1

,

33223

3

2

2

2
2

222

2

2
211

321

eeeedti
C

dti
Cdt

di
L

eedti
Cdt

di
LRi

iii

гілкаIIIгілкаII

гілкаII

гілкаI
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б) у системі символьних зображень (рис. Б.2), тобто у 

комплексній формі. 

При переході у систему зображень операції диферен-

ціювання замінюються множенням на оператор jω, операції ін-

тегрування діленням на оператор jω, завдяки чому система стає 

алгебраїчною, як у постійному струмі, що дозволяє у подальшо-

му застосувати для розрахунку струмів всі методи розрахуннку 

кіл постійного струму.  

Врахуємо, що je
ej

j

j

90

90

11 . 

.
1111

,
11

)(

,

3223

3

2

2

22

222

2

2211

321

2

2

EEEEI
jC

I
jC

IjL

EEI
jC

IjLRI

III

гілкаIIIгілкаII

гілкаII

jX
jX

гілкаI

C

L







  





  












 

З урахуванням позначень спростимо систему рівняннь 

.

,

,

32232

22211

321

322

22

EEEEjXIjXjXI

EEjXjXIRI

III

гілкаIII

C

гілкаII

CL

гілкаII

CL
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Б.2 Розрахунок струмів у системі зображеннь 

Значення комплексних опорів: 60R 11 Z Ом, 

22

22
2

11

fC
j

C
jjXZ CC  

95.9
10820002

1
6

jj  Ом, 

33

33
2

11

fC
j

C
jjXZ CC  

69.63
1025.120002

1
6

jj  Ом, 

 

12.25102200022 3

2222 jjfLjLjjXZ LL Ом, 

17.15)95.912.25(222 jjjXjXZ CL Ом, 

69.6333 jjXZ C Ом. 

Для розрахунку Uab 

використаємо метод 2-х 

вузлів, як найбільш раціо-

нальний. Для полегшення 

розрахунків замість ком-

плексних опорів гілок Z1, 

Z2, Z3 введемо комплексну 

провідність Y1, Y2, Y3. 

017.0
60

11
Y

1

1
Z

1/Ом, 

066.0
17.15

11
Y

2

2 j
jZ

1/Ом, 

0157.0
69.63

11
Y

3

3 j
jZ

1/Ом. 

Розрахуємо значення напруг джерел напруг 

88180200
2

282 2626

2 jeeE jj В, 

8750100
2

141 6060

2 jeeE jj В, 

253.4350
2

70 3030

3 jeeE jj В, 

141141
2

199 9090

3 jeeE jj В. 
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Розрахуємо напругу 

5355

321

333222

88.15388.15394.1325.153

)()(

jj

adaad

eej

YYY

YEEYEE
U




. 

Розрахуємо струми у гілках 

017.0)69.1355.153()( 11 jYI da
  

562.224.061.2 jej  А, 

,83.183.153.199.0)066.0()87

179864969.1355.153()(

0512105238

2222

Aeejjj

jjYEEI

jj

da


 

.37.273.160.1)016.0()24

4214169.1355.153()(

46

3333

Aejjj

jjYEEI

j

ad


 

Виконаємо перевірку струмів за 1-м законом Кірхгофа  

321 III   

(припустима похибка не більше 5% від мінімального значення 

величини). 

Для дійсних частин 

2,61-0,99 1,60. 

Для уявних частин 

-0,24-1,53 -1,73. 

Б.3 Визначити покази ваттметра 

Запишемо значення струмів та напруг для розрахунку по-

тужності 
46

3 37.2 jeI A, 46*

3 37.2 jeI A, 17525.153 j

dada eUU  В. 

Запишемо значення комплексної потужності 

jQPj

eeeIUS jjj

da

26.23924.275

06.37342.216.154
~ 2.2220247175*

3


 

Активна потужність 24.275P Вт.  Розрахуємо активну поту-

жність 

)]2.47(175cos[42.216.154)cos(3 IUda IUP  

79.275)4.137cos(06.373  Вт. 
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Б.4 Топографічна діаграма 

Для побудови топографічної діаграми розраховуємо поте-

нціали всіх точок схеми, рухаючись по I, II та III гілках від точ-

ки 0d
  до точки a (рис. Б.2). 

I гілка 
5

11 26.1574.146.15660)23.061.2( j

a ejjRI В. 

Вектор струму та напруги збігається за фазою (ділянка a-d). 

II гілка: 
240

2 10087500 j

de ejE В, 

)95.9)(55.197.0(8750)( 22 jjjjXI Cef
  

230101872.65 jej  В, 
5

2 3.11588180872.65 j

fh ejjE В, 

)12.25)(53.199.0(3.108.114)( 22 jjjjXI Lha
  

35568.1535.1453.153 jej  В, 

III гілка: 
90

3 1411410 j

dс ejE В, 

)69.63)(73.160.1(141)( 33 jjjjXI Ccb
  

2091.1161.3918.110 jej  В, 

253.431.3918.1103 jjEba
  

583.1531.1418.153 jej  В. 

Розкид значень потенціалу a , отриманого трьома різни-

ми шляхами та методом 2-х вузлів, не перевищує 5% від мініма-

льного значення a , що служить критерієм правильності роз-

рахунків.  

Будуємо топографічну діаграму, сполучену з діаграмою 

струмів. Побудова потенціалів точок і векторів струмів викону-

ємо кожний у своєму масштабі: 1 розподіл відповідає 0.5 А та 

20В. Спочатку будуємо вектор струму. Кінець кожного вектора 

визначають дві координати. Потім будуємо за координатами то-

чки , одночасно перевіряємо правильність розташування век-

торів U  відносно I  для елементів R, L, C.  
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При перевірці положення вектора E  початок координат 

подумки переміщаємо у початок цього вектора. 

Взаємне розташування кожної пари вектора напруги та 

струму для кожного з елементів R, L і C повинне відповідати 

діаграмі, наведеної на рис. Б.3. 

 

+j 

+1 

2I  
3I  

1I  

adU  

a  

d  

f  

 
e  

 

h  

 

b  

 

c  

 

I гілка da 
 

II гілка 

d e f h a 
 

III гілка 
d c b a 
  

Рисунок Б.3 –  Топографічна діаграма 

 

На рис. А.15 різними пунктирами вказані послідовності 

розташування точок для кожної із трьох гілок при русі від зага-

льного вузла d до загального вузла a. Положення вектора adU  

також необхідно порівняти з його розрахованим значенням у 

пункті 2 та звернути увагу, що на діаграмі 321 III  . 

Б.5 Значення струмів i1, i2, i3 та їх графіки 

Розрахуємо значення струмів у гілках 1, 2 та 3 у комплекс-

ній формі та часовій 

а) AeeI jj 5355

1 62,262,2 , AeeI jj

m

55

1 71,3262,2 , 

Ati )5sin(71,31 ; 

б) ,83,1 05138

2 AeI j ,59,2283,1 0513805138

2 AeeI jj

m


;)148sin(59,2)212sin(59,22 Atti  

в) ,46,2 0247

3 AeI j   ,48,3246,2 02470247

3 AeeI jj

m

  

.)0247sin(48,33 Ati  
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Побудуємо графіки струмів (рис. Б.4). 

t  

2i  

3i  

1i  

2 

-2 

90˚ 180˚ 90˚ 180˚ 

φ1= –5˚ 
φ3=47˚20  ́

φ2=212˚ φ2= –148˚ 

i(A) 

 
Рисунок  Б.4  –  Графік струмів у системі оригіналів 

 

Б.8 Система МЗК для схеми з двома магнітно-зв’язаними 

котушками 

 

Оскільки у заданій схемі 

лише одна котушка, додатково 

введемо в одну з гілок, що не  

містять L, другу котушку та 

позначимо включення котушок 

як узгоджене або зустрічне. 

При узгодженому включенні 

струм у обох котушках спря-

мований однаково відносно 

початку обмоток, позначених 

зірочками. При зустрічному 

(див. рис. Б.5) він спрямований 

по-різному. 

 
Рисуно Б.5 –  Схема у системі 

символьних зображеннь 

а) Запишемо систему рівнянь за законами Кірхгофа у 

системі оригіналів, тобто у інтегрально-диференціальній формі 

для зустрічного ввімкнення котушок: 

 



 

 180 

Продовження додатка Б 
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 б) Система рівняннь у системі символічних зображеннь, 

тобто у комплексній формі 

.
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33223
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MjXMjMj – комплексний опір взаємоіндукції;  

LjjX L  – комплексний індуктивний опір;  

c
j

cj
jXC

11
  – комплексний ємнісний опір. 

Перепишемо спрощену систему рівняннь 

.

,

,

322312

2212211
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EEEEjXIIjXjXjXI

EEIjXjXjXIIjXjXRI
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