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Ðîçãëÿíóòî ïðîöåäóðó êåðóâàííÿ àíñàìáëåì îñöèëÿòîð³â, çâ’ÿçàíèõ ó äâîâèì³ðíó 
´ðàòêó, ç ìåòîþ ñòàá³ë³çàö³¿ ¿õ ðóõ³â íà íåñò³éêîìó ãðàíè÷íîìó öèêë³, ùî 
âáóäîâàíèé â õàîòè÷íèé àòòðàêòîð. Ïîêàçàíà ìîæëèâ³ñòü ñòàá³ë³çàö³¿ 
ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíèõ ñòàí³â çà ðàõóíîê ïîñë³äîâíîãî êîðåãóâàëüíîãî âïëèâó íà 
îêðåì³ îñöèëÿòîðè.  

 
ÂÑÒÓÏ 

Ïðèñóòí³ñòü õàîñó º íåâ³ä’ºìíîþ ÷àñòèíîþ á³ëüøîñò³ íåë³í³éíèõ 
äèíàì³÷íèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòü ñêëàäí³ ô³çè÷í³, õ³ì³÷í³, á³îëîã³÷í³ òà 
ñîö³àëüí³ ïðîöåñè. Õàîòè÷í³ ñèñòåìè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ï³äâèùåíîþ 
÷óòëèâ³ñòþ äî ìàëèõ çáóðåíü ñèñòåìíèõ ïàðàìåòð³â òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ, 
ó íàñë³äîê ÷îãî ïîâåä³íêà òàêèõ ñèñòåì ââàæàëàñÿ íåêåðîâàíîþ. ²ñíóâàëà 
äóìêà, ùî äîñÿãòè áàæàíî¿ ïîâåä³íêè ñèñòåìè ìîæëèâî ëèøå 
ïðèãí³òèâøè õàîñ ó í³é íåõàé íàâ³òü âåëèêèìè ³ äîðîãèìè çì³íàìè ó 
ñàì³é ñèñòåì³, ùî ïðèâåäóòü äî çì³íè ¿¿ äèíàì³êè â ö³ëîìó. Îäíàê â 
îñòàíí³é ÷àñ ïðèéøëî ðîçóì³ííÿ îñîáëèâî¿ ðîë³ õàîñó ó ïðîöåñàõ 
ñàìîîðãàí³çàö³¿ ð³çíèõ ïðèðîäíèõ ÿâèù [1-5]. Áóëî óñâ³äîìëåíî, ùî õàîñ 
íå ò³ëüêè íå çàâàæàº, à ñêîð³øå º îáîâ’ÿçêîâîþ óìîâîþ ïðàöåçäàòíîñò³ 
ñêëàäíèõ ñèñòåì. Ò³ëüêè çàâäÿêè íàÿâíîñò³ õàîòè÷íîãî àòòðàêòîðà, ùî 
ì³ñòèòü, ÿê ïðàâèëî, íåñê³í÷åííå ÷èñëî íåñò³éêèõ ïåð³îäè÷íèõ 
òðàºêòîð³é, ìîæíà äîñÿãòè ÿê³ñíî¿ çì³íè äèíàì³êè ñèñòåìè (ïåðåõîäÿ÷è 
³ç îêîëèö³ îäíîãî öèêëó â îêîëèöþ ³íøîãî) ìàëèìè çáóðåííÿìè 
ñèñòåìíèõ ïàðàìåòð³â. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ó ïðîáëåì³ êåðóâàííÿ õàîñîì 
ïðèðîäíèì ÷èíîì ç’ÿâèëàñÿ çàäà÷à ñòàá³ë³çàö³¿ íå àïð³îð³ áàæàíèõ 
òðàºêòîð³é õàîòè÷íèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì, à ñàìå òèõ íåñò³éêèõ 
ïåð³îäè÷íèõ òðàºêòîð³é, íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ÿêèõ âêëþ÷àº â ñåáå 
õàîòè÷íèé àòòðàêòîð [6-8]. Ó äàí³é ðîáîò³ ìè ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó 
êåðóâàííÿ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèì õàîñîì ó äâîâèì³ðí³é ñèñòåì³ çâ’ÿçàíèõ 
îñöèëÿòîð³â.  

 
ÌÅÒÎÄ 

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü íåë³í³éíî¿ àâòîíîìíî¿ ñèñòåìè, ùî îïèñóºòüñÿ 
ð³âíÿííÿì 

 ( ),
dx

F x
dt

λ= ,  (1) 

äå λ  – êåðóþ÷èé ïàðàìåòð. Íåõàé íåñò³éêèé ãðàíè÷íèé öèêë * *( , )x t λ  º 

øóêàíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1), ÿêèé ïðè *λ λ=  ìàº ðåãóëÿðíèé àáî 
ñèíãóëÿðíèé àòòðàêîð. Ïîáóäóºìî ïåðåòèí Ïóàíêàðå S , ùî ïðîõîäèòü 

÷åðåç òî÷êó * *
0 (0, )x x λ=  öèêëó * *( , )x t λ . Ðîçãëÿíåìî â³äîáðàæåííÿ 

Ïóàíêàðå ( ),x P x λ→ , â ÿêîìó ( ),P x λ  º òî÷êà ïåðøîãî ïîâåðíåííÿ íà 

ïîâåðõíþ S  òðàºêòîð³¿ ñèñòåìè (1), ùî ïî÷èíàºòüñÿ ó òî÷ö³ x  ïðè 
çíà÷åíí³ ïàðàìåòðó λ . Çàñòîñîâóþ÷è ïîñë³äîâí³ñòü òàêèõ â³äîáðàæåíü, 
îòðèìàºìî äèñêðåòíó äèíàì³÷íó ñèñòåìó 
 ( )1 ,n n nx P x λ+ = , (2) 
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äå ( )n nx x t= , nt  – ìîìåíò ÷àñó n -ãî ïåðåòèíó ïîâåðõí³ S , à nλ  – 

çíà÷åííÿ êåðóþ÷îãî ïàðàìåòðó íà ïðîì³æêó nt  òà 1nt + . Çàì³íèìî 

â³äîáðàæåííÿ (2) ë³íåàðèçîâàíèì ó òî÷ö³ ( )*
0,x λ  â³äîáðàæåííÿì  

 1n n ny Ay Ba+ = + , ( )*
0,

P
A x

x
λ

∂
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∂
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P

B x λ
λ

∂
=

∂
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äå 0n ny x x= − , *
n na λ λ= − . Äëÿ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè (3) âèáåðåìî êåðóþ÷èé 

âïëèâ na  ó âèãëÿä³ ë³í³éíîãî îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó n na Cy= − . Äëÿ 
ñòàá³ë³çàö³¿ òðàºêòîð³¿ êåðóþ÷èé âïëèâ âèáèðàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì (ε  – 
ìàëèé ïàðàìåòð): 
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Ñòàá³ë³çàö³ÿ íåðóõîìî¿ òî÷êè Ïóàíêàðå äîñÿãàºòüñÿ ìàëèìè 
êåðóþ÷èìè âïëèâàìè ó äèñêðåòí³ ìîìåíòè ÷àñó. Çàçíà÷èìî, ùî ìåòîä 
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé ëèøå äëÿ ñèñòåì, ùî ìàþòü õàîòè÷íèé 
àòòðàêòîð, ó òîìó ñåíñ³, ùî â³í º çàìêíåííÿì óñ³õ ïåð³îäè÷íèõ 
òðàºêòîð³¿, ùî ì³ñòÿòüñÿ ó íüîìó. Òîáòî çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíî¿ 
ìåòîäèêè ïðèïóñêàº âèêîíàííÿ íàñòóïíî¿ óìîâè: áóäü ÿêà òðàºêòîð³ÿ ç 
áóäü ÿêîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ç ÷àñîì îáîâ’ÿçêîâî ïîòðàïèòü ó ìàëó 
îêîëèöþ øóêàíîãî öèêëó.  

 
ÌÎÄÅËÜ 

Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó ìîäåëü ïðîñòîðîâî-ðîçïîä³ëåíî¿ ñèñòåìè: 

 ( ), , !, 1, , 1 , 1 ,
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( )i j i j i j i j i j i j i j

n n n n n nny f y D f y f y f y f y f y+ − + −
+ = + + + + − , (4) 

äå ,i j  – ³íäåêñè, ùî âèçíà÷àþòü ïðîñòîðîâå ïîëîæåííÿ âóçëà ãðàòêè, n  

– äèñêðåòíèé ÷àñ, D - êîåô³ö³ºíò çâ’ÿçêó.  Ãðàíè÷í³ óìîâè º 
ïåð³îäè÷íèìè. Ó âóçëàõ ãðàòêè ðîçòàøîâàí³ ³äåíòè÷í³ äèñèïàòèâí³ 
îñöèëÿòîðè, ùî ñèíôàçíî çáóäæóþòüñÿ ïåð³îäè÷íîþ çîâí³øíüîþ ñèëîþ. 
Åëåìåíòè ãðàòêè º íåë³í³éíèìè, çäàòí³ çä³éñíþâàòè ðåãóëÿðí³ òà 
õàîòè÷í³ êîëèâàííÿ. Çâ’ÿçîê ì³æ åëåìåíòàìè º ñèìåòðè÷íèì òà 
ëîêàëüíèì, åëåìåíòè âçàºìîä³þòü ëèøå ç ñóñ³äàìè. Ó ÿêîñò³ ïðèäàòíî¿ 
ìîäåë³, ùî îïèñóº ÷àñîâó äèíàì³êó îêðåìîãî îñöèëÿòîðà ìè âèáðàëè 
ìóëüòèìîäàëüíå áàãàòîïàðàìåòðè÷íå â³äîáðàæåííÿ, çàïðîïîíîâàíå ó [8]: 

 1
2

( ) exp cos
(1 )n n n

n

r
y f y y U

y
π

ω ω α+
  = = − +   +   

, (5) 

äå U  òà ω – àìïë³òóäà òà ÷àñòîòà çîâí³øíüîãî âïëèâó, r  – äèñèïàö³ÿ, 
α – íåë³í³éí³ñòü. Äèíàì³êà â³äîáðàæåííÿ (5) äåòàëüíî äîñë³äæóâàëèñÿ ó 
ðîáîò³ [8]. Çíàéäåí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â çà ÿêèõ äèíàì³êà çàçíà÷åíî¿ 
ñèñòåìè ñòàº õàîòè÷íîþ; àòòðàêòîðè, ùî â³äïîâ³äàþòü òàêèì ñòàíàì, 
ì³ñòÿòü ó ñîá³ áåçë³÷ ïåð³îäè÷íèõ îðá³ò, ùî ìîæóòü áóòè ñòàá³ë³çîâàí³ çà 
ðàõóíîê âïëèâó íà ïàðàìåòðè ñèñòåìè. 

Ñë³äóþ÷è çàïðîïîíîâàíîìó ï³äõîäó êåðóþ÷èé âïëèâ çä³éñíþâàâñÿ çà 
ðàõóíîê êîðåêö³¿ êåðóþ÷îãî ïàðàìåòðà êîæíîãî ³ç îñöèëÿòîð³â. Òàêèì 
÷èíîì, ïàðàìåòð U  çàëåæèòü â³ä ìîìåíòó ÷àñó òà íîìåðà îñöèëÿòîðà ³ 
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿä³ 

 , * ,i j i j
n nU U U= + % , (6) 

äå *U  – ñòàëà, ,i j
nU%  – êîðåãóâàëüíèé âïëèâ. Êîðåãóâàëüíèé âïëèâ 

çàñòîñîâóºòüñÿ ó âèïàäêó êîëè äèíàì³÷íà çì³ííà ,i j
ny  âõîäèòü â îêîëèöþ 
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ñòàíó, ùî ñòàá³ë³çóºòüñÿ. Òàêèì ñòàíîì º íåðóõîìà òî÷êà 0y  

â³äîáðàæåííÿ (5). Òîä³ ïðè ïîòðàïëÿíí³ ,i j
ny  â îêîëèöþ òî÷êè 0y  ìîæíà 

çàïèñàòè 

 , ,
01 1

i j i j
n ny y y+ += + % ,  , ,

0
i j i j
n ny y y= + % , (7) 

äå ,i j
ny% , ,

1
i j
ny +%  – ìàë³ çáóðåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ð³âíÿííÿ äëÿ íåðóõîìî¿ òî÷êè  

 *
0 0 0

0

2
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r
y f y y U

y
π

ω ω α
  = = − +   +   

, (9) 

ï³äñòàâëÿºìî (5),(6) òà (7) â (4) òà ë³íåàðèçóºìî îòðèìàíå  ð³âíÿííÿ äëÿ 

çáóðåííÿ ,
1

i j
ny +% . Ó ðåçóëüòàò³ çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ,i j

nU% , çà ÿêîãî öå 

çáóðåííÿ äîð³âíþº íóëþ: 
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Êîðåãóâàëüíèé âïëèâ çä³éñíþºòüñÿ çà óìîâè ( ),
0

i j
ny y ε− < . 

Ðèñóíîê 1 – Â³äîáðàæåííÿ (5) ïðè * 6U = , 0.2,α =  0.2,r =  0.5ω = . 
²òåðàö³éíà ä³àãðàìà, ùî ³ëþñòðóº äèíàì³êó íà äåê³ëüêîõ ïåðøèõ êðîêàõ 
äèñêðåòíîãî ÷àñó. Íåðóõîìà òî÷êà – 0 7.52y ≈ . 

 
ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÈÉ ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ 

Ðîçãëÿíåìî êåðîâàíèé ïåðåõ³ä ³ç ðåæèìó ïðîñòîðîâî-÷àñîâîãî õàîñó äî 
ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ðåæèìó ó âèïàäêó êîëè â³äîáðàæåííÿ (5) ìàº 
îäíó íåðóõîìó òî÷êó (ðèñ. 1). Íåðóõîìà òî÷êà âèçíà÷àëàñÿ ÷èñåëüíî 
øëÿõîì ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5) çà ìåòîäîì ïîä³ëó â³äð³çêà íàâï³ë. Çà 

äîïîìîãîþ êîðåãóâàëüíèõ âïëèâ³â ,i j
nU%  çà îïèñàíîþ ñõåìîþ ìîæíà 

ñòàá³ë³çóâàòè îðá³òó  
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Ðèñóíîê 2 – Êåðîâàíèé ïåðåõ³ä ³ç ðåæèìó ïðîñòîðîâî-÷àñîâîãî õàîñó äî 

ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ðåæèìó. Ïàðàìåòðè ìîäåë³: * 6U = , 0.2,α =  0.2,r =  
0.5,ω = 0.001,D =  0.01.ε =  (à)  0t = ; (á) 25t = ; (â) 200t = ; (ã) 500.t =  

 
ïåð³îäó 1, ùî âõîäèòü äî õàîòè÷íîãî àòòðàêòîðó (ðèñ 2). Çàçíà÷èìî, ùî 
çà óìîâè ìàëîñò³ êîðåãóâàëüíèõ âïëèâ³â (ìàëèõ ε ) ñòàá³ë³çàö³ÿ 
ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ðåæèìó ìîæëèâà ëèøå çà óìîâè ñëàáêîãî çâ’ÿçêó 
ì³æ åëåìåíòàìè ´ðàòêè. Ïîÿñíåííÿ äóæå ïðîñòå: ÷èì ñèëüí³øèì º 
çâ’ÿçîê ì³æ åëåìåíòàìè ´ðàòêè, òèì ìåíøå ÷àñó ïðîâîäèòü åëåìåíò, íà 
ÿêèé ïîäàþòü êîðåãóâàëüíèé âïëèâ â îêîë³ íåñò³éêîãî ñòàíó, ùî 
ñòàá³ë³çóºòüñÿ. Ó ðåçóëüòàò³ çìåíøóºòüñÿ éìîâ³ðí³ñòü óòâîðåííÿ 
êëàñòåð³â. Âåëè÷èíà êåðóþ÷îãî âïëèâó, ùî ïîäàºòüñÿ íà îêðåì³ 
îñöèëÿòîðè, çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì. ßñíî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ â³êíà ïî ε  
ï³äâèùóºòüñÿ íåòî÷í³ñòü ïðè îá÷èñëåíí³ âåëè÷èíè êåðóþ÷îãî âïëèâó ³ 
ñòàá³ë³çàö³ÿ ñòàº íåìîæëèâîþ.  

 Ðèñóíîê 3 – Êåðîâàíèé ïåðåõ³ä ³ç ðåæèìó ïðîñòîðîâî-÷àñîâîãî õàîñó äî 

ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ðåæèìó. Ïàðàìåòðè ìîäåë³: * 6U = , 0.2,α =  0.2,r =  
0.5,ω = 0.2,D =  0.1.ε =  (à)  0t = ;  (á) 5t = ;  (â) 20t = . 

â 

à á 

ã 

à á â 
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Ñèòóàö³ÿ ïðèíöèïîâî çì³íþºòüñÿ ïðè ï³äñèëåíí³ çâ’ÿçêó ì³æ 
îñöèëÿòîðàìè (ðèñ. 3). Ó òàêîìó âèïàäêó çíà÷í³ êîðåãóâàëüí³ âïëèâè 
ãðàþòü ðîëü íàïðàâëåíîãî øóìó. Ïðè öüîìó êîëèâàííÿ óñ³õ åëåìåíò³â 
´ðàòêè ïåðåâîäÿòüñÿ â îêîëèöþ íåðóõîìî¿ òî÷ö³ ³ ó ïîäàëüøîìó 
ñòàá³ë³çóþòüñÿ íà íåñò³éêîìó öèêë³ çà ðàõóíîê ìàëèõ êîðåãóâàëüíèõ 
âïëèâ³â. Ñèëüíèé çâ’ÿçîê ì³æ åëåìåíòàìè ´ðàòêè ó òàêîìó âèïàäêó, 
íàâïàêè, ãðàº ðîëü ñòàá³ë³çóþ÷îãî ôàêòîðó, çá³ëüøóþ÷è éìîâ³ðí³ñòü 
óòâîðåííÿ êëàñòåð³â â îêîë³ íåðóõîìî¿ òî÷êè.  ßê âèäíî ç ðèñóíêó 2, 
ñòàá³ë³çàö³ÿ ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ñòàíó çà âåëèêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó 
D  äîñÿãàºòüñÿ çà äóæå êîðîòêèé ïðîì³æîê ÷àñó.   

 
ÂÈÑÍÎÂÊÈ 

Ó ðîáîò³ ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à ñòàá³ë³çàö³¿ ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ñòàíó ó 
äâîâèì³ðí³é ñèñòåì³ çâ’ÿçàíèõ íåë³í³éíèõ äèñèïàòèâíèõ îñöèëÿòîð³â. 
Ïîêàçàíî, ùî ïîòð³áíèé ðåçóëüòàò ìîæå áóòè îòðèìàíèé çà ðàõóíîê ñåð³¿ 
íåçíà÷íèõ çáóðåíü òðàºêòîð³¿ êîæíîãî ³ç îñöèëÿòîð³â. Ïðè ïðàâèëüíîìó 
âèáîð³ çáóðåíü öå äîçâîëÿº ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó íå óâîäÿ÷è òðàºêòîð³þ ç 
õàîòè÷íîãî àòòðàêòîðó. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà îñöèëÿòîð³â äåìîíñòðóº 
îäíî÷àñíî ³ êåðîâàí³ñòü ³ ïëàñòè÷í³ñòü: ñèñòåìà ðåàãóº íà çîâí³øí³ 
âïëèâè, ïðè öüîìó çáåð³ãàº òèï ðóõó. Ïîêàçàíà ìîæëèâ³ñòü ñòàá³ë³çàö³¿ 
òðàºêòîð³é çà óìîâè ÿê ñëàáêîãî òàê ³ ñèëüíîãî çâ’ÿçêó ì³æ åëåìåíòàìè 
´ðàòêè. Ïåðñïåêòèâàìè ðîáîòè º âèð³øåííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ õàîñîì çà 
óìîâè íàÿâíîñò³ á³ñòàá³ëüíîñò³ ó åëåìåíòàõ ´ðàòêè ³ ñï³â³ñíóâàíí³ 
äåê³ëüêîõ õàîòè÷íèõ àòòðàêòîð³â.  

 
SUMMARY 

 
MANAGEMENT OF THE CHAOTIC SYSTEM OF CONNECTED OSCILLATORS 
WITH PURPOSE OF STABILIZING SPATIALLY HOMOGENEOUS STATES 

 
I.A. Knyaz 
Sumy State University 

The procedure of management of an ensemble of oscillators connected in a two-dimensional 
lattice with the purpose of stabilization of their movements on an unstable limit cycle is 
considered. The possibility of stabilization of spatially-homogeneous states due to corrective 
action on separate oscillators is shown. 
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