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Èçëîæåí ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèé, çíà÷åíèÿ 
êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðåí 
âîïðîñ î âåëè÷èíå îøèáêè îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
ïîëîæåíèÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. 

Âèêëàäåíèé ìåòîä ïîøóêó ãëîáàëüíîãî åêñòðåìóìó äëÿ ôóíêö³é, çíà÷åííÿ 
ÿêèõ îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ³ì³òàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ. Ðîçãëÿíóòî 
ïèòàííÿ ïðî âåëè÷èíó ïîõèáêè âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ äëÿ îá÷èñëåííÿ 
ïîëîæåííÿ òî÷êè åêñòðåìóìó ³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ. 
 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Ïðè ðåøåíèè ìíîæåñòâà ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ è èíæåíåðíûõ çàäà÷ 

âîçíèêàåò ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà 
íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, òàê æå îïòèìèçèðóåìûå ôóíêöèè ìîãóò 
ñîäåðæàòü ïîìåõè. Êðîìå òîãî, ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ 
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëîæíûõ 
àëãîðèòìîâ äëÿ ÝÂÌ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèîáðåòàåò àêòóàëüíîñòü 
ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé 
îïòèìèçàöèè. Â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè, 
çíà÷åíèÿ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé, 
âîçíèêàåò çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ îøèáêè ìîäåëèðîâàíèÿ ñ òðåáóåìîé 
òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ïîëîæåíèÿ èñêîìîãî ýêñòðåìóìà. 

Ïðèâåäåì íàèáîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìèçàöèè [1]. Ïóñòü 
Õ – íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îïòèìèçàöèè; f – çàäàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. 
Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåíèå ê 

 

( )* inf
x X

f f x
∈

=           (1) 

 
è òî÷êó èç ìíîæåñòâà Õ, â êîòîðîì ýòî ïðèáëèæåíèå ðåàëèçóåòñÿ. 

Çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè. Äëÿ å¸ ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Õ, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå, â êîòîðîé 
çíà÷åíèå (1) òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî äîñòèãàåòñÿ. Òèïû ñõîäèìîñòè 
óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè – îò ñõîäèìîñòè 
ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè f äî ñõîäèìîñòè ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ.  
Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íàáëþäàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ 
ôóíêöèé â êà÷åñòâå ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì.  

Íà ïðàêòèêå äàëåêî íå âñå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû óäàåòñÿ îïèñàòü 
àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîñòðîåíèå 
àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà òðóäíî îñóùåñòâèìî, 
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, â êîòîðîì 
íåîïðåäåëåííîñòü ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû âêëþ÷àåòñÿ â ïðîöåññ 
ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åãî ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò. 
Îòûñêàíèå ïîëîæåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ìíîãîýêñòðåìàëüíîé 
ôóíêöèè, çàäàííîé ïðè ïîìîùè èìèòàöèîííîé ìîäåëè, òðåáóåò 
èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, íå òðåáóþùèõ âû÷èñëåíèÿ å¸ ïðîèçâîäíûõ. 
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Êðîìå òîãî, ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì âîïðîñ î âåëè÷èíå îøèáêè 
îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëîæåíèÿ 
òî÷êè ýêñòðåìóìà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è è 
ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà. 

 
1 ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÏÎÈÑÊÀ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ 

Çàäà÷ó ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñôîðìóëèðóåì òàêèì îáðàçîì [1], ÷òî 
òî÷êà õ*, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (1) ôóíêöèè f, 
ñóùåñòâóåò (íî, âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííà). Ëþáóþ òî÷êó, òàêóþ, ÷òî 

( )* *f x f= , áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå 

 
* arg min ( )

x X
x f x

∈
= ,        (2) 

 
ò.å. ëþáàÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X 

òàêàÿ, ÷òî *x X∈ , ÷òî ( )* min ( )
x X

f x f x
∈

= . Ïðèáëèæåííîå îòûñêàíèå òî÷êè 

(2) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êàêîé-ëèáî òî÷êè èç ìíîæåñòâà 
 

( ) ( ) ( ){ }* *, ,B B x x X x xεε ρ ρ ε= = ∈ ≤ ,    (3) 

 
ãäå ρ – íåêîòîðàÿ ìåòðèêà íà Õ; ε > 0 – ïîãðåøíîñòü ïî àðãóìåíòó. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó èç 
ìíîæåñòâà (3), íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííîé, ïîñêîëüêó ìàëûå 
èçìåíåíèÿ â öåëåâîé ôóíêöèè ìîãóò ïðèâåñòè ê ñêîëü óãîäíî áîëüøèì 
èçìåíåíèÿì â ìåñòîïîëîæåíèè òî÷êè õ* [2]. 

Â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f çàäàíà àëãîðèòìè÷åñêè 
ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ, âû÷èñëåíèå åå ïðîèçâîäíûõ ëèáî íå 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ëèáî ïðèâîäèò ê áîëüøèì âû÷èñëèòåëüíûì 
òðóäíîñòÿì, èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû ãëîáàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. 
Ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìî «ïðîñìàòðèâàòü» âñå 
ìíîæåñòâî îïòèìèçàöèè Õ. Ïðîñòåéøèì ìåòîäîì ãëîáàëüíîãî ñëó÷àéíîãî 
ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî òî÷êè, â êîòîðûõ 
âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè 
ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ðàâíîìåðíûì íà Õ ðàñïðåäåëåíèåì 
[3]. Îí ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: 

1 Ïîëàãàåòñÿ k = 1,  f0
* = ∞. 

2 Â êà÷åñòâå òî÷êè xk âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìàÿ ðåàëèçàöèÿ 
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ðàâíîìåðíûì íà ìíîæåñòâå Õ ðàñïðåäåëåíèåì. 

3 Âû÷èñëÿåòñÿ f (xk) è ïðèíèìàåòñÿ: ( ){ }* *
1min ,k k kf f f x−= . 

4 Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ( )* argmin
x X

x f x
∈

=  âûáèðàåòñÿ 

òàêàÿ òî÷êà *
kx , â êîòîðîé * *( )k kf x f= . 

5 Åñëè k = ℵ , òî îñòàíîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ k = k + 1 
è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 2. 

Àëãîðèòì îáëàäàåò òåîðåòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè. Îí 
ìàëî÷óâñòâèòåëåí ê íåðåãóëÿðíîñòÿì ïîâåäåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, 
ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà îïòèìèçàöèè, íàëè÷èþ ñëó÷àéíûõ îøèáîê ïðè 
âû÷èñëåíèè ôóíêöèè. Äëÿ àëãîðèòìà  äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Õ 
áûëî îäíîñâÿçíûì è ÿâëÿëîñü çàìûêàíèåì ñâîåé âíóòðåííîñòè. 
Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî äëÿ Õ ⊂ Rn  ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìåðà Ëåáåãà ýòîãî 
ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíà è ÷òî îíî íå èìååò «îòðîñòêîâ» (ò.å. íå 
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ñóùåñòâóåò òàêèõ õ ∈ Õ è ε > 0, ÷òî ìåðà Ëåáåãà Âε (õ) ðàâíà íóëþ). 
Â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ÷èñëó ℵ  âû÷èñëåíèé 

öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðèâåäåííîãî 
ìåòîäà [3]. Ïóñòü õ* – òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f. Äëÿ 

ìíîæåñòâà ( ) ( )*B B xεε =  èìååì 

( ){ } { } ( )
2

2 1

n n
n

n nB x R x
n

π εµ ε µ ε≤ ∈ ≤ =
Γ +

,    (4) 

 
ãäå ( )αΓ  – ãàììà-ôóíêöèÿ; µn – ìåðà Ëåáåãà; x  – åâêëèäîâà íîðìà â 

Rn. Ðàâåíñòâî â (4) åñëè øàð { }*nx R x x ε∈ − ≤  öåëèêîì ëåæèò â 

ìíîæåñòâå Õ, ò.å. ðàññòîÿíèå îò òî÷êè õ* äî ãðàíèöû ìíîæåñòâà Õ íå 
ìåíüøå, ÷åì ε. Èç (4), äëÿ âñåõ ε > 0  è k = 1, 2, … ïîëó÷àåòñÿ: 
 

{ } ( ){ } ( ){ }
{ } { } ( )

2
*

2 1

n n
n

k k
n n

B
x x x B

X X n

µ ε π ε
ε ε

µ µ
Ρ − ≤ = Ρ ∈ = ≤

Γ +
,   (5) 

 

{ }
( ){ }

{ } { } ( )

*

1

2

min

1 1 1 1 1.
2 1

i
i k

k kn n
n

k
n n

x x

B

X X n

ε

µ ε π ε
µ µ

≤ ≤

→∞

Ρ − ≤ =

   
 = − − ≤ − − →   Γ +   

 (6) 

 
Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü *

1
min i

i k
x x

≤ ≤
− ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞ ê íóëþ ïî 

âåðîÿòíîñòè, ò.å. àëãîðèòì ñõîäèòñÿ â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, 
â (6) ñîäåðæèòñÿ îöåíêà ñêîðîñòè ýòîé ñõîäèìîñòè. Îöåíêà ñðåäíåãî 
÷èñëà øàãîâ äî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî Â(ε ) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç (5): 

 

{ }
( ){ }

{ } ( )
( ) 2

2 1n n
B n n

n

X X n
M

Bε
µ µ

τ
µ ε π ε

Γ +
  = ≥  ,       (7) 

 
ãäå ( )B ετ  – ìîìåíò ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê õ1 , õ2 , … 

â ìíîæåñòâî ( )B Xε ⊂ . Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ îöåíèâàþò ñêîðîñòü 
ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïî çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà.  

Èç (4) – (7) âèäíî, ÷òî ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò 
ðàçìåðíîñòè n ìíîæåñòâà Õ. Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî â àëãîðèòìå íóæíî 
ïðîâåñòè âû÷èñëåíèé ℵ  ôóíêöèè f, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1-
γ (ãäå γ> 0 – ìàëîå ÷èñëî), ïîïàñòü â Â(ε). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â (4) èìååò 
ìåñòî ðàâåíñòâî, ïðèðàâíÿåì ïðàâóþ ÷àñòü (6) ê 1-γ è ðåøèì ïîëó÷åííîå 
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî k = ℵ . Ëåãêî ïîëó÷èòü [1]: 

 

( ) ( )
2

/2

ln ( ) ( /2 1)
ln ln 1

2 1

n n
n

n n
n

X n
Ent Ent

X n

γ µπ εγ
µ π ε

   Γ + 
ℵ = − ≈ −     Γ +     

. 

 
Ïîñëå îñòàíîâà àëãîðèòìà ïî ïðîøåñòâèè ℵ  èòåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ 
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ðåêîðäíàÿ òî÷êà *
kx , êîòîðàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ (6) ïîïàäàåò â îáëàñòü 

«ïðèòÿæåíèÿ» ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Äàëåå äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëîæåíèÿ 
ýòîãî ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäèòñÿ îòûñêàíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ñ 

íà÷àëüíîé òî÷êîé ïîèñêà *
kx . 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îòûñêàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà àíàëîãè÷íà (1) ñ 
òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî îäíîãî 
ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå Õ. Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ 
îãðàíè÷åíèå íà âûïóêëîñòü èññëåäóåìîé ôóíêöèè â îáëàñòè Õ. 

Åñëè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè òðåáóþò áîëüøèõ 
çàòðàò èëè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òî êàê âàðèàíò ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü ñèìïëåêñ-êâàäðàò ìåòîä (S2-ìåòîä) [4, 5]. Îí áàçèðóåòñÿ íà 
òîì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçöîì, ñîäåðæàùèì íàèìåíüøåå 
êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, 
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûé ñèìïëåêñ. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îí 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîãðàííèê, îáðàçîâàííûé n+1 ðàâíîîòñòîÿùèìè 
äðóã îò äðóãà âåðøèíàìè.  

Àëãîðèòì S2-ìåòîäà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà â 
ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíîé òî÷êå 
õ0=(õ1, …, õn) è ìàñøòàáíîì ìíîæèòåëå l êîîðäèíàòû îñòàëüíûõ n 
âåðøèí ñèìïëåêñà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿþòñÿ èç âûðàæåíèÿ  
[6]: 

 

0
1

0
2

ïðè ,

ïðè

ji

j

x j i
x

x j i

 + ∆ ≠= 
+ ∆ =

 

 
äëÿ i è j =1, 2, 3, …, n. Ïðèðàùåíèÿ ∆1 è ∆2, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n è 
âûáðàííîãî ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ l, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 
 

( )1 2

1

1 1
,

2

n n
l

n

+ − +
∆ =        

( )1 2

2

1 1

2

n
l

n

+ −
∆ = . 

 
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ðàáîòó àëãîðèòìà S2-ìåòîäà [7]. Ïóñòü 

çàäàíû òðè ïàðàìåòðà: êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ α>0, êîýôôèöèåíò 

ðàñòÿæåíèÿ β>1 è êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ 0;1ξ ∈    , à òàêæå âåðøèíû 

íà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà õ0(0), õ1(0),…, õn(0) â âèäå âåêòîðîâ n-ìåðíîãî 
ïðîñòðàíñòâà (èíäåêñ â ñêîáêàõ âîçëå âåðøèíû óêàçûâàåò íîìåð 
èòåðàöèè). Íà k–é èòåðàöèè çàäàíû âåðøèíû òåêóùåãî ñèìïëåêñà õ0(k), 
õ1(k) ,…,  õn(k), ïðè÷åì èõ íóìåðàöèÿ òàêîâà, ÷òî 

 

( ) ( ) ( )0 1( ) ( ) ( )nf x k f x k f x k≤ ≤ ≤… . 

 
Ïîëîæèì öåíòð òÿæåñòè «íàèëó÷øèõ» âåðøèí õ0(k), õ1(k) ,…,  õn-1(k) 
ðàâíûì 
 

1

0

1
( ) ( ).

n
i

i

c k x k
n

−

=

= ∑  

 
Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü âåðøèíó õn(k) ñ 

«íàèõóäøèì» (ìàêñèìàëüíûì) çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè íà íîâóþ 
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âåðøèíó, â êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè êàê ìîæíî ìåíüøå. Ýòî 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îòðàæåíèÿ, ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ. 

Èòåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îòðàæåíèÿ, ðåçóëüòàòîì 
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )nu k c k c k x kα= + − . 

 
Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ â ýòîé òî÷êå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè f ìîæåò 
ïðåäñòàâèòüñÿ îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèìè 
óñëîâèÿìè: 
 

( ) ( ) ( )0 1( ) ( ) ( )nf x k f u k f x k−≤ ≤ ,        (8) 

( ) ( )0( ) ( )f u k f x k< ,          (9) 

( ) ( )1( ) ( )nf x k f u k− < .         (10) 

 
Â ñëó÷àå (8) âåðøèíà õn(k) çàìåíÿåòñÿ íà u(k), ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ 

íàáîð âåðøèí ñèìïëåêñà (k+1)–é èòåðàöèè, è k–ÿ èòåðàöèÿ 
çàêàí÷èâàåòñÿ. 

Â ñëó÷àå (9) ðåçóëüòàòîì îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà ñ 
íàèëó÷øèì (ìèíèìàëüíûì) çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó 
íàïðàâëåíèå îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì, è ìîæíî ïîïûòàòüñÿ 
îñóùåñòâèòü ðàñòÿæåíèå ñèìïëåêñà  â ýòîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî 
çíà÷åíèå f âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )v k c k u k c kβ= + − . 

Åñëè 

( ) ( )( ) ( )f v k f u k< , 

 
òî âåðøèíà õn(k) çàìåíÿåòñÿ íà v(k), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå – íà u(k), è  
k–ÿ èòåðàöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ. 

Â ñëó÷àå (10) ðåçóëüòàòîì îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ, 
åñëè åþ çàìåíèòü íàèõóäøóþ âåðøèíó õn(k), ñàìà ñòàíåò íàèõóäøåé 
âåðøèíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ ñæàòèå ñèìïëåêñà. Äëÿ ýòîãî 
çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), åñëè ( ) ( ) ,
( )

( ) ( ) ( ), åñëè ( ) ( ) .

n n

n

c k x k c k f x k f u k
w k

c k u k c k f x k f u k

ξ

ξ

 + − ≤= 
+ − >

 

Åñëè 

( ) ( ) ( ){ }( ) min ( ) , ( )nf w k f x k f u k< , 

 
òî âåðøèíà õn(k) çàìåíÿåòñÿ íà w(k). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàæäàÿ 
âåðøèíà õi(k) çàìåíÿåòñÿ íà  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )01
, 1, ... ,

2
i i ix k x k x k x k i n

∧

= + − = , 

 
ò.å. ïðîèñõîäèò ñæàòèå ñèìïëåêñà. Ïîëó÷åííûå n òî÷åê âìåñòå ñ òî÷êîé 
õ0(k) ñîñòàâëÿþò íàáîð âåðøèí ñèìïëåêñà (k + 1)-é èòåðàöèè.  
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Îñòàíîâêà àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè ïîñëå çàâåðøåíèÿ k-é 
èòåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

 

( )( ) ( )( )
1

2 2

0

1

1
1 1

n
i

i

f x k f x k
n

δ
=

   + − + ≤    
∑ ,    (12) 

 
ãäå δ – çàðàíåå çàäàííîå ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. 

 
2 Ó×ÅÒ ÎØÈÁÊÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÖÅËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ 

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà ïðîâîäÿòñÿ êàê ñ 
ïîãðåøíîñòüþ δ ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè, òàê è ñ ïîãðåøíîñòüþ ε ïî 
çíà÷åíèþ àðãóìåíòà, âîçíèêàåò âîïðîñ: ñ êàêîé äîïóñòèìîé îøèáêîé η 
äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, ÷òîáû àëãîðèòì îïòèìèçàöèè 
óâåí÷àëñÿ óñïåõîì. Â ñëó÷àå, åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà ïðè ïîìîùè 
èìèòàöèîííîé ìîäåëè, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äîïóñòèìàÿ îøèáêà 
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè.  

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ 
îáåñïå÷åíèÿ çàðàíåå çàäàííîé òî÷íîñòè  çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ðåêîðäíîé 
òî÷êå íåîáõîäèìî, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óñëîâèå 2η δ≤  ïðè ïîèñêå 

îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìåòîäîì 

ãëîáàëüíîãî ïîèñêà îáëàñòè ( )B ε  ïðèòÿæåíèÿ ýêñòðåìóìà ( )* inf
x X

f f x
∈

=  

èç íåêîòîðîé ðåêîðäíîé òî÷êè *
kx , ïðèíàäëåæàùåé ýòîé îáëàñòè, 

ïðîâîäèòñÿ ëîêàëüíûé ñïóñê ïðè ïîìîùè S2-ìåòîäà, îñòàíîâêà êîòîðîãî 
ïðîèçâîäèòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (12). Åñëè îøèáêà η âû÷èñëåíèÿ 
öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò áîëüøå δ, òî îñòàíîâ íå ïðîèçîéä¸ò, ò.å. àëãîðèòì 
S2 çàöèêëèòñÿ. Òàê, ïðè 2δ η<  âåðøèíû ñèìïëåêñà âáëèçè òî÷êè 

ýêñòðåìóìà áóäóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ * *2 2f f fη δ= + > +  è 
* *2 2f f fη δ= − < − . Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (12) ñòàíîâèòñÿ 

íåâîçìîæíûì. Ïðè 2η δ≤  äîñòèãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèå îñòàíîâà S2-

ìåòîäà.  
Íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ïî ïîâîäó ðåàëèçàöèè  

S2-ìåòîäà äëÿ ôóíêöèé, çíà÷åíèå êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ñî ñëó÷àéíîé 
îøèáêîé.  

Îøèáêà η ðåàëèçóåòñÿ ñ íåêîòîðîé çàðàíåå çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ Q 

(óðîâíåì äîâåðèÿ), ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòüþ ( )1
1

2
Q−  ìîãóò 

ðàçâèâàòüñÿ ôëóêòóàöèè *f f η> + . Ïðè âîçíèêíîâåíèè òàêîé 

ôëóêòóàöèè âîçìîæåí «âûëåò» ñèìïëåêñà çà îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ 
ýêñòðåìóìà. Âî èçáåæàíèå ýòîé ñèòóàöèè íåîáõîäèìî îãðàäèòü îáëàñòü 

( )B ε  áåñêîíå÷íî âûñîêèì ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì. Òîãäà ïðè âûõîäå 
îäíîé èç âåðøèí ñèìïëåêñà èç îáëàñòè àòòðàêòîðà íà ñëåäóþùåé 
èòåðàöèè öåíòð òÿæåñòè ñèìïëåêñà «ñâàëèòñÿ» îáðàòíî â ( )B ε . 

Ñ âåðîÿòíîñòüþ ( )1
1

2
Q−  ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ôëóêòóàöèè *f f η< − . 

Â ýòîì ñëó÷àå ñèìïëåêñ íà÷íåò «ñòÿãèâàòüñÿ» ê òî÷êå x, äàë¸êîé îò x*. 
Íà ïîñëåäíèõ øàãàõ S2-ìåòîäà ïðîèçîéä¸ò ðàçâîðîò òî÷åê ñèìïëåêñà (11) 
è àëãîðèòì âûéäåò èç «ëîæíîãî» ýêñòðåìóìà, ïîñëå ÷åãî íà÷íåòñÿ íîâûé 
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ñïóñê. 
Íåñìîòðÿ íà ïðèñóòñòâèå ôëóêòóàöèé ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ 

öåëåâîé ôóíêöèè, ïðè êîíòðîëèðóåìîé âåëè÷èíå îøèáêè ( 2η δ≤ ) íà 

îñíîâàíèè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæíî 
óòâåðæäàòü, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà 
ïðîèçîéä¸ò îñòàíîâ S2-ìåòîäà â îáëàñòè òî÷êè x*. 

Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü âîïðîñ, êàê â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ öåëåâîé 
ôóíêöèè, çàäàííîé ïðè ïîìîùè èìèòàöèîííîé ìîäåëè, êîíòðîëèðîâàòü 
âåëè÷èíó îøèáêè η, ñ êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ å¸ âû÷èñëåíèå. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé ýòà çàäà÷à 
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîèçâîäèòñÿ ðÿä íåçàâèñèìûõ 
ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f. Ñêîëüêî íàäî ñäåëàòü èñïûòàíèé, 
÷òîáû ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ (óðîâíåì äîâåðèÿ) Q îæèäàòü, ÷òî ñðåäíåå 

àðèôìåòè÷åñêîå f  íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

îòêëîíèòñÿ îò å¸ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå áîëüøå ÷åì íà η ? 
Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ìîæåò áûòü ñëåäóþùèì [9]. Íà 

îñíîâàíèè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, ñ÷èòàÿ ÷èñëî îïûòîâ 

áîëüøèì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà f  ðàñïðåäåëåíà 
íîðìàëüíî, ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì  

 

M f M f  =      

 
è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì 
 

f
f

N

σ
σ

    =  ,               (13) 

 
ãäå M f   , fσ     – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå 

îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f. Òîãäà  
 

{ }P 2 2
N

f M f
ff

η η
η

σσ

    − < = Φ = Φ                
,    (14) 

 
ãäå  ( )xΦ  – ôóíêöèÿ Ëàïëàñà. 

Ïîëàãàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (14) ðàâíîé óðîâíþ äîâåðèÿ Q:  
 

2
N

Q
f

η
σ

 
Φ =     

, 

 
ðàçðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî N: 
 

2 2
1

2

f Q
N Ent

σ
η

−
        = Φ           

, 

 

ãäå 1−Φ  - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà. 
Îáû÷íî íà ïðàêòèêå, ïðèñòóïàÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 

ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, íå èçâåñòíî ñðåäíå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 



“Â³ñíèê ÑóìÄÓ. Ñåð³ÿ Òåõí³÷í³ íàóêè”,  ¹2’ 2009 112 

èíòåðåñóþùåé íàñ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îäíàêî äëÿ ïðèáëèæåííîé 
îöåíêè òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âìåñòî 

fσ     âîñïîëüçîâàòüñÿ å¸ ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â ñàìîé 

ñåðèè èç n-ðåàëèçàöèé:  

22

1

1 n

i
i

f f f
n

σ
=

≈ −   ∑ . 

 
SUMMARY 
 

SEARCH OF THE GLOBAL EXTREMUM OF FUNCTION  
DETERMINED BY THE SIMULATION MODEL 

 
I.V. Koplyk, P.V. Polenitsa*, O.P. Ostapova* 
Sumy State University 
*Scientific Centrå of Battle Application of Missile Force and Artillery of Sumy State University 
 

We describe a method of finding of global extremum for the functions which values are 
calculated by means of simulation model. Under consideration is the question on error extent at 
definition of function values for calculation of a point of an extremum positioning with the 
prescribed accuracy.   
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