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ïîðÿäêà 2lN = , 2l ≥ , ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îòîáðàæåíà èíäèêàòîðíîé 
ìàòðèöåé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåâûðîæäåííóþ â êîëüöå âû÷åòîâ ïî mod 2  
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

 Ñèñòåìû ôóíêöèé Óîëøà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèììåòðè÷íûå äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíîãî ïîðÿäêà N  ìàòðèöû. Ñèñòåìû ñîñòîÿò èç ïîëíîãî íàáîðà 
âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé ( , )k nω , ãäå k  - ïîðÿäîê (íîìåð) 
áàçèñíîé ôóíêöèè, à n  - àðãóìåíò (íîðìèðîâàííîå âðåìÿ) ôóíêöèè, 

ïðè÷åì , 0, 1k n N= − .  

 Ìàòðèöû Óîëøà ÿâëÿþòñÿ íîðìàëèçîâàííûìè ìàòðèöàìè. Ýòî 
îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòðèöàõ (ñèñòåìàõ) Óîëøà íóëåâîé (ëåâûé) ñòîëáåö è 
íóëåâàÿ (âåðõíÿÿ) ñòðîêà  ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ 1+ . Êðîìå òîãî, ëþáàÿ 
ñèñòåìà Óîëøà âêëþ÷àåò ôóíêöèþ 
 

1, 0, /2 1;
( , )

1, /2, 1,

n N
k n

n N N
ω

+ = −= 
− = −

 

 
à âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè òàêîâû, ÷òî êàê ëåâàÿ, òàê è ïðàâàÿ ïîëîâèíû 
ôóíêöèé ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ 1+  è 1− . È, íàêîíåö, 
îòìåòèì åùå îäíó îñîáåííîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé Óîëøà. Îíà ñîñòîèò â 
òîì, ÷òî ïðàâàÿ ïîëîâèíà ïîâòîðÿåò èëè èíâåðñíà ñîîòâåòñòâóþùèì 
çíà÷åíèÿì ëåâîé ïîëîâèíû ôóíêöèé. 
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 Â äàííîé ñòàòüå ñòàâèòñÿ çàäà÷à êîìïàêòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåì 

Óîëøà 2l - ãî ïîðÿäêà òàê íàçûâàåìûìè èíäèêàòîðíûìè ìàòðèöàìè l - ãî 
ïîðÿäêà ( 2)l ≥ . 

 
ÎÁÙÈÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß 

 Ïåðâîðîäíîé ìàòðèöåé, ïîëîæèâøåé íà÷àëî ôîðìèðîâàíèþ ñåìåéñòâà 
ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì Óîëøà, ïîñëóæèëà ìàòðèöà Àäàìàðà, 
ïðåäëîæåííàÿ â [1] â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèÿìè ïî òåîðèè îïðåäåëèòåëåé. 
Ïðèìåð çàïèñè ñèñòåìû Àäàìàðà 8H  âîñüìîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé äëÿ 

ïðîñòîòû âìåñòî ýëåìåíòîâ 1±  èñïîëüçîâàíû ëèøü èõ çíàêè [2], 
ïðåäñòàâëåí ñîîòíîøåíèåì 
 

8H  = ( , )h k n = 
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+ + + + + + + + 
 + − + − + − + − 
 + + − − + + − −
 
+ − − + + − − + 

 + + + + − − − −
 
+ − + − − + − + 

 + + − − − − + + 
 + − − + − + + − 

   (1) 

  
 Â 1923 ã. Óîëøåì áûë îïóáëèêîâàí äðóãîé ñïîñîá óïîðÿäî÷åíèÿ 
áàçèñíûõ ôóíêöèé ñèñòåì Àäàìàðà, áîëåå óäîáíûé äëÿ èíæåíåðíûõ 
ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè äëÿ òåõíèêè ñâÿçè [3]. Ïðåäëîæåíèÿ Óîëøà 
ñâîäèëèñü ê òîìó, ÷òîáû ðàññòàâèòü áàçèñíûå ôóíêöèè Àäàìàðà â 
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ïåðåìåí çíàêîâ. Òàêîé ñïîñîá óïîðÿäî÷åíèÿ 
ïðèäàåò ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé áîëüøîå ñõîäñòâî ñ ïðèâû÷íûìè äëÿ 
èíæåíåðîâ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè [4]. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî âðåìåíè âñå 
ñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû, îáðàçîâàííûå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì 
óïîðÿäî÷åíèÿ ïîëíîãî íàáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé Àäàìàðà, ïîëó÷èëè 
íàçâàíèå ñèñòåì Óîëøà. 
 Íèæå ïðèâåäåíà ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà Óîëøà âîñüìîãî ïîðÿäêà, 
ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå ñèñòåìû Óîëøà, óïîðÿäî÷åííîé ïî Êà÷ìàæó, 
êîòîðàÿ â îñíîâíîì ïîâòîðÿåò ñèñòåìó, ââåäåííóþ ñàìèì Óîëøåì: 
 

8W  = { ( , )}k nω = 

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3
.

4

5

6

7

n

k
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 + + + + − − − − 
 + + − − − − + +
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+ + − − + + − − 

 + − − + + − − +
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+ − − + − + + − 

 + − + − − + − + 
 + − + − + − + − 

   (2) 
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 Òðåòüÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà Óîëøà áûëà ââåäåíà â 1932 ã. Ïýëè [5]. 
Îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû Óîëøà-Àäàìàðà äâîè÷íîé 
èíâåðñèåé íîìåðîâ ôóíêöèé, ò.å. ïóòåì çàïèñè äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 
íîìåðà hk  â îáðàòíîì ïîðÿäêå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîìåðà pk  (èíäåêñû h  è p  

íîìåðîâ k  îòâå÷àþò ñèñòåìàì Àäàìàðà H  è Ïýëè P  ñîîòâåòñòâåííî). 
Ìàòðèöà Óîëøà-Ïýëè âîñüìîãî ïîðÿäêà èìååò âèä 
 

8P  = { ( , )}p k n = 
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+ + + + + + + + 
 + + + + − − − − 
 + + − − + + − −
 
+ + − − − − + + 

 + − + − + − + −
 
+ − + − − + − + 

 + − − + + − − + 
 + − − + − + + − 

   (3) 

 
 Â ñòàòüå [6] ïîäìå÷åíà ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè Óîëøà è êîäàìè Ãðåÿ. 
Íà ðèñ. 1, çàèìñòâîâàííîì èç [1], ïðèâåäåí õàðàêòåð âçàèìîñâÿçè ñèñòåì 
Óîëøà, óïîðÿäî÷åííûõ ïî Àäàìàðó, Êà÷ìàæó è Ïýëè. 
 Íà ðèñ. 1 èñïîëüçóåìûå àááðåâèàòóðû îçíà÷àþò: ÄÈÏ – äâîè÷íî-
èíâåðñíàÿ ïåðåñòàíîâêà; ÊÃ – ïðÿìîé êîä Ãðåÿ; ÎÊÃ – îáðàòíûé êîä Ãðåÿ. 

 

 
 
 
 
 

Ðèñóíîê 1 - Âçàèìîñâÿçü íîìåðîâ 
áàçèñíûõ ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ 

ñèñòåìàõ Óîëøà 
 

 
 Òðåìÿ ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 1 ñèñòåìàìè íå èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå 
âîçìîæíûå ñèñòåìû ôóíêöèé Óîëøà. Îáùåå ÷èñëî NL  ñèììåòðè÷íûõ 

ñèñòåì Óîëøà 2l -ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì â 
[4], 

2
1

(2 ( ) )
l

i
l

i

L i
=

= −∏ ,    (4) 

ãäå 2( )i  - âû÷åò (îñòàòîê) ÷èñëà  i  ïî mod 2 . 

Ïîëíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé, ñîãëàñíî îöåíêè (4), 28 ñèñòåì Óîëøà 
âîñüìîãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. 

Àëãîðèòìû ôîðìèðîâàíèÿ ïðÿìûõ ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèõ êîäîâ Ãðåÿ 
y  èç òðåõðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ x  ïîêàçàíû íà ðèñ. 3à è 3á 

ñîîòâåòñòâåííî. 
Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 3, ê ñòðóêòóðíîé ñõåìå ïðÿìîãî ïðàâîñòîðîííåãî 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãðåÿ ìû ïðèõîäèì â ðåçóëüòàòå ðàçâîðîòà íà 180o  
îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé âåðòèêàëüíîé îñè ñòðóêòóðíîé ñõåìû, 
îòâå÷àþùåé ëåâîñòîðîííåìó (êëàññè÷åñêîìó) ïðÿìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ 
Ãðåÿ. 
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Ðèñóíîê 2 - Ïîëíûé ãðàô ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì Óîëøà âîñüìîãî ïîðÿäêà 
 
 

Òàáëèöà 1 – Ïîëíàÿ ñèñòåìà ïðîñòûõ îïåðàòîðîâ Ãðåÿ 
 

Îáîçíà÷åíèå 
îïåðàòîðà 

Âûïîëíÿåìàÿ îïåðàöèÿ 

0 èëè e  Ñîõðàíåíèå èñõîäíîé êîìáèíàöèè 
1 Èíâåðñíàÿ ïåðåñòàíîâêà 
2 Ïðÿìîå êîäèðîâàíèå ïî Ãðåþ ïðàâîñòîðîííåå 
3 Îáðàòíîå êîäèðîâàíèå ïî Ãðåþ ïðàâîñòîðîííåå 
4 Ïðÿìîå êîäèðîâàíèå ïî Ãðåþ ëåâîñòîðîííåå 
5 Îáðàòíîå êîäèðîâàíèå ïî Ãðåþ ëåâîñòîðîííåå 

 
 

 
                           à)                                               á) 
 
Ðèñóíîê 3 - Ñòðóêòóðíûå ñõåìû àëãîðèòìîâ ôîðìèðîâàíèÿ ïðÿìûõ êîäîâ Ãðåÿ: 

à) ëåâîñòîðîííåãî; á) ïðàâîñòîðîííåãî 
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 Îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ïðîñòûìè, òàê è ñîñòàâíûìè êîäàìè 
Ãðåÿ (îáðàçîâàííûìè ïðîèçâåäåíèåì â êîëüöå âû÷åòîâ ïî mod 2  

ïðîñòûõ îïåðàòîðîâ Ãðåÿ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå  
 

2( )pk kω ω= J ,     (5) 

 
ãäå kω  è pk  - äâîè÷íûå íîìåðà áàçèñíûõ ôóíêöèé ñèñòåì Óîëøà W  è P , 

ïðè÷åì 0, 2 1lkp = − ; ωJ  - êâàäðàòíàÿ (0, 1) - ìàòðèöà l - ãî ïîðÿäêà, ñ 

ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû P  â ñèñòåìó 
Óîëøà W  (çäåñü ÷åðåç W  îáîçíà÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà Óîëøà, 
ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùàÿ ñ ìàòðèöåé (2)). 
 Ìàòðèöû ωJ  â ñîîòíîøåíèè (5) íàçâàíû èíäèêàòîðíûìè ìàòðèöàìè 

ñèñòåì ôóíêöèé Óîëøà, ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ áóäåò óòî÷íåí íèæå. 
Èíäèêàòîðíûå ìàòðèöû ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè, îòâå÷àþùèìè ïðîñòûì 
èëè ñîñòàâíûì îïåðàòîðàì Ãðåÿ. Â òàáë. 2 ñâåäåíû èíäèêàòîðíûå 
ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà, îòâå÷àþùèå ñèñòåìàì ôóíêöèé Óîëøà 
âîñüìîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 2. 

  
Òàáëèöà 2 – Ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü èíäèêàòîðíûõ ìàòðèö ñèñòåì 

Óîëøà âîñüìîãî ïîðÿäêà 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P  

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 8 

1 0 0

0 1 0

1 0 1

 
 
 
  

 15 

0 0 1

1 0 0

1 1 0

 
 
 
  

 22 

0 0 1

1 1 0

0 1 0

 
 
 
  

 

H  

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
  

 9 

0 1 0

1 0 1

1 1 0

 
 
 
  

 16 

0 1 0

0 1 1

1 0 0

 
 
 
  

 23 

1 1 0

1 0 1

1 1 1

 
 
 
  

 

A  

1 1 0

0 1 1

0 0 1

 
 
 
  

 10 

1 0 1

1 0 0

1 1 1

 
 
 
  

 17 

1 1 1

1 0 1

0 1 1

 
 
 
  

 24 

1 0 1

1 0 0

0 1 1

 
 
 
  

 

B  

1 0 0

1 1 0

0 1 1

 
 
 
  

 11 

0 1 1

1 0 1

0 1 0

 
 
 
  

 18 

1 1 0

0 0 1

1 0 1

 
 
 
  

 25 

1 1 0

1 1 1

0 1 1

 
 
 
  

 

C  

1 0 0

1 1 0

1 1 1

 
 
 
  

 12 

1 1 1

0 0 1

1 0 1

 
 
 
  

 19 

0 1 0

1 1 1

1 1 0

 
 
 
  

 26 

0 1 1

1 1 1

1 1 0

 
 
 
  

 

W  

1 1 1

0 1 1

0 0 1

 
 
 
  

 13 

0 1 1

1 1 1

0 1 0

 
 
 
  

 20 

1 1 1

0 1 1

1 0 1

 
 
 
  

 27 

0 1 0

0 0 1

1 0 0

 
 
 
  

 

7 

1 0 1

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 14 

1 0 1

1 1 0

1 1 1

 
 
 
  

 21 

0 1 1

0 0 1

1 0 0

 
 
 
  

 28 

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 
 
 
  
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 Íà ïðèìåðå èíäèêàòîðíûõ ìàòðèö ωJ  òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæåì 

îòìåòèòü ñëåäóþùèå èõ îñîáåííîñòè. Âî-ïåðâûõ, âñå îíè íåâûðîæäåííûå 
ïî mod 2 . È âî-âòîðûõ, èíäèêàòîðíûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ïðàâîñòîðîííå 

ñèììåòðè÷åñêèìè, ò.å. ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîé 
äèàãîíàëè, ïðè÷åì ÷àñòü èç íèõ îáëàäàåò äâóñòîðîííåé ñèììåòðèåé. 
Òàêîâûìè â òàáë. 2 ÿâëÿþòñÿ èíäèêàòîðíûå ìàòðèöû, îòâå÷àþùèå 
ñèñòåìàì Óîëøà P , H , 25 è 26. 
 Èòàê, íàìè óæå óñòàíîâëåíî âàæíåéøåå ïîëåçíîå êà÷åñòâî 
èíäèêàòîðíûõ ìàòðèö ñèñòåì Óîëøà, êîòîðîå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè 
èçâåñòíà èíäèêàòîðíàÿ ìàòðèöà ωJ  ïîðÿäêà l  íåêîòîðîé ñèñòåìû Óîëøà 

W , òî íà îñíîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ (5) ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà 
ñèñòåìû ôóíêöèé W . Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíî ìû äîëæíû 

âûïèñàòü ìàòðèöó, îòâå÷àþùóþ ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà-Ïýëè ( 2 )lN = -ãî 
ïîðÿäêà. Â ìîíîãðàôèè [7] ïðèâåäåíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 
ïðÿìîé çàïèñè áàçèñíûõ ôóíêöèé P - ñèñòåìû. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ 
áàçèñíûõ ôóíêöèé ( , )p k n  Ïýëè – ñèñòåì N - ãî ïîðÿäêà òàêîâû: 
 

(0, ) , 0, 1p n n N= + = − ; 

 

, 0, /2 1 ;
(1, )

, /2, 1 .

n N
p n

n N N

+ = −= 
− = −

 

 
 Åñëè 1k ≥ , òî  (2 , ) ( , (2 ) )Np k n p k n=  - äëÿ ÷åòíûõ è  
 

(2 1, ) (2 , ) (1, )p k n p k n p n+ = - äëÿ íå÷åòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. 

 Ïîñòðîèâ ïðåäâàðèòåëüíî ñèñòåìó ôóíêöèé Óîëøà-Ïýëè 2l - ãî 
ïîðÿäêà, ëåãêî ïîòîì ïî ôîðìóëå (5) äëÿ çàäàííîé èíäèêàòîðíîé 
ìàòðèöû ωJ  ïîðÿäêà l  ñîñòàâèòü òðåáóåìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé W . 

 Íå ìåíåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå èíäèêàòîðíûõ ìàòðèö äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íà êîíå÷íûõ 
äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî ïîðÿäêà èíòåðâàëàõ îïðåäåëåíèÿ .N  Â ñàìîì 
äåëå, äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ) â 
áàçèñå ôóíêöèé Óîëøà-Àäàìàðà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ 
êëàññè÷åñêîé ñõåìîé Êóëè-Òüþêè [8], äåðåâî êîòîðîãî äëÿ 
âîñüìèòî÷å÷íîãî ÁÏÔ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4. 
 

 
 

 
Ðèñóíîê 4 - Äåðåâî âîñüìèòî÷å÷íîãî ÁÏÔ â áàçèñå ôóíêöèé  Óîëøà-Àäàìàðà 
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 Äâóõòî÷å÷íûå îïåðàòîðû «áàáî÷êà» îñóùåñòâëÿþò íàä âõîäíûìè 
îïåðàíäàìè A  è B  ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ïðàâèëó, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 5. 
 

 
 

Ðèñóíîê 5 - Îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ «áàáî÷êà» 
 
 Îòêëèê &X  ïðîöåññîðà ÁÏÔ (ðèñ. 4) íà âåêòîð îòñ÷åòîâ âõîäíîãî 
ñèãíàëà &x  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 
 

&X  = 8x H , 

 
â êîòîðîì ìàòðèöà 8H  ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Àäàìàðà (1). 

 Äâîè÷íî-èíâåðñíàÿ ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ ñèãíàëà íà âõîäå ïðîöåññîðà 
ÁÏÔ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñïåêòðà ñèãíàëà &X  â áàçèñå ôóíêöèé 
Óîëøà-Ïýëè, êîòîðîìó îòâå÷àåò ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ (3). È íàêîíåö, 
åñëè ÄÈÏ îòñ÷åòû &x  äîïîëíèòåëüíî ïåðåñòàâèòü ñ ïîìîùüþ 
èíäèêàòîðíîé ìàòðèöû ωJ  ñèñòåìû Óîëøà-Êà÷ìàæà, ïðèõîäèì ê 

ñïåêòðó ñèãíàëà â áàçèñå ôóíêöèé Óîëøà-Êà÷ìàæà, ìàòðèöà êîòîðîãî 
çàäàíà ñîîòíîøåíèåì (2). 
 Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñïåêòð ñèãíàëà â áàçèñå 
çàäàííîé ñèñòåìû Óîëøà, äîñòàòî÷íî íà âõîä ïðîöåññîðà ÁÏÔ, 
ïîñòðîåííîãî ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå Êóëè-Òüþêè, ïîäîáíîé òîé, ÷òî 
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4, ïîäâåñòè îòñ÷åòû ñèãíàëà &x , íîìåðà êîòîðûõ kω  

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì 
 

ДИП 2( )k kω ω= J ,                                           (6) 

 

ДИПk  - ÄÈÏ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ l - ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. 

 Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ íîìåðîâ îò÷åòîâ ñèãíàëà x , 
ïîäàâàåìûõ íà âõîä âîñüìèòî÷å÷íîãî ïðîöåññîðà ÁÏÔ (ðèñ. 4), 
îáåñïå÷èâàþùåãî ôîðìèðîâàíèå ñïåêòðà â çàäàííîì áàçèñå. 
 Èòàê, ìû ïðèøëè ê ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîìó ðåçóëüòàòó. Ñìûñë åãî 
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äî ñèõ ïîð ïðè ñòðóêòóðèðîâàíèè àëãîðèòìîâ 
ÁÏÔ â èçâåñòíûõ áàçèñàõ Óîëøà, óïîðÿäî÷åííûõ ïî Àäàìàðó, Êà÷ìàæó 
èëè Ïýëè, êàæäûé ðàç ðåøàëàñü çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö 
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðå÷èñëåííûì òðåì ñèñòåìàì Óîëøà. 
Íà îñíîâàíèè èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ìû 
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî íå òîëüêî äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå òðåõ ñèñòåì 
Óîëøà, íî è âîîáùå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû Óîëøà ïðè ñèíòåçå 
àëãîðèòìîâ ÁÏÔ îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â ôàêòîðèçàöèè 
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü 
ñïåêòð äèñêðåòíîãî ñèãíàëà â òîì èëè èíîì áàçèñå Óîëøà, äîñòàòî÷íî, 
ñîõðàíÿÿ íåèçìåííîé ñòðóêòóðó äåðåâà ÁÏÔ ïî ñõåìå Êóëè-Òüþêè, 
ïðîèçâåñòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó îòñ÷åòîâ ñèãíàëà íà âõîäå 
ïðîöåññîðà ÁÏÔ. Ïðàâèëî ïåðåñòàíîâîê íîìåðîâ îòñ÷åòîâ ñèãíàëà 
îïðåäåëÿåòñÿ èíäèêàòîðíîé ìàòðèöåé ωJ  çàäàííîé ñèñòåìû Óîëøà W  è 

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (6). 
 



“Â³ñíèê ÑóìÄÓ. Ñåð³ÿ Òåõí³÷í³ íàóêè”,  ¹4’ 2009  92 

Òàáëèöà 3 – Íîìåðà îòñ÷åòîâ ñèãíàëà íà âõîäå ïðîöåññîðà ÁÏÔ â 
âûáðàííîì áàçèñå 

 

Íîìåð âõîäà ïðîöåññîðà ÁÏÔ Áàçèñ 
 0 1 2 3 4 5 6 7 

H  0 1 2 3 4 5 6 7 
P  0 4 2 6 1 5 3 7 
A  0 6 3 5 1 7 2 4 
B  0 4 6 2 3 7 5 1 
C  0 4 6 2 7 3 1 5 
W  0 7 3 4 1 6 2 5 
7 0 5 2 7 1 4 3 6 
8 0 4 2 6 5 1 7 3 
9 0 2 5 7 6 4 3 1 
10 0 5 4 1 7 2 3 6 
11 0 3 5 6 2 1 7 4 
12 0 7 1 6 5 2 4 3 
13 0 3 7 4 2 1 5 6 
14 0 5 6 3 7 2 1 4 
15 0 1 4 5 6 7 2 3 
16 0 2 3 1 4 6 7 5 
17 0 7 5 2 3 4 6 1 
18 0 6 1 7 5 3 4 2 
19 0 2 7 5 6 4 1 3 
20 0 7 3 4 5 2 6 1 
21 0 3 1 2 4 7 5 6 
22 0 1 6 7 2 3 4 5 
23 0 6 5 3 7 1 2 4 
24 0 5 4 1 3 6 7 2 
25 0 6 7 1 3 5 4 2 
26 0 3 7 4 6 5 1 2 
27 0 2 1 3 4 6 5 7 
28 0 1 4 5 2 3 6 7 

 
 Ïîäûòîæèâàÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëèðóåì ðÿä 
ïîëîæåíèé. 

Óòâåðæäåíèå. Êàæäîé ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå Óîëøà NW  äâîè÷íî-

ðàöèîíàëüíîãî ïîðÿäêà 2lN = , 2l ≥ , ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ 
îäíîçíà÷íî ñ íåé ñâÿçàííàÿ (0, 1) - èíäèêàòîðíàÿ ìàòðèöà ωJ  l -ãî 

ïîðÿäêà. 
 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíäèêàòîðíûõ 
ìàòðèö ñèñòåì ôóíêöèé Óîëøà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé. 
Òåîðåìà. Èíäèêàòîðíîé ìàòðèöåé ωJ  ñèñòåìû ôóíêöèé Óîëøà W  

äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî ïîðÿäêà 2lN = , 2l ≥ , ÿâëÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííå 
ñèììåòðè÷åñêàÿ (0, 1) - ìàòðèöà l -ãî ïîðÿäêà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ), 

íåâûðîæäåííàÿ â êîëüöå âû÷åòîâ ïî mod 2  (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ). 

 Îöåíêè ÷èñëà lL  èíäèêàòîðíûõ ìàòðèö ωJ  ïîðÿäêà l  ñîâïàäàþò ñ 

îöåíêàìè (4) ÷èñëà ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé Óîëøà ( 2 )lN = -ãî 
ïîðÿäêà. Äàííûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì åäèíñòâåííîñòè è 
îäíîçíà÷íîñòè ñèñòåì Óîëøà W  è èõ èíäèêàòîðíûõ ìàòðèö ωJ . 
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 
 Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äâà âàæíåéøèõ âûâîäà ïî 
ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé â äàííîé ñòàòüå. 

 Âî-ïåðâûõ, ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Óîëøà 2l -ãî ïîðÿäêà, 2l ≥ , 
ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñâóþùåé åé èíäèêàòîðíîé 
ìàòðèöåé l -ãî ïîðÿäêà. Èíäèêàòîðíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû Óîëøà ÿâëÿåòñÿ 
íåâûðîæäåííîé â êîëüöå âû÷åòîâ ïî mod 2  ìàòðèöåé, ñèììåòðè÷íîé 

îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîé äèàãîíàëè. 
 È âî-âòîðûõ, èíäèêàòîðíûå ìàòðèöû ñèñòåì Óîëøà ñóùåñòâåííî 
óïðîùàþò çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ÁÏÔ â çàäàííîì áàçèñå ñèñòåì 
ôóíêöèé Óîëøà, ïîñêîëüêó ñòàíîâèòñÿ èçëèøíåé îïåðàöèÿ 
ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. 
 
SUMMARY 
  

DISPLAY MATRIXES OF SYSTEMS OF WALSH FUNCTIONS 
 
A.JA.Beletsky, E.A.Beletsky 
National aviation university, Kiev 
 

 It is shown that any system of Walsh functions of binary-rational order 2lN = , 
2l ≥ , can be uniquely mapped indicator matrix, which is a non-degenerate in the ring 

of residues mod 2  on the square (0, 1)  - matrix order l , symmetric with respect to 
the auxiliary dia-rut. 
 Key words: system of Walsh functions, Adamar matrix, Gray codes. 
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