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ÓÄÊ 62-50 
 

ÌÅÒÎÄ ÊÀÐÓÍÅÍÀ-ËÎÝÂÀ Â ÇÀÄÀ×Å ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÒÅÏËÎÂÛÌ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÌ ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ 

 
À.Ñ. Ìàçìàíèøâèëè, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð 

Ñóìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ñóìû 
 
Ïîñòàâëåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé íà 

îñíîâå èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Ïîñòðîåí 
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ 
êà÷åñòâà, îñíîâàííûé íà êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ãàóññîâà ïðîöåññà è òåîðåìå 
Àäàìàðà î íóëÿõ öåëîé ôóíêöèè. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü íà îñíîâå ïðîèçâîäÿùåé 
ôóíêöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
êðèòåðèÿ â öåëîì.  

 
Ïîñòàâëåíî çàäà÷ó óïðàâë³ííÿ â ñê³í÷åííî âèì³ðíîìó ïðîñòîð³ ñòàí³â íà 

îñíîâ³ ³íòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêö³îíàëà ÿêîñò³. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòì 
îá÷èñëåííÿ òâ³ðíî¿ ôóíêö³¿ ñòîõàñòè÷íîãî êðèòåð³þ ÿêîñò³, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà 
êàíîí³÷íîìó ðîçêëàä³ ïðîöåñó Ãàóñà òà òåîðåì³ Àäàìàðà ïðî íóë³ ö³ëî¿ ôóíêö³¿. 
Ïîêàçàíà ìîæëèâ³ñòü íà îñíîâ³ òâ³ðíî¿ ôóíêö³¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ óïðàâë³ííÿ 
ñòàòèñòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèòåð³þ â ö³ëîìó. 

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Ïðè íàáëþäåíèè çà ôèçè÷åñêîé èëè òåõíè÷åñêîé ñèñòåìîé 
îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåðèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà. Ñóùåñòâåííî, ÷òî, êàê 
ïðàâèëî, íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íå àìïëèòóäà ðåàëèçóåìîãî â 
ñèñòåìå ïðîöåññà, à äðóãàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, òàê èëè èíà÷å 
çàâèñÿùàÿ îò íåãî. Ñðåäè ïðî÷èõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí âàæíîå ìåñòî 
çàíèìàåò ïîãëîùåííàÿ ýíåðãèÿ J , âîçíèêàþùàÿ ïðè èçìåðåíèè 
ìîùíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ýòà âåëè÷èíà ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ÿâëÿåòñÿ 
âðåìåííûì èíòåãðàëîì îò êâàäðàòà àìïëèòóäû ðåàëèçóåìîãî ïðîöåññà, è 
åñëè ñàì ïðîöåññ – ñëó÷àéíûé îáúåêò, òî è ýíåðãèÿ J  òàêæå áóäåò 
ñëó÷àéíîé. Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èçìåðèòåëüíûé ïðîöåññ ïðîòÿæåí 
âî âðåìåíè. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé êàê ôèíàëüíàÿ ÷àñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ 
ñèñòåìîé îïðåäåëÿåòñÿ íàáëþäàåìûì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû – 
ôóíêöèîíàëà J , è, òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå 
ñòàíîâèòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, à äëÿ å¸ ðàçðåøåíèÿ íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ 
î ñòàòèñòè÷åñêîé ïðèðîäå ôóíêöèîíàëà íàáëþäåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå 
çàäà÷à òàêîãî âèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â 
ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ 
ïðîèçâîäíûõ òåïëîâîãî òèïà. 

 
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìóþ 
óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà: 
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Çäåñü ( , )Q Q z t≡  – ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ( )tξ  – ñòîõàñòè÷åñêèé 

ïðîöåññ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè áåëîãî øóìà, 
 

( ) ( ) ( )t t t tξ ξ σδ′ ′= − ,                                (3) 

 
ïðè ýòîì σ  – èíòåíñèâíîñòü øóìà; α  è β  – çàäàííûå ïîñòîÿííûå 

âåëè÷èíû, à l  – äëèíà èíòåðâàëà ðàññìîòðåíèÿ. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1) 
è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî ( , )Q z t  è ( )tξ , ñëó÷àéíûé 

ïðîöåññ ( , )Q z t  â êàæäîé òî÷êå ( , )z t  òàêæå îïèñûâàåòñÿ íîðìàëüíûì 
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ [1, 2].  

Íàëè÷èå âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé â (1) îáóñëàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå 
ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü ó íàñ íàáëþäåíèå 

îñóùåñòâëÿåòñÿ â òî÷êå *z z= , *0 z l≤ ≤ . Äëÿ îöåíêè è óïðàâëåíèÿ 
êà÷åñòâîì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî âûáðàòü òîò èëè èíîé 

ôóíêöèîíàë J , áàçèðóþùèéñÿ íà *( , )Q z t . Â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîé 

ñòðóêòóðû ïðîöåññà ( , )Q z t  íåîáõîäèìî èçâëå÷ü ñòàòèñòè÷åñêóþ 
èíôîðìàöèþ î ïðèðîäå ôóíêöèîíàëà J . Äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèîííî-
¸ìêîé ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ( )P J  ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû J  èëè, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî, ïðîèçâîäÿùàÿ 
ôóíêöèÿ (ÏÔ) 

0

( ) exp( ) ( ) exp( )q J dJP J Jλ λ λ
∞

≡ − = −∫ ,                     (4) 

ãäå λ  – ïðîèçâîäÿùèé ïàðàìåòð, à èíòåãðèðîâàíèå â (4) îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ïî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ J . Ñ íàõîæäåíèåì ôóíêöèé ( )q λ  èëè ( )P J  

ïîëó÷àåò ñâîå ðàçðåøåíèå ïðÿìàÿ çàäà÷à – èçâëå÷åíèå íà îñíîâå (1)–(3) 
èíôîðìàöèè î ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñòîõàñòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà 
J . Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ñòàâèòü è ðàçðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ïîñêîëüêó 
ÏÔ ( )q λ  (äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàëåå áóäåì óêàçûâàòü òîëüêî îäíó ýòó 

ôóíêöèþ, ïîäðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì è ïëîòíîñòü ( )P J ) – ýòî íåêîòîðàÿ 
íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, òî, âûáèðàÿ òîò èëè èíîé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé 
[3], âîçìîæíî ïóòåì ïîäáîðà ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, 
âõîäÿùèõ â (1)-(2), ïîñòàâèòü è ðåøèòü çàäà÷ó ñèíòåçà ñèñòåìû 
óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûì îáúåêòîì â óñëîâèÿõ ñëó÷àéíûõ 
âîçìóùåíèé.  

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ *z z=  
ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü [3] èíòåãðàëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë J  
ñëåäóþùåãî âèäà: 

2 *

0

( , )
T

J dt Q z t= ∫ ,                                    (5) 

 
ãäå T  - äëèòåëüíîñòü íàáëþäåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî 
ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ áåëîãî øóìà ( )tξ  âêëþ÷åí âñå âðåìÿ (ìîìåíò åãî 

âêëþ÷åíèÿ îòíåñåí ê −∞ ), òî âìåñòî ôóíêöèîíàëà (5) ìîæíî àíàëîãè÷íî 
ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàë 

2 *( , )
T

J dt Q z t
τ

τ

+

= ∫ ,                                  (6) 
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ãäå τ  – íåêîòîðûé âðåìåííîé ñäâèã. 
Â çàäà÷àõ ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþò êðèòåðèè, 

îñíîâàííûå, íàïðèìåð, íà ôóíêöèîíàëå 
 

minJ J′ = .                                         (7) 

 
Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàëû âèäà (7) ÿâëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè ìîìåíòàìè 

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû J , íà èõ îñíîâå ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèøü 
ïîäìíîæåñòâî îáðàòíûõ çàäà÷, ò.å. îñóùåñòâèòü ÷àñòè÷íûé ñèíòåç 
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà îñíîâå ÏÔ ( )q λ , 

èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îïèñûâàþùåé ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó 
ñòîõàñòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà J , âîçìîæíî ðàçðåøèòü ïîëíóþ çàäà÷ó 
ñèíòåçà. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèîíàëà J  ïåðåéäåì â ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé [4]. 
Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà âûáåðåì áåñêîíå÷íûé íàáîð 
{ ( )}m zϕ , îòâå÷àþùèé îïåðàòîðó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1), è ñîîòâåòñòâåííî 

íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë mµ . Èíäåêñ m  ïðîáåãàåò öåëî÷èñëåííûå 

çíà÷åíèÿ, 1,2,m = …  Òîãäà 

1

( , ) ( ) ( )m m
m

Q z t x t zϕ
∞

=

= ∑ ,                                (8) 

 

ïðè ïîìîùè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ( , )Q z t  ðàçëîæåíà 

íà ñóïåðïîçèöèþ ìîä ( )m zϕ , ñ àìïëèòóäîé ( )mx t  êàæäàÿ. Èç (8) ñëåäóåò 
 

0

( ) ( , ) ( )
l

m mx t dz Q z t zϕ= ∫ ,                              (9) 

 

ïîñêîëüêó íàáîð ôóíêöèé { ( )}m zϕ , 1,2,m = … , îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé 

áàçèñ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t  âûðàæåíèå (9), ïîëó÷èì 
 

2

2
0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
ll l

m m m
d d dx t z Q z t Q z t z dz Q z t z
dz dz dz

ϕ ϕ ϕ= − + ∫& .     (10) 

 

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàæäàÿ èç ôóíêöèé ( )m zϕ  óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ 
 

2
2

2
( ) ( )m m m

d z z
dz

ϕ µ ϕ= − ,                                (11) 

 
è ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) äëÿ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ïîòðåáóåì 
òàêæå 

 

0

( ) ( ) 0m m
z

d
z z

dz
ϕ αϕ

=

 + = 
 

,     ( ) ( ) 0m m
z l

d
z z

dz
ϕ βϕ

=

 + = 
 

.   (12) 

 
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
 

( )0( ) sin cosm m mz N A z B zϕ µ µ= + ,                          (13) 
 

ãäå 0N  – íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, òàêîé, ÷òî 2

0
( ) 1

l

mdz zϕ =∫ .  
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Èç (12) è (13) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà { }mµ  ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè 

òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ 
 

2 1tg( ) ( )( )lµ µ β α αβ µ −= − + ,                            (14) 

 
à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ( )m zϕ  èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 

 

( ) 2( cos sin )m m m mz z zϕ µ µ α µ= − ×                         (15) 

           
1/21 2 2 2 2( 1 cos2 ) ( )sin2 ( )m m m m ml l lα µ µ µ α µ µ α− × − + + − + +  .  

 
Íà îñíîâàíèè (10-15) ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ 

âðåìåííîé àìïëèòóäû ( )mx t : 

 
2( ) ( ) ( )m m mx t x t b tµ ξ+ =& ,          ( )m mb lϕ= .                   (16) 

 
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) èìååò âèä 

2 2 2

0

( ) (0)exp( ) ( ) exp( )
t

m m m m m mx t x t d b tµ τ ξ τ µ µ τ= − + − +∫ .     (17) 

 
Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ôóíêöèîíàë (5) â âèäå 

ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì â òî÷êå íàáëþäåíèÿ *z z= : 
 

2

10

( )
T

m m
m

J dt c x t
∞

=

 
=  

  
∑∫ ,         *( )m mc zϕ= .               (18) 

 
Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñèíòåçà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûì 

îáúåêòîì è ñâÿçàííîãî ñ íèì ÷èñëåííûì àëãîðèòìîì íåîáõîäèìî 
îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì M  ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ââåäåì 
ôóíêöèîíàë 

2

10

( )
T M

M m m
m

J dt c x t
=

 
=  

  
∑∫ .                              (19) 

 

Ïîñêîëüêó äåêðåìåíòû 2
mµ  óðàâíåíèÿ (16) ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî 

âîçðàñòàþùèìè ñ ðîñòîì èíäåêñà m  ðåøåíèÿìè òðàíñöåíäåíòíîãî 
óðàâíåíèÿ (14), åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî 
÷èñëà M  ôóíêöèîíàë MJ  èìååò ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, áëèçêóþ ê 

ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå J  ñ N → ∞ . Ïîýòîìó âîçìîæíî ñòàâèòü è 
ðàçðåøàòü çàäà÷ó ñèíòåçà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ñ 

èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëà MJ , îòíîñÿùåãîñÿ ê ïðîñòðàíñòâó 
êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Íèæå áóäåò îïèñàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà 
ýòîãî ôóíêöèîíàëà â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè 

 
( ) exp( )M Mq Jλ λ= −

,                                (20) 
 

à çàäà÷à îòûñêàíèÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ñîñòàâèò öåëü 
ïðÿìîé çàäà÷è. 
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ÒÅÕÍÈÊÀ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ ÏÎ ÌÅÒÎÄÓ ÊÀÐÓÍÅÍÀ–ËÎÝÂÀ 
Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ 

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåíà òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ÏÔ ( )Mq λ  â 

ñëó÷àå, êîãäà 1M = . Äàëåå îêàæåòñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 
Ïóñòü ( )y τ  – îäíîêîìïîíåíòíûé ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâ ïðîöåññ ñ 

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ( , ) ( ) ( )K y yτ τ τ τ′ ′=  è ïóñòü èíòåãðàëüíîìó 

óðàâíåíèþ 

0

( ) ( , ) ( )
T

n n ne d K eτ λ τ τ τ τ′ ′= ∫                          (21) 

 
óäîâëåòâîðÿåò íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ( )ne τ  ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè 

nλ , ãäå 1,2,n = …  Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå 

 

1

( ) ( )n n
n

y y eτ τ
∞

=

= ∑ ,                                  (22) 

 
òàêîå, ÷òî êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ny  ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè 

íåçàâèñèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 
âåðîÿòíîñòåé 

21
( ) exp

2 2
n

n n n nw y y
λ

λ
π

 = − 
 

.                          (23) 

 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èçëîæåíî, íàïðèìåð, â [3, 5]. Ïðèìåð å¸ 

èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ [6] ïðèâåäåí â [7].  
Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì (22) äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî 

îæèäàíèÿ 

2 2
1 1 1

0

( ) exp ( )
T

q c dt x tλ λ
 
 = −
 
 

∫                             (24) 

 
ïî âñåì âîçìîæíûì ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 1( )x t , 

îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì 
 

2
1 1 1 1( ) ( ) ( )x t x t b tµ ξ+ =& .                                (25) 

 
Ôóíêöèþ ( , )K τ τ ′  íàéäåì, ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (25):  

2 2 2
1 1 1 1 1 1

0

( ) (0)exp( ) ( )exp( )x x b d
τ

τ µ τ τ ξ τ µ τ µ τ′ ′ ′= − + − +∫ ,      (26) 

ïîýòîìó 

2 2 2
1 1 1 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) exp( )b x b d
τ

τ ξ τ τ ξ τ ξ τ µ τ µ τ′ ′ ′= − +∫ ,          (27) 

 
ïðè÷åì 1 1( ) ( ) 0b x τ ξ τ′ = ,  åñëè τ τ ′≥ , è ( ) 0ξ τ =  â ñèëó ãàóññîâà ñâîéñòâà 

áåëîãî øóìà ( )ξ τ . Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè  
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1 1( , ) ( ) ( )K x xτ τ τ τ′ ′=                                 (28) 

 
ïðè τ τ′ <  ïîëó÷èì óðàâíåíèå 

2
1( , ) ( , ) 0

d
K K

d
τ τ µ τ τ

τ
′ ′+ = .                             (29) 

 
Ïîñêîëüêó â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ âñåõ τ  âûïîëíÿåòñÿ 
 

2
2 2 1
1 1 2

1

( ) (0)
2

b
x x

σ
τ

µ
= = ,                                (30) 

òî 
2

21
12

1

( , ) exp( | |)
2

b
K

σ
τ τ µ τ τ

µ
′ ′= − − .                          (31) 

 
Âåðíåìñÿ ê íàõîæäåíèþ 1( )q λ . Â ñèëó (22) 
 

( )2 2 2 2
1 1 1

1 1

( ) exp expn n
n n

q c y c yλ λ λ
∞∞

= =

 
= − = −  

 
∑ ∏ ,               (32) 

 
ò.å. ïîëó÷åíî ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÏÔ 1( )q λ .  

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ (23), òîãäà 
 

( )
1/2

2
1 1

1

( ) 1 2 / n
n

q cλ λ λ
−∞

=

  = + 
  
∏ .                              (33) 

 
Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â (33) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèîííûì 

ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ( 2 )D λ− , íóëÿìè êîòîðîé 

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà nλ , óìíîæåííûå íà 2
1c . Åñëè óäàñòñÿ 

ïîñòðîèòü ýòó ôóíêöèþ, îíà è áóäåò îñíîâîé äëÿ èñêîìîé 
îäíîêîìïîíåíòíîé ÏÔ: 

 
1/2

1
(0)

( )
( 2 )

D
q

D
λ

λ
 =  − 

.                                 (34) 

 
Ñîãëàñíî òåîðåìå Àäàìàðà [8] òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò. Äëÿ å¸ 

íàõîæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (21) ñ íàéäåííûì 
ðàíåå ÿâíûì âèäîì (31) êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

 

2 2
2 2 2 21 1
1 1 1 12 2

1 10

( ) exp( ) ( ) exp( ) ( )
2 2

T

n n n n n
b b

e d e d e
τ

τ

σ στ λ τ µ τ µ τ τ λ τ µ τ µ τ τ
µ µ

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + + −∫ ∫ .   (35) 

 
Äâàæäû äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå 

óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè 

2
2

2
( ) ( )n n ne r eτ τ

τ
∂ =

∂
,   ( )1/24 2 2

1 1 1n nr bµ σ µ λ= − .              (36) 
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (36) ñëåäóþò èç (35): 
 

2
1( ) ( ) 0n n

T

d
e e

d τ
τ µ τ

τ =

 + =  
,     2

1
0

( ) ( ) 0n n
d

e e
d τ

τ µ τ
τ =

 − =  
.     (37) 

 
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (36) èùåì â âèäå 
 

1 2( ) exp( ) exp( )n n ne C r C rτ τ τ= + − .                          (38) 

 
Êîýôôèöèåíòû 1C  è 2C  ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê, ÷òîáû 

óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì (37): 
 

2 2
1 1 1 2

2 2
1 1 1 2

( ) exp( ) ( )exp( ) 0,

( ) ( ) 0.

n n n n

n n

r r T C r r T C

r C r C

µ µ

µ µ

+ − − − =

− − + =
            (39) 

 
Ñèñòåìà (39) îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ 1C  è 2C  

îäíîðîäíà. Äëÿ å¸ ðàçðåøèìîñòè íåîáõîäèìî [9, 10], ÷òîáû äåòåðìèíàíò, 
îáðàçîâàííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè 1C  è 2C  â (39), ðàâíÿëñÿ íóëþ. 

Ïîñêîëüêó â (39) âõîäÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà nλ , òî òðåáîâàíèå 

îáðàòèìîñòè ýòîãî äåòåðìèíàíòà â íóëü è ïðèâåäåò ê óðàâíåíèþ äëÿ 
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à ôóíêöèÿ ( )D λ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó 
òðåáîâàíèþ: 

 
2 2 2 2
1 1

2 2
1 1

( ) exp( ) ( ) exp( )
( )

4 exp( )
n n n n

n

r r T r r T
D

r T

µ µ
λ

µ µ
+ − − −

= ,              (40) 

 
è áóäåò ñîãëàñíî òåîðåìå Àäàìàðà ðàâíîé 

 

1

( ) (1 2 / )n
n

D λ λ λ
∞

=

= +∏ .                               (41) 

 
Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (37) ïîëó÷èì 
 

1/22 2
1 1 1

1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

4 exp( )
( )

( ) exp( ) ( ) exp( )

T
q

T T

ρ µ µ
λ

ρ µ ρ ρ µ ρ
 

=  + − − − 
,         (42) 

 

ãäå 4 2 2 2 1/2
1 1 1 1 1( 2 )b cρ µ λσ µ= + . 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé 
ôóíêöèè 1( )q λ , îòâå÷àþùåé îäíîêîìïîíåíòíîìó ïðîöåññó (25) è 

îñíîâàííîìó íà íåì ôóíêöèîíàëó  
 

2 2
1 1 1

0

( )
T

J c dt x t= ∫ ,                                (43) 

 

ãäå, íàïîìíèì,  1 1( )b lϕ= ,  *
1 1( )c zϕ= . 
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Ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîêîìïîíåíòíîé çàäà÷è, 
ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê çàäà÷å, îòâå÷àþùåé ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå â 
öåëîì. 

 
ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÀß ÔÓÍÊÖÈß Â ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÎÌ 

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ 
Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ìåòîäà Êàðóíåíà-Ëîýâà âîçìîæíî ïåðåéòè ê 

îáîáùåíèþ è ðàñïðîñòðàíèòü ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé 
êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû ðàçìåðíîñòè M . Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì íà 
îñíîâå (16) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 

 
( )x Ax b tξ+ =& ,                                     (44) 

 
ãäå 1 2( , , , )Mx x x x= …  è 1 2( , , , )Mb b b b= …  – M -êîìïîíåíòíûå âåêòîð-

ñòîëáöû è 

2 2 2
1 2diag( , , , )MA µ µ µ= …                              (45) 

 
– ( )M M× -ìàòðèöà. Ââåäåì ( )M M× -ìàòðèöó íàáëþäåíèÿ V , òàêóþ, ÷òî 
 

nm n mV c c= ,                                         (46) 

 
òîãäà ôóíêöèîíàë (19) ïðèìåò âèä 
 

( )
0

( ) ( )
T

MJ dt x t Vx t= ∫ .                                 (47) 

 
Ïîñòàâèì çàäà÷ó íà îòûñêàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
 

( )( ) expM Mq Jλ λ= −                                   (48) 

 
– áåçóñëîâíîãî ñðåäíåãî ïî âñåì ðåàëèçàöèÿì ïðîöåññà (44). Çàìåòèì, ÷òî 
 

0
( ) 1Mq λλ = = .                                      (49) 

 
Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå (44) â ïðàâîé ÷àñòè ôèãóðèðóåò îäèí è òîò æå 

áåëûé øóì ( )tξ , îòëè÷àþùèéñÿ îò óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ ïîñòîÿííûìè 

ìíîæèòåëÿìè, óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü (47) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç 
èñïîëüçóåìûõ ìàòðèö âûäåëèì ìàòðèöó V . Ýòà ìàòðèöà – âûðîæäåííàÿ, 
ïîñêîëüêó det 0V = , â ÷åì ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ. Ïîýòîìó 

ìàòðèöû 1V −  íå ñóùåñòâóåò. Âìåñòå ñ òåì â çàêëþ÷èòåëüíûõ 
âûðàæåíèÿõ îñîáåííîñòü ìàòðèöû V  íå êðèòè÷íà, ïîñêîëüêó â íèõ îíà 
ôèãóðèðóåò â ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Ïîýòîìó íèæå ïîä ìàòðèöåé V  
áóäåì ïîíèìàòü ðåãóëÿðèçèðóþùóþ ( )M M× -ìàòðèöó U  ñëåäóþùåãî 
âèäà ( I  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà): 

 
2V U V Iδ→ = + ,                                  (50) 

 

ò.å. ìàòðèöó, äëÿ êîòîðîé 1U−  ñóùåñòâóåò, à â ðåçóëüòèðóþùèõ 
âûðàæåíèÿõ ìàëûé âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð δ  áóäåò óñòðåìëåí ê 

íóëþ. Ïóñòü 1/2U  – ïðîèçâîëüíûé óäîáíûé äëÿ âû÷èñëåíèé 
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êâàäðàòè÷íûé êîðåíü èç ìàòðèöû U . Ïåðåéäåì â ïðîñòðàíñòâî  

(U -ïðîñòðàíñòâî), ïîëüçóÿñü ìàòðèöåé 1/2U  êàê ìàòðèöåé ïîâîðîòà. 
Îáîçíà÷èì 

1/2
Ux U x= ,    1/2 ( )Ug U b tξ= ,    1/2 1/2

UA U AU−= ,              (51) 

òîãäà  

( )
0

( ) ( )
T

M U UJ dt x t x t= ∫ .                                  (52) 

Ïîñêîëüêó ( )tξ  – áåëûé øóì, òî 

 
( ) ( ) ( )m n mnb t b t S t tξ ξ δ′ ′= − ,                               (53) 

 
ïðè ýòîì ââåäåííàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ( )M M× -ìàòðèöà S  ðàâíà 
 

mn m nS b bσ= ,                                         (54) 

 

à ïîâîðîò â U -ïðîñòðàíñòâî äàåò 1/2 1/2
US U SU= . 

Òîò æå ïîâîðîò ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ 
 

( ) ( ) ( )U U U U
d x t A x t g t
dt

+ = ,                              (55) 

ïîýòîìó 

0

( ) (0) exp( ) ( )
t

U U U U Ux t x d A t A gτ τ τ= + − +∫ .                    (56) 

 
Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ êîððåëÿöèîííîé ( )M M× -ìàòðèöû ( , )K τ τ ′ . 

Ïîëüçóÿñü ìåòîäèêîé, èçëîæåííîé â [1, 9, 11], íàéäåì 
 

, ,( , ) ( ) ( )mn U m U mK x xτ τ τ τ′ ′= =                           (57) 

 
= ( ) exp( ) ( ) exp( )U U U U U UA A L L A Aϑ τ τ τ τ ϑ τ τ τ τ′ ′ ′ ′− − + + − − + , 

 
ãäå ( ) 1ϑ τ = , åñëè 0τ ≥ , è ( ) 0ϑ τ = , åñëè 0τ < , à ( )M M× -ìàòðèöà 

Ëÿïóíîâà UL  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà U U U U UA L L A S+ =  

è ðàâíà 

0

exp( ) exp( )U U U UL d A S Aτ τ τ
∞

= − −∫ .                            (58) 

 
Ïîëó÷åííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (57) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü 

îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó M -êîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ { ( )}ne τ , 

óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ 

0

( ) ( , ) ( )
T

n n ne d K eτ λ τ τ τ τ′ ′ ′= ∫ ,                             (59) 

 
ò.å. íàáîð { ( )}ne τ  ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 

( , )K τ τ ′  ñ îòâå÷àþùèìè èì ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè { }nλ , ãäå 1, ,n M= … . 
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Èñïîëüçóåì òåïåðü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè [1, 9, 11], ñîãëàñíî êîòîðîé 
M -êîìïîíåíòíûé ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâ ïðîöåññ ( )y τ  ìîæåò áûòü 

ïðåäñòàâëåí â âèäå 

1

( ) ( )n n
n

y y eτ τ
∞

=

= ∑ ,                                      (60) 

 
òàêîì, ÷òî êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ny  â áàçèñå { ( )}ne τ  

ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé 
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (23). 

Âåðíåìñÿ òåïåðü â ÏÔ (48). Ñ ó÷åòîì (52) è (23) ïîëó÷èì 
 

( )
0

( ) exp exp ( ) ( )
T

M M U Uq J dtx t x tλ λ λ
 
 = − = − =
 
 

∫  

( ) ( ) 1/22

1 1

exp 1 2 /n n
n n

yλ λ λ
∞ ∞

−

= =

= − = +∏ ∏                         (61) 

 
– ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ÏÔ. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â (61) 
ìîæíî ñâåðíóòü, åñëè ñîãëàñíî òåîðåìå Àäàìàðà [8] íàéòè òàêóþ 
òðàíñöåíäåíòíóþ ôóíêöèþ ( )D λ , ñîâîêóïíîñòü íóëåé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ 

áåñêîíå÷íûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë { }nλ . 

 
 

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÏÔ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÀÄÀÌÀÐÀ 
Ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ÏÔ ( )Mq λ  îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 

(59). Ôèãóðèðóþùèå â (57) ìàòðèöû A  è L , âîîáùå ãîâîðÿ, íå 

êîììóòèðóþò, êðîìå òîãî, ìàòðèöà 1L−  íå ñóùåñòâóåò. Ñ öåëüþ ñâåñòè 
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (59) ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ââåäåì ñëåäóþùèå 
ôóíêöèè: 

0

Ò Ò

( ) exp( ) ( ),

( ) exp( ) ( ).

n U U U n

T

n U U n

k d A A L e

g d A A e

τ

τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

′ ′ ′= − +

′ ′ ′= − +

∫

∫
                   (62) 

 
Òîãäà èìååì 

 
( ) ( ) ( )n n n n U ne k L gτ λ τ λ τ= + .                            (63) 

 
Èç (62) è (63) íàéäåì èñêîìóþ ñèñòåìó 
 

2( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

n U n U n n U n

n n n U n U n

k A L k L g

g k A L g

τ λ τ λ τ

τ λ τ λ τ

= − + +

= − + −

&

&
                  (64) 

 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (64) òàêæå ñëåäóþò èç (62) è (63): 
 

[ ]
0

( ) 0,

( ) ( ) 0.

n

U n n T

k

A e e

τ

τ

τ

τ τ

=

=

=

+ =&
                                (65) 
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Èçëîæåííûõ ñâåäåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïåðåõîä â 
èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ôóíêöèé 
(äàëåå ñ ó÷åòîì âîçâðàòà âåçäå áóäåì âìåñòî ìàòðèöû U  óêàçûâàòü 
ìàòðèöó V ) 

 
1/2( ) ( )n np V kτ τ−= ,      1/2( ) ( )n ns V gτ τ= ,                      (66) 

 
òî ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
 

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n

n n n n n

p A LV p LVLs

s Vp A VL s

τ λ τ λ τ

τ λ τ λ τ

= − + +

= − + −

&

&
                      (67) 

 
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 
 

[ ]0
( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0.
n

n n n n T

p
Ap ALs p L s

τ

τ

τ
τ τ τ τ

=

=

=
+ + + =& &                       (68) 

 
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (67). Ââåäåì (2 2M M× )-ìàòðèöó H : 
 

1 2

3 4

X X
H

X X

 
=   

 
,                                         (69) 

 
ñîñòîÿùóþ èç ( M M× )-ìàòðèö 1X , 2X , 3X , 4X  ñëåäóþùåãî âèäà: 

 

1 2X A LVλ= − − ,   2 2X LVLλ= − ,   3 2X Vλ= ,   4 2X A VLλ= + .     (70) 

 
Óðàâíåíèå 

1 2

3 4

( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

p pX Xd
d s X X s

τ τ

τ τ τ

    
=            

                            (71) 

 
èìååò ðåøåíèå 

( ) (0)
exp( )

( ) (0)

n n

n n

p p
H

s s

τ
τ

τ

   
=      

   
,                           (72) 

 
ãäå exp( )Hτ  – ìàòðè÷íàÿ (2 2M M× )-ýêñïîíåíòà [8, 9]:  
 

1 2

3 4

( 2 ) 2 ( , ) ( , )
exp

2 ( 2 ) ( , ) ( , )

n n n n

n n n n

A LV LVL E E

V A VL E E

λ τ λ τ λ τ λ τ

λ τ λ τ λ τ λ τ

− + −   
=      +   

,           (73) 

 
à 1E , 2E , 3E , 4E  – ÷åòûðå ( M M× )-ìàòðèöû. Èõ ÿâíûé âèä ñëåäóåò èç 

(73). 
Èìååì èç (72) è (73) 
 

1 2

3 4

( ) ( , ) (0) ( , ) (0) ,

( ) ( , ) (0) ( , ) (0).

n n n n n

n n n n n

p E p E s

s E p E s

τ λ τ λ τ

τ λ τ λ τ

= +

= +
                       (74) 

 
Êðîìå òîãî (çàâèñèìîñòü îò nλ  îïóùåíà), 
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1 1 2 2 3 4

3 1 2 4 3 4

( ) [ ( ) (0) ( ) (0)] [ ( ) (0) ( ) (0)] ,

( ) [ ( ) (0) ( ) (0)] [ ( ) (0) ( ) (0)].

n n n n n

n n n n n

p X E p E s X E p E s

s X E p E s X E p E s

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

= + + +

= + + +

&

&
    (75) 

 
Íà îñíîâå âûðàæåíèé (74), (75) âûïîëíèì ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 

(68). Êîíêðåòèçèðóÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö (70), íàéäåì 
 

4( ) ( , ) (0) 0n nAL LA E T sλ+ = .                           (76) 

 
Ïîëó÷åííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 

íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (76) 
íåîáõîäèìî [9, 10] âûïîëíèòü óñëîâèå 

 

4det ( ) ( , ) 0nAL LA E Tλ+ =   .                          (77) 

 
Ôóíêöèÿ 

( ) 4det ( ) ( , )D AL LA E Tλ λ= +                              (78) 

 
îáðàùàåòñÿ â íóëü ñîãëàñíî (77) â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà å¸ àðãóìåíò λ  

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà ñîâîêóïíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë { }nλ . Îíà è 

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé Àäàìàðà. Ïîýòîìó çàïèøåì 
 

1/21/2
4

4

det ( ) (0, )(0, )
( )

( 2 , ) det ( ) ( 2 , )M

AL LA E TD T
q

D T AL LA E T
λ

λ λ

 +    = =   − + −      
.           (79) 

 
Ïîñêîëüêó det 0L = , âûðàæåíèå (79) íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê 

ïðåäåë ñëåäóþùåãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî âèäà: 
 

[ ]
[ ]

1/21/2
4

4

det ( ) (0, )(0, )
( )

( 2 , ) det ( ) ( 2 , )M
AL L A E TD T

q
D T AL L A E T

ε ε

ε ε
λ

λ λ
 + = =   − + −   

,     (80) 

 

ãäå 2L L Iε ε= + . Ðåãóëÿðèçèðóþùèé ïàðàìåòð ε  ââåäåí àíàëîãè÷íî (50) ñ 

öåëüþ îáîéòè çàòðóäíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âûðîæäåííîñòüþ ìàòðèöû 
Ëÿïóíîâà L . 

Òåïåðü det( ) 0AL L Aε ε+ ≠ . Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îêîí÷àòåëüíî 

 
1/2

4

4

det (0, )
( )

det ( 2 , )M
E T

q
E T

λ
λ

 
=  − 

.                            (81) 

 
Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó MJ  ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ ïåðâîãî 

å¸ ìîìåíòà è äèñïåðñèè, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íàéäåì 
 

Sp( )MJ T LV= ,                                     (82) 

 
22 2 2T [ 2 exp( 2 )]Sp AM MJ J I AT AT LVLV − = − + + −   .    (83) 
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ( )Mq λ  

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ÏÔ ( )Mq λ  (48) ñâîäèòñÿ ê àëãîðèòìó, 

âêëþ÷àþùåìó ñëåäóþùèå îïåðàöèè: 
 

1 Ââåñòè ñîâîêóïíîñòü âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (1), (2), (3). 
2 Çàäàòü öåëîå ÷èñëî M  ðàçìåðíîñòü, ðàññìàòðèâàåìîãî 

ïðîñòðàíñòâà. 
3 Âû÷èñëèòü íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë { }mµ , 1,2, ,m M= …  è 

ðàññìîòðåòü íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé { ( )}m zϕ  ñîãëàñíî (14) è (15). 

4 Âûáðàòü òî÷êó íàáëþäåíèÿ *z z=  è âû÷èñëèòü íàáîð âåëè÷èí 

( )mb lϕ=  è *( )mc zϕ= , 1,2, ,m M= … , ïîñëå ÷åãî ââåñòè ( )M M× -ìàòðèöû 

mn m nV c c=  è mn m nS b b= . 

5 Âû÷èñëèòü ìàòðèöó exp( )Aτ−  è íà å¸ îñíîâå ( )M M× -ìàòðèöó 

0

exp( ) exp( )L d A S Aτ τ τ
∞

= − −∫ . 

6 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ( )Mq λ  çàäàòü âåëè÷èíó ïðîèçâîäÿùåãî ïàðàìåòðà 

λ  è íàéòè ñëåäóþùèå ( )M M× -ìàòðèöû: 
 

1 2X A LVλ= − − ,   2 2X LVLλ= − ,   3 2X Vλ= ,   4 2X A VLλ= + . 

 
7 Íàéòè ÷åòûðå ( )M M× -ìàòðèöû 1E , 2E , 3E , 4E , òàêèå, ÷òî 

 

1 2

3 4

( , ) ( , )( 2 ) 2
exp

2 ( 2 ) ( , ) ( , )

E EA LV LVL

V A VL E E

λ τ λ τλ τ λ τ

λ τ λ τ λ τ λ τ

 − + − 
=     +   

, 

 
è ( )M M× -ìàòðèöó 4(0, ) exp( )E T AT= − . 

8 Âû÷èñëèòü 4(0) det (0, )D E T=  è 4( 2 ) det ( 2 , )D E Tλ λ− = − . 

9 Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ [ ]1/2
( ) (0)/ ( 2 )Mq D Dλ λ= −

. 
 

 
ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

Îñóùåñòâëåíèå ïåðå÷èñëåííûõ â àëãîðèòìå îïåðàöèé ïîçâîëèò ðåøèòü 
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó îá óïðàâëåíèè ëèíåéíîé ðàñïðåäåëåííîé 
ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé, îïèñûâàåìîé ïàðàáîëè÷åñêèì 
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîëó÷åííàÿ 
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ( )Mq λ  ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î 

ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà 
êà÷åñòâà MJ , ÿâëÿþùåãîñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Íà îñíîâå ÿâíîãî 

âûðàæåíèÿ äëÿ ( )Mq λ  ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 

âåðîÿòíîñòåé ( )MP J  ôóíêöèîíàëà MJ  ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà 

1
( ) ( )exp( )

2

i

M M M

i

P J d q J
i

γ

γ

λ λ λ
π

+ ∞

− ∞

= ∫                    (84) 
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ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó Áðîìâè÷à, ÷òî ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî 
ïîäáîðà âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü çàäà÷ó î 
öåëåíàïðàâëåííîì èçìåíåíèè õàðàêòåðèñòèê ýòîé ïëîòíîñòè â öåëîì, 
îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü å¸ õàðàêòåðèñòèêè íà ïåðèôåðèéíûõ ó÷àñòêàõ, 
èçó÷àòü èíòåãðàëüíûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè è äð. 
Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîä ìîæåò áûòü òàêæå 
èñïîëüçîâàí ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäîáíûõ ñèñòåì. 

 
SUMMARY 

KARHUNEN-LOEVE’S METHOD IN THE MANAGEMENT PROBLEM 
OF THE HEATING DIFFUSIONAL PROCESS 

A.S. Mazmanishvili  
Sumy State University 
 

In this work a problem of management in multidimensional space on the basis of the integral 
square-law functional of qualityis considered. The algorithm of calculation of course-of-value 
function of stochastic quality criterion, based on the canonical decomposition of the Gaussian 
process and Hadamard theorem on zeroes of the entire function, is build. The possibility of 
solving management problem of statistical characteristics of a criterion in whole on the basis of 
course-of-value function is shown. 

 
ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 
 

1. Ïóãà÷åâ Â.Ñ.  Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé è å¸ ïðèìåíåíèå ê çàäà÷àì àâòîìàòè÷åñêîãî 
óïðàâëåíèÿ. – Ì.: ÃÈÒÒË, 1957. – 659 ñ. 

2. Ôåëëåð Â.  Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è å¸ ïðèëîæåíèÿ. – Ì.: Ìèð, 1986. – Ò.1, 
527 ñ.; Ò.2. – 751 ñ. 

3. Äåâÿòîâ Á.Í., Äåìèäåíêî Í.Ä.  Òåîðèÿ è ìåòîäû àíàëèçà óïðàâëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ 
ïðîöåññîâ. – Ì.: Íàóêà, 1983. – 271 ñ. 

4. Áóòêîâñêèé À.Ä., Ïóñòûëüíèêîâ Ë.Ì.  Òåîðèÿ ïîäâèæíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ 
ðàñïðåäåëåííûìè ðåñóðñàìè. – Ì.: Íàóêà, 1980. – 384 ñ. 

5. Ëåâèí Á.Ð. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîòåõíèêè. – Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 1969. 
- 762 ñ. 

6. Îñòðåì Ê.Þ.  Ââåäåíèå â ñòîõàñòè÷åñêóþ òåîðèþ óïðàâëåíèÿ. – Ì.: Ìèð, 1973. – 321 ñ. 
7. Ãî Õ.-Ñ.  Ãàóññîâû ìåðû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. – Ì.: Ìèð, 1979. – 176 ñ. 
8. Ìàðêóøåâè÷ À.Ì.  Òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. – Ì.-Ë.: ÃÈÒÒË, 1950. – 703 ñ. 
9. Áåëëìàí Ð.  Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàòðèö. – Ì.: Íàóêà, 1969. – 368 ñ. 
10. Ìèøèíà À.Ï., Ïðîñêóðÿêîâ È.Â.  Âûñøàÿ àëãåáðà. – Ì.: Íàóêà, 1969. – 300 ñ. 
11. Ìàçìàíèøâèëè À.Ñ.  Êîíòèíóàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå êàê ìåòîä ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ 

çàäà÷. – Ê.: Íàóêîâà äóìêà, 1987. – 224 ñ. 
 

 
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 ôåâðàëÿ 2009 ã. 

 
 


