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Ìåòîäîì ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è  î çâóêîâîì 

ïîëå òî÷å÷íîãî  èñòî÷íèêà â ãèäðîàêóñòè÷åñêîì âîëíîâîäå ñ íàêëîííûì 
ó÷àñòêîì äíà â âèäå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â êàæäîé èç ÷àñòè÷íûõ 
îáëàñòåé ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåìãîëüöà, òî÷íî 
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà è ïîçâîëÿþùåå 
âûïîëíèòü óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ. Ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííàÿ 
ïðîâåðêà óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ 
ïðîâåäåíû äëÿ ïàðàìåòðîâ âîëíîâîäà, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïðèáðåæíîé 
÷àñòè ìîðÿ. 

 
 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû [1] ïîêàçûâàþò, ÷òî 

íàëè÷èå ãåîìåòðè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè â âîëíîâîäå äàåò çà÷àñòóþ 
ïðèíöèïèàëüíî èíóþ êàðòèíó çâóêîâîãî ïîëÿ, ÷åì â âîëíîâîäå ñ 
ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàìè. Îäíàêî ïîïûòêà ïîëó÷èòü 
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è, äàæå äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñ 
èäåàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íàòàëêèâàåòñÿ íà ñóùåñòâåííûå 
ïðåïÿòñòâèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ðàñ÷åòà âîëíîâîäîâ ñ íåîäíîðîäíîé 
ãåîìåòðèåé èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, íàïðèìåð [2], è ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû [3,4].  

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå çâóêîâûõ ïîëåé â àêóñòè÷åñêèõ 
âîëíîâîäàõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé [5], 
ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîäà ñî 
ñëîæíîé ãåîìåòðèåé ãðàíèöû. Â [6] íà îñíîâå ìåòîäà ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé 
áûë ïðåäëîæåí îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ 
ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ ñ íåðîâíûì äíîì – àïïðîêñèìàöèÿ 
íåîäíîðîäíîñòåé ñèñòåìîé öèëèíäðè÷åñêèõ ñòóïåíåé ñ ïîñëåäóþùèì 
ñâåäåíèåì çàäà÷è ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé. 

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ãèäðîàêóñòè÷åñêèé âîëíîâîä, íàêëîííûé 
ó÷àñòîê äíà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ.  

 
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè çâóêîâûõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ òî÷å÷íûì 
ãàðìîíè÷åñêèì èñòî÷íèêîì â ãèäðîàêóñòè÷åñêîì âîëíîâîäå, èìåþùèì 
íàêëîííûé ó÷àñòîê äíà â âèäå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1), 
îïèñûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà 

 

,
)()(

)( r
rzz

Ô
zc

Ô
π

δδω
2

0
2

2 −
−=+∆        (1) 

 
ãäå Ô - ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé; ω - ÷àñòîòà; c(z) - ïðîôèëü ñêîðîñòè 

çâóêà;δ  - äåëüòà - ôóíêöèÿ Äèðàêà; (0, z0) – ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà. 
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Ðèñóíîê 1 - Ñå÷åíèå âîëíîâîäà 

 
Ïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü âîëíîâîäà ÿâëÿåòñÿ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîé, à 

äíî – àêóñòè÷åñêè æåñòêèì: 
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ãäå L – êðèâàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ôîðìó äíà. 

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä ÷àñòè÷íûõ 
îáëàñòåé. Â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà âîëíîâîä ðàçáèâàåòñÿ íà òðè 
÷àñòè÷íûå îáëàñòè (ðèñ.1):  

– îáëàñòü À - ];[];[),( 00 00 hrzr ×∈ ;  

– îáëàñòü Â ñ íàêëîííûì ó÷àñòêîì äíà - ],[ 10 rrr ∈  è ];[
21
π

θθ ∈ ; 

– îáëàñòü C - ];[];[),( 11 0 hrzr ×∞∈ .   
Â ÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõ A è C, ñîãëàñíî [6], ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå 

ñóììû íîðìàëüíûõ ìîä:  
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÷èñëà è ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ Øòóðìà-Ëóèâèëëÿ: 
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ôóíêöèé êðàåâûõ çàäà÷ (4) 
äëÿ êóñî÷íî-çàäàííîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè çâóêà c(z) îïèñàí â [6]. Ôîðìà 
ðåøåíèÿ (3) òàêîâà, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà â 
îáëàñòÿõ À è Ñ âûïîëíåíû òî÷íî, êðîìå òîãî, â îáëàñòè À âûïîëíåíî 
óñëîâèå â èñòî÷íèêå, à â îáëàñòè Ñ óñëîâèå çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.  

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà (1) â ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Â â 
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ( θρ , ) ñ öåíòðîì â òî÷êå 

Î(
z
r

zr arctg; =+= θρ 22 ). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà 

(2)  ïðèìóò âèä  

/2
0θ π=Φ = ; 

1

0
θ θθ

=
=

∂Φ
∂

.     (5) 

 
×òîáû óïðîñòèòü äàëüíåéøèå âûêëàäêè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äàííîé 

÷àñòè÷íîé îáëàñòè ïðîôèëü ñêîðîñòè çâóêà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì 
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)()( θρ Ξ=Φ R  äëÿ (1) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: 
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Ïîëó÷àåì äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ: 
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ãäå µ – êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. 
Äîáàâèâ êî âòîðîìó óðàâíåíèþ (6) êðàåâûå óñëîâèÿ 
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ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâîé êîîðäèíàòû θ , 
êîòîðûå ïîçâîëÿþò òî÷íî âûïîëíèòü óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà.  

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòû θ èìååò 
ñëåäóþùåå îáùåå ðåøåíèå [7]:  
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ãäå λP , λQ  - ôóíêöèè Ëåæàíäðà íóëåâîãî ïîðÿäêà ñòåïåíè λ . 
Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðåøåíèÿ â êðàåâûå óñëîâèÿ äàåò âîçìîæíîñòü 
ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë: 
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   (7) 
Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [7] äàííàÿ 

çàäà÷à èìååò äèñêðåòíûé âåùåñòâåííûé ñïåêòð { }∞
=0nnλ . Ñëåäóÿ [7], äëÿ 
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ñîáñòâåííûõ ÷èñåë nλ  ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó 
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ïðèáëèæåíèå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè (7). 
Íàéäåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñîáñòâåííûå 
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Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé Ëåæàíäðà [8], 
ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ nΞ : 
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Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòû 
ρ, ñîîòâåòñòâóþùåå nΞ , èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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yλ  - ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà nλ . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äàííûå ôóíêöèè áûñòðî âîçðàñòàþò (óáûâàþò), 
â êà÷åñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî 
âçÿòü ñëåäóþùèå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè: 
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Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå (1), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì 
óñëîâèÿì íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà (5) è ïîçâîëÿþùåå âûïîëíèòü óñëîâèÿ 
ñîïðÿæåíèÿ â îáëàñòè Â, èìååò âèä 
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Ïîñòðîåííîå îáùåå ðåøåíèå (3), (8) óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (1) 

ñîäåðæèò ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ 

nnnn zx ,,, ΥΧ , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ çâóêîâîãî 
ïîëÿ: 
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Èç (9) ñëåäóþò ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ðàâåíñòâà 
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×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû, èñïîëüçóåì ìåòîä íàèìåíüøèõ 

êâàäðàòîâ. Â ðÿäàõ óäåðæèâàëîñü ïåðâûå N íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, 
êîòîðûå âûáèðàëèñü èç òðåáîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè â 

íåêîòîðûõ âûáðàííûõ òî÷êàõ  N
jjz 0=}{  ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà. Â 

÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðàâåíñòâà äàííûé ôóíêöèîíàë 
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Èç (10) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí: 
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç îñòàâøèõñÿ òðåõ ôóíêöèîíàëüíûõ 
ñîîòíîøåíèé ñòðîÿòñÿ íåäîñòàþùèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. 
Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ 
ïîçâîëÿåò îáîéòèñü áåç âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé 
è, êàê ñëåäñòâèå, èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà. 

 
 

ÀÍÀËÈÇ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ 
Ïîëîæèì ïàðàìåòðû âîëíîâîäà ñëåäóþùèìè: 0 0 50h r= =  ì, 

1 1 55h r= =  ì, 1 4

πθ = , ω = 30 Ãö, ñêîðîñòü çâóêà – ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 

1500 ì/ñ, èñòî÷íèê ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êå 0z =10 ì. Ïðè äàííûõ 

ïàðàìåòðàõ âîëíîâîäà, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñïîñîáîì, 
îïðåäåëÿëèñü êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ. Íà ðèñ.2  
ïðåäñòàâëåíà îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî èç óñëîâèé 
(9).  

 

 
 
 
 
 
 
 

Ðèñóíîê 2 - Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ äëÿ 

00 rrBrrA ==
Φ=Φ  

 
 
Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïîãðåøíîñòü â âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ 

ìåíåå 1%. Àíàëîãè÷íî âåäåò ñåáÿ íåâÿçêà è äëÿ óñëîâèÿ 
1 1

B Cr r r r= =Φ = Φ . 

Óñëîâèÿ íà íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå âûïîëíÿþòñÿ õóæå, çäåñü 
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îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåò 5%, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì 
îñîáåííîñòè â óãëîâîé òî÷êå.  

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà çâóêîâîãî äàâëåíèÿ Ô(r,z) â 
çàâèñèìîñòè îò r â ñðàâíåíèè ñ ïîòåíöèàëîì äëÿ èäåàëüíîãî âîëíîâîäà 
ãëóáèíû 1h , äëÿ êîòîðîãî íà äàííîé ÷àñòîòå ñóùåñòâóþò òîëüêî 
çàòóõàþùèå ìîäû. Ãðàôèêè îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè, ÷òî 
ñâÿçàíî ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì èçìåíåíèåì ôîðìû äíà. Ïðè ýòîì 
íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ. 
 
 

  
a 

    
á 

 
Ðèñóíîê 3 - Çàâèñèìîñòü |),(| zrΦ  îò r ïðè: à)  z = 10 ì, á)  z = 40 ì 

(  - èäåàëüíûé âîëíîâîä;   - âîëíîâîä ñ âûñòóïîì) 

 
 
 

ÂÛÂÎÄÛ 
Ïîëó÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ  çàäà÷è î çâóêîâîì ïîëå 

äëÿ âîëíîâîäà ñ íàêëîííûì ó÷àñòêîì äíà â âèäå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 
ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòè íà àêóñòè÷åñêîå 
ïîëå ïî ñðàâíåíèþ ñ âîëíîâîäîì ñ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàìè. Â 
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñëóæàò óñëîâèÿ íà 
ãðàíèöå ðàçäåëà ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé, ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè 
óäîâëåòâîðèòåëüíîå âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. ×èñëåííûå 
èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íåáîëüøèå âàðèàöèè ôîðìû äíà äàþò 
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íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä äàåò â 
ïåðñïåêòèâå âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 
çâóêîâîãî ïîëÿ äëÿ äàííîãî âîëíîâîäà. 

 
SUMMARY 

 
Inhomogeneous waveguide with rigid bottom is investigated.  The asymptotic permitting to 

improve the calculation accuracy is found to solve the corresponding problem of the infinite 
system of linear algebraic equations. The results of concrete calculations and their comparative 
analysis performed under variation of the wave-guide parameters characteristic of the coastal 
part of the sea are presented. 
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Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ 

ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòè íà ìåõàíè÷åñêèå   è 
êîððîçèîííûå ñâîéñòâà ïîêðûòèé TiN/Al2O3 è TiN/Cr/Al2O3. 
Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìèêðîòâåðäîñòè ïîâåðõíîñòè îò 
òåõíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïó÷êà ýëåêòðîíîâ, âðåìåíè âëèÿíèÿ ÍÑÝÏ íà 
åäèíèöó ïëîùàäè è òîëùèíû ïîäëîæêè. Ïîäîáðàíû ðåæèìû îïëàâëåíèÿ 
ïîêðûòèé, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåïëàâëåíèå ìàòåðèàëà, ÷òî 
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âûñîêóþ àäãåçèþ çàùèòíûõ ñëîåâ ê ïîâåðõíîñòè 
ïîäëîæêè, ïîâûøàòü ïëîòíîñòü ñèñòåìû çà ñ÷åò óñòðàíåíèÿ 
ïîðèñòîñòè, óâåëè÷èâàåò ìèêðîòâåðäîñòü ïîâåðõíîñòè äî 10,5-14,5 ÃÏà 
â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïëàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè. Îáíàðóæåíî 


