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Ó ðîáîò³ ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à ïðî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ïî äóç³ êîëà ç 

óðàõóâàííÿì ñèëè òåðòÿ êîâçàííÿ. Ç’ÿñîâàíà çàëåæí³ñòü êóòà çóïèíêè â³ä 
êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ. Àíàë³òè÷íî âèçíà÷åíà ðîáîòà íåïîòåíö³àëüíî¿ ñèëè. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèíàì³êà, ñèëà, òåðòÿ, ðîáîòà, ìàòåð³àëüíà òî÷êà. 
 
Â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî äóãå 

îêðóæíîñòè ñ ó÷¸òîì ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Âûÿñíåíà çàâèñèìîñòü óãëà 
îñòàíîâêè îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëåíà ðàáîòà 
íåïîòåíöèàëüíîé ñèëû. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà, ñèëà, òðåíèå, ðàáîòà, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. 
 

ÂÑÒÓÏ 
Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ äèíàì³êè ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ñèëàìè òåðòÿ íà 

êðèâîë³í³éíèõ ä³ëÿíêàõ òðàºêòîð³¿ íåõòóþòü ó çâ’ÿçêó ç³ ñêëàäíîùàìè, 
ïîâ’ÿçàíèìè ç ðîçâ’ÿçàííÿì íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ðóõó. 
Ñàìå òîìó ïðîáëåìà âèçíà÷åííÿ ðîáîòè ñèëè òåðòÿ íà êðèâîë³í³éí³é 
ä³ëÿíö³ º àêòóàëüíîþ, à â³äïîâ³äíà çàäà÷à ìàº áóòè ðîçâ’ÿçàíà 
áåçïîñåðåäíüî øëÿõîì ³íòåãðóâàííÿ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü îñíîâíîãî çàêîíó äèíàì³êè. 

Ó ðîáîò³ [1] îá´ðóíòîâàíî íåîáõ³äí³ñòü óðàõóâàííÿ ðîáîòè ñèë òåðòÿ íà 
êðèâîë³í³éíèõ ä³ëÿíêàõ òðàºêòîð³¿ òî÷êè. Ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü îñíîâíîãî çàêîíó äèíàì³êè ìîæíà íàáëèæåíî ðîçâ’ÿçàòè ³ç 
çàñòîñóâàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â [2], à ðîáîòó ñèëè òåðòÿ ìîæíà 
âèçíà÷èòè åêñïåðèìåíòàëüíî. 

 
1. ÒÅÎÐÅÒÈ×Í² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ 

 

1.1. Ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü  
îñíîâíîãî çàêîíó äèíàì³êè ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè 

 

Ðîçãëÿíåìî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ìàñîþ ò ïî êîëîâ³é òðàºêòîð³¿ 

ðàä³óñîì R ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ ï³ä ä³ºþ àêòèâíî¿ ñèëè òÿæ³ííÿ G  
(ðèñ. 1). 

 

 
Ðèñóíîê 1 – Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà 

 
Çã³äíî ç ïðèíöèïîì çâ³ëüíåííÿ çâ’ÿçê³â çàì³íþºìî øîðñòêó ïîâåðõíþ 

íîðìàëüíîþ ðåàêö³ºþ N  ³ ñèëîþ òåðòÿ TF . Òàêèì ÷èíîì, íà ìàòåð³àëüíó 
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òî÷êó ä³þòü òàê³ ñèëè: ñèëà òÿæ³ííÿ G , ñïðÿìîâàíà âåðòèêàëüíî âíèç; 

íîðìàëüíà ðåàêö³ÿ N , ñïðÿìîâàíà äî öåíòðà Î êîëà, òîáòî ïî 

âíóòð³øí³é íîðìàë³ ï äî òðàºêòîð³¿; ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ TF , ñïðÿìîâàíà 

ïî äîòè÷í³é äî òðàºêòîð³¿ ó á³ê, ïðîòèëåæíèé íàïðÿìó τ  øâèäêîñò³ V . 
Ï³ä ä³ºþ ö³º¿ ñèñòåìè òðüîõ ñèë òî÷êà íàáóâàº ïðèñêîðåííÿ a , ÿêå 
ìîæíà ðîçêëàñòè íà íîðìàëüíå na  ³ òàíãåíö³àëüíå aτ . Ðóõ òî÷êè 

îïèñóºòüñÿ îñíîâíèì çàêîíîì äèíàì³êè [3]: 
 

Tma G N F= + + .    (1) 

 
Îñê³ëüêè òðàºêòîð³ÿ òî÷êè â³äîìà, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè 

íàòóðàëüíèé ñïîñ³á çàäàííÿ ðóõó òî÷êè. Ó ïðîåêö³ÿõ íà îñ³ ï ³ τ  
ð³âíÿííÿ (1) íàáèðàº òàêîãî âèãëÿäó: 

 

;

.
n n n Tn

T

ma G N F

ma G N Fτ τ τ τ

= + +


= + +
    (2) 

 
Ïðîåêö³¿ ñèë, ùî ä³þòü íà òî÷êó, 

 
sinnG mg ϕ= − , cosG mgτ ϕ= ; nN N= , 0Nτ = ; 0TnF = , .T TF Fτ = −  (3) 

 
Çàäà÷à ïðî ðóõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ïî êðèâîë³í³éíî¿ òðàºêòîð³¿ íå º 

òðèâ³àëüíîþ, îñê³ëüêè ï³ä ÷àñ ðóõó ñèëà òåðòÿ çì³íþºòüñÿ ÿê çà ìîäóëåì, 
òàê ³ çà íàïðÿìîì çàëåæíî â³ä êóòîâî¿ êîîðäèíàòè ϕ  (ðèñ. 1). Â³äïîâ³äíî 

äî çàêîíó òåðòÿ ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ ïîâ’ÿçàíà ç íîðìàëüíîþ ðåàêö³ºþ 
êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ f  (îñòàíí³é ââàæàòèìåìî íåçì³ííèì): 

 

.TF fN=      (4) 
 

Âèðàçèìî êîìïîíåíòè ïðèñêîðåííÿ òî÷êè ÷åðåç ë³í³éíó øâèäê³ñòü: 
 

2

;

∙ ,

n
V

a
R

dV dV d dV V dV
a

dt d dt d R dτ
ϕ

ω
ϕ ϕ ϕ


=


 = = = =


  (5) 

 
äå ω  – êóòîâà øâèäê³ñòü òî÷êè. 

Ç óðàõóâàííÿì çàëåæíîñòåé (3) – (5) ñèñòåìà (2) íàáèðàº òàêîãî 
âèãëÿäó: 

 

2

sin ;

cos .

V
m N mg

R
V dV

m mg fN
R d

ϕ

ϕ
ϕ


= −


 = −


   (6) 

 
Çíàõîäÿ÷è ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ (6) íîðìàëüíó ðåàêö³þ 
 

2

sin
V

N m g
R

ϕ
 

= +  
 

    (7) 
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³ ï³äñòàâëÿþ÷è ¿¿ äî äðóãîãî ð³âíÿííÿ (6), ï³ñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà ìàñó 
ìàòèìåìî 
 

( )2 cos sin .
dV

V fV gR f
d

ϕ ϕ
ϕ

+ = −    (8) 

 
Îòðèìàíå ð³âíÿííÿ çàïèøåìî ùîäî ôóíêö³¿ êâàäðàòà øâèäêîñò³ 
 

( ) ( )2 ,Vψ ϕ ϕ≡           (9) 
 

( )1
cos sin .

2

d
f gR f

d
ψ

ψ ϕ ϕ
ϕ

+ = −        (10) 

 
Îñòàííº ð³âíÿííÿ º ë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíèì ïåðøîãî ïîðÿäêó. Éîãî 

çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ ñóìè çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ψ  

îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 
 

1
0

2

d
f

d
ψ

ψ
ϕ

+ =     (11) 

 

³ îêðåìîãî ðîçâ’ÿçêó *ψ  íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 
 

( )1 *
* cos sin .

2

d
f gR f

d
ψ

ψ ϕ ϕ
ϕ

+ = −    (12) 

 
Ðîçä³ëèâøè çì³íí³ ó ð³âíÿíí³ (10), îòðèìàºìî 
 

2 ,
d

fd
ψ

ϕ
ψ

= −      (13) 

 
³íòåãðàëîì ÿêîãî º ôóíêö³ÿ 
 

2 ,fCe ϕψ −=      (14) 

 
äå Ñ – êîíñòàíòà ³íòåãðóâàííÿ, ÿêà ï³äëÿãàº âèçíà÷åííþ ³ç ïåâíî¿ 
ïî÷àòêîâî¿ óìîâè. 

Ôóíêö³þ *ψ  øóêàòèìåìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 
 

* cos sin ,a bψ ϕ ϕ= +     (15) 
 

ùî ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè äî ð³âíÿííÿ (12) ³ ïîð³âíÿííÿ êîåô³ö³ºíò³â á³ëÿ 
cosϕ  ³ sinϕ  äàº ñèñòåìó äâîõ ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ùîäî 

íåâ³äîìèõ êîíñòàíò à ³ b: 
 

2 1 1
2 .

1 2

f a
gR

f b f
     

=    − −     
   (16) 

 

Çíà÷åííÿ à, b ³ ôóíêö³¿ *ψ  òàê³: 

 
2

2 2

6 1 2
; 2 ,

1 4 1 4

fgR f
a b gR

f f

−
= =

+ +
    (17) 
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( )2
2

2
* 3 cos 1 2 sin .

1 4

gR
f f

f
ψ ϕ ϕ = + − +

    (18) 

 
Çàãàëüíèé ³íòåãðàë äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (10) 
 

( )2 2
2

2
3 cos 1 2 sin .

1 4

f gR
Ce f f

f
ϕψ ϕ ϕ−  = + + − +

        (19) 

 
Çàäîâîëüíèìî ïî÷àòêîâó óìîâó çàäà÷³: íà ïî÷àòêó ðóõó 0ϕ ϕ=  ³ 

0V V= ,– 

( )022 2
0 0 02

2
3 cos 1 2 sin ,

1 4

f gR
V Ce f f

f
ϕ ϕ ϕ−  = + + − +

  (20) 

 
çâ³äêè 

( )02 2 2
0 0 02

2
3 cos 1 2 sin .

1 4

f gR
C e V f f

f
ϕ ϕ ϕ

  = − + −  + 
  (21) 

 
Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè îñòàííüî¿ çàëåæíîñò³ ó ôîðìóëó (19) ³ç 

óðàõóâàííÿì (9) îòðèìàºìî 
 

( ) ( ) ( )

( )

02 2 2
0 0 02

1/ 2
2

2

2
3 cos 1 2 sin

1 4

2
3 cos 1 2 sin .

1 4

f gR
V e V f f

f

gR
f f

f

ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

−    = − + − +   +  

 + + −  + 

 (22) 

 
Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (4), (7) ³ (22) çíàõîäèìî ñèëó òåðòÿ 
 

( ) ( )

( )

0

2
2 20

0 02

2
2

2
3 cos 1 2 sin

1 4

2
3 cos 1 2 sin sin .

1 4

f
T

V g
F fm e f f

R f

g
f f g

f

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

−    = − + − +   +  
 + + − +  + 

 (23) 

 
Â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè òî÷êà ïî÷èíàº ðóõ ïðè 0 0ϕ =  ³ 0 0V =  

(ðèñ. 1), ñèëà òåðòÿ 
 

( )2
2

3
2 cos sin .

1 4

f
T

fmg
F f e

f
ϕϕ ϕ− = − + +

  (24) 

 
 

1.2. Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ â³ä êóòà çóïèíêè 
 

Ñèëà òåðòÿ º íåïîòåíö³àëüíîþ ñèëîþ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ¿¿ ðîáîòè, ÿêà 
çàëåæèòü â³ä ôîðìè òðàºêòîð³¿ òî÷êè ³ â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðóõó, 
âèçíà÷èìî åëåìåíòàðíó ðîáîòó 

 

( ) ,T TA F F dsτδ =     (25) 
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äå ds – åëåìåíòàðíà äóãà êîëà: 
 

.ds Rdϕ=          (26) 

 
Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (3) – (4), (23) ³ (25) – (26) 
 

( ) ( ) ( )

( )

0

2
2 20

0 02

2
2

2
3 cos 1 2 sin

1 4

2
3 cos 1 2 sin sin .

1 4

f
T

V g
A F fmR e f f

R f

g
f f g d

f

ϕ ϕδ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−    = − − + − +   +  
 + + − +  + 

  (27) 

 
Ïîâíà ðîáîòà ñèëè òåðòÿ íà ïåðåì³ùåíí³ òî÷êè, ïî÷èíàþ÷è ç êóòà 0ϕ  ³ 

çàâåðøóþ÷è êóòîì 1ϕ , º ³íòåãðàëîì 

 

( ) ( ) ( )

( )

0

0

2
2 20

0 02

2
2

2
3 cos 1 2 sin

1 4

2
3 cos 1 2 sin sin .

1 4

f
T

V g
A F fmR e f f

R f

g
f f g d

f

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−    = − − + − +   +  

 + + − +  + 

∫
(28) 

 
Â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè òî÷êà ïî÷èíàº ðóõ ïðè 0 0ϕ =  ³ 0 0V = , 

 

( ) ( )2
2

3
cos 2 sin .

1 4

f
T

fmgR
A F e f

f
ϕ ϕ ϕ−= − − +

+
    (29) 

 
Âèçíà÷èìî çàëåæí³ñòü ì³æ êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ ³ êóòîì çóïèíêè, 

âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè 
 

( ) ( )
2 2
1 0 .

2 2 T
mV mV

A G A F− = +          (30) 

 
Äëÿ íóëüîâèõ ïî÷àòêîâî¿ ³ ê³íöåâî¿ øâèäêîñòåé òî÷êè ( 0 1 0V V= = ) 

îñòàííº ð³âíÿííÿ íàáèðàº âèãëÿäó 
 

( ) ( ) 0.TA G A F+ =     (31) 

 
²ç çàñòîñóâàííÿì ôîðìóëè (29) ³ âèðàçó äëÿ ðîáîòè ñèëè òÿæ³ííÿ (ðèñ. 1) 
 

( ) sinA G mgR ϕ=     (32) 

 
îòðèìàºìî íåë³í³éíó çàëåæí³ñòü ì³æ êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ f ³ êóòîì 
çóïèíêè φ: 
 

2 cos 2 sin 0.fe fϕ ϕ ϕ− − + =       (33) 

 
Íàïðèêëàä, äëÿ 0,6f =  êóò çóïèíêè 1 90ϕ = °  (ðèñ. 2). Çàëåæí³ñòü 

êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ f â³ä êóòà çóïèíêè φ ïîäàíî íà ðèñ. 2. 
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Ðèñóíîê 2 – Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ â³ä êóòà çóïèíêè 

 
 

ÂÈÑÍÎÂÊÈ 
Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ äèíàì³êè ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, ÿê ïðàâèëî, 

çàì³ñòü áåçïîñåðåäíüîãî ³íòåãðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî 
çàêîíó Íüþòîíà âèêîðèñòîâóþòü çàãàëüí³ òåîðåìè â ³íòåãðàëüíîìó 
âèãëÿä³, â òîìó ÷èñë³ – òåîðåìó ïðî çì³íó ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿. Äëÿ 
çàñòîñóâàííÿ îñòàííüî¿ íåîáõ³äíî âì³òè âèçíà÷àòè ðîáîòè ñèë, ùî ä³þòü 
íà òî÷êó, íà ñê³í÷åííèõ ïåðåì³ùåííÿõ. Ïðè çàñòîñóâàíí³ çàçíà÷åíî¿ 
òåîðåìè íà êðèâîë³í³éíèõ ä³ëÿíêàõ íåõòóþòü ñèëîþ òåðòÿ, ùî âíîñèòü 
ñóòòºâ³ ïîõèáêè â ðîçðàõóíêè. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ 0,1 
êóò çóïèíêè â³äð³çíÿºòüñÿ íà 28° â³ä àíàëîã³÷íîãî êóòà áåç óðàõóâàííÿ 
òåðòÿ, ùî ñòàíîâèòü â³äíîñíó ïîõèáêó 16%. Äëÿ êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ 0,2 
òàêà ïîõèáêà ñòàíîâèòü 25%. 

Íà ï³äñòàâ³ ðîçãëÿäó ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ðóõó 
ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ïî êðèâîë³í³éí³é òðàºêòîð³¿ àíàë³òè÷íèì øëÿõîì 
âèçíà÷åíà ðîáîòà ñèëè òåðòÿ, çì³ííî¿ ÿê çà ìîäóëåì, òàê ³ çà íàïðÿìîì. 
Ç’ÿñîâàíà çàëåæí³ñòü êóòà çóïèíêè â³ä êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ äëÿ íóëüîâèõ 
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ çàäà÷³. 
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In this paper the material particle moving problem was solved for circular 

trajectory, included the friction force. The axial-friction dependence was found. The 
non-conservative work was solved analytically. 
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