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Ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ  
ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðèæíÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ïîâçäîâæí³õ 
ïåð³îäè÷íèõ ñèë. Çàñòîñîâàíî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ àìïë³òóäè ³ 
ôàçè àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê äëÿ äâîõ øâèäêîñòåé 
çì³íè ÷àñòîòè ïåð³îäè÷íî¿ ñèëè çà ë³í³éíèì çàêîíîì. Îòðèìàíî íîâ³ àíàë³òè÷í³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ³íåðö³éíî-æîðñòê³ñíèõ ïàðàìåòð³â. 

Îòðèìàíî íîâ³ àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ îö³íîê ³íåðö³éíî-
æîðñòê³ñíèõ ïàðàìåòð³â ïðè çàñòîñóâàíí³ ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ 
àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. 

 
 

ÂÑÒÓÏ ² ÏÎÑÒÀÂËÅÍÍß ÇÀÄÀ×² 
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ â³áðîä³àãíîñòèêè, â³áðîâèïðîáóâàíü íà 

â³áðîì³öí³ñòü, â³áðîñò³éê³ñòü, â³áðîíàä³éí³ñòü, ïðè ðîçðîáëåíí³ íîâèõ 
â³áðàö³éíèõ òåõíîëîã³é âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ïðîâåäåííÿ äîñë³äæåíü ³ 
àíàë³çó äèíàì³÷íèõ àìïë³òóäíî – ÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê  (À×Õ) 
åëåìåíò³â âèïðîáóâàíèõ êîíñòðóêö³é, çîêðåìà, âèçíà÷åííÿ òèï³â À×Õ, 
âèçíà÷åííÿ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ³ ïàðàìåòð³â ñòàòè÷íèõ ðåçîíàíñíèõ ï³ê³â 
[1]. 

Ìåòîäè ³äåíòèô³êàö³¿ äëÿ äåÿêèõ êëàñ³â íåë³í³éíèõ êîëèâàëüíèõ 
ñèñòåì ïðè óðàõóâàíí³ ³íôîðìàö³¿, ùî ôîðìóºòüñÿ ³ç åêñïåðèìåíòàëüíèõ 
÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê òà ÷àñîâèõ äàíèõ, ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ[1, 2, 3]. 

Ó ðîáîò³ [4] ðîçðîáëåíî àëãîðèòì äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíî¿ ÷àñòîòè 
êîëèâàíü ïîðîäæóâàëüíî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ùî â³äïîâ³äàº  íåë³í³éí³é 
êîëèâàëüí³é ñèñòåì³, ïðè çàñòîñóâàíí³ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ íà 
ï³äñòàâ³ ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ àìïë³òóäè ³ ôàçè ³ ðåàë³çàö³¿ 
ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü. 

Ó ðîáîò³ [5] ïðè çàñòîñóâàíí³ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ âèçíà÷åí³ 
³íåðö³éíî – æîðñòê³ñí³ ïàðàìåòðè îäíîãî êëàñó íåë³í³éíèõ êîëèâàëüíèõ 
ñèñòåì íà ï³äñòàâ³ ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ àìïë³òóäè ³ ôàçè. 

Îäíàê â³äîì³ äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåí³ ïðè çàñòîñóâàíí³ ìàòåìàòè÷íî¿ 
ìîäåë³, ùî â³äïîâ³äàº íåë³í³éíîìó äèôåðåíö³àëüíîìó ð³âíÿííþ äðóãîãî 
ïîðÿäêó ³ç ïîñò³éíèìè ïàðàìåòðàìè. 

Ó ïðàêòèö³ ïðîâåäåííÿ â³áðîâèïðîáóâàíü çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ 
íåë³í³éí³ êîëèâàëüí³ ñèñòåìè ³ç îäíèì ñòåïåíåì â³ëüíîñò³, ìàòåìàòè÷íà 
ìîäåëü ÿêèõ ôîðìóºòüñÿ ó âèãëÿä³ íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ó ÿêîìó äåÿê³ ïàðàìåòðè ïîñòóïîâî 
çì³íþþòüñÿ çà ÷àñîì, çîêðåìà, çì³íþþòüñÿ çà ÷àñîì ÷àñòîòè çîâí³øí³õ 
çáóäæóâàëüíèõ «ïåð³îäè÷íèõ» ñèë. 

Ó ðîáîò³ [6] ïðîâåäåíèé àíàë³ç ³ ïîáóäîâàí³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
íàáëèæåííÿ äëÿ ìîäåë³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ç ðîçïîä³ëåíèìè 
ïàðàìåòðàìè â ðåæèì³ ðîçãîðòêè ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ «ïåð³îäè÷íî¿» ñèëè 
çà ë³í³éíèì çàêîíîì ( ) nt VsignVtω ω= + , ïðè÷îìó ïðè 1signV =  ÷àñòîòà 

ω  çá³ëüøóºòüñÿ, ïðè 1signV = −  ÷àñòîòà ω  çìåíøóºòüñÿ. 
Îäíàê ó â³äîìèõ äîñë³äæåííÿõ íå ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à îö³íêè ïàðàìåòð³â 

äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíèìè 
ïàðàìåòðàìè íà ï³äñòàâ³ ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî 
ìåòîäó ÊÁÌ ïðè çàñòîñóâàíí³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â.  
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ÎÑÍÎÂÍ² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÀÍÀË²ÇÓ 
Ðîçãëÿíåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 

ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðèæíÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ïîâçäîâæí³õ 
ïåð³îäè÷íèõ ñèë 

 
4 2 2

04 2 2
cos 0

y A y y
EI E

gz t z

γ θ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
,                          (1) 

       
äå EI  – æîðñòê³ñòü ìàòåð³àëó ñòðèæíÿ, A  – ïëîùà ïîïåðå÷íîãî 

ïåðåð³çó, γ  – ù³ëüí³ñòü ìàòåð³àëó, ³ç ÿêîãî çðîáëåíî ñòðèæåíü; g  – 

ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæ³ííÿ; 0 cosE θ  – ïåð³îäè÷íà ïîâäîâæíÿ ñèëà. 

Ïðè çàäàíí³ ãðàíè÷íèõ óìîâ 
 

2 2

0 2 2
0

0, 0; 0, 0
z z l

z z l

y y
y y

z z= =
= =

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
         (2) 

 

³ ïðè ôîðì³ ï³äñòàíîâêè sin
z

y x
l

π= , ( l  – äîâæèíà ñòðèæíÿ) 

îòðèìóºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ [6] 
 

2
2
02
(1 cos ) 0

d x
h x

dt
ω θ+ − = ,                   (3) 

 

äå                2 1 2 2 4 1
0 0( ) , ( ) .h E l EI g EI Alπ ω π γ− −= =                        (4) 

 

Ïðè çàäàíí³ ðîçâ’ÿçàííÿ
1

cos( )
2ax X θ ψ= +  ³ n

d
Vt

dt
θ

ω= +  îòðèìàíî 

òàê³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ [6]: 
 

2
0

2
0

0

sin2 ,
2( )

cos2
2 2( )

a a

n

n

n

dX X h

dt Vt

Vt hd
dt Vt

ω
ψ

ω

ω ωψ ω ψ
ω


= − 

+ 


+ = − −
+ 

                    (5) 

 
Ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî òàêå ð³âíÿííÿ (äëÿ 

ñïðîùåííÿ áåðåìî 0nω = ): 

 

0
1

.
2

a

a

dX
d dt Vtdt ctg

X
ψ ω ψ= − +                 (6) 

 
Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ ³íòåãðóâàííÿ ³ ïðè óìîâ³ 2d nψ π=  (n  – ÷èñëî 

öèêë³â) îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ 
 

0

2
0

1
2 ,

4

a

a

X
a

aX

dX
n t V t ctg

X
π ω ψ= ∆ − ∆ + ∫           (7) 
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äå 0aX , aX  – ïî÷àòêîâå ³ ê³íöåâå çíà÷åííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü, ùî 

â³äïîâ³äàº ïðîì³æêó ÷àñó t∆  ³ ÷èñëó öèêë³â n .  
Íà ï³äñòàâ³ (7) îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 

0ω  ïðè ðåàë³çàö³¿ ðåæèì³â ³ç øâèäêîñòÿìè 1 2,V V  ðîçãîðòêè ÷àñòîòè 

 
2

1

2

1

2
1 0 1 1 1

2
2 0 2 2 2

1
2 ,

4

.

1
2

4

a

a

a

a

X
a

aX

X
a

aX

dX
n t V t ctg

X

dX
n t V t ctg

X

π ω ψ

π ω ψ


= ∆ − ∆ +




= ∆ − ∆ + 


∫

∫

                   (8) 

 
²ç ñèñòåìè (8) ð³âíÿíü îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 0ω  

 

2 2
1 2 1 1 2 2

0
1 2

1
2 ( ) ( )

4
( )

n n V t V t

t t

π
ω

− + ∆ − ∆
=

∆ − ∆
.         (9) 

 
Áåðó÷è äî óâàãè (4), (9), îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 

ïàðàìåòð³â ,EI h  

 
2 4 2 1
0 ( )EI Al gω γ π −=                                        (10) 

 
2

0 1 2

4 2 2 2
1 2 1 1 2 2

( )
.

1
[2 ( ) ( )]

4

g E t t
h

Al n n V t V t

π

γ π

∆ − ∆
=

− + ∆ − ∆
                     (11) 

 

Áåðó÷è äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ÷àñîâ³ ³íòåðâàëè ( 1, )it i N∆ = , ÷èñëà 

öèêë³â in , ùî â³äïîâ³äàþòü ÷àñîâèì ³íòåðâàëàì it∆ , òà àìïë³òóäí³ 

çíà÷åííÿ aiX  âèì³ðþþòüñÿ çà íàÿâíîñò³ ïîõèáîê, íà ï³äñòàâ³ ð³âíÿííÿ (7) 

îòðèìàºìî äâ³ òàêèõ ñèñòåìè, â êîæí³é ç ÿêèõ ñôîðìîâàíî N  ð³âíÿíü, à 
ñàìå: 

 
2

1

2

1

2
0

2
0

1
2 ( ), ( (1, )),

4

1
2 ( ), ( (( 1),2 ))

4

a

a

a

a

X
a

i i i i i
aX

X
a

j j j j j
aX

dX
n t V t ctg t i N

X

dX
n t V t ctg t j N N

X

π ω ψ ξ

π ω ψ ξ


= ∆ − ∆ + + =




= ∆ − ∆ + + = + 


∫

∫

,  (12) 

 
äå ( )i tξ , ( )j tξ  – íåêîðåëüîâàí³ âèïàäêîâ³ ïðîöåñè, ùî ìàþòü íóëüîâå 

ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ îáìåæåíó äèñïåðñ³þ. 
Íà ï³äñòàâ³ ñèñòåìè (12) îòðèìàºìî òàêå ð³âíÿííÿ: 
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( ) ( )
2 2

1 1

2 2 2
2 2

0
1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

1 
2

4

.
a a

a a

N N N N N N

i j i j i i j j
i j N i j N i j N

X XN N N N
a a

i j
a ai j N i j NX X

n n t t V t V t

dX dX
ctg ctg t t

X X

π ω

ψ ψ ξ ξ

= = + = = + = = +

= = + = = +

     
     − = ∆ − ∆ − ∆ − ∆ +
     
     

   
   + − + −
   

  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫

  (13) 

 
Íà ï³äñòàâ³ (13) îòðèìàºìî òàêó ôóíêö³þ 1S : 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2
2 2

1 0
1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

1 
2

4

.

N N N N N N

i j i j i i j j
i j N i j N i j N

N N N N
a a

i j
a ai j N i j N

S n n t t V t V t

dX dX
ctg ctg t t

X X

π ω

ψ ψ ξ ξ

= = + = = + = = +

= = + = = +

= − − ∆ − ∆ − ∆ − ∆ +

 
+ − + − 

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

(14) 

 
²ç (14) îòðèìàºìî ì³í³ì³çóþ÷ó ôóíêö³þ S : 

 

( ) ( ) ( )
22

2 2
0

1 1

1 
2

4

N N

i j i j i i j j
i j N

S n n t t V t V tπ ω
= = +

 = − − ∆ − ∆ − ∆ − ∆  ∑ ∑ .       (15) 

 

Íîðìàëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ îö³íêè 0
 ω  ³ç óìîâè 

0

0
S
ω
∂

=
∂

 ìàº 

âèãëÿä 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

0
1 1 1 1

2
2 2

1 1

 
2

1
0.

4

N N N N

i j i j i j
i j N i j N

N N

i i j j i j
i j N

n n t t t t

V t V t t t

π ω
= = + = = +

= = +

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆ −

− ∆ − ∆ ∆ − ∆ =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

               (16) 

 
²ç (16) îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ îö³íêè 0

 ω : 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2

1 1 1 1
0 2

2

1 1

1
2

4 
.

N N N N

i j i j i i j j i j
i j N i j N

N N

i j
i j N

n n t t V t V t t t

t t

π

ω = = + = = +

= = +

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆ ∆ − ∆

=

∆ − ∆

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
  (17) 

 

Îö³íêè ¶EI , 
 

h   ïàðàìåòð³â Å², h âèçíà÷àºìî â³äïîâ³äíî ³ç (4) ïðè 
çàñòîñóâàíí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (17). 

Òàêèì ÷èíîì, ó ðîáîò³ îòðèìàí³ àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (9), (10), 
(11) äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 0ω , Å², h  ïðè çàñòîñóâàíí³ ð³âíÿíü 
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ïåðøîãî íàáëèæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ, à òàêîæ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (17) äëÿ âèçíà÷åííÿ îö³íêè 0

 ω ïàðàìåòðà ω î ³ îö³íêè 

¶EI , 
 

h  ïàðàìåòð³â EI , h ïðè çàñòîñóâàíí³ ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ 
àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. 

 
ÂÈÑÍÎÂÊÈ 

Ó ðîáîò³ îòðèìàí³ àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ îö³íîê 
ïàðàìåòð³â äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ë³í³éíî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ç 
ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ïðè çàñòîñóâàíí³ ð³âíÿíü ïåðøîãî 
íàáëèæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ÊÁÌ ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. 
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