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Ó ðàìêàõ ôîðìàë³çìó Ãàì³ëüòîíà ïîêàçàíî, ùî â õîä³ åâîëþö³¿ ñèñòåìè 

á³ôóðêàö³ÿ Õîïôà ïðèâîäèòü äî îáåðòàííÿ ôàçîâî¿ ïëîùèíè, ÿêà ì³ñòèòü ôàçîâ³ 
öèêëè. Òàêà ïëîùèíà îïèñàíà çà àíàëîã³º¿ ç ïîñóäèíîþ, ùî îáåðòàºòüñÿ ³ 

ì³ñòèòü íàäòåêó÷èé He4 . Ïîêàçàíî, ùî ó ðàìêàõ òàêîãî óÿâëåííÿ êóò 
îáåðòàííÿ, ÿêèé øâèäêî çì³íþºòüñÿ, çâîäèòüñÿ äî ôàçè êîìïëåêñíîãî 
ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, êâàäðàò ìîäóëÿ ÿêîãî âèçíà÷àº ä³ÿ. Â³äïîâ³äíî âåêòîðíèé 
ïîòåíö³ÿë êàë³áðîâî÷íîãî ïîëÿ âèçíà÷àº â³äíîñíó øâèäê³ñòü ðóõó âíóòð³øíüî¿ 
÷àñòèíè ãðàíè÷íîãî öèêëó çà â³äíîøåííÿì äî çîâí³øíüî¿ îáëàñò³. Ç ô³çè÷íî¿ 
òî÷êè çîðó öå îçíà÷àº, ùî ñàìîîðãàí³çàö³ÿ ñèñòåìè ïîâí³ñòþ ïðèãí³÷óº çîâí³øíº 
ïåð³îäè÷íå ïîëå ç ÷àñòîòîþ ω0 , ÿêå îáìåæåíå íèæíüîþ ãðàíèöåþ ωc1 , òîä³ ÿê â 

³íòåðâàë³ ω ω ω< <c c1 0 2  öå ïîëå ïðèâîäèòü äî ñåð³¿ ðåçîíàíñ³â êîîðäèíàòè ³ 
³ìïóëüñè ÿêèõ çì³íþþòüñÿ â ïåð³îäè÷íî ðîçïîä³ëåíèõ ïåð³îäè÷íèõ öèêëàõ.  

 
 

ÂÑÒÓÏ 
Äîáðå â³äîìî, ùî êîíöåïö³ÿ ôàçîâèõ ïåðåõîä³â âèçíà÷àº îäíó ç 

ôóíäàìåíòàëüíèõ ³äåé ñó÷àñíî¿ ô³çèêè. Â³äïîâ³äíà êàðòèíà áàçóºòüñÿ íà 
ñõåì³ Ëàíäàó, â³äïîâ³äíî äî ÿêî¿ òåðìîäèíàì³÷íà ñèñòåìà, ùî 
çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ïîâ³ëüíî çì³íþâàíîãî çîâí³øíüîãî âïëèâó, â³ä÷óâàº 
ñòðèáêîïîä³áíå ð³çêå ïåðåòâîðåííÿ òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó, ÿêùî éîãî 
ïîòåíö³àë íàáóâàº îäíîãî àáî äåê³ëüêîõ äîäàòêîâèõ ì³í³ìóì³â 
ïðîñòîðîâîãî ñòàíó [1]. Ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó òàêå ôàçîâå 
ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷àº ïðîñò³øó á³ôóðêàö³þ, ÿêà âèðàæàºòüñÿ ó 
ïîäâîºíí³ ÷èñëà ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â.  

ßê â³äîìî, òåðìîäèíàì³÷íèé ôàçîâèé ïåðåõ³ä âèçíà÷àº ÷àñòèííèé 
âèïàäîê ïðîöåñó ñàìîîðãàí³çàö³¿, ó õîä³ ÿêîãî ïàðàìåòð ïîðÿäêó, 
ñïðÿæåíå éîìó ïîëå ³ óïðàâëÿþ÷èé ïàðàìåòð çì³íþþòüñÿ 
ñàìîóçãîäæåíèì ÷èíîì [2]. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî óçàãàëüíåííÿ 
òåðìîäèíàì³÷íî¿ êàðòèíè äî ñèíåðãåòè÷íî¿ çóìîâëåíî ðîçøèðåííÿì 
íàáîðó ïàðàìåòð³â ñòàíó â³ä ºäèíîãî äî òðüîõ ðàí³øå âêàçàíèõ. Òîìó 
ìîæíà ñïîä³âàòèñü, ùî òàêå óçàãàëüíåííÿ äîçâîëèòü îïèñàòè íå ò³ëüêè 
íàéïðîñò³øó á³ôóðêàö³þ òèïó Ëàíäàó, àëå é ñêëàäí³øó á³ôóðêàö³þ 
Õîïôà, ïðè ÿê³é íàðîäæóºòüñÿ êîíòèíóàëüíèé ãðàíè÷íèé öèêë, à íå 
äèñêðåòíà ìíîæèíà [3].  

ßê ïîêàçàâ ïîïåðåäí³é ðîçãëÿä [4] âèêîðèñòàííÿ ïîâíîãî íàáîðó 
óí³âåðñàëüíèõ äåôîðìàö³é ó ðàìêàõ ñèíåðãåòè÷íî¿ ñõåìè íå ïðèâîäèòü äî 
ãðàíè÷íîãî öèêëó, òîä³ ÿê âèõ³ä çà ðàìêè òåîð³¿ ñàìîîðãàí³çàö³¿ äîçâîëèâ 
çíàéòè ãðàíè÷íèé öèêë òèïó, ïîêàçàíîãî íà ðèñ. 1 [5]. Ó çâ’ÿçêó ç öèì 
âèíèêàº ïèòàííÿ: ó ÷îìó ô³çè÷íà ïðè÷èíà, çàâäÿêè ÿê³é ñõåìà 
ñàìîîðãàí³çàö³¿ íå ìîæå âèçíà÷àòè ñàìîîðãàí³çàö³þ Õîïôà?  

Ðîáîòà, ùî ïðîïîíóºòüñÿ, ïðèñâÿ÷åíà â³äïîâ³ä³ íà öå ïèòàííÿ. 
Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî îñíîâíà ïðè÷èíà ó òîìó, ùî îïèñ ãðàíè÷íîãî öèêëó 
ïîòðåáóº âèêîðèñòàííÿ ÿê ïîòåíö³àëó, òàê ³ ñèëè ïîëÿ, ñïðÿæåíîãî 
ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, òîä³ ÿê ñòàíäàðòíà ñèíåðãåòè÷íà ñõåìà âèêîðèñòîâóº 
ò³ëüêè ñèëè öüîãî ïîëÿ. Ñë³äóþ÷è [6], ìè ïîêàçóºìî ó ÷àñòèí³ 1, ùî 
øâèäêå îáåðòàííÿ êîíô³ãóðàö³éíî¿ òî÷êè ôàçîâî¿ ïëîùèíè ³íäóêóº 
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êàë³áðîâî÷íå ïîëå, ïîòåíö³ÿë ÿêîãî çâîäèòüñÿ äî â³äíîñíî¿ øâèäêîñò³ 
ðóõó çîâí³øíüî¿ ³ âíóòð³øíüî¿ îáëàñòåé ãðàíè÷íîãî öèêëó. Òàêà êàðòèíà 
äîçâîëÿº íàì äîñë³äèòè ó ÷àñòèí³ 2 ôàçîâó ïëîùèíó, ùî îáåðòàºòüñÿ ³ 
ì³ñòèòü íàá³ð ãðàíè÷íèõ öèêë³â, âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîã³þ ç ïîñóäèíîþ, 

ÿêà îáåðòàºòüñÿ ³ ì³ñòèòü íàäòåêó÷èé [ ]He4 7,8 . 

 

 
 

Ðèñóíîê 1 – Ãðàíè÷íèé öèêë, ùî â³äïîâ³äàº íåñòàíäàðòíèì ð³âíÿííÿì 

ñàìîîðãàí³çàö³¿ ( ) ( ) ( )= − + − − +  &x x y rx A px1 1 / 1 , ( )= − +&y A y x1  ïðè 

[ ]= = =A r p14, 5, 2 5  

 
 
Ó ðîçä³ë³ 3 ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïðîöåñ ñàìîîðãàí³çàö³¿ 

ñèñòåìè ïîâí³ñòþ ïðèãí³÷óº çîâí³øíº ïåð³îäè÷íå ïîëå ç ÷àñòîòîþ ω0 , ÿêå 

îáìåæåíå íèæíüîþ ãðàíèöåþ ωc1 , òîä³ ÿê â ³íòåðâàë³ ω ω ω< <c c1 0 2  öå 
ïîëå ïðèâîäèòü äî ñåð³¿ ðåçîíàíñ³â êîîðäèíàòè ³ ³ìïóëüñè ÿêèõ 
çì³íþþòüñÿ ó ïåð³îäè÷íî ðîçïîä³ëåíèõ ïåð³îäè÷íèõ öèêëàõ. Â ê³íö³, ç 
ïåðåâèùåííÿì âåðõíüî¿ ìåæ³ ωc2  ñèñòåìà ïîâîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî íå 
ïðîÿâëÿºòüñÿ ïðîöåñ ¿¿ ñàìîîðãàí³çàö³¿ –  êîîðäèíàòè ³ ³ìïóëüñè 
â³ä÷óâàþòü êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ ω0 . 

 
 

1 ÊÀÍÎÍ²×ÍÅ ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß Á²ÔÓÐÊÀÖ²¯ ÕÎÏÔÀ 
Ðîçãëÿíåìî ãàì³ëüòîíîâó äèíàì³êó, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëàìè: 
 

∂ ∂= = −
∂ ∂

& &i i
i i

H H
q p

p q
, ;  { } { }= =i iq q Q p p P, , ,                  (1) 

 
äëÿ øâèäêèõ ³ ïîâ³ëüíèõ êîîðäèíàò q , Q  ³ ñïðÿæåíèõ ³ìïóëüñ³â p , P  

(ó ïîäàëüøîìó, êðàïêà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àº ïîõ³äíó çà ÷àñîì). 
Â³äïîâ³äíèé ãàì³ëüòîí³àí 
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( ) ( ) ( )= +s fH q p Q P H Q P H q p Q, ; , , , ;                     (2) 

 
ðîçä³ëÿºòüñÿ íà ïîâ³ëüíèé ( )sH Q P,   ³ øâèäêèé äîäàíêè ( )fH p q Q, ; , 

îñòàíí³é ç ÿêèõ çàëåæèòü òàêîæ ³ â³ä ïîâ³ëüíî¿ êîîðäèíàòè. 
Ó çãîä³ ³ç ñòàíäàðòíîþ ñõåìîþ [9] ñë³ä ïåðåéòè â³ä øâèäêèõ 

çì³ííèõ q p,  äî êàíîí³÷íèõ ñïðÿæåíèõ âåëè÷èí, ÿê³ ÿâëÿþòü øâèäêî 

çì³ííèé êóò ϕ  ³ ïîâ³ëüíî çì³ííó ä³þ η2 . Öåé ïåðåõ³ä çáåð³ãàº íåçì³ííèì 
ïåðøèé ÷ëåí ãàì³ëüòîí³àíà (2), ïåðåòâîðþþ÷è äðóãèé äîäàíîê çã³äíî ç 
ôîðìóëîþ 

 

( ) ( ) ( )η
ϕ η

∂Ψ
′ = +

∂
&

f f
q Q

H Q H q p Q Q
Q

; ,
; , , ; ,                  (3) 

 
ÿâíà ôîðìà ÿêî¿ âèçíà÷àºòüñÿ ãåíåðóþ÷îþ ôóíêö³ºþ ( )ηΨ q Q; , , ùî 

çàäîâîëüíÿº çâ’ÿçêè: 
 

( ) ( ) ( )η η η
ϕ

η
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

= = =
∂ ∂ ∂
q Q q Q q Q

p P
q Q 2

; , ; , ; ,
, , .          (4) 

 
Çàâäÿêè øâèäêèì çì³íàì êóòà ϕ  ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè äîäàíîê (3) ó 

âèãëÿä³ 

( ) ( ) ( )
π

η ϕ η ϕ η ϕ
π

′ ′ ′= ≡ ∫f fH Q H Q H Q d
2

0

1
, ; , ; ,

2
,                 (5) 

 
óñåðåäíåíèì çà öèìè çì³íàìè. 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñë³äóþ÷îãî ãàì³ëüòîí³àíó ñë³ä âèêîðèñòàòè 
îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêö³þ 

 

( ) ( )( )ϕ η ϕ η η ϕ πΦ ≡ Ψ ≤ ≤Q q Q Q; , ; , ; , , 0 2            (6) 

 
çàì³ñòü áàãàòîçíà÷íî¿ ( )ηΨ q Q; , . Òîä³ îñòàíí³é ìíîæíèê ó ð³âíÿíí³ (3) 

çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ 
 

∂Φ ∂Ψ ∂= +
∂ ∂ ∂

q
p

Q Q Q
,                                (7) 

 
ÿêà âèçíà÷àº ïðàâèëî äèôåðåíö³þâàííÿ ñêëàäíî¿ ôóíêö³¿. Âèêîðèñòàííÿ 
öüîãî âèðàçó äîçâîëÿº ïîäàòè äîäàíîê (5) ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 

( ) ( ) ( ) ( )η η η∂Φ ∂′ = + − ≡
∂ ∂

&
f

q
H Q H Q Q p H Q H q p Q

Q Q
, , , , , ; .        (8) 

 
Ó ðåçóëüòàò³ âèêîðèñòàííÿ êàíîí³÷íèõ çì³ííèõ ä³ÿ-êóò ïðèâîäèòü äî 

ïåðåòâîðåííÿ óñåðåäíåíîãî ãàì³ëüòîí³àíó (2) äî âèãëÿäó: 
 

( ) ( )
( )

η ϕ η

η

′≡
 ∂Φ ∂= Η + − ∂ ∂ 

&
efH Q P H P Q

pQ P Q p
Q Q

; , , ; ,

; , ,
                       (9) 
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äå ïåðøèé ÷ëåí 
 

( ) ( ) ( )η ηΗ ≡ + sQ P H Q H Q P; , , ,                             (10) 

 
çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä ïîâ³ëüíîçì³ííèõ âåëè÷èí. 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ð³âíÿííü ðóõó ïîâ³ëüíèõ çì³ííèõ ñë³ä 
âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó åêñòðåìóìó äëÿ ô³êòèâíî¿ ä³¿ [9] 

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )η η ≡ − ∫ &
f

in

t

ef ef

t

S Q t P t t P t Q t H t Q t P t dt, ; ( ; , ,        (11) 

 
ôîðìà ÿêî¿ âèçíà÷àºòüñÿ ãàì³ëüòîí³àíîì (9) (òóò in ft t,  âèçíà÷àþòü 

ïî÷àòêîâèé ³ ê³íöåâèé ìîìåíòè ÷àñó. Âàð³þâàííÿ öüîãî âèðàçó çà 
³ìïóëüñîì ïðèâîäèòü äî ð³âíÿííÿ ðóõó  

 

α
α

∂Η=
∂

&Q
P

,                                           (12) 

 
ÿêå çáåð³ãàº ïî÷àòêîâó ôîðìó (1) (ó ïîäàëüøîìó ìè ïîêëàäàºìî, ùî 
ïîâ³ëüí³ çì³íí³ âèçíà÷àþòü âåêòîðí³ âåëè÷èíè, ùî ìàþòü êîìïîíåíòè 

α αQ P, ). Ç ³íøîãî áîêó, âàð³àö³ÿ ä³¿ (11) çà ïîâ³ëüíîþ êîîðäèíàòîþ 

ïðèâîäèòü äî ð³âíÿííÿ  
 

α αβ
α β

∂Η ∂Η= − +
∂ ∂

&P F
Q P

,                                (13) 

 
çì³íà äîâæèíè ÿêîãî ó ïîð³âíÿíí³ ç (1) çóìîâëåíà ä³ÿìè ô³êòèâíîãî ïîëÿ 
ç íàïðóãîþ, ùî ïîäàºòüñÿ àíòèñèìåòðè÷íèì òåíçîðîì  
 

β α
αβ

α β

∂ ∂
≡ −

∂ ∂

A A
F

Q Q
                                 (14) 

³ âåêòîðíèì ïîòåíö³àëîì 
 

β
α β

α

∂
≡

∂

q
A p

Q
.                                 (15) 

 
 

ßê ïðàâèëî, ìè âèêîðèñòîâóºìî ïðàâèëî ï³äñóìîâóâàííÿ çà ³íäåêñàìè 
β, ÿê³ ïîâòîðþþòüñÿ. 

Âèùå íàâåäåí³ âèðàçè (13)–(15) ïðèâîäÿòü äî ïðèíöèïîâî âàæëèâîãî 
âèñíîâêó: øâèäêà çì³íà êîîðäèíàò, âåëè÷èíè ÿêèõ çàëåæàòü â³ä 
ïîâ³ëüíèõ çì³ííèõ, ³íäóêóº åôåêòèâíå êàë³áðîâî÷íå ïîëå [6]. Ó âèïàäêó 
á³ôóðêàö³¿ Õîïôà, öå îçíà÷àº, ùî åâîëþö³ÿ ñèñòåìè â³äîáðàæàºòüñÿ 
îáåðòàííÿì íå ò³ëüêè êîíô³ãóðàö³éíî¿ òî÷êè, àëå ³ âñ³º¿ îáëàñò³ ôàçîâî¿ 
ïëîùèíè, ÿêà îáìåæåíà ãðàíè÷íèì öèêëîì. ²íøèìè ñëîâàìè, ô³çè÷íà 
êàðòèíà á³ôóðêàö³¿ Õîïôà, çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî ôàçîâà ïëîùèíà 
ïîâîäèòüñÿ íå ÿê ìàòåìàòè÷íèé îá’ºêò, à ÿê ðåàëüíèé. 
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2 Ô²ÇÈ×ÍÀ ÊÀÐÒÈÍÀ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÃÎ ÖÈÊËÓ 
Ðîçãëÿíåìî êðóã ôàçîâî¿ ïëîùèíè, ÿêà óòâîðþºòüñÿ îñÿìè êîîðäèíàò 

q  ³ ³ìïóëüñîì p  ³ îáåðòàºòüñÿ ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ ωr0  òà ìîìåíòîì 

³íåðö³¿ I . Ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó âåëè÷èíà ωr0  âèçíà÷àº ÷àñòîòó 

çîâí³øíüîãî ïîëÿ, òîä³ ÿê âåëè÷èíà I  çâîäèòüñÿ äî ïîâíî¿ ä³¿ ñèñòåìè, 
ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ. ßêùî êðóã ôàçîâî¿ ïëîùèíè îáåðòàºòüñÿ ÿê òâåðäå 
ò³ëî, òî ôàçîâà òî÷êà ç êîîðäèíàòîþ 

r
r  ìàº ë³í³éíó øâèäê³ñòü [ ]ω=

r r r
nv r0, . 

Çã³äíî ç ïðîâåäåíèì ðîçãëÿäîì, á³ôóðêàö³ÿ Õîïôà ïðèâîäèòü äî 
íàðîäæåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó, ÿêèé ³íäóêóº êàë³áðîâî÷íå ïîëå ç 
âåêòîðíèì ïîòåíö³àëîì (15)  òà íàïðóãîþ (14); ó íàøîìó âèïàäêó âîíè 
çâîäÿòüñÿ äî ë³í³éíî¿ òà êóòîâî¿ øâèäêîñòåé 

r
w ³ ωr0  â³äïîâ³äíî. Îäíàê ö³ 

âåëè÷èíè íå äîð³âíþþòü íîðìàëüíèì êîìïîíåíòàì 
r
nv  ³ ωr0  îñê³ëüêè 

îáëàñòü, îáìåæåíà ãðàíè÷íèì öèêëîì, îáåðòàºòüñÿ â³äíîñíî ôàçîâî¿ 
ïëîùèíè çàâäÿêè ä³¿ êàë³áðîâî÷íîãî ïîëÿ. Ä³éñíî, ÿêùî óÿâèòè 
íàðîäæåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó ÿê óïîðÿäêóâàííÿ, ÿêå îïèñóºòüñÿ 

êîìïëåêñíèì ïàðàìåòðîì ϕφ η= ie , òîä³ ãðàä³ºíò ôàçè ϕ≡ ∇
r
sv , äå 

∇ ≡ ∂ ∂ r
r/ , s  – åëåìåíòàðíà ä³ÿ ä³º òàêèì ÷èíîì, ùîá êîìïåíñóâàòè 

îáåðòàííÿ âñåðåäèí³ îáëàñò³ îáìåæåíî¿ ãðàíè÷íèì öèêëîì: = −
r r r

n sw v v . Ó 

ðåçóëüòàò³ â³äíîñíà øâèäê³ñòü 
r
w  çâîäèòüñÿ äî âåëè÷èíè, ùî ïîäîâæóº 

ãðàä³ºíò ( )∇ ⇒ ∇ −
r

i s w/ . Òàêèì ÷èíîì, íà â³äì³íó â³ä îáåðòàííÿ òâåðäîãî 

ò³ëà âïîðÿäêóâàííÿ ïðèâîäèòü äî ë³í³éíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ( )ω =
r r

rotw1/2  

ì³æ êóòîâîþ ωr  ³ ë³í³éíîþ 
r
w  êîìïîíåíòàìè øâèäêîñò³ îáåðòàííÿ. 

Äîáðå â³äîìèé ïðèêëàä òàêî¿ ïîâåä³íêè âèçíà÷àº íàäòåêó÷èé He4 , ùî 
îáåðòàºòüñÿ [7, 8]. Ó öüîìó âèïàäêó ãóñòèíà åôåêòèâíî¿ åíåðã³¿ ôàçîâî¿ 
ïëîùèíè, ÿêà îáåðòàºòüñÿ ç ãðàíè÷íèìè öèêëàìè, ìàº âèãëÿä [10] 

( )η η ω= ∆ + − ∇ − +r rIE E is w 2 21
( )

2 2
.                      (16) 

Ó ðàìêàõ ôåíîìåíîëîã³÷íî¿ ñõåìè ãóñòèíà çì³íè åíåðã³¿, ùî âèíèêàº Ó 
ðåçóëüòàò³ óòâîðåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó, âèçíà÷àºòüñÿ ðîçêëàäîì Ëàíäàó  

( )η η η∆ = + BE A 2 4

2
,                              (17) 

ôîðìà ÿêîãî âèçíà÷àºòüñÿ ïàðàìåòðàìè A B, . Äðóãèé ÷ëåí ð³âíÿííÿ 

(16) âèçíà÷àº åíåðã³þ íåîäíîð³äíîñò³, ÿêà ïîäàºòüñÿ ãðàä³ºíòîì, 
ïîäîâæåíèì âåêòîðíèì ïîòåíö³àëîì 

r
w  êàë³áðîâî÷íîãî ïîëÿ. Îñòàíí³é 

äîäàíîê âèçíà÷àº ê³íåòè÷íó åíåðã³þ îáåðòàííÿ ôàçîâî¿ ïëîùèíè.   
Ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî ïîëÿ ç ÷àñòîòîþ ωr0  ïîâåä³íêà ñèñòåìè 

ïîçíà÷àºòüñÿ ãóñòèíîþ åôåêòèâíîãî ïîòåíö³àëó  

( )0 0E E I Mω ω= − +
rr r% ,                            (18) 

âåëè÷èíà ÿêîãî âèçíà÷åíà ïî â³äíîøåííþ äî ôàçîâî¿ ïëîùèíè, ùî 

îáåðòàºòüñÿ, ðóõ ÿêî¿ õàðàêòåðèçóºòüñÿ êóòîâèì ìîìåíòîì ( )0M I ω ω= −
r r r

. 

Ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ( )rη
r

 ³ â³äíîñíî¿ øâèäêîñò³ 

( )w rr r
 çàäàþòüñÿ óìîâîþ åêñòðåìóìó ïîâíî¿ âåëè÷èíè åôåêòèâíîãî 

ïîòåíö³àëó 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ), ,r w r E r w r drη ηΕ = ∫
r r r r r r r% ,                (19) 
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äå ³íòåãðóâàííÿ âèêîíóºòüñÿ çà âñ³ºþ ïëîùèíîþ ôàçîâî¿ ïëîùèíè. Ïðè 
öüîìó ãðàíè÷í³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä: 

• çîâí³ ãðàíè÷íîãî öèêëó 

[ ]0 00, 0, , ,w rη η ω ω ω= ∇ = = =
r r rr r

;         (20) 

• âñåðåäèí³ ãðàíè÷íîãî öèêëó 

0 , 0, 0, 0wη η η ω= ∇ = = =
rr

;               (21) 

• íà ë³í³¿ ãðàíè÷íîãî öèêëó 

( ) 0n is w η− ∇ − =
r r

.                                (22) 

Òóò, nr  – îäèíè÷íèé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ãðàíè÷íîãî öèêëó 

0 A Bη = −  – ñòàö³îíàðíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ 

óìîâàìè ì³í³ìóìó âèðàçó (17). 
Ïîäàíèé âèðàç ïîêàçóº, ùî íåâïîðÿäêîâàíà ôàçà â³äïîâ³äàº 

çîâí³øí³é îáëàñò³ ãðàíè÷íîãî öèêëó, ÿêà õàðàêòåðèçóºòüñÿ ãóñòèíîþ 

åôåêòèâíî¿ åíåðã³¿ ( ) ( ) 2
00 /2E I ω= −

r% . Âïîðÿäêîâàíà ôàçà º îáìåæåíîþ öèì 

öèêëîì ³ â³äïîâ³äàº âåëè÷èí³ ( ) ( ) 2
0 0/2E Aη η= −% . Â ðåçóëüòàò³ óìîâà 

ôàçîâî¿ ð³âíîâàãè ( ) ( )0 0E Eη =% %  äàº õàðàêòåðíå çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ 

îáåðòàííÿ 
2 2
0

c
A A
I IB

η
ω = = ,                                 (23) 

ÿêà âèçíà÷àº ìàñøòàá åíåðã³¿ 2 2 2
0 /c cE I A A Bω η≡ = = . Á³ëüø òîãî, 

êîðèñíî ââåñòè ìàñøòàáè äîâæèíè ξλ,  ³ ¿õ â³äíîøåííÿ /κ λ ξ= , ÿê³ 

ïîäàþòüñÿ ñë³äóþ÷èìè âèðàçàìè: 

2 2

0
0

2, , ,
4 2

λ ξ κ≡ ≡ ≡ ≡
IB s I sI

A A I B
.               (24) 

Òîä³, âèì³ðþþ÷è ãóñòèíó åíåðã³¿ %E  â îäèíèöÿõ cE , ïàðàìåòð ïîðÿäêó 

η  – ó ìàñøòàá³ η0 , êóòîâó øâèäê³ñòü ωr  – â  ωc , ë³í³éí³ øâèäêîñò³ nvr , 

wr  – â λωc2 2 , êóòîâèé ìîìåíò M
r

 – â 2 2 cIλω  ³ â³äñòàíü r  – â λ , 

çâîäèìî ãóñòèíó åíåðã³¿ (18) äî ïðîñòîãî âèãëÿäó  

 

( )κ η η η ω ω ω−    
= − ∇ − − − − −   

   

r r r r%E i w1 2 2 4
0

1 1

2 2
.               (25) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è öþ ð³âí³ñòü ó ïîâíó åíåðã³þ (19) ³ âàð³þþ÷è ôóíêö³îíàë, 
ùî îòðèìóºìî, ïðèõîäèìî äî òàêîãî ð³âíÿííÿ ðóõó: 

( )κ η η η− ∇ = − − +
r
w2 3 2 31 ,                         (26) 

2w wη− =
r r

rot rot .                                 (27) 
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ßê â³äîìî [7, 8], ôîðìà ðîçâ’ÿçê³â öèõ ð³âíÿíü âèçíà÷àºòüñÿ 
ïàðàìåòðîì κ , ÿêèé çàäàºòüñÿ äâîìà îñòàíí³ìè ð³âíÿííÿìè (24). Ó 
çâè÷àéíîìó âèïàäêó ôàçîâà ïëîùèíà íàñò³ëüêè ìàëà, ùî ðåàë³çóºòüñÿ 

óìîâà κ −≤ 1/22 , ó ðåçóëüòàò³ óòâîðþºòüñÿ ºäèíèé ãðàíè÷íèé öèêë, ôîðìà 

³ ðîçì³ðè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çîâí³øíüîþ ÷àñòîòîþ ω0  (äèâ. ðèñ.1). 

Á³ëüø ö³êàâà ñèòóàö³ÿ ðåàë³çóºòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ôàçîâà ïëîùèíà 

íàñò³ëüêè âåëèêà, ùî ðåàë³çóºòüñÿ îáåðíåíà óìîâà 1/22κ −> . Òîä³ â 
³íòåðâàë³ ω ω ω< <c c1 0 2 , ùî îáìåæåíèé ãðàíè÷íèìè øâèäêîñòÿìè:  

ω ω
κ

−
 

≡ =  
 

c c

Ak I I
s I I

1

1
0 0

ln
ln

42
,                            (28) 

ω κω≡ =c c A s2 2 / .                                (29) 

óòâîðþºòüñÿ çì³øàíèé ñòàí, ÿêèé âèçíà÷àº íàá³ð êðóãîâèõ ãðàíè÷íèõ 
öèêë³â, ùî ïåð³îäè÷íî ðîçïîä³ëåí³ íà ïëîù³ ôàçîâî¿ ïëîùèíè, ùî 
îáåðòàºòüñÿ. Êîæåí ³ç öèõ öèêë³â íåñå â ñîá³ åëåìåíòàðíó ä³þ sπ2 , Ó 

ðåçóëüòàò³ ÷îãî ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà πξ=N 2
max 1/  ãóñòèíà öèêë³â íà 

îäèíèöþ ïëîù³ äîñÿãàºòüñÿ ïðè ω ω= c0 2 . Ç³ çìåíøåííÿì çîâí³øíüî¿ 

øâèäêîñò³ ïîáëèçó âåðõíüî¿ ãðàíèö³ ω ω ω< − <<c c2 0 2(0 )  ãóñòèíà 
ãðàíè÷íèõ öèêë³â çìåíøóºòüñÿ â³äïîâ³äíî âèðàçó  

ω η
κ κ

= −
N

N

2
0

2
max 2

,                                 (30) 

äå ñåðåäíº çíà÷åííÿ η 2  ïîâ’ÿçàíå ³ç øâèäê³ñòþ îáåðòàííÿ ω0  ð³âíÿííÿì  

( ) ( ) ( )κη κ ω β η η
β κ

= − ≡ =
−

22 4 2
02

2
, / 0.1596.

2 1
           (31) 

Ñåðåäíÿ âåëè÷èíà øâèäêîñò³ 

( ) ( )ω ω η κ ω κ ω β κ= − = − − −2 2
0 0 0/2 / 2 1            (32) 

ìåíøà í³æ çîâí³øíº çíà÷åííÿ ω0  íà âåëè÷èíó, ÿêà âèçíà÷àº ñåðåäíº 
çíà÷åííÿ ïîëÿðèçàö³¿ ïëîùèíè 

( ) ( )η κ κ ω β κ= − = − − −M 2 2
0/2 / 2 1 .                   (33) 

Ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà øâèäêîñò³ îáåðòàííÿ äîñÿãàºòüñÿ ó öåíòðàõ 

ãðàíè÷íèõ öèêë³â, à ì³í³ìàëüíà ( ) ( )ω ω κ ω κ= − − −2
min 0 02 / 2 1  – ó 

öåíòðàõ òðèêóòíèê³â, ùî óòâîðþþòüñÿ ñóñ³äí³ìè öèêëàìè (äèâ. ðèñ. 2). 
Çì³íà ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ åôåêòèâíî¿ åíåðã³¿ (19), ùî ñïðè÷èíÿºòüñÿ 
îáåðòàííÿì ôàçîâî¿ ïëîùèíè, 

( )
( )

κ ωηω ω ω ω
β κ

 −   Ε = + − = + − 
+ −    

c cI I
24

2 2 2 2
2

1 1

2 2 2 1 2 1
            (34) 

âèçíà÷àº ôóíêö³þ ñåðåäíüî¿ øâèäêîñò³ ω , äèôåðåíö³þâàííÿ çà ÿêîþ 
ïðèâîäèòü äî ð³âíîñò³ (32). 
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Ðèñóíîê 2 – Ðîçïîä³ë ãðàíè÷íèõ öèêë³â íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ ïðè 

κ ω ω ω−> < <c c
1/2

1 0 22 ,  

 
Ïîáëèçó íèæíüîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ωc1  ãóñòèíà ãðàíè÷íèõ 

öèêë³â ( )κ π ω=N /2   äîñòàòíüî ìàëà, ³ ¿õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè íåçàëåæíî. 

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ( )w r  çì³íþºòüñÿ íà â³äñòàíÿõ ≈r 1, à ( )η r  – ïðè 

κ −≈ <<r 1 1 , íå âàæêî ïîì³òèòè, ùî â³äíîñíà øâèäê³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ 

ð³âíÿííÿì (27), äå η ≈2 1 ³ κ >> 1  

 

( )κ −= −w K r1
1 ,                                      (35) 

äå ( )K r1  – ôóíêö³ÿ Ãàíêåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòà. Â³äïîâ³äíî ïàðàìåòð 

ïîðÿäêó âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì (26) ç κ= −w r1/ : 

 

η ≅ cr   ïðè   κ −<<r 1 , 

 ( )η κ −≅ − r
22 1    ïðè        κ −>>r 1 ,                          (36) 

äå c  äîäàòíÿ ñòàëà. Â³äïîâ³äíî ç (35) ìàºìî κ≈ −w r1/  ïðè <<r 1  ³ 

π κ − −≈ − rw r e2 1/2/2  ïðè >>r 1 . Çàëåæí³ñòü ( )ω ω0  ìàº ìîíîòîííî 

çðîñòàþ÷èé âèãëÿä: ïðè ω ω= c0 1  âîíà õàðàêòåðèçóºòüñÿ âåðòèêàëüíîþ 

äîòè÷íîþ, à ³ç çðîñòàííÿì ω0  àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàºòüñÿ äî ïðÿìî¿ 

ë³í³¿ ω ω= 0 . Åôåêòèâíà åíåðã³ÿ çà îäèí ãðàíè÷íèé öèêë ñêëàäàº 

( )π κ κ22 / ln , à âåëè÷èíà ω  ó öåíòð³ öèêëó âäâ³÷³ ïåðåâèùóº. Çíà÷åííÿ 

ωc1 . 

3 ÂÈÑÍÎÂÊÈ 
Ó ðàìêàõ ôîðìàë³çìó Ãàì³ëüòîíà ñóì³ñíèé ðîçãëÿä ïîâ³ëüíèõ ³ 

øâèäêèõ çì³ííèõ ïîêàçóº, ùî óñåðåäíåííÿ çà êóòîì êàíîí³÷íî ñïðÿæåíî¿ 
ä³¿ ³íäóêóº åôåêòèâíå êàë³áðîâî÷íå ïîëå, ÿêùî øâèäêà êîîðäèíàòà 
çàëåæèòü â³ä ïîâ³ëüíî¿. Öå îçíà÷àº, ùî â õîä³ åâîëþö³¿ ñèñòåìè 
á³ôóðêàö³ÿ Õîïôà ïðèâîäèòü äî îáåðòàííÿ íå ò³ëüêè êîíô³ãóðàö³éíî¿ 
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òî÷êè, à ³ âñ³º¿ îáëàñò³ ôàçîâî¿ ïëîùèíè, ÿêà îáìåæåíà ãðàíè÷íèì 
öèêëîì. ²íøèìè ñëîâàìè, ôàçîâà ïëîùèíà, ÿêà ì³ñòèòü ãðàíè÷í³ öèêëè, 
íàðîäæåí³ ó ðåçóëüòàò³ á³ôóðêàö³¿ Õîïôà, ïîâîäèòüñÿ íå ÿê 
ìàòåìàòè÷íèé, à ÿê ô³çè÷íèé îá’ºêò. 

Ðîçâèíåíà êàðòèíà ÿâëÿº îñíîâó äëÿ äîñë³äæåííÿ ìíîæèííîãî 
ðåçîíàíñó, ÿêèé âèíèêàº ó ñèñòåì³, ùî ñàìîîðãàí³çóºòüñÿ ï³ä ä³ºþ 
ïåð³îäè÷íîãî ïîëÿ.  

 
SUMMARY 
 
THEORY OF PERIODICAL SET OF LIMIT CYCLES APPEARING AS A RESULT 

OF HOPF BIFURCATION 
A.I. Olemskoy*, I.A. Shuda** 
* Institute of Applied Physics of NAS of Ukraine 
**Sumy State University, R.-Korsakova Str., 2, Sumy, 40007 

 
On the base of the Hamiltonian formalism, we show that the Hopf bifurcation arrives, in 

the course of the system evolution, at creation of revolving region of the phase plane being 
bounded by the limit cycle. A revolving phase plane with a set of limit cycles is presented in 

analogy with the revolving vessel containing superfluid 4He . Within such a representation, fast 
varying angle is shown to be reduced to the phase of complex order parameter whose module 
squared plays a role of action. Respectively, the vector potential of the conjugate field is reduced 
to the relative velocity of motion of the limit cycle interior with respect to its exterior. From the 
physical point of view, it means that nontrivial self-organized system suppresses entirely 

external periodical fields with frequencies 0ω  bounded by a limit 1cω  within the domain 

1 0 2c cω ω ω< <  this field arrives at the resonance series whose coordinates and momenta are 

varied within the periodically distributed domains. 
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