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Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìíîãîóðîâíåâîé ñèñòåìû 
èíäèâèäóàëüíîãî îáó÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé ìîäåëè èññëåäîâàíî âëèÿíèå 
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íà å¸ äèíàìèêó ðàçâèòèÿ. 
 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî îâëàäåíèå ñóììîé çíàíèé, íàêîïëåííûõ 

÷åëîâå÷åñòâîì, ïî ñòàðîé òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì ñòàíîâèòñÿ 
íåâîçìîæíûì. Êîìïüþòåðèçàöèÿ îáó÷åíèÿ, âíåäðåíèå íîâûõ 
èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ äåëàåò âîçìîæíûì íåïðåðûâíîå 
èíäèâèäóàëüíîå îáó÷åíèå â òå÷åíèå âñåé àêòèâíîé ôàçû æèçíè [1]. Íà 
íàøèõ ãëàçàõ âîçíèêàþò íåòðàäèöèîííûå èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû, 
ñâÿçàííûå ñ îáó÷åíèåì; òàêèå ñèñòåìû åñòåñòâåííî íàçûâàòü 
èíôîðìàöèîííî - îáó÷àþùèìè. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ðàçâèâàåòñÿ òàêàÿ âåòâü èíôîðìàöèîííûõ 
òåõíîëîãèé, êàê îáó÷àþùèå ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëüçîâàòåëþ 
ïîëó÷àòü çíàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Îñíîâíàÿ öåëü 
òàêèõ ñèñòåì – äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå ïîëüçîâàòåëÿ, ïðåäîñòàâëåíèå 
çíàíèé èìåííî â òîò ìîìåíò, êîãäà îíè íóæíû, è èìåííî òîãäà, êîãäà 
îáó÷àþùèéñÿ èìååò âîçìîæíîñòü ýòè çíàíèÿ óñâîèòü. Ïîäîáíûå ñèñòåìû 
ïðèìåíÿþòñÿ ñåé÷àñ è â ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ 
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ïî ðàçëè÷íûì ôàêóëüòàòèâíûì êóðñàì[2,3], è â 
êðóïíûõ êîðïîðàöèÿõ äëÿ áûñòðîãî è êà÷åñòâåííîãî îáó÷åíèÿ ïåðñîíàëà, 
è êàê ñðåäñòâî ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ çíàíèé, åñëè íåò 
âîçìîæíîñòè ïîñåùàòü êóðñû. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå âñ¸, ÷òî 
êàñàåòñÿ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ, ïîëó÷èëî íàçâàíèå e-Learning. 

Áîëüøèíñòâî îáó÷àþùèõ ñèñòåì ñòðîèòñÿ ïî îáùåìó ïðèíöèïó: 
ñòóäåíò ïëàòèò çà çíàíèÿ, ïîëó÷àÿ íå òîëüêî äîñòóï ê ó÷åáíûì 
ìàòåðèàëàì, íî è âîçìîæíîñòü çàíèìàòüñÿ ñ ïðåïîäàâàòåëåì, êîòîðîãî 
íàíèìàþò ñïåöèàëüíî äëÿ ïîìîùè ñòóäåíòàì. Òî åñòü äëÿ íîðìàëüíîãî 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè íóæíî 
çàíèìàòüñÿ ïîñòîÿííîé ïîääåðæêîé ýòîé ñèñòåìû, ïðè÷¸ì ïðè 
óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñòóäåíòîâ ïîòðåáóåòñÿ íàíèìàòü íîâûõ ïðåïîäàâàòåëåé. 
Íî ìîæíî ïðåäëîæèòü äðóãóþ êîíöåïöèþ ïîñòðîåíèÿ îáó÷àþùåé 
ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü çàòðàòû íà ïîääåðæêó 
ñèñòåìû, ïðåäîñòàâëÿÿ âîçìîæíîñòü ïðåïîäàâàòü ñòóäåíòàì, óæå 
èçó÷èâøèì ó÷åáíûé ìàòåðèàë. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ 
çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ïåðåäàâàåìûõ çíàíèé, òàêàÿ ñèñòåìà òðåáóåò 
ìèíèìàëüíûõ çàòðàò â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû. 

Òàêàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ îáó÷àþùåé ñèñòåìû äî ñèõ ïîð íå íàøëà 
ïðèìåíåíèÿ â ñðåäå e-Learning, íî å¸ ïðåèìóùåñòâî äëÿ ðåøåíèÿ 
îïðåäåë¸ííîãî êðóãà çàäà÷ î÷åâèäíî, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ïîäîáíîé 
ñèñòåìû äîëæíî ïðèíåñòè âàæíûå è ïîëåçíûå äëÿ å¸ ðåàëèçàöèè 
ðåçóëüòàòû. 

Èçó÷åíèå ïîäîáíîé ñèñòåìû äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ ñëåäóåò íà÷àòü ñ 
ïîñòðîåíèÿ å¸ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ýòà ìîäåëü ïîìîæåò óñòàíîâèòü 
âçàèìîñâÿçü ìåæäó äèíàìèêîé ÷èñëåííîñòè îáó÷àþùèõñÿ è äèíàìèêîé 
ðàâíîâåñíîé öåíû íà ðåïåòèòîðñêèå óñëóãè, âîçíèêàþùåé ïðè 
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âçàèìîäåéñòâèè ñïðîñà, ôîðìèðóåìîãî ñòóäåíòàìè, è ïðåäëîæåíèÿ, 
ôîðìèðóåìîãî ïðåïîäàâàòåëÿìè, à òàêæå èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü 
óâåëè÷åíèÿ ïðèáûëè âëàäåëüöåâ ïîäîáíîé ñèñòåìû. 

 
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìíîãîóðîâíåâîé 
îáó÷àþùåé ñèñòåìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé 
àíàëèòè÷åñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç äèíàìèêè ÷èñëà 
îáó÷àþùèõñÿ, äèíàìèêè öåí è ñîâîêóïíîãî îáú¸ìà äîõîäîâ ó÷àñòíèêîâ 
ñèñòåìû, à òàêæå èññëåäîâàòü âëèÿíèå èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ è 
ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. 

Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè: 
− âåñü ó÷åáíûé êóðñ ðàçäåë¸í íà íåñêîëüêî óðîâíåé; 
− ñòóäåíò óñïåøíî çàêàí÷èâàåò óðîâåíü è ïåðåõîäèò íà ñëåäóþùèé 

ïîñëå íàêîïëåíèÿ çàäàííîãî îáú¸ìà çíàíèé; 
− ñòóäåíòû ìîãóò ïîëó÷àòü ðåïåòèòîðñêèå óñëóãè îò ñòóäåíòîâ, 

íàõîäÿùèõñÿ óðîâíåì âûøå; 
− ñàìîñòîÿòåëüíîå îáó÷åíèå áåñïëàòíî, óðîêè ñ ïðåïîäàâàòåëåì 

îïëà÷èâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíîâåñíîé öåíîé, ôîðìèðóþùåéñÿ ïîä 
âëèÿíèåì ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ; 

Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìîäåëè èçó÷èòü èíñòðóìåíòû âëèÿíèÿ íà 
äèíàìèêó ñèñòåìû è îïèñàòü ìåòîäû å¸ ðåãóëèðîâàíèÿ. 

 

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÑÈÑÒÅÌÛ 

1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè êîëè÷åñòâà îáó÷àþùèõñÿ 
Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáó÷àþùåé ñèñòåìû ëåæèò ñèñòåìà 

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèåì êîòîðîé 
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Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò ñëåäóþùóþ ìîäåëü: 

1 Êîëè÷åñòâî íîâè÷êîâ, ïðèõîäÿùèõ â åäèíèöó âðåìåíè, 
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé âõîä(t), âñå íîâè÷êè ïîïàäàþò íà ïåðâûé 
óðîâåíü. 

2 Êàæäûé ñòóäåíò ðàñïðåäåëÿåò ñâî¸ ó÷åáíîå âðåìÿ íà òðè ÷àñòè: 
ñàìîñòîÿòåëüíîå îáó÷åíèå, ðàáîòà ñ ðåïåòèòîðîì è ïðåäîñòàâëåíèå 
ðåïåòèòîðñêèõ óñëóã äðóãèì ñòóäåíòàì, åñëè îí óæå ïîëó÷èë êàêèå-
íèáóäü çíàíèÿ. Ýòè äîëè ìîãóò ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè, ïîýòîìó îáîçíà÷èì 
èõ ôóíêöèÿìè îò âðåìåíè ñàìîîáó÷åíèå(t), ðàáîòà ñ ðåïåòèòîðîì(t) è 
ïðåïîäàâàíèå(t) ñîîòâåòñòâåííî. 
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3 Íà îñíîâå ïîòðåáíîñòåé ñòóäåíòîâ â ðåïåòèòîðñêèõ óñëóãàõ è 
âîçìîæíîñòåé äîñòóïíûõ â äàííûé ìîìåíò ïðåïîäàâàòåëåé ôîðìèðóþòñÿ 
ðàâíîâåñíàÿ öåíà è îáú¸ì ïåðåäàâàåìûõ çíàíèé, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ 
êàê ïåðåäàâàåìûå_çíàíèÿ(t). Ìîäåëü ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ðàññìîòðèì 
áîëåå ïîäðîáíî äàëåå. 

4 Âñå ñòóäåíòû óíèêàëüíû è ïî-ðàçíîìó óñâàèâàþò ìàòåðèàë êàê 
ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå, òàê è ïðè çàíÿòèÿõ ñ ðåïåòèòîðîì. Íî 
ðàññìîòðåíèå êàæäîãî ñòóäåíòà â îòäåëüíîñòè ïðèâåëî áû ê áîëüøîìó 
óñëîæíåíèþ ìîäåëè, â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåíû îòíîñèòåëüíûå 
êîýôôèöèåíòû óñâîåíèå_ìàòåðèàëà è ïîëåçíîñòü_ðåïåòèòîðñòâà, 
êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ îò 1 äî 5. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñòóäåíòû ðàçäåëèëèñü 
íà 25 ãðóïï, ðàçëè÷àþùèõñÿ ñâîèìè ñïîñîáíîñòÿìè ê îáó÷åíèþ. 

5 Îáú¸ì èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë îò 
ôóíêöèè ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ ïî âñåìó âðåìåííîìó èíòåðâàëó îáó÷åíèÿ: 
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t

ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ t dt∫  

ãäå   
_ ( ) _ ( )

_ _ ( ).

ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ t óñâîåíèå ìàòåðèàëà ñàìîîáó÷åíèå t

ïîëåçíîñòü ðåïåòèòîðñòâà ïåðåäàâàåìûå çíàíèÿ t

= × +
+ ×

 

6 Ñòóäåíò çàêàí÷èâàåò ó÷¸áó íà óðîâíå è ïåðåõîäèò íà ñëåäóþùèé 
ïîñëå òîãî, êàê îáú¸ì ïîëó÷åííûõ èì çíàíèé äîñòèãàåò çàäàííîé 
âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé êîëè÷åñòâî ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íà ýòîì 
óðîâíå iñëîæíîñòü óðîâíÿ . Èç óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì íåèçâåñòåí âåðõíèé 

ïðåäåë èíòåãðàëà, íàõîäèòñÿ âðåìÿ îáó÷åíèÿ íà óðîâíå ( )i tτ , ãäå i – 

íîìåð óðîâíÿ. 

7 Óðîâåíü íå ìîæåò ïîêèíóòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, ÷åì 
êîëè÷åñòâî ïðîõîäÿùèõ îáó÷åíèå â äàííûé ìîìåíò. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñèñòåìû âûçâàëà ñëåäóþùåå óñëîâèå 
ïðåäîñòàâëåíèÿ ðåïåòèòîðñêèõ óñëóã: ðåïåòèòîðû ìîãóò îáó÷àòü òîëüêî 
òîìó ìàòåðèàëó, êîòîðûé îíè èçó÷èëè íà ïðåäûäóùåì óðîâíå, òî åñòü 
çíàíèÿ ïåðåäàþòñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè óðîâíÿìè. Òàêèì îáðàçîì, 
öåíû íà ðåïåòèòîðñêèå óñëóãè ôîðìèðóþòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ 
óðîâíåé. 

Èòàê, ìîäåëü ñèñòåìû çàâèñèò îò ñëåäóþùèõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ: 

− ôóíêöèè âõîäíîãî ïîòîêà íîâè÷êîâ âõîä (t); 

− äîëè ó÷åáíîãî âðåìåíè ñàìîîáó÷åíèå (t), ðàáîòà ñ ðåïåòèòîðîì (t) 
è ïðåïîäàâàíèå (t); 

− ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ðàâíîìåðíîãî öåíîîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå áóäóò 
ðàññìîòðåíû äàëåå; 

− êîëè÷åñòâà ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íà êàæäîì èç óðîâíåé 
_ iñëîæíîñòü óðîâíÿ . 

Âîñïîëüçîâàâøèñü äàííûìè ñ Èíòåðíåò-ñàéòà www.worldwidelearn.com 
[4], ãäå ïðîâåä¸í àíàëèç ðûíêà äèñòàíöèîííûõ îáó÷àþùèõ ñèñòåì è 
ïðåäîñòàâëåíà èñ÷åðïûâàþùàÿ ñòàòèñòèêà ñôåðû äèñòàíöèîííîãî 
îáó÷åíèÿ, ïîëó÷èì äèíàìèêó, õàðàêòåðíóþ äëÿ áîëüøèíñòâà 
ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãîâ. Âîçíèêøèå ðàçëè÷èÿ áûëè âûçâàíû 
ñïåöèôèêîé ðàññìîòðåííîé ìîäåëè, à òî÷íåå âîçìîæíîñòüþ 
ïðåäîñòàâëåíèÿ ðåïåòèòîðñêèõ óñëóã ñòóäåíòàìè áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé.  

 

http://www.worldwidelearn.com
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2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî öåíîîáðàçîâàíèÿ 
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî öåíîîáðàçîâàíèÿ, 

èñïîëüçóåìóþ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåíû íà ðåïåòèòîðñêèå 
óñëóãè. 

 

 
 

Ðèñóíîê 1 – Ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå íà ðåïåòèòîðñêèå óñëóãè 

Ïðÿìàÿ ñïðîñà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì áþäæåò, êîòîðûé 
çàäà¸òñÿ çàðàíåå. Ýòî ìàêñèìàëüíàÿ öåíà, êîòîðóþ ó÷åíèê ãîòîâ 
çàïëàòèòü çà ÷àñ ðàáîòû ñ ïðåïîäàâàòåëåì. Ïîòðåáíîñòè (t) åñòü ñóììà 
âñåõ çàïðîñîâ íà ïîëó÷åíèå ðåïåòèòîðñêèõ óñëóã. Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò 
îò âðåìåíè, à âñëåäñòâèå ýòîãî ïðÿìàÿ ñïðîñà òàêæå èçìåíÿåòñÿ âî 
âðåìåíè. 

Ïðåäëîæåíèå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ïðåäåë öåíû. Ýòî òà öåíà, ïî 
êîòîðîé ïðåïîäàâàòåëü ãîòîâ ðàáîòàòü ìàêñèìàëüíî äîñòóïíîå êîëè÷åñòâî 
âðåìåíè. Ýòîò ïàðàìåòð òîæå çàäà¸òñÿ çàðàíåå. Â äàííîé ìîäåëè îí 
ó÷èòûâàåò çàãðóæåííîñòü ïðåïîäàâàòåëÿ ñîáñòâåííûì îáðàçîâàíèåì. ×åì 
áîëüøå îí èìååò ñâîáîäíîãî âðåìåíè, òåì îõîòíåå îí ãîòîâ òðàòèòü åãî íà 
ïðåäîñòàâëåíèå ðåïåòèòîðñêèõ óñëóã è òåì íèæå åãî ïðåäåë öåíû. 
Âîçìîæíîñòè (t) ñîîòâåòñòâåííî åñòü êîëè÷åñòâî ñâîáîäíîãî âðåìåíè ó 
ïðåïîäàâàòåëåé. Ïðÿìàÿ ïðåäëîæåíèÿ, êàê è ïðÿìàÿ ñïðîñà, çàâèñèò îò 
âðåìåíè. 

Ýòè çàâèñèìîñòè ïîðîæäàþò ïîñòîÿííîå êîëåáàíèå öåíû. Â ðåàëüíûõ 
óñëîâèÿõ êîíå÷íî æå íåâîçìîæíî ðåçêîå èçìåíåíèå öåíû çà êîðîòêèé 
ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ïîýòîìó ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà èçìåíåíèå öåíû â 
åäèíèöó âðåìåíè: øàã öåíû. Ýòîò ïàðàìåòð òàêæå âõîäèò â ÷èñëî 
íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è õàðàêòåðèçóåò èíåðòíîñòü ðûíêà. 

 

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ 
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ, ÇÀÄÀÞÙÈÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ 

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëèøêîì ñëîæíà 
äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü å¸ àíàëèòè÷åñêè. Òåì íå ìåíåå åñëè äîáàâèòü 

        спрос 
        предложение 

    бюджет 
 
 
 
 

 предел_ цены 
 
 
 
 
 
 
 
 
равновесная 
цена 

 
 

   
це
на

 

 объём услуг                                                равновесный                         возможности(t)       потребности (t) 
       объём услуг   
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íåêîòîðûå óïðîùàþùèå äîïóùåíèÿ, òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü 
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. 

Èòàê, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: 

1 1

2 1

2

3 2

3

( ) min( ( ), ( ));

min( ( ), ( )) 0,9min( ( 2 ),

( ));

0,9min( ( 2 ), ( )) 0,9 0,9min( (

3 ), ( )).

d
óðîâåíü âõîä t âõîä t óðîâåíü t

dt
d

óðîâåíü âõîä t óðîâåíü t âõîä t
dt
óðîâåíü t

d
óðîâåíü âõîä t óðîâåíü t âõîä t

dt
óðîâåíü t

τ

τ τ

τ

τ

 = − −


= − − −



= − − × −

−












  

Â ýòîé ñèñòåìå âðåìÿ îáó÷åíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì è îäèíàêîâûì 
äëÿ âñåõ. Äîëÿ ó÷åíèêîâ, íå ïîêèäàþùèõ óðîâåíü, ñîñòàâëÿåò 10%. Ïðè 
òàêèõ äîïóùåíèÿõ ìîæíî ðåøàòü ýòó ñèñòåìó ïîñëåäîâàòåëüíî: ñíà÷àëà 
íàéòè ôóíêöèþ ÷èñëåííîñòè ïåðâîãî óðîâíÿ, ïîòîì – âòîðîãî è â êîíöå – 
òðåòüåãî. 

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ âõîäíîãî ïîòîêà ñòóäåíòîâ: 

0, 0;
( )

1 sin( ), 0.

t
âõîä t

t t

<
= 

+ ≥
 

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðè ýòîé ôóíêöèè âõîäà è ïðè íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ óðîâåíü1=0, óðîâåíü2=0, óðîâåíü3=0 ïðè t=0, ïîëó÷èì 
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: 

1

2

3

1

2

3

1

2

0 :

cos( ) 1;

0;

0;

2 :

cos( ) cos( );

1 cos( );

0;

2 3 :

cos( ) cos( );

0,1 0,1 0,8 cos( ) 0,9cos( 2 );

t

óðîâåíü t t

óðîâåíü

óðîâåíü

t

óðîâåíü t t

óðîâåíü t t

óðîâåíü

t

óðîâåíü t t

óðîâåíü t t t

óðî

τ

τ τ
τ τ

τ τ

τ τ
τ τ

τ τ τ

< <
= − +

=

=

< <
= − + −

= − + − −

=

< <
= − + −

= + − − − + −

3

1

2

3

0,9 1,8 0,9 0,9cos( 2 );

3 :

cos( ) cos( );

0,1 0,1 0,8 cos( ) 0,9cos( 2 );

0,09 0,63 0,09 0,9cos( 2 ) 0,9cos( 3 ).

âåíü t t

t

óðîâåíü t t

óðîâåíü t t t

óðîâåíü t t t

τ τ
τ

τ τ

τ τ τ
τ τ τ

= − + − −

>
= − + −

= + − − − + −

= + + − − + −

 

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì ðåøåíèå íà ãðàôèêå (ðèñ.2). 
Âñå òðè ôóíêöèè êîëè÷åñòâà ñòóäåíòîâ íà óðîâíÿõ íà ëþáîì 

âðåìåííîì îòðåçêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé: 
ïåðèîäè÷åñêîé, â êîòîðóþ âõîäÿò êîñèíóñû ñ ðàçíîé àìïëèòóäîé è 



“Â³ñíèê ÑóìÄÓ. Òåõí³÷í³ íàóêè”,  ¹1’ 2007 148 

ôàçîé, è íåïåðèîäè÷åñêîé, çàäàþùåé ïðÿìóþ (íà ðèñ. 2 îíà èçîáðàæåíà 
ïóíêòèðîì äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé). 

Íåïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü óêàçûâàåò íà òåíäåíöèþ ðàçâèòèÿ äèíàìèêè 
óðîâíÿ, à ïåðèîäè÷åñêàÿ ôîðìèðóåò êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè îòíîñèòåëüíî 
ïðÿìîé ðàçâèòèÿ. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïîêà ïåðâûé óðîâåíü íå 
ïîêèäàþò ñòóäåíòû, åãî ÷èñëåííîñòü áåç ó÷¸òà ïåðèîäè÷åñêîé 
ñîñòàâëÿþùåé ðàñò¸ò. Ïîñëå òîãî êàê ïîÿâëÿþòñÿ ñòóäåíòû, ïåðåõîäÿùèå 
íà ñëåäóþùèé óðîâåíü, ÷èñëåííîñòü óðîâíÿ íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ 
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ. Ïîâåäåíèå ÷èñëåííîñòåé 
âòîðîãî è òðåòüåãî óðîâíåé òàêîå æå, ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ïîñëå íà÷àëà 
îòòîêà ñòóäåíòîâ ñ óðîâíåé âñ¸ ðàâíî îñòà¸òñÿ òåíäåíöèÿ ê ðîñòó, íî óæå 
ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ æåëàíèåì ÷àñòè ñòóäåíòîâ 
ïðåêðàòèòü îáó÷åíèå è ïîñòîÿííî ïðåïîäàâàòü. 

 
ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÌÎÄÅËÈ ÍÀ ÄÈÍÀÌÈÊÓ 

ÑÈÑÒÅÌÛ 
1 Ìîäåëü ïðè ñòàíäàðòíûõ ïàðàìåòðàõ 

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ïðè ñòàíäàðòíûõ ïàðàìåòðàõ: 
− Ôóíêöèÿ âõîäíîãî ïîòîêà íîâè÷êîâ âõîä(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ñèíóñîèäó, òî åñòü êîëè÷åñòâî íîâûõ ñòóäåíòîâ ïîäâåðæåíî ñåçîííûì 
êîëåáàíèÿì. 

− Äîëè ó÷åáíîãî âðåìåíè ñàìîîáó÷åíèå(t), ðàáîòà_ñ_ðåïåòèòîðîì(t) 
è ïðåïîäàâàíèå(t) òîæå ñèíóñîèäàëüíû. Îíè ìîäåëèðóþò ó÷åáíûé 
ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì áîëüøå âñåãî âðåìåíè ñòóäåíò óäåëÿåò ó÷¸áå â 
ñåðåäèíå íåäåëè, îòäûõàÿ âî âðåìÿ âûõîäíûõ. Ó÷åáíîå âðåìÿ äåëèòñÿ 
ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè ó÷åáíîé àêòèâíîñòè â ïðîïîðöèè 2:1:1 
ñîîòâåòñòâåííî. 

− Êîëè÷åñòâî ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íà êàæäîì èç óðîâíåé 
_ñëîæíîñòü óðîâíÿ  ðàâíî êîëè÷åñòâó ìàòåðèàëà, óñâàèâàåìîãî çà 30 

äíåé ñòóäåíòàìè ñî ñðåäíèìè ïîêàçàòåëÿìè óñâîåíèÿ çíàíèé. Äðóãèìè 
ñëîâàìè, óðîâåíü ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäíèé ñòóäåíò òðàòèë 
íà åãî èçó÷åíèå 1 ìåñÿö. 

− Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå ñòóäåíòîâ íåò. 
− 5% ó÷àùèõñÿ ïðèíèìàþò ðåøåíèå íå ïåðåõîäèòü íà ñëåäóþùèé 

óðîâåíü, à îñòàâàòüñÿ íà òåêóùåì è çàðàáàòûâàòü äåíüãè ðåïåòèòîðñòâîì. 
Íà ðèñ.3 ïîêàçàíû èòîãîâûå ãðàôèêè, ïåðâûé èç íèõ îòðàæàåò 

äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè óðîâíåé, à âòîðîé – äèíàìèêó öåí. Â ëåãåíäå 
âòîðîãî ãðàôèêà öåíà 1 îçíà÷àåò öåíó íà ðåïåòèòîðñêèå óñëóãè, êîòîðûå 
ñòóäåíòû âòîðîãî óðîâíÿ îêàçûâàþò ñòóäåíòàì ïåðâîãî, öåíà 2 – öåíà íà 
óñëóãè, ïðåäîñòàâëÿåìûå òðåòüèì óðîâíåì âòîðîìó, è öåíà 3 – óñëóãè 
÷åòâ¸ðòîãî òðåòüåìó ñîîòâåòñòâåííî. 

ßñíî âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ 
ïàêåòà ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì MatLab íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ 
ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà ãðàôèêàõ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè 
óðîâíåé ÿâíî âèäåí ñèíóñîèäàëüíûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ ñèñòåìû 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå çàïàçäûâàíèå óðîâíÿ 
îòíîñèòåëüíî ïðåäûäóùåãî, ðàâíîå âðåìåíè îáó÷åíèÿ íà ïðåäûäóùåì 
óðîâíå. Ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòîãî âðåìåíè â ðàçíûå ìîìåíòû 
íàáëþäåíèÿ âûçûâàþò äðîæàíèå ãðàôèêîâ îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé 
ñèíóñîèäû. 

×èñëåííîñòè âñåõ óðîâíåé, êðîìå ïåðâîãî, èìåþò òåíäåíöèþ ê ðîñòó. 
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî 5% ñòóäåíòîâ íå ïåðåõîäÿò íà ñëåäóþùèé óðîâåíü, 
à ïðåäïî÷èòàþò îñòàâàòüñÿ íà òåêóùåì äëÿ ïðåïîäàâàòåëüñêîé 
äåÿòåëüíîñòè. Ñàìî ñîáîé íà ïåðâîì óðîâíå òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêíóòü 
íå ìîæåò. 



“Â³ñíèê ÑóìÄÓ. Òåõí³÷í³ íàóêè”,  ¹1’ 2007 149 

 

 
 

Рисунок 2 – График решения СДУ для случая периодической функции входа 
 

 
 

 
 
 

Рисунок 3 – Динамика численности уровней системы и цен на репетиторские услуги при 
стандартных параметрах 
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Òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ öåí òîæå î÷åâèäíû. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî 
ïðåïîäàâàòåëåé íà âòîðîì óðîâíå ïîñòîÿííî ðàñò¸ò, à ÷èñëî ñòóäåíòîâ íà 
ïåðâîì êîëåáëåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû, èíûìè ñëîâàìè, 
ñïðîñ íå ìåíÿåòñÿ, à ïðåäëîæåíèå ðàñò¸ò, òî ðàâíîâåñíàÿ öåíà ñòðåìèòñÿ 
ê óìåíüøåíèþ. Äëÿ öåíû ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì óðîâíåì ñèòóàöèÿ 
îáðàòíàÿ: çäåñü ñïðîñ ðàñò¸ò áûñòðåå ïðåäëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó ïåðâûé 
óðîâåíü â îòëè÷èå îò âòîðîãî ïîêèäàþò âñå ñòóäåíòû, çàâåðøèâøèå 
îáó÷åíèå. Ýòî âëå÷¸ò çà ñîáîé ñìåùåíèå ðàâíîâåñíîé öåíû â ñòîðîíó 
óâåëè÷åíèÿ. Öåíà íà óñëóãè ìåæäó òðåòüèì è ÷åòâ¸ðòûì óðîâíÿìè íå 
ìåíÿåòñÿ íàñòîëüêî ñèëüíî, íî òîæå óìåíüøàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî 
ïðåïîäàâàòåëåé íà ÷åòâ¸ðòîì óðîâíå áîëüøå, ÷åì ñòóäåíòîâ íà òðåòüåì. 

 
2 Âëèÿíèå õàðàêòåðà ôóíêöèè ïîòîêà íîâûõ ñòóäåíòîâ 

Èçìåíèì ôóíêöèþ ìîùíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà íîâè÷êîâ òàêèì 
îáðàçîì, ÷òîáû óìåíüøèëàñü àìïëèòóäà ñåçîííûõ êîëåáàíèé. Ñîãëàñíî 
òåîðåòè÷åñêèì ðàñ÷¸òàì ýòî äîëæíî ïðèâåñòè ê óìåíüøåíèþ êîëåáàíèé 
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì íåïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü íå 
èçìåíèòñÿ. 

Òåîðåòè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåçóëüòàòàìè 
ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 4. Â ñëó÷àå á) àìïëèòóäà 
ñåçîííûõ êîëåáàíèé óìåíüøåíà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè 
ïàðàìåòðàìè â ïÿòü ðàç. 

Çíà÷èò, ÷åì ñòàáèëüíåå áóäåò ïîòîê íîâûõ ñòóäåíòîâ îáó÷àþùåé 
ñèñòåìû, òåì ñòàáèëüíåå áóäåò ðàçâèâàòüñÿ å¸ äèíàìèêà è, êàê ñëåäñòâèå, 
òåì ëåã÷å áóäåò ïðåäñêàçàòü å¸ ïîâåäåíèå. 

 
4 Âëèÿíèå îáú¸ìà çíàíèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïåðåõîäà  

íà ñëåäóþùèé óðîâåíü 
Åù¸ îäèí âàæíûé ïàðàìåòð ñèñòåìû – ñëîæíîñòü óðîâíÿ, îáú¸ì 

çíàíèé, íåîáõîäèìûé äëÿ ïåðåõîäà íà ñëåäóþùèé óðîâåíü. Ñîãëàñíî 
àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ óâåëè÷åíèå ýòîãî îáú¸ìà çíàíèé âûãîäíî äëÿ 
ñèñòåìû, ïîòîìó ÷òî óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ îáó÷åíèÿ τ, ïîçäíåå íàñòóïàåò 
ðàâíîâåñèå ìåæäó âõîäÿùèì è èñõîäÿùèì ïîòîêàìè íà óðîâíå è, 
ñëåäîâàòåëüíî, íà óðîâåíü ïðèõîäèò áîëüøåå êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíîé ñëîæíîñòüþ 
óðîâíÿ ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 5. 

 
 

ÂÛÂÎÄÛ 
Íà îñíîâå çàäàííûõ òðåáîâàíèé ê ìíîãîóðîâíåâîé ñèñòåìå 

èíäèâèäóàëüíîãî îáó÷åíèÿ ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, 
îòðàæàþùàÿ äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ñòóäåíòîâ. 

Ïðîâåäåíû àíàëèòè÷åñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèçû ïîñòðîåííîé 
ìîäåëè, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ñîâïàäàþò â ïðåäåëàõ ñäåëàííûõ 
äîïóùåíèé. 

Èçó÷åíî âëèÿíèå èçìåíåíèé íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà 
äèíàìèêó, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûäåëèì ñëåäóþùèå 
ñâîéñòâà ñèñòåìû: 

1 Ñòàáèëüíîñòü ïîòîêà íîâûõ ñòóäåíòîâ îáåñïå÷èâàåò 
ïðåäñêàçóåìîñòü äèíàìèêè ñèñòåìû. 

2 Äëÿ ïîâûøåíèÿ êîëè÷åñòâà ñòóäåíòîâ íóæíî ïîâûøàòü îáú¸ì 
çíàíèé, êîòîðûé íóæíî èçó÷èòü íà óðîâíå, îáúåäèíÿòü ðàçäåëû â áîëåå 
êðóïíûå. 

3 Îïòèìàëüíàÿ íà÷àëüíàÿ öåíà – öåíà, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæ¸ííàÿ 
ê ðàâíîâåñíîé öåíå íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàáîòû ñèñòåìû. 
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   à)       á) 

Ðèñóíîê 4 – Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè óðîâíåé à) – àìïëèòóäà ôóíêöèè 
âõîäíîãî ïîòîêà 1,25;  á) – 0,25 

 

 

à)                                                        á) 
 

Ðèñóíîê 5 – Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè óðîâíåé äëÿ ñëîæíîñòè óðîâíåé : 
à) – ñòóäåíòû ñî ñðåäíèìè ñïîñîáíîñòÿìè çàòðà÷èâàþò íà èçó÷åíèå  

         óðîâíÿ 30 äíåé,      á) – 60 äíåé 
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SUMMARY 
The mathematical model of distant learning multilevel system was created; Using the 

mathematical model the influence of variation of system parameters upon the system dynamics 
was studied. 
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