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Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè è àíàëèçà ïîâåðõíîñòè 

àòîìíîãî êëàñòåðà. Äàí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ â ëèòåðàòóðå ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ 
ýòîé çàäà÷è. Ïðîâåäåí àíàëèç àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàíî íåîáõîäèìîå 
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è íà ïðèìåðå ìîäåëüíûõ êëàñòåðîâ ïðîâåäåíî åãî 
òåñòèðîâàíèå. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå îäíîçíà÷íîå 
îïðåäåëåíèå àòîìîâ ïîâåðõíîñòè è åå ìîçàè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå çàòåì 
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ 
õàðàêòåðèñòèê êëàñòåðà. Óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå îáùèå êà÷åñòâåííûå 
îñîáåííîñòè îöåíîê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è îáúåìà ìàëûõ àòîìíûõ ñèñòåì. 

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òâåðäî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåõîä îò ìàêðîîáúåêòîâ 
ê íàíîîáúåêòàì ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè 1 – 100 íì ïðèâîäèò ê 
êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì èõ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Íàèáîëåå 
ÿðêî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ó íàíî÷àñòèö îñöèëëèðóþùèõ 
ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ. Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü, â ÷àñòíîñòè, îáóñëîâëåíû 
òåì, ÷òî ìàëûå àòîìíûå ñèñòåìû ÷àñòî îáëàäàþò âûðàæåííîé 
îáîëî÷å÷íîé ñòðóêòóðîé è ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóåò 
çàïîëíåíèþ î÷åðåäíîé îáîëî÷êè.  

Íàíî÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ íîâîé 
ìåæäèñöèïëèíàðíîé îáëàñòè çíàíèé – íàíîíàóêè, à íàíîòåõíîëîãèÿ 
çàíèìàåòñÿ ðåàëèçàöèåé íà ïðàêòèêå èõ íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ. Îäíèì èç 
ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé íàíîòåõíîëîãèè îò êëàññè÷åñêîé òåõíîëîãèè 
ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ 
è ðàñ÷åòà ðàçðàáàòûâàåìûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó êîìïüþòåðíîå 
ìîäåëèðîâàíèå ñòàíîâèòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèì ñðåäñòâîì ïðîèçâîäñòâà [1]. 
Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó íàíî÷àñòèöû çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå 
ìåæäó îòäåëüíûìè ìîëåêóëàìè è ìàëûìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè 
÷àñòèöàìè, òî èõ ñîãëàñîâàííîå òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå è ïîñëåäóþùåå 
ìîäåëèðîâàíèå ïðåäïîëàãàåò ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìàëüíîãî 
àïïàðàòà êàê ìèêðî- òàê è ìàêðîôèçèêè. 

Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü äâà òèïà ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ [2]: ñîáñòâåííûé, 
èëè âíóòðåííèé, ñâÿçàííûé ñî ñïåöèôè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè â 
ïîâåðõíîñòíûõ, îáúåìíûõ è õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ÷àñòèöû, è òàê 
íàçûâàåìûé âíåøíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîçàâèñèìûì îòâåòîì íà 
âíåøíåå äåéñòâèå ñèë, íåçàâèñèìûõ îò âíóòðåííåãî ýôôåêòà. Îáëàñòüþ, â 
êîòîðîé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îáà ýòèõ ýôôåêòà, ÿâëÿåòñÿ ðàäèàöèîííîå 
ìàòåðèàëîâåäåíèå. Äëÿ íåãî õàðàêòåðíî îáúåäèíåíèå ïåðâè÷íûõ 
ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ðàçíîîáðàçíûå íàíîêëàñòåðû, êîòîðûå 
ýâîëþöèîíèðóþò â óñëîâèÿõ ñëîæíûõ âíåøíèõ òåìïåðàòóðíûõ è 
ñèëîâûõ ïîëåé. 

Ñîâðåìåííûå ÝÂÌ ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü äåòàëüíîå àòîìèñòè÷åñêîå 
ìîäåëèðîâàíèå êëàñòåðîâ, íàïðèìåð, â ðàìêàõ ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé 
äèíàìèêè, è ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò èíôîðìàöèþ, êðèòè÷íóþ äëÿ ïîíèìàíèÿ 
èõ ïîâåäåíèÿ. Îäíàêî àòîìèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïî ñâîåé ñóòè 
äèñêðåòíî, ò.å. âêëþ÷àåò òîëüêî ïîçèöèè àòîìîâ, íî íå îáëàäàåò 
ñîáñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì î êîëëåêòèâíûõ ìîäàõ ñèñòåìû, êîòîðûå 
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ìîãëè áû ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
õàðàêòåðèñòèê êëàñòåðîâ. Âàæíåéøåé ïîäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé 
ÿâëÿåòñÿ âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü êëàñòåðà. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòè ïðè 
àòîìèñòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü 
ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýòîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé êîíöåïöèè, 
êîòîðîå äîëæíî áûòü ðîáàñòíûì è ýôôåêòèâíûì â âû÷èñëèòåëüíîì 
îòíîøåíèè. 

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïîñîáà îïèñàíèÿ 
ñâîéñòâ è ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè êëàñòåðîâ ïðè àòîìèñòè÷åñêîì 
êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè è òåñòèðîâàíèå ìåòîäà íà ïðèìåðå 
êëàñòåðîâ ñ õîðîøî îïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòüþ. 

 
ÌÅÒÎÄ ÎÏÈÑÀÍÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÃÎ  

ÀÒÎÌÍÎÃÎ ÊËÀÑÒÅÐÀ 
Â çàäà÷å ìàêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè 

êîìïàêòíîãî àòîìíîãî êëàñòåðà ìîæíî âûäåëèòü äâå ñîñòàâëÿþùèå.  
Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèì àëãîðèòì, êîòîðûé ìîã áû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ 
ëè äàííûé àòîì ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè èëè íåò. È, âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî 
îáåñïå÷èòü èäåíòèôèêàöèþ ïîâåðõíîñòè â öåëîì êàê åäèíîé ñâÿçíîé 
ñóùíîñòè â òåðìèíàõ ðàçìåðà, ïîëîæåíèÿ è ôîðìû. 

Çàäà÷à âûäåëåíèÿ àòîìîâ ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé 
êëàññèôèêàöèè, êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì êëàññèôèêàöèîííûì 
ïðèçíàêîì ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü âñå àòîìû ñèñòåìû íà äâà 
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà: ëåæàùèå è íå ëåæàùèå íà 
ïîâåðõíîñòè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ ïðèçíàêîâ ôèçè÷åñêîé èëè 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðèðîäû. Â êà÷åñòâå îñíîâû ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, 
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ êàæäîãî àòîìà. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî 
âûñîêèå ýíåðãèè àññîöèèðóþòñÿ ñ äåôåêòàìè, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ è 
ïîâåðõíîñòè [3]. Ôèëüòðàöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ íå 
ñëèøêîì çàòðàòíîé â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè, ïîñêîëüêó 
êëàññè÷åñêèå ÌÄ êîäû óæå îáû÷íî êîíñòðóèðóþòñÿ òàê, ÷òî â íèõ 
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ êàæäîãî àòîìà íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. 

Àòîìû ïîâåðõíîñòè ëåæàò íà ãðàíèöå îáëàñòåé ñ âûñîêîé è íèçêîé 
ëîêàëüíîé àòîìíîé ïëîòíîñòüþ è èõ ìîæíî âûäåëèòü, åñëè ðàçäåëèòü 
ñèñòåìó íà ÿ÷åéêè è íàéòè òå àòîìû, êîòîðûå ïîïàäàþò â ÿ÷åéêè ñ 
ïîëíîé àòîìíîé ïëîòíîñòüþ, ñîñåäñòâóþùèå ñ ïóñòûìè ÿ÷åéêàìè [4]. 
Äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèçíàêè îñíîâàíû íà èçìåðåíèÿõ ëîêàëüíîé 
êîíôèãóðàöèè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ àíàëèç îòêëîíåíèÿ îò 
öåíòðîñèììåòðè÷íîñòè [5], â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âî 
ìíîãèõ ðàñïðîñòðàíåííûõ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ êàæäûé 
àòîì ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì èíâåðñèè äëÿ ñîñåäåé. Äåôåêòû ðàçðóøàþò ýòó 
ñèììåòðèþ è ýòî îòêëîíåíèå ëåãêî èçìåðèòü. Äðóãèå ìåòîäû âêëþ÷àþò 
èçìåðåíèå ïîðÿäêà îðèåíòàöèîííîé ñâÿçè èëè àíàëèç îáùèõ ñîñåäåé [6]. 
Èñïîëüçóÿ ýòè ïðèçíàêè, áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû âûäåëåíèÿ àòîìîâ 
ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî ýòè ìåòîäû íå èäåíòèôèöèðóþò ïîâåðõíîñòü êàê 
öåëîå. 

Øèðîêèé ñïåêòð ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà ïîâåðõíîñòåé ðàçðàáîòàí â 
ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû è ôóíêöèé ìîëåêóë. 
Ñðåäè íèõ âûäåëÿåòñÿ ãðóïïà ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðåäñòàâëåíèè î 
êà÷åíèè ïî ïîâåðõíîñòè ïðîáíîé ñôåðû. Âûáèðàÿ ðàäèóñ ýòîé ñôåðû 
ðàâíûé ðàäèóñó ìîëåêóëû ðàñòâîðèòåëÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, 
ïîâåðõíîñòü, äîñòóïíóþ äëÿ ðàñòâîðèòåëÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí 
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ýòîé æå îáùåé èäåå. 

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ íåêîòîðóþ 
çàìêíóòóþ îáëàñòü Ω è ïðîáíóþ ñôåðó ðàäèóñà Rs. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
ïîëîæåíèÿ öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïðîáíîé 
ñôåðû è îáëàñòè Ω ìîæåò áûòü ïóñòûì, ñîäåðæàòü îäíó òî÷êó èëè 
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êîíòèíóóì òî÷åê. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñôåðà íàõîäèòñÿ öåëèêîì âíå îáëàñòè 
Ω, âî âòîðîì – êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Ω â åäèíñòâåííîé òî÷êå, è â òðåòüåì 
– ñîäåðæèò âíóòðåííèå òî÷êè îáëàñòè Ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì âîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì ïðîáíîé ñôåðû. Ïðè ýòîì 
âàæíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò âçàèìíî 
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êîé ïîâåðõíîñòè è ïîëîæåíèåì 
öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû. 

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû, 
êîòîðàÿ êàòèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ÷èñëåííîãî îïèñàíèÿ ãëàäêîé 
ïîâåðõíîñòè åå íóæíî ðàçäåëèòü íà ñîâîêóïíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëûõ 
ïîëèãîíîâ ïðîñòîé ôîðìû, òàêèõ, ÷òî êàæäûé ïîëèãîí ïðåäñòàâëÿåò 
àëãåáðàè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòè ìàëîé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì âñåãäà ñóùåñòâóåò 
ïðîáëåìà âûáîðà ðàçìåðà, ôîðìû, îðèåíòàöèè îòäåëüíûõ ïîëèãîíîâ è 
ãëàäêîãî ñøèâàíèÿ ñîñåäíèõ ïîëèãîíîâ â åäèíîå öåëîå. Åñëè æå 
ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì àòîìîâ ïîâåðõíîñòè, è 
êàæäûé àòîì ïðåäñòàâëÿåò ñôåðó ðàäèóñà Ra, òî âåñü êîíòèíóóì  
S ïîëîæåíèé öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
S = S1 ⊃ S2 ⊃ S3 ⊃ …, ãäå Si – ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé ïðîáíîé ñôåðû, â 
êîòîðûõ îíà êàñàåòñÿ îäíîâðåìåííî i àòîìîâ ïîâåðõíîñòè (ïðè ýòîì  
S1≡S). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà S1 è S2 èìåþò ìîùíîñòü 
êîíòèíóóìà, à ìíîæåñòâî S3 – êîíå÷íî, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü 
èñïîëüçîâàíî äëÿ äèñêðåòèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëèì ôèêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå ïðîáíîé 
ñôåðû êàê òàêîå, ïðè êîòîðîì îíà íàõîäèòñÿ â îäíîâðåìåííîì êîíòàêòå ñ 
òðåìÿ (à â îáùåì ñëó÷àå – è áîëåå, ÷åì ñ òðåìÿ) àòîìàìè è íå 
ïåðåêðûâàåòñÿ íè ñ îäíèì äðóãèì àòîìîì (ðèñ.1 à). ßñíî, ÷òî ñ 
äèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñôåðà íå ìîæåò êàòèòüñÿ 
äàëüøå áåç ïîòåðè êîíòàêòà, ïî êðàéíåé ìåðå, ñ îäíèì èç àòîìîâ. 
Öåíòðû ýòèõ àòîìîâ ôîðìèðóþò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà – ýëåìåíòà òàê 
íàçûâàåìîé r-ðåäóöèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, – è â ðàññìàòðèâàåìîì 
ìåòîäå ïîâåðõíîñòü êëàñòåðà îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå r-ðåäóöèðîâàííîé 
ïîâåðõíîñòè. 

Åñëè ïåðâûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè çàäàí, òî âòîðîé ýëåìåíò ìîæíî 
îïðåäåëèòü, ïåðåêàòûâàÿ ïðîáíóþ ñôåðó ÷åðåç ëþáîå èç åãî ðåáåð (ñòîðîí 
òðåóãîëüíèêà) òàê, ÷òîáû îíà ñîõðàíÿëà êîíòàêò ñ äâóìÿ èç àòîìîâ (íà 
ðèñ.1á – ñ àòîìàìè A è B), ïîêà ñôåðà íå êîñíåòñÿ òðåòüåãî àòîìà 
ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè (íà ðèñ.1á –àòîìà D). Ïðè ýòîì âàæíî, 
÷òî ëþáîå èç ðåáåð r-ðåäóöèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáùèì 
ðåáðîì äâóõ ñìåæíûõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. 

 

  
                    à          á 

Ðèñóíîê 1 – Ôèêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå ïðîáíîé ñôåðû (çàòåìíåíà) ñ 
öåíòðîì â òî÷êå S, ïðè êîòîðîì îíà îäíîâðåìåííî êàñàåòñÿ òðåõ àòîìîâ 
A, B è C ïîâåðõíîñòè (a); èëëþñòðàöèÿ ïåðåõîäà îò äàííîãî ê 
ñëåäóþùåìó ôèêñèðîâàííîìó ïîëîæåíèþ ïðîáíîé ñôåðû (á) 
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Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûé õàðàêòåð ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû 
ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè r-ðåäóöèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, à 
ïîñëåäîâàòåëüíîå ïåðåêàòûâàíèå ïðîáíîé ñôåðû ÷åðåç íåèññëåäîâàííûå 
ðåáðà îáåñïå÷èâàåò ñâÿçûâàíèå âñåõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ  ïîâåðõíîñòè 
â åäèíîå öåëîå. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòñëåæèâàòü, ÷òîáû íå ó÷èòûâàòü 
äâàæäû îäèí è òîò æå ýëåìåíò. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü çà ñ÷åò 
èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è 
õðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ è âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïðîâåðîê ïåðåä 
âêëþ÷åíèåì âíîâü îïðåäåëåííîãî ýëåìåíòà â ñïèñîê. 

Äëÿ êëàñòåðà ïåðâûé øàã ñîñòîèò â ðàñ÷åòå ïîëîæåíèÿ RC åãî öåíòðà 
ìàññ è ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ rmin ìåæäó ÷àñòèöàìè êëàñòåðà. Â 
ðàñ÷åòàõ ìû îïðåäåëÿëè ðàäèóñ àòîìà Ra â âèäå rmin/2, à ðàäèóñ ïðîáíîé 
ñôåðû RS = α Ra, ãäå äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ 
èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå α = 1,1. Êàê âèäíî èç ðèñ.1, äëÿ 
ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ïðîáíîé ñôåðû ðàññòîÿíèå ìåæäó åå öåíòðîì 
è öåíòðîì ëþáîãî èç àòîìîâ ðàâíî Rtot = Ra + RS. Çàòåì íàõîäèëîñü 
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îäíîé èç êîîðäèíàò ÷àñòèö êëàñòåðà, è ïðîáíàÿ 
ñôåðà ðàçìåùàëàñü âíå êëàñòåðà â íà÷àëüíîé òî÷êå S0 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì 
r0. Âåêòîð d = RC – r0 çàäàâàë íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñôåðû ê êëàñòåðó. 

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïåðâîãî ôèêñèðîâàííîãî 
ïîëîæåíèÿ ïðîáíîé ñôåðû. Ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðèäàòü äèíàìè÷åñêóþ 
èíòåðïðåòàöèþ. Äëÿ ýòîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîáíàÿ ñôåðà èç òî÷êè r0 
íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ íåêîòîðîé, íàïðèìåð, åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ v0 â 
íàïðàâëåíèè d. Ïîëîæåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ àòîìîâ èçâåñòíû è 
ôèêñèðîâàíû. Òîãäà ïåðâûé àòîì íà ïóòè ïðîáíîé ñôåðû – ýòî àòîì, äëÿ 
êîòîðîãî âðåìÿ ti äî ñòîëêíîâåíèÿ áóäåò ìèíèìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, 
äëÿ êàæäîãî àòîìà êëàñòåðà çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: 1) ïðîâåðêà 
âîçìîæíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðîáíîé ñôåðîé è 2) îöåíêà âðåìåíè äî 
ñòîëêíîâåíèÿ. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì àëãîðèòìû õàðàêòåðíû äëÿ 
ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð è ïîäðîáíî îïèñàíû â ðàáîòå àâòîðîâ [7]. Àòîìû 
êëàñòåðà, óñïåøíî ïðîøåäøèå ïðîâåðêó 1), îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî, â 
êîòîðîì êàæäîìó àòîìó ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ti.  

 

 
Ðèñóíîê 2 – Èëëþñòðàöèÿ ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ S 
ïðîáíîé ñôåðû, ïðè êîòîðîì îíà îäíîâðåìåííî êàñàåòñÿ òðåõ àòîìîâ A, B è C 

 
Âûáèðàåì ïåðâûé àòîì A èç ýòîãî ñïèñêà è ïðîâåðÿåì, âõîäèò ëè îí â 

ïåðâûé ïîëèãîí, ò.å. ìîæåì ëè ìû îïðåäåëèòü ïåðâîå ôèêñèðîâàííîå 
ïîëîæåíèå ïðîáíîé ñôåðû. Èç ðèñ.1 âèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû àòîì A 
âõîäèë â ïåðâûé ïîëèãîí, îí äîëæåí èìåòü, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâóõ 
áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè ìåíüøåì, ÷åì 2Rtot . 
Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, òàê êàê âñå àòîìû, 
íàõîäÿùèåñÿ â êîíòàêòå ñ ïðîáíîé ñôåðîé, ðàñïîëàãàþòñÿ îò åå öåíòðà íà 
ðàññòîÿíèè Rtot. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå æå íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 
è äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè B è C. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì 
îòûñêèâàëàñü ïåðâàÿ òðîéêà àòîìîâ êëàñòåðà {A, B, C}, äëÿ êîòîðûõ ýòè 
îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, è ðàññ÷èòûâàëîñü îïðåäåëÿåìîå èìè 
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ôèêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå ïðîáíîé ñôåðû (ðèñ.2). 
Â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 

îáúåäèíåíèÿ ïîëèãîíîâ (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òðåóãîëüíèêîâ). Äëÿ òîãî 
÷òîáû îïðåäåëèòü îòäåëüíûé ïîëèãîí, íåîáõîäèìî óêàçàòü åãî âåðøèíû è 
ðåáðà. Êðîìå òîãî, íóæíî çàäàòü îðèåíòàöèþ ïîëèãîíà. Ýòî ìîæíî 
ñäåëàòü, åñëè çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáõîäà âåðøèí. Â ýòîì ñëó÷àå 
âíåøíèå ðåáðà ïîëèãîíà îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 
ýòîì äâà òðåóãîëüíûõ ïîëèãîíà, ñîñòàâëåííûå èç îäíèõ è òåõ æå óçëîâ, 
íî îòëè÷àþùèåñÿ îðèåíòàöèåé, ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ðàçíûìè ïîëèãîíàìè, è 
ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïîâåðõíîñòè ñèñòåì, 
âêëþ÷àþùèõ àòîìíûå ìîíîñëîè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ðàñ÷åòàõ 
ïðèíèìàëîñü, ÷òî âîçìîæíûé êàíäèäàò â ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòè 
îðèåíòèðîâàí ïî íàïðàâëåíèþ ê S0, ò.å. 0 ( ) 0AS AB AC⋅ × >

uuuur uuur uuur
. Åñëè ýòî 

óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî àòîìû B è C ìåíÿëèñü ìåñòàìè. 
Çàòåì äëÿ âûáðàííîé òðîéêè àòîìîâ {A, B, C} ðàññ÷èòûâàëèñü 

êîîðäèíàòû ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû rS. Åñëè 
rA, rB è rC – ðàäèóñ-âåêòîðû àòîìîâ A, B è C ñîîòâåòñòâåííî, òî 
êîîðäèíàòû rS ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû èç òðåõ íåëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé, âûòåêàþùèõ èç óñëîâèÿ ðàâíîóäàëåííîñòè íà ðàññòîÿíèå Rtot  
òî÷êè rS îò òî÷åê rA, rB è rC. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò äâà 
ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïîëîæåíèþ ïðîáíîé ñôåðû "íàä" è "ïîä" 
ïëîñêîñòüþ íà ðèñ.2. 

Ìû èñïîëüçîâàëè äðóãîé, áîëåå ýôôåêòèâíûé â âû÷èñëèòåëüíîì 
îòíîøåíèè ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ãåîìåòðè÷åñêèõ 
ïîñòðîåíèÿõ è îïåðàöèÿõ ëèíåéíîé àëãåáðû. Òðè íå ëåæàùèå íà îäíîé 
ïðÿìîé òî÷êè rA, rB, rC îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü è ëåæàùóþ â 
ýòîé ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC. Èç 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî öåíòð ïðîáíîé ñôåðû â 
ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè ðàñïîëîæåí íà ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé 
ýòîé ïëîñêîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 
ýòèì âíà÷àëå îïðåäåëÿëèñü êîîðäèíàòû rG öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. 
Èíñòðóìåíòàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýòîãî öåíòðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí 
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, âîññòàíîâëåííûõ ê 
ñåðåäèíàì ñòîðîí ΔABC. 

Ïîýòîìó ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí ñóììå 
äâóõ âåêòîðîâ: ðàäèóñ-âåêòîðà, îïðåäåëÿþùåãî ñåðåäèíó (íàïðèìåð) 

ñòîðîíû AB (òî÷êà H) ( ) 2H A B= +r r r  è âåêòîðà HG
uuuur

. Î÷åâèäíî, 

22 1
4c B AHG R= − −r r , 

ãäå RC – ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, êîòîðûé ìîæíî ðàññ÷èòàòü íà 
îñíîâå òåîðåìû ñèíóñîâ. Â ðàñ÷åòàõ ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå, 
âûòåêàþùåå èç ýòîé òåîðåìû âûðàæåíèå 

2 ( ) ( ) 2
B C C A A B BC CA AB

c
B A C A BA CA

r r r
R

− ⋅ − ⋅ −
= =

⋅ − × − ⋅ ×

r r r r r r

r r r r r r
. 

Çàòåì îïðåäåëÿëèñü îðòû 
 
ABr  è 

 
ACr  äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ 

ABr  è ACr  è åäèíè÷íûé âåêòîð n íîðìàëüíûé ê ñòîðîíå AB 

  
( )

  
( )

AC AB AC AB

AC AB AC AB

− ⋅
=

− ⋅
r r r r

n
r r r r

. 

Òîãäà coeffG H HG= + ×r r n , ãäå coeff – êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæåò 
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ïðèíèìàòü îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: –1, 0 èëè +1. 
Ïîñëå íàõîæäåíèÿ rG ðàññ÷èòûâàëñÿ ðàäèóñ-âåêòîð ôèêñèðîâàííîãî 

ïîëîæåíèÿ öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû. Èç ðèñ.2 âèäíî, ÷òî  

2 2 AB AC
S G tot c

AB AC

R R
×

= + −
×

r r
r r

r r
. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå îðèåíòàöèÿ ïîëèãîíà îòíîñèòåëüíî 
ïðîáíîé ñôåðû â èñõîäíîì è ïåðâîì ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèÿõ îäíà è 
òà æå. Îêîí÷àòåëüíîå âêëþ÷åíèå ïåðâîãî ïîëèãîíà â ñïèñîê, 
îïðåäåëÿþùèé ïîâåðõíîñòü êëàñòåðà â öåëîì, ïðîèñõîäèëî ïîñëå 
óñïåøíîé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî âíóòðè ïðîáíîé ñôåðû â ïîëîæåíèè rS íåò 
íè îäíîãî àòîìà êëàñòåðà. 

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì îïðåäåëåíèè îñòàëüíûõ 
ïîëèãîíîâ ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà. Êàæäûé ïîëèãîí îäíîçíà÷íî 
ñîîòâåòñòâóåò ôèêñèðîâàííîìó ïîëîæåíèþ ïðîáíîé ñôåðû, ïðè êîòîðîì 
îíà íàõîäèòñÿ â îäíîâðåìåííîì êîíòàêòå ñ àòîìàìè â âåðøèíàõ 
ïîëèãîíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îòäåëüíûé ïîëèãîí â ñïèñêå çàäàâàëñÿ â 
âèäå îáúåêòà äàííûõ ïðîèçâîäíîãî òèïà, êîòîðûé âêëþ÷àë â ñåáÿ 
óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê íîìåðîâ âåðøèí, êîîðäèíàòû ôèêñèðîâàííîãî 
ïîëîæåíèÿ öåíòðà ïðîáíîé ñôåðû è ñâÿçàííûé ñ êàæäîé èç ñòîðîí 
ïîëèãîíà ïðèçíàê îáðàáîòêè. Ïîñëåäíèé íåîáõîäèì äëÿ óêàçàíèÿ òîãî, 
ïðîèñõîäèëî ëè óæå ïåðåêàòûâàíèå ïðîáíîé ñôåðû ÷åðåç äàííóþ ñòîðîíó 
èëè íåò. 

Ïîýòîìó âíà÷àëå ñðåäè âñåõ óæå íàéäåííûõ ïîëèãîíîâ ïîâåðõíîñòè 
îòûñêèâàëñÿ ïåðâûé, â êîòîðîì õîòÿ áû îäíà èç ñòîðîí íå îáðàáîòàíà, è 
îïðåäåëÿëñÿ ñîñåäíèé ïîëèãîí, îòâå÷àþùèé ïðîáíîé ñôåðå, 
ïåðåêàòèâøåéñÿ ÷åðåç äàííóþ ñòîðîíó (ñòîðîíà AB íà ðèñ.1á). Äëÿ ýòîãî 
â êëàñòåðå âûäåëÿëèñü âñå àòîìû, ñ êîòîðûìè ìîæåò ïðèéòè â êîíòàêò 
ïðîáíàÿ ñôåðà, ò.å. àòîìû, óäàëåííûå íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå 2Rtot  êàê 
îò àòîìà A, òàê è îò àòîìà B. Äëÿ êàæäîãî èç òàêèõ àòîìîâ D 
ðàññ÷èòûâàëèñü êîîðäèíàòû ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ïðîáíîé ñôåðû. 
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü òå æå àëãîðèòìû, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ïðè 
îïðåäåëåíèè ïåðâîãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè. 

Çàòåì èç âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ àòîìîâ âûáèðàëñÿ ïåðâûé, ñ êîòîðûì 
ïðèäåò â êîíòàêò ïðîáíàÿ ñôåðà, ïåðåêàòûâàþùàÿñÿ ÷åðåç ñòîðîíó AB. 
Èç ðèñ.1á âèäíî, ÷òî êàæäûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ àòîìîâ ìîæíî 
õàðàêòåðèçîâàòü óãëîì ïîâîðîòà α, òàêèì, ÷òî α∈[0, 2π), è äëÿ èñêîìîãî 
àòîìà ýòîò óãîë ìèíèìàëåí. Ïîýòîìó åñëè H – ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, à  
S è S′ – ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæåíèÿ èñõîäíîé ñôåðû è ñôåðû ïîñëå 
ïîâîðîòà, òî 

( )
cos , , sin .

HS HS HS HS AB
HS HS HS HS AB

α α
′ ′⋅ × ⋅

= =
′ ′

uuuur uuuuur uuuur uuuuur uuuur
…  

Ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü èñòèííîå çíà÷åíèå óãëà 
α â èíòåðâàëå α∈[0, 2π). 

Îïðåäåëåííûé ïîëèãîí ïîâåðõíîñòè çàíîñèëñÿ â îáùèé ñïèñîê ëèøü 
ïîñëå ïðîâåðêè, ÷òî îí íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ðàíåå íàéäåííûõ 
ïîëèãîíîâ. Ïðè ýòîì äëÿ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ 
ñðàâíèâàëèñü íå êîîðäèíàòû ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ïðîáíîé ñôåðû, 
à óïîðÿäî÷åííûå ñïèñêè öåëî÷èñëåííûõ íîìåðîâ àòîìîâ – âåðøèí 
ïîëèãîíîâ. Ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè çàâåðøàëñÿ òîãäà, êîãäà â 
ñïèñêå áîëüøå íå áûëî íè îäíîé íåîáðàáîòàííîé ñòîðîíû. 

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà ðàññ÷èòûâàëèñü åãî 
èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè – ïëîùàäü è îáúåì. Ïëîùàäü âñåé 
ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå ñóììû ïëîùàäåé îòäåëüíûõ 
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Ðèñóíîê 3 – Ìîäåëüíûé 
êëàñòåð, ñîäåðæàùèé  

63 àòîìà 
 

ïîëèãîíîâ 

1
.

2iS AB BC= ×
uuuur uuur

 

Îáúåì êëàñòåðà îïðåäåëÿëñÿ â âèäå ñóììû ïî âñåì ýëåìåíòàì îáúåìîâ 
ïèðàìèä ñ îñíîâàíèåì â âèäå ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà è âåðøèíîé, 
ðàñïîëîæåííîé â ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå P. Äëÿ îòäåëüíîãî 
ýëåìåíòà 

1
( ).

6iV AP AB BC= ⋅ ×
uuur uuuur uuur

 

Äëÿ êëàñòåðà â êà÷åñòâå òî÷êè P ìû âûáèðàëè öåíòð ìàññ êëàñòåðà. 
 
 

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ 
Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà íà ÿçûêå Ôîðòðàí 90 áûëî 

ðàçðàáîòàíî íåîáõîäèìîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è íà ïðèìåðå 
ìîäåëüíîãî êëàñòåðà (ðèñ. 3) âûïîëíåíî åãî òåñòèðîâàíèå. Êëàñòåð 

ïðåäñòàâëÿë ôðàãìåíò ÃÖÊ-ñòðóêòóðû ñ 
ïàðàìåòðîì ðåøåòêè a, â êîòîðîì àòîìû 
ìîãëè áûòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñìåùåíû 
èç óçëîâ ðåøåòêè. Â ðàñ÷åòàõ 
âàðüèðîâàëàñü àìïëèòóäà ñìåùåíèÿ Δ, 
êîòîðàÿ çàäàâàëàñü â äîëÿõ a. 

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ Δ ïî âûáîðêå èç 
10 êëàñòåðîâ ðàññ÷èòûâàëèñü ñðåäíåå 
çíà÷åíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå äëÿ 
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà è åãî 
îáúåìà. Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ 
ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ.4. Îáå 
âåëè÷èíû èçìåðÿëèñü â äîëÿõ îò 
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé S0 è V0 äëÿ 
óïîðÿäî÷åííîãî êëàñòåðà ñ Δ = 0. 
Çàìåòèì, ÷òî ýòè âåëè÷èíû äëÿ êëàñòåðà, 
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ.3, ëåãêî ðàññ÷èòàòü 
àíàëèòè÷åñêè. Èç ðèñ.4 âèäíî, ÷òî ïðè 

∆→0 êàê ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà, òàê è åãî îáúåì ñòðåìÿòñÿ 
ñîîòâåòñòâåííî ê S0 è V0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðèòåðèåâ êîððåêòíîñòè 
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. 

 

  
 

à                               á 
Ðèñóíîê 4 – Ñðåäíåå çíà÷åíèå (êâàäðàòû) è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ± σ 

("óñû") ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè (à) è îáúåìà (á) êëàñòåðà,  
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ.3 
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Ïðè óâåëè÷åíèè ∆ âîçðàñòàåò ðàçáðîñ èçìåðåííûõ çíà÷åíèé êàê S, òàê 
è V, îäíàêî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ïî-ðàçíîìó çàâèñÿò îò 
àìïëèòóäà ñìåùåíèÿ Δ. Èç ðèñ.4 à âèäíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîùàäè 
êëàñòåðà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû ñëó÷àéíûõ 
ñìåùåíèé àòîìîâ êëàñòåðà, îäíàêî ñðåäíåå çíà÷åíèå îáúåìà îñòàåòñÿ 
ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì. Ñòîëü ðàçíîå ïîâåäåíèå ýòèõ âåëè÷èí ñâÿçàíî ñ 
òåì, ÷òî ñëó÷àéíîå ñìåùåíèå àòîìà ïîâåðõíîñòè êàê âíóòðü, òàê è 
íàðóæó êëàñòåðà â ëþáîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ 
"ãîôðèðîâàííîé" ïîâåðõíîñòè è ê óâåëè÷åíèþ åå ïëîùàäè. Îáúåì æå 
êëàñòåðà óâåëè÷èâàåòñÿ òîëüêî ïðè ñìåùåíèè àòîìà ïîâåðõíîñòè íàðóæó, 
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáúåì êëàñòåðà óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, 
ñëó÷àéíûå ñìåùåíèÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ ïîâåðõíîñòè ñîïðîâîæäàþòñÿ 
ïðîòèâîïîëîæíûìè îòêëîíåíèÿìè îò çíà÷åíèÿ V0, êîòîðûå â ñðåäíåì 
êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. 

Òàêèå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè èçìåðåííûõ çíà÷åíèé 
ïëîùàäè è îáúåìà ìîæíî èññëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêè íà ïðèìåðå 
èçìåðåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí äëÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà â ñëó÷àå ïîêàçàííîé íà 
ðèñ.5 ïðîöåäóðû òðèàíãóëÿöèè åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîé 
ïðîöåäóðå ïîâåðõíîñòü ðàçäåëåíà íà m ïîëîñ è n ñåêòîðîâ è, íàïðèìåð, 
ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè S îöåíèâàåòñÿ â âèäå ñóììû S∆ ïëîùàäåé 
âñåõ ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Ðèñóíîê  5 – Ïðîöåäóðà òðèàíãóëÿöèè 
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàäèóñîì R è 
âûñîòîé H, èñïîëüçóåìàÿ ïðè îöåíêå åãî 
îáúåìà è ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè 

 
 

Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî åñòü äâà òèïà òðåóãîëüíèêîâ – a1 è a2, ÷èñëî 
êîòîðûõ äëÿ çàäàííûõ m è n îäèíàêîâî è ðàâíî Na2 = Na1 = 2mn. Ìîæíî 
ïîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäè îòäåëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ 

1
1 1

2 sin sin ,
2 2 2

H HR
a R

m n m n
π π

= ⋅ =  

2 44 2

2 4

2
sin cos 1 sin ,

2 2 2

RH R m n
a

m n n H nn

π π π π
π

   = ⋅ +    
   

 

è, ñëåäîâàòåëüíî, 

2 44 2

, 4

2 2
sin 1 cos 1 sin .

2 2 2n m
n R m n

S RH
n n H nn

π π π π
π

π π∆

     = + +    
     

 

 
Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè íà âñå áîëåå ìåëêèå 

òðåóãîëüíèêè, ò.å. â ïðåäåëå n → ∞ è m → ∞, è S∆ → S. Îäíàêî òàêîé 
âûâîä ñïðàâåäëèâ íå âñåãäà. Èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, 
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ïîëó÷èì èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ 

2 4 2

, 4
lim 1 lim cos 1 .

2n m
n n
m m

R m
S S RH

n H n

π π
π∆ ∆→∞ →∞

→∞ →∞

   = = + +  
   

 

Îòñþäà, âî-ïåðâûõ, âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå ðàçáèåíèÿ 
S∆>S = πRH, è, âî-âòîðûõ, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïëîùàäè çàâèñèò îò 
ñïîñîáà ïåðåõîäà ê ïðåäåëó. Â ÷àñòíîñòè, åñëè m/n2→ 0, òî ñóììàðíàÿ 
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêîâ ñòðåìèòñÿ ê îæèäàåìîìó ïðåäåëó πRH. Íî åñëè 
ìû âîñïîëüçóåìñÿ òðèàíãóëÿöèåé, äëÿ êîòîðîé m = λn2, òî îáíàðóæèì, 
÷òî S∆ ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 
êîãäà îòäåëüíûå òðåóãîëüíèêè ñòàíîâÿòñÿ âñå ìåíüøå, ñóììàðíàÿ 
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêîâ, òåì íå ìåíåå, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.  
Ê àíàëîãè÷íûì ïðîáëåìàì ïðèâîäÿò è ìíîãèå äðóãèå ñïîñîáû 
òðèàíãóëÿöèè. Ýòà ñèòóàöèÿ èçâåñòíà â ìàòåìàòèêå ïîä íàçâàíèåì 
ïàðàäîêñà Øâàðöà ñ ïëîùàäüþ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà [8]. 

Åñëè ïîëó÷åííûå íà ðèñ. 4a ðåçóëüòàòû ðàññìàòðèâàòü êàê ñïîñîá 
èçìåðåíèÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3, äëÿ 
îïèñàííîé ïðîöåäóðû òðèàíãóëÿöèè (êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì 
ïàðàìåòðà ∆), òî âèäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû òå æå ñàìûå êà÷åñòâåííûå 
âûâîäû. Âî-ïåðâûõ, ïðè ëþáîì ñïîñîáå òðèàíãóëÿöèè S∆>S0, à âî-
âòîðûõ, ïðè óâåëè÷åíèè ∆ îòêëîíåíèå èçìåðåííîãî çíà÷åíèÿ ïëîùàäè îò 
èñòèííîãî çíà÷åíèÿ âîçðàñòàåò. 

Â òî æå âðåìÿ ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ îáúåìà öèëèíäðà íå ïðèâîäèò ê 
êàêèì-ëèáî íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòàì. Äëÿ ïîêàçàííîé íà ðèñ.6 
ïðîöåäóðû òðèàíãóëÿöèè îáúåì öèëèíäðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
ïðåäåëà ñóììàðíîãî îáúåìà m ñëåäóþùèõ îäèíàêîâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ 
îáúåêòîâ: ïðèçìû âûñîòîé H/m, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò ïðàâèëüíûé 
n-óãîëüíèê è n ÷åòûðåõãðàííûõ ïèðàìèä. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 

2 2
ïðèçì ïèðàìèä

2
sin cos sin 1 cos

3mn
n n

V V V R H R H
n n n n
π π π π

π π
π π

 = + = ⋅ ⋅ + ⋅ − 
 

 
è ÷òî Vmn → πR2H. Àíàëîãè÷íî, êàê âèäíî èç ðèñ.4á, è äëÿ êëàñòåðà 
ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ åãî îáúåìà äàåò íåñìåùåííóþ îöåíêó ïðè ëþáîì 
ñïîñîáå òðèàíãóëÿöèè. 

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òàêèå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè îöåíîê 
ïëîùàäè è îáúåìà àòîìíîãî êëàñòåðà íóæíî îáÿçàòåëüíî ó÷èòûâàòü ïðè 
èíòåðïðåòàöèè äàííûõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 

 
ÂÛÂÎÄÛ 

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè è àíàëèçà 
ïîâåðõíîñòè àòîìíîãî êëàñòåðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì, 
ýôôåêòèâíûì, óñòîé÷èâûì è äîïóñêàåò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ 
èíòåðïðåòàöèþ. Îáÿçàòåëüíûì ýòàïîì ðåàëèçàöèè ëþáîãî ÷èñëåííîãî 
ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî òåñòèðîâàíèå. Â ñòàòüå ýòà ïðîöåäóðà âûïîëíåíà íà 
ïðèìåðå ìîäåëüíûõ êëàñòåðîâ ñ õîðîøî îïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòüþ. 
Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íå òîëüêî äîêàçàëè êîððåêòíîñòü ïðåäëàãàåìîãî 
ìåòîäà, íî è ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè 
îöåíîê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è îáúåìà ìàëûõ àòîìíûõ ñèñòåì. 

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îáëàñòåé, â êîòîðûõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí 
ïðåäëàãàåìûé ìåòîä. Âî-ïåðâûõ, åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè èññëåäîâàíèè 
àòîìíûõ êëàñòåðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ 
îáúåêòîâ íàíîôèçèêè. Êðîìå òîãî, â òðàäèöèîííîì ìàòåðèàëîâåäåíèè 
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ìíîãèå ïðîöåññû, èìåþùèå îãðîìíîå òåõíîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå, ÷àñòî 
ñâÿçàíû ñ âûäåëåíèåì è ýâîëþöèåé ëîêàëüíûõ àòîìíûõ îáðàçîâàíèé. 
Ñîâðåìåííûé ïîäõîä ê êîíñòðóèðîâàíèþ íîâûõ ìàòåðèàëîâ ïðåäïîëàãàåò 
èõ ìíîãîóðîâíåâîå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä 
îáåñïå÷èâàåò ñâÿçü ìåæäó àòîìèñòè÷åñêèì è ìåçîñêîïè÷åñêèì óðîâíÿìè 
ïðè òàêîì ìîäåëèðîâàíèè. 

 
SUMMARY 

DESCRIPTION OF SURFACE CHARACTERISTICS OF NANOCLASTERS AT ATOMIC 
COMPUTER SIMULATION 
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Numerical techniques are presented for identification and analysis of atom cluster surface. 

Existing in literature approaches for this problem are reviewed. Algorithms are analysed, 
necessary software is developed and tested for the model clusters. Proposed techniques provides 
simultaneous identification of atoms constituting the surface and tessellation (meshing) of the 
surface that may be later used for calculating of different integral characteristics of the cluster. 
Some general quantitative peculiar properties of numerical estimations for surface area and 
volume of small atomic systems are determined. 
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