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Â ñòàòüå îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèå äëèíû äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë äëÿ íåïîëíîãî è ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíîâ. Ïîëó÷åííûå 
îöåíêè ðàñêðûâàþò îäíî èç âàæíûõ ñâîéñòâ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë – ñâîéñòâî 
íåðàâíîìåðíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü 
ðàçðàáîòàòü ñòðîãèå ìåòîäû îöåíêè è ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà àëãîðèòìîâ 
áèíîìèàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ. 

 
 

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÏÐÎÁËÅÌÛ 
Â ñòàòüå [1] ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà ñðåäíåé äëèíû äâîè÷íûõ 

íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïîëíîãî äèàïàçîíà, ãåíåðèðóåìûõ 
áèíîìèàëüíîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè n  è k . Íî ïðàêòèêà 
áèíîìèàëüíûõ ñ÷åòà è êîäèðîâàíèÿ òðåáóåò ïîñòàíîâêè çàäà÷è â áîëåå 
îáùåì âèäå, à èìåííî íàõîæäåíèå ñðåäíåé äëèíû äâîè÷íûõ 
íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîèçâîëüíîìó 
äèàïàçîíó. 

Ðåøåíèå òàêîé áîëåå îáùåé çàäà÷è ïîçâîëèò áîëåå ñòðîãî ïîäîéòè ê 
îöåíêå ñòîèìîñòè áèíîìèàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ è ñëîæíîñòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìîâ, îïåðèðóþùèõ íåðàâíîìåðíûìè 
áèíîìèàëüíûìè ÷èñëàìè. Íàïðèìåð, ìåòîäû áèíîìèàëüíîãî ñæàòèÿ 
äâîè÷íûõ êîäîâ [2] áóäóò èìåòü áîëåå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü è áîëåå 
øèðîêóþ îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ, åñëè ïðèìåíÿåìûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè 
áèíîìèàëüíûå ÷èñëà áðàòü èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëîâîãî äèàïàçîíà, âûáîð 
êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèè êîäîâîé äëèíû. Íî ïðè 
òàêîì ãèáêîì ïîäõîäå ê áèíîìèàëüíîìó ñæàòèþ ñóùåñòâåííóþ òðóäíîñòü 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêà ñðåäíåãî âðåìåíè ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíûõ 
äâîè÷íûõ êîäîâ â áèíîìèàëüíûå ÷èñëà [3]. Ðàññìàòðèâàåìîå âðåìÿ 
ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì îòáðàñûâàåìûõ ðàçðÿäîâ îò 
äâîè÷íîé êîìáèíàöèè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, òåñíî ñâÿçàíî ñî ñðåäíåé 
äëèíîé äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ 
ïðîèçâîëüíîìó äèàïàçîíó. Òî÷íî òàêàÿ æå ïðîáëåìà ñòîèò è ïðè 
îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè áèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó 
äâîè÷íîìó êîäó. 

Äàëåå áèíîìèàëüíîå ñæàòèå äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ 
ïåðåìåííûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà k  åäèíèö (íàïðèìåð, äâîè÷íûå 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåëåâèçèîííûì ñòðîêàì 
èçîáðàæåíèÿ [4]) îáúåêòèâíî áóäåò ñâÿçàíî ñ áèíîìèàëüíûìè ÷èñëàìè 
íåïîëíîãî èëè ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíîâ. Ïðè çíà÷èòåëüíûõ n  è k  
÷èñëî äâîè÷íûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë îãðîìíî è, êàê ïðàâèëî, íàìíîãî 
ïðåâûøàåò èñïîëüçóåìûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàçìåðû 
èíôîðìàöèîííîãî ïîëÿ òåëåâèçèîííîãî ýêðàíà. Íî ÷òîáû ñòðîãî 
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îïðåäåëèòü ñòåïåíü áèíîìèàëüíîãî ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé äëÿ ýòîãî 
ñëó÷àÿ, òàêæå íåîáõîäèìî çíàíèå ñðåäíåé äëèíû áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, 
ïðèíàäëåæàùèõ íåïîëíîìó èëè ïðîèçâîëüíîìó äèàïàçîíàì. 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåé äëèíû äâîè÷íûõ 
íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà ÿâëÿåòñÿ 
àêòóàëüíîé, à åå ðåøåíèå èìååò îïðåäåëåííîå íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîå 
çíà÷åíèå. 

 

1 ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ È ÏÎÄÕÎÄ Ê ÅÅ ÐÅØÅÍÈÞ 

Ïóñòü èìååòñÿ ïîëíîå ìíîæåñòâî X  äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, ãåíåðèðóåìûõ äâîè÷íîé áèíîìèàëüíîé ñèñòåìîé 
ñ÷èñëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè n  è k . Ìîùíîñòü òàêîãî ïîëíîãî ìíîæåñòâà 

k
nX C=  [5]. Äëèíà r  äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë 

jX X∈  èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ ( )min , 1k n k r n− ≤ ≤ − , 1 2... ...j i rX x x x x= , 

= 1, k
nj C . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé äåñÿòè÷íûé 

êîëè÷åñòâåííûé ýêâèâàëåíò äâîè÷íîãî áèíîìèàëüíîãî ÷èñëà 
îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

1

dec i

r
k q

j j i n i
i

F X x C −
−

=

= = ∑ , 

ãäå 
1

1

i

i t
t

q x
−

=

= ∑  [5]. 

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñðåäíþþ äëèíó α β  , ,n kL  äâîè÷íûõ 

íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë jX  â áîëåå îáùåì âèäå, êîãäà 

jXα β≤ ≤ ,   0α ≥ ,   1k
nCβ ≤ − . 

Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òðè ñëó÷àÿ äëÿ ñðåäíåé äëèíû 

, ,n kL α β  : 

1) 0α = , 1k
nCβ = − , òî åñòü ïîëíûé äèàïàçîí ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  

è k ; 

2) 0α = , 1k
nCβ < − , òî åñòü äèàïàçîí ÷èñåë ïðîèçâîëüíûé ïî 

çíà÷åíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà β ; 

3) 0α > , 1k
nCβ < − , òî åñòü äèàïàçîí ÷èñåë ïðîèçâîëüíûé ïî 

çíà÷åíèþ è íà÷àëüíîãî, è êîíå÷íîãî ÷èñåë α  è β  ñîîòâåòñòâåííî. 

Â ðàáîòå [1] àâòîðîì áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîëíîãî äèàïàçîíà 

äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, êîãäà 0α =  è 1k
nCβ = − . 

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñðåäíåé äëèíû ïîëíîãî äèàïàçîíà áèíîìèàëüíûõ 
÷èñåë äëÿ ïàðàìåòðîâ n  è k  èìååò ñëåäóþùèé âèä: 

 

( ) ( )
( ) ( ), ,

2
0, 1

1 1
k

n k n k n

k n k n
L L C

k n k

− +
 = − =  + − +

.   (1) 

 
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ áèíîìèàëüíûõ 

êîýôôèöèåíòîâ 
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1
1 1

k k k
n n nC C C −

− −= + ,    (2) 

 
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî X  äâîè÷íûõ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k  ìîæíî ðàçáèòü íà äâà 
ïîäìíîæåñòâà X′  è X′′  áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, íî óæå ñ ïàðàìåòðàìè 

1n −  è k  äëÿ X′  è 1n −  è 1k −  äëÿ X′′ . Ãðàíèöåé òàêîãî ðàçáèåíèÿ 
áóäåò ÿâëÿòüñÿ çíà÷åíèå ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1x  áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë 

jX X∈ . Â ïîäìíîæåñòâå X′  ñîäåðæàòñÿ áèíîìèàëüíûå ÷èñëà, â 

äâîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ 1 0x = , à â ïîäìíîæåñòâå X′′  – áèíîìèàëüíûå 

÷èñëà, ó êîòîðûõ 1 1x = . Ïðîäîëæàÿ ðàçáèåíèå ñîãëàñíî (2) ïîëó÷àåìûõ 

ïîäìíîæåñòâ ïî çíà÷åíèÿì ix , 1,i r= , ïîëó÷àåì äèàïàçîíû äâîè÷íûõ 

íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n i−  è ik q− , äëÿ 

êîòîðûõ ïðèìåíèìà îöåíêà (1) ñðåäíåé äëèíû, ãäå iq – ñóììà åäèíè÷íûõ 

çíà÷åíèé áèíîìèàëüíûõ ðàçðÿäîâ îò 1x  äî 1ix −  âêëþ÷èòåëüíî. Çíà÷åíèÿ 

áèíîìèàëüíûõ ðàçðÿäîâ 1 2... ...i rx x x x , â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþùèå 

áèíîìèàëüíîå ÷èñëî, áóäóò óêàçûâàòü íà òå îöåíêè (1) ñðåäíåé äëèíû, 
êîòîðûå è áóäóò â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëÿòü ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå 
ñðåäíåé äëèíû áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà. 

 

2 ÀÍÀËÈÇ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ  
ÁÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÃÎ ÊÎÄÀ 

Ñ öåëüþ ÷åòêîãî îïðåäåëåíèÿ öåëåé ïðîâîäèìîãî àíàëèçà è 
ðàçãðàíè÷åíèÿ ðåøàåìûõ çàäà÷ ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå 1 Äèàïàçîí 1 2,X X   äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k , ðàñïîëîæåííûõ â 
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êîëè÷åñòâî P  

÷èñåë äèàïàçîíà k
nP C= . 

Îïðåäåëåíèå 2 Äèàïàçîí 1 2,X X   äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k , ðàñïîëîæåííûõ â 
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì, åñëè 1 0X = , à 

2 1k
nX C< − . 

Îïðåäåëåíèå 3 Äèàïàçîí 1 2,X X   äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k , ðàñïîëîæåííûõ â 
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, åñëè 1 0X > , à 

2 1k
nX C< − . 

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (1) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñðåäíþþ äëèíó 
äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïîëíîãî äèàïàçîíà. 

Âûðàæåíèå 

1
1

i i ik q k q k q
n i n in iC C C− − − −

− −− + = +  

ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì i -ãî ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî 
ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïîëíîãî 
äèàïàçîíà ñ ïàðàìåòðàìè 1n i− +  è ik q−  íà äâà ïîëíîäèàïàçîííûõ 

ïîäìíîæåñòâà ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n i− , ik q−  è n i− , 1ik q− − . 
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Ñõåìà ðàçáèåíèÿ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè 5n =  è 3k =  
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1. 
 

Ðèñóíîê 1 – Ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë íà 
ïîëíîäèàïàçîííûå ïîäìíîæåñòâà 

 

3 ÑÐÅÄÍßß ÄËÈÍÀ ÁÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË ÍÅÏÎËÍÎÃÎ È 
ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÃÎ ÄÈÀÏÀÇÎÍÎÂ 

C öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé äëèíû äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë íåïîëíîãî è ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíîâ 
ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå ëåììû, ïðèâåäåííûå â âèäó èõ î÷åâèäíîñòè 
áåç äîêàçàòåëüñòâà. 

 
Ëåììà 1 Åñëè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé l l C′= +  äëÿ ëþáûõ l  è l′ , ãäå C  

– ïîñòîÿííàÿ, òî èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ â ñëåäóþùåé 
çàâèñèìîñòè: 

ñð ñðL L Ñ′= + . 

Ëåììà 2 Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñðL  ïåðåìåííîé l  íà ÷èñëîâîì äèàïàçîíå 

N N N′ ′′= +  

0 0   
0 1 0  
0 1 1 0 
0 1 1 1 
1 0 0  
1 0 1 0 
1 0 1 1 
1 1 0 0 
1 1 0 1 
1 1 1  

5n = , 3k =  

0   
1 0  
1 1 0 
1 1 1 

4n = , 3k =  

0 0  
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1  

4n = , 2k =  

0  
1 0 
1 1 

3n = , 
2k =  

0 
3n = , 
3k =  

0  
1 0 
1 1 

3n = , 
2k =  

0 0 
0 1 
1  

3n = , 
1k =  

0 
1 

2n = , 
1k =  

0 
2n = , 
2k =  

0 
1 

2n = , 
1k =  

0 
2n = , 
2k =  

0 
1 

2n = , 
1k =  

1 
2n = , 
0k =  

0 
1n = , 
0k =  

1 
1n = , 
1k =  

0 
1n = , 
0k =  

1 
1n = , 
1k =  

0 
1n = , 
0k =  

1 
1n = , 
1k =  

1-é ýòàï 

2-é ýòàï 

3-é ýòàï 
4-é ýòàï 
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ñð ñð ñð
N N

L L L
N N

′ ′′
′ ′′= + , 

ãäå ñðL′ – ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé l  íà ÷èñëîâîì äèàïàçîíå N′ ; 

ñðL′ – ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé l  íà ÷èñëîâîì äèàïàçîíå N′′ . 

Îñíîâûâàÿñü íà âûøåóêàçàííûõ ëåììàõ, ñôîðìóëèðóåì è ïðèâåäåì 
äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû. 

Òåîðåìà 1 Ñðåäíÿÿ äëèíà , 0,n kL X   äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë íåïîëíîãî äèàïàçîíà îò 0 äî X  ðàâíà 

( ) ( )
1

,

, ,

0,
1

r

i i i
i

n k

x L n i k q i N n i k q

L X
X

=

′  − − + − − 
=   +

∑
,  (3) 

ãäå ix ′  – äâîè÷íûå ðàçðÿäû áèíîìèàëüíîãî ÷èñëà 1X X′ = + ; 

( ), iL n i k q− −  – ñðåäíÿÿ äëèíà äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïîëíîãî äèàïàçîíà ñ 
ïàðàìåòðàìè n i−  è ik q− ; 

( ), iN n i k q− −  – äèàïàçîí äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ 

÷èñåë ïîëíîãî äèàïàçîíà ñ ïàðàìåòðàìè n i−  è ik q− . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòèìñÿ ê ÷èñëîâîé ôóíêöèè äâîè÷íîé 
áèíîìèàëüíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè n  è k : 

( )
1

, i

r
k q

i n i
i

F n k x C −
−

=

= ∑ , ãäå 
1

1

i

i t
t

q x
−

=

= ∑ , 

è ïðåäñòàâèì åå â ñëåäóþùåì âèäå, èñïîëüçóÿ çàìåíó èíäåêñíîé 
ïåðåìåííîé i  íà 1α +  ( 1i α= + ): 

( ) 1
1 1 11

2 1

, i

r r
k qk q k q k

i n i nn n
i

F n k x C x C x C x C α
α α

α

′
′ ′−− −
′− −− −

= =

′= + = +∑ ∑ ,  (4) 

ãäå 1 0q = , 1n n′ = − , 1k k x′ = − , ( )min , 1k n k r n′ ′ ′ ′ ′− ≤ ≤ − , 

1 1

1
1 2

i

t t i
t t

q x x q x
α

α

− −

′
′= =

′ ′= = = −∑ ∑ . 

Âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâóþ 
ôóíêöèþ áèíîìèàëüíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ( )

1
,xF n k′ ′ ′ , íî óæå ñ 

ïàðàìåòðàìè 1n n′ = −  è 1k k x′ = − , òî åñòü 

( ) ( )
11 1 1, 1,k

n xF n k x C F n k x− ′= + − − . 
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Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ 1x  â ïîëíîì äèàïàçîíå 

èñõîäíîãî ìíîæåñòâà áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûäåëèòü äâà ïîëíûõ 
äèàïàçîíà áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ: 

( )0 1,F n k′ −  ïðè 1 0x =  è ( )1 1, 1F n k′ − −  ïðè 1 1x = . 

Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷åíèå ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1x  èç áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë 

ñ ïàðàìåòðàìè n  è k  ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äâóõ ìåíüøèõ (ïî 
äèàïàçîíó) áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè 1n − , k  è 

1n − , 1k − , ÷èñëà êîòîðûõ ñîõðàíÿþò èñõîäíûé ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ. 
Èñêëþ÷èì òåïåðü 2x  ècõîäíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  

è k  (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, 1x′  áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè 1n − , 

k  è 1n − , 1k − ). Ïîëó÷àåì 

( ) 1

1

1 1 1 1
2

1 1 2 2
1

,

,

r
k qk qk

n n n

r
k qk xk

n n n

F n k x C x C x C

x C x C x C

α

α

α α
α

α α
α

′
′ ′′ ′ −−

′ ′− − −
=

′′
′′ ′′−−
′′− − −

=

′ ′= + + =

′′= + +

∑

∑
   (5) 

ãäå 1 0q′ = , 1 2x x′ = , 1 2n n n′′ ′= − = − , 1 1 2k k x k x x′′ ′ ′= − = − − , 

( )min , 1k n k r n′′ ′′ ′′ ′′ ′′− ≤ ≤ − , 
1

1 1 2
1

t i
t

q x q x q x x
α

α α

−

′′
′′=

′′ ′′ ′ ′= = − = − −∑ . 

Òðåòüå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâóþ 
ôóíêöèþ áèíîìèàëüíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ( )

1 2
,x xF n k′′ ′′ ′′ , íî óæå ñ 

ïàðàìåòðàìè 1 2n n n′′ ′= − = −  è 1 1 2k k x k x x′′ ′ ′= − = − − , òî åñòü 

( ) ( )1

1 21 1 2 1 22, 2,k xk
n x xnF n k x C x C F n k x x−

− − ′′= + + − − − . 

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé 1x  è 2x  â ïîëíîì 

äèàïàçîíå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûäåëèòü 
÷åòûðå ïîëíûõ äèàïàçîíà áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ: 

( )00 2,F n k′′ −   ïðè 1 2 0x x= = ,   ( )01 2, 1F n k′′ − −   ïðè 1 0x =  è 2 1x = , 

( )10 2, 1F n k′′ − −   ïðè 1 1x =   è  2 0x = , ( )11 2, 2F n k′′ − −   ïðè 1 2 1x x= = . 

Ïðîäîëæàÿ èñêëþ÷åíèå ðàçðÿäîâ 3x , 4x ,..., ix ,..., rx  èç ðàçðÿäíîé 

ñåòêè èñõîäíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k  âïëîòü äî 
ïîëó÷åíèÿ îäíîýëåìåíòíûõ áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ, ïðèõîäèì ê 
ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â ëþáîì íåïîëíîì äèàïàçîíå èñõîäíûõ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë îò 0 äî X  ñ ïàðàìåòðàìè n  è k  ìîæíî âûäåëèòü 
ïîëíîäèàïàçîííûå ìíîæåñòâà áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèå 
áèíîìèàëüíûì ñèñòåìàì ñ÷èñëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè n i−  è 
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1 2 1... ik x x x −− − − − . Ïðè ýòîì ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ â îáùåì âèäå ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü êàê 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1

1 2

1 2

1 2

...
1 1 2 2

1 2 1 1...

2 1 1 2 1

1 2...

...
1

, ... ...

, ... 1,

2, ... , ...

, ...

,

d

d

d

d

k x k x x xk
n dn n d

d
dx x x

d d

d
dx x x

d
d

i i x x x
i

F n k x C x C x C

F n d k x x x x N n k

x N n k x x N n d k x x x

F n d k x x x

x N n i k q F n d

−− − − − −
− − −

−

−

=

= + + + +

+ − − − − − = − +

+ − − + + − − − − − +

+ − − − − − =

= − − + −∑ ( )1, .dk q +−

  (6) 

Èç âûðàæåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî ðàçðÿäû èñõîäíîãî áèíîìèàëüíîãî 
÷èñëà 1 2... ...i rx x x x  ñëóæàò ïðèçíàêàìè âêëþ÷åíèÿ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë 

ïîëíîãî äèàïàçîíà áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè n i−  
è ik q− . Êàæäàÿ èç âêëþ÷åííûõ áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ 

õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ñðåäíåé äëèíîé ( ), iL n i k q− −  ïðèíàäëåæàùèõ åé 

íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë. Áèíîìèàëüíûå ÷èñëà âêëþ÷àåìûõ 
áèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ åñòü ñîñòàâíûå ÷àñòè èñõîäíûõ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, îò êîòîðûõ ïî äëèíå îíè îòëè÷àþòñÿ íà i  
ðàçðÿäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 1 ñðåäíÿÿ äëèíà èñõîäíûõ 
íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k , ñîñòàâíûìè 
÷àñòÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ áèíîìèàëüíûå ÷èñëà ñ ïàðàìåòðàìè n i−  è 

ik q− , ðàâíà 

( ),i iL L n i k q i′ = − − + ,   (7) 

ãäå i  – ôèêñèðîâàííàÿ ðàçíîñòü ìåæäó äëèíîé áèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ñ 
ïàðàìåòðàìè n i− , ik q−  è äëèíîé ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ÷èñëà ñ 

ïàðàìåòðàìè n  è k . 
Òîãäà íà îñíîâàíèè ëåììû 2 è îáùåãî âûðàæåíèÿ (6) äëÿ ñðåäíåãî 
çíà÷åíèÿ , 0,n kL X   ìîæíî çàïèñàòü 

( )
1

,

,

0,

r

i i i
i

n k

x L N n i k q

L X
N

=

′ ′ ⋅ − −

=  

∑
, 

ãäå N – äëèíà íåïîëíîãî äèàïàçîíà èñõîäíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë; 

ix′ – äâîè÷íûå ðàçðÿäû áèíîìèàëüíîãî ÷èñëà X = X + 1′ . 

Ñ ó÷åòîì (7) è òîãî, ÷òî 1N X= + , ïðèõîäèì ê èñêîìîìó âûðàæåíèþ 
äëÿ ñðåäíåé äëèíû äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë 
íåïîëíîãî äèàïàçîíà îò 0 äî X : 

( ) ( )
1

,

, ,

0,
1

r

i i i
i

n k

x L n i k q i N n i k q

L X
X

=

′  − − + − − 
=   +

∑
, 

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (3) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñðåäíþþ äëèíó 

íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè n  è k , íà÷àëüíîé 
òî÷êîé äèàïàçîíà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 0. 
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Ïðèìåð 1 Îïðåäåëèòü ñðåäíþþ äëèíó 6,3 0,12L    íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè 6n =  è 3k =  äëÿ íåïîëíîãî 
äèàïàçîíà îò 0 äî 12. 

Ðåøåíèå. Ñëåäóþùèì çà ïîñëåäíèì ÷èñëîì äèàïàçîíà ÿâëÿåòñÿ 5-
ðàçðÿäíîå áèíîìèàëüíîå ÷èñëî 10100 , êîëè÷åñòâåííûì ýêâèâàëåíòîì 
êîòîðîãî åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî 13. Îòëè÷íûìè îò 0 â êîäîâîé çàïèñè 
áèíîìèàëüíîãî ÷èñëà 10100  áóäóò ðàçðÿäû 1 1x′ =  è 3 1x′ = , à 

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàçðÿäîâ ðàâíû 1 0q =  è 3 1q = . 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (3) äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ 

( ) ( ) ( ) ( )
6,3

5,3 1 5,3 3,2 3 3,2
0,12

13

L N L N
L

   + + +   =   . 

Çíà÷åíèÿ ( ) 5,35,3L L=  è ( ) 3,23,2L L=  âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ 

ôîðìóëîé (1) äëÿ ïîëíîãî äèàïàçîíà áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë: 

( ) ( )
( ) ( )5,3

3 5 3 5 2 42
3,5

3 1 5 3 1 12
L

− +
= = =

+ − +
  è  

( ) ( )
( ) ( )3,2

2 3 2 3 2 10
1,7

2 1 3 2 1 6
L

− +
= = ≈

+ − +
. 

( )5,3N  è ( )3,2N  åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë, 

îïðåäåëÿåìîå êàê ÷èñëî ñî÷åòàíèé 3 èç 5 â ïåðâîì ñëó÷àå è 2 èç 3 âî 
âòîðîì: 

( ) 3
55,3 10N C= =   è  ( ) 2

33,2 3N C= = . 

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â îáùóþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì èñêîìûé 
ðåçóëüòàò: 

6,3

3,5 1 10 1,67 3 3 45 14,01
0,12 4,54

13 13
L

+ ⋅ + + ⋅    +   = = ≈   . 

Èìåÿ áîëåå ðàñøèðåííóþ çàäà÷ó – îïðåäåëåíèå ñðåäíåé äëèíû 
ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 1X  – 

íà÷àëüíîå ÷èñëî, à 2X  – ïîñëåäíåå ÷èñëî ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà 
íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë. 

Òåîðåìà 2 Ñðåäíÿÿ äëèíà , 1 2,n kL X X    äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà îò 1 0X ≠  äî 2
k
nX C< , 

1 2X X≤ , ðàâíà 

( ) ( )2 , 2 1 , 1
, 1 2

2 1

1 0, 1 0,
,

1
n k n k

n k

X L X X L X
L X X

X X

+ − +      =   − +
. (8) 

Äîêàçàòåëüñòâî Ñîãëàñíî ëåììå 2 ñðåäíþþ äëèíó , 20,n kL X  , ãäå 

1 2X X≤ , ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 
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1 1 2
2 , 1 , 1 2,

2 2

0, ,
0, 0, ,

0, 0,n k n kn k

N X N X X
L X L X L X X

N X N X

      = +                
,  (9) 

ãäå 10,N X   – êîëè÷åñòâî áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë äèàïàçîíà îò 0 äî 1X ; 

20,N X    – êîëè÷åñòâî áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë äèàïàçîíà îò 0 äî 2X ; 

1 2,N X X   – êîëè÷åñòâî áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë äèàïàçîíà îò 1X  äî 2X . 

Âûðàæàåì èñêîìóþ ñðåäíþþ äëèíó , 1 2,n kL X X    èç ñîîòíîøåíèÿ (9): 

2 , 2 1 , 1
, 1 2

1 2

0, 0, 0, 0,
,

,
n k n k

n k

N X L X N X L X
L X X

N X X

−              =     
. 

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 1 10, 1N X X= +   , 2 20, 1N X X= +    è 

1 2 2 1, 1N X X X X= − +   , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 

( ) ( )2 , 2 1 , 1
, 1 2

2 1

1 0, 1 0,
,

1
n k n k

n k

X L X X L X
L X X

X X

+ − +      =   − +
, 

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Ïðèìåð 2 Îïðåäåëèòü ñðåäíþþ äëèíó 6,3 5,12L     íåðàâíîìåðíûõ 

áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè 6n =  è 3k =  äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
äèàïàçîíà îò 5 äî 12. 

Ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, 1 5X = , à 2 12X = . Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 

(8). Çíà÷åíèå 6,3 0,12L    èçâåñòíî èç ïðèìåðà 1: 6,3 0,12 4,54L =   . Çíà÷åíèå 

6,3 0,5L     íàõîäèì ñîãëàñíî (3) ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì. Ñ 

ó÷åòîì òîãî, ÷òî áèíîìèàëüíûé âèä ÷èñëà 6 åñòü 01011 è îòëè÷íûìè îò 0 
ÿâëÿþòñÿ ðàçðÿäû 2 1x′ = , 4 1x′ =  è 5 1x′ = , òî 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6,3

4,3 2 4,3 2,2 4 2,2 1,1 5 1,1
0,5

6
4,25 4 4 5

4,33.
6

L N L N L N
L

     + + + + +     = =  

⋅ + +
= ≈

 

Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå (8), 
îïðåäåëÿåì èñêîìóþ ñðåäíþþ äëèíó ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà: 

6,3
13 4,54 6 4,33 59,02 25,98

5,12 4,13
8 8

L
⋅ − ⋅ −

= = =   . 

 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 
Âûðàæåíèÿ (3) è (8) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëèíû 

äâîè÷íûõ íåðàâíîìåðíûõ áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë íåïîëíîãî è 
ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíîâ íàðÿäó ñ ðàíåå íàéäåííûì ñîîòíîøåíèåì (1) 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé äëèíû ïîëíîãî äèàïàçîíà âñåñòîðîííå è â 
äîñòàòî÷íî ïîëíîé ìåðå ðàñêðûâàþò îäíî èç çíà÷èìûõ ñâîéñòâ 
áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë – ñâîéñòâî íåðàâíîìåðíîñòè. Îáíàðóæåííûå àâòîðîì 
çàâèñèìîñòè äëÿ ñðåäíåé êîäîâîé äëèíû áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë ïîçâîëÿþò 
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ðàçðàáàòûâàòü ìàòåìàòè÷åñêè áîëåå ñòðîãèå ñïîñîáû îöåíêè ñëîæíîñòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìîâ áèíîìèàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ, 
êîòîðûå îïåðèðóþò íåðàâíîìåðíûìè áèíîìèàëüíûìè ÷èñëàìè 
ïðîèçâîëüíîãî äèàïàçîíà, à òàêæå ïîëó÷àòü ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû 
ðåøåíèÿ çàäà÷ èíôîðìàöèîííîãî õàðàêòåðà òàêèõ, êàê îïðåäåëåíèå 
ñòåïåíè áèíîìèàëüíîãî ñæàòèÿ, íàõîæäåíèå èíôîðìàöèîííîé 
èçáûòî÷íîñòè áèíîìèàëüíûõ ÷èñåë è ò.ä. 

 
SUMMARY 

 
AVERAGE LENGTH OF BINARY BINOMIAL NUMBERS OF ARBITRARY RANGE 

I.A. Kulik 
 

In the paper the average lengths of binary uneven binomial numbers are determined for 
incomplete and arbitrary ranges. The obtained estimations open one of important properties of 
binomial numbers – the property of unevenness. The results of the paper give an opportunity to 
develop rigorous methods of estimation and comparative analysis of algorithms of binomial 
coding and decoding. 
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