
“Â³ñíèê ÑóìÄÓ”, ¹ 6(90)’2006  21

77. Âîðîáüåâ Ã.Ñ., Ïåòðîâñêèé Ì.Â., Æóðáà Â.Î., Êðóòüêî Þ.À. Ïåðñïåêòèâû 
èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàçâèòûõ ðåçîíàíñíûõ ñòðóêòóð â äèôðàêöèîííîé 
ýëåêòðîíèêå // 15-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Êðûìñêàÿ êîíôåðåíöèÿ “ÑÂ×-òåõíèêà è 
òåëåêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè” (ÊðûÌèÊî'2005). – Ñåâàñòîïîëü: Âåáåð, 2005. – 
Ñ. 265 – 266. 

78. Âàëüäíåð Î.À., Ìèëîâàíîâ Î.Ñ., Ñîáåíèí Í.Ï. Òåõíèêà ñâåðõâûñîêèõ ÷àñòîò. Ó÷åáíàÿ 
ëàáîðàòîðèÿ. – Ì.: Àòîìèçäàò, 1974. – 232 ñ. 

79. ×åðíóøåíêî À.Ì., Ïåòðîâ Á.Â., Ìàëîðàöêèé Ë.Ã. Êîíñòðóèðîâàíèå ýêðàíîâ è  
ÑÂ×- óñòðîéñòâ. – Ì.: Ðàäèî è ñâÿçü, 1990. – 352 ñ. 

80. Ïåòðóøèí À.À., Áàëàêëèöêèé È.Ì., Øåñòîïàëîâ Â.Ï. Óñòàíîâêà äëÿ èçó÷åíèÿ 
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â îòêðûòûõ ðåçîíàòîðàõ ìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíà //ÏÒÝ. – 
1970. – ¹2. – Ñ. 147 – 151. 

81. Âîðîáüåâ Ã.Ñ. Îáîñíîâàíèå âûáîðà ðåæèìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ÷åðåíêîâñêîãî è 
äèôðàêöèîííîãî èçëó÷åíèé íà ìåòàëëîäèýëåêòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ // Â³ñíèê Ñóìñüêîãî 
äåðæàâíîãî óí³âåðñèòåòó. – 2000. – ¹16. – Ñ. 60 – 64. 

82. Cullen A.L. Millimeter-wave open-resonator techniques // International Journal of Infrared 
and Millimeter Waves. – 1983. – Vol.10 – P. 233 – 281. 

83. Cullen A.L., Yu P.K. Proc. R. Soc. A 366. – 1979. – P. 155 – 171. 
84. Ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè 

(FDTD) / Ïîä. ðåä. Â.Í. Ìàëûøåâà. – ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá. ÃÝÒÓ "ËÝÒÈ", 2000. – 76 ñ. 
85. ×óðþìîâ Ã.È., Ìàêñèìîâ È.Ñ., Åðåìååâ Ä.Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå 

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. 1. Îáùèå ïîëîæåíèÿ  
// Ðàäèîòåõíèêà. – 2003. – Âûï.135. – Ñ. 7 – 14. 

86. Ñèðåíêî Þ.Ê. Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â îòêðûòûõ 
ïåðèîäè÷åñêèõ, âîëíîâîäàõ è êîìïàêòíûõ ðåçîíàòîðàõ / ÈÐÝ ÍÀÍ Óêðàèíû. – Õàðüêîâ: 
ÝÄÝÍÀ, 2003. – 363 ñ. 
 

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 ìàÿ 2006 ã. 
 
 
 
 

ÓÄÊ 519.814:519.17:004.738.5 
 

ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ ÑËÎÆÍÛÕ ÑÅÒÅÉ (ÎÁÇÎÐ) 
 

À.È. Îëåìñêîé, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð; È.À. Îëåìñêîé 
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Ïðîâåäåí îáçîð ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîæíûõ ñåòåâûõ 

ñòðóêòóð, âêëþ÷àþùèé îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, 
îïèñàíèå íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé, ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé, îáñóæäåíèå ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ 
ñâîéñòâ è îïèñàíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Â êà÷åñòâå 
ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåíû ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîé èç 
êîìïüþòåðíûõ ñåòåé Èíòåðíåòà. 

 
 

1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Ñëîæíûå ñòðóêòóðû ñåòåâîãî òèïà îõâàòûâàþò øèðîêèé êëàññ ñèñòåì, 

èìåþùèõ âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå è íàó÷íîå çíà÷åíèå. Íàèáîëåå 
ïîïóëÿðíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ: 
− ÿ÷åéêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, äåéñòâóþùèå ïî ñåòåâîìó ïðèíöèïó; 
− ñîöèàëüíûå ñèñòåìû, âåðøèíû êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ëþäè, 

ÿâëÿþùèåñÿ íîñèòåëÿìè îïðåäåë¸ííûõ èíòåðåñîâ è èäåé, à ð¸áðà 
îòâå÷àþò ñîöèàëüíûì ñâÿçÿì ìåæäó íèìè; 

− âñåìèðíàÿ ïàóòèíà (àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà WWW – îò World Wide 
Web), ïðåäñòàâëÿþùàÿ âèðòóàëüíóþ ñåòü ãèïåðòåêñòîâûõ è èíûõ 
äîêóìåíòîâ, îáúåäèí¸ííûõ íàïðàâëåííûìè ãèïåðñâÿçÿìè (ïî-
àíãëèéñêè îíè îáîçíà÷àþòñÿ êàê Uniform Resource Locator, 
àááðåâèàòóðà URL, è ïðåäñòàâëÿþò óíèôèöèðîâàííûé óêàçàòåëü 
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èíôîðìàöèîííîãî ðåñóðñà â âèäå còàíäàðòèçîâàííîé ñòðîêè ñèìâîëîâ, 
îïðåäåëÿþùåé ìåñòîíàõîæäåíèå äîêóìåíòà â ñåòè); 

− Èíòåðíåò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñåòü ñâÿçàííûõ êîìïüþòåðîâ (ñì. ðèñ. 1). 
 

 
 

Ðèñóíîê 1 - Ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà âñåìèðíîé ïàóòèíû è Èíòåðíåòà [1] 
 
Õîòÿ ïðèâåäåííûå ïðèìåðû äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþò âñåãî 

ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíûõ ñåòåé, èõ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó â 
ïîñëåäíåå âðåìÿ íàñòîëüêî âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ìåõàíèçìîâ, 
îïðåäåëÿþùèõ òîïîëîãèþ ñëîæíûõ ñåòåé. 

Ñ èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïåðâûì èññëåäîâàòåëåì ãðàôîâ, 
ÿâëÿþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîì ñëîæíûõ ñåòåé, áûë Ëåîíàðä 
Ýéëåð (1707–1783ãã.). Â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà âûäàþùèéñÿ âêëàä 
áûë âíåñ¸í âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì Àëüôðåäîì Ðåíüè, êîòîðûé ââ¸ë, â 
÷àñòíîñòè,  ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå ïîíÿòèå êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî 
ãðàôà. Ê êîíöó 90-õ ãîäîâ áûë íàêîïëåí áîëüøîé ôàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë 
î ðàçëè÷íûõ ñåòåâûõ ñòðóêòóðàõ, è îñíîâíûå óñèëèÿ ñîñðåäîòî÷èëèñü íà 
êîëè÷åñòâåííîì îïèñàíèè ýòèõ ñèñòåì (ñì. îáçîðû [1]–[3] è ññûëêè â 
íèõ).  

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñåòü ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî 
îäíîòèïíûõ êîìïîíåíòîâ – âåðøèí, ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ð¸áðàìè. 
Î÷åâèäíî, ïðè áîëüøîì ÷èñëå òàêèõ ýëåìåíòîâ êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå 
ãðàôîâ (íàïðèìåð, ïðè èõ îïòèìèçàöèè) ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî 
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. 

Îáçîðó ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîæíûõ ñåòåé ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ 
ðàáîòà, ïîñòðîåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ 
ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå 
îñíîâó èçëàãàåìîé òåîðèè. Ðàçäåë 3 ïîñâÿù¸í îïèñàíèþ íàèáîëåå 
ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé è ïîñòðîåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé 
ðàâíîâåñíûõ ãðàôîâ. Â ðàçäåëå 4 îáñóæäàþòñÿ ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå 
ñâîéñòâà ñëîæíûõ ñåòåé. Ðàçäåë 5 ñîäåðæèò îïèñàíèå òîïîëîãè÷åñêèõ 
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ïðè êîòîðûõ îáðàçóåòñÿ ãèãàíòñêèé êëàñòåð, 
ñâÿçûâàþùèé êîíå÷íóþ ÷àñòü ïîëíîãî íàáîðà âåðøèí. Íàêîíåö, ðàçäåë 6 
ïîñâÿù¸í îïðåäåëåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñåòè Èíòåðíåò 
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«Avenue», îõâàòûâàþùåé ïîëüçîâàòåëåé îò 8-ãî äî 12-ãî ìèêðîðàéîíà 
ãîðîäà Ñóì. 

Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì îòíîñèòñÿ ïîñòðîåíèå ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî, 
êàíîíè÷åñêîãî è áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëåé, êîòîðûå 
ãåíåðèðóþòñÿ ðàâíîâåñíûìè ïðîöåññàìè, íå íàðóøàþùèìè óñëîâèÿ 
äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è ýðãîäè÷íîñòè. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà îáîáùàåòñÿ 
íà ñèñòåìû, êîòîðûì íåâîçìîæíî ïðèïèñàòü íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå 
îïðåäåë¸ííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðàâíîâåñíûõ 
ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé ãðàôîâ, èç êîòîðûõ îñíîâíîå âíèìàíèå 
óäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèÿì â ðàñïðåäåëåíèè ð¸áåð ïî âåðøèíàì, ðàçìåðàì 
êîìïîíåíòîâ ñâÿçàííûõ âåðøèí è ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì. Ðàññìîòðåíû 
íåïðåðûâíûé è ïðåðûâèñòûé òîïîëîãè÷åñêèå ïåðåõîäû â ðàâíîâåñíûõ 
àíñàìáëÿõ ãðàôîâ. Èçëîæåííûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ðàâíîâåñíûõ 
àíñàìáëåé ñëóæèò îñíîâîé ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ, êàê 
îïòèìèçàöèÿ ãðàôîâ. 

 
 

2 ÎÁÙÈÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß 
Ðàññìîòðèì ïðîñòûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû (îíè íàçûâàþòñÿ 

òàêæå íåâûðîæäåííûìè ãðàôàìè), ó êîòîðûõ ëþáûå äâå âåðøèíû ëèáî 
íå ñîåäèíåíû, ëèáî ñâÿçàíû íåîðèåíòèðîâàííûìè ð¸áðàìè, íî íè îäíà èç 
âåðøèí íå ñîåäèíåíà ñ ñàìîé ñîáîé (â âûðîæäåííûõ èëè ïñåâäîãðàôàõ 
âîçìîæíû ìíîãîêðàòíûå ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè è ð¸áðàìè, ÷òî òðåáóåò 
ââåäåíèÿ èõ óäåëüíûõ âåñîâ). Êîëè÷åñòâî ð¸áåð, ïðèñîåäèí¸ííûõ ê i-é 
âåðøèíå, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ki ýòîé âåðøèíû, à äâå âåðøèíû, 
ñîåäèí¸ííûå ðåáðîì, – ñîñåäíèìè. Ïåðå÷åíü ïîðÿäêîâ ãðàôà îïðåäåëÿåò 
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé pk ïî ïîðÿäêàì k. Ñîîòâåòñòâåííî, áèíàðíàÿ 
ôóíêöèÿ p(k,k’) äà¸ò ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü îäíîé âåðøèíå èìåòü 
ïîðÿäîê k, à äðóãîé  –  k’. 

Êîýôôèöèåíò êëàñòåðèçàöèè i-é âåðøèíû ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå 
÷èñëà ni ð¸áåð, ñîåäèíÿþùèõ ki ñîñåäíèõ âåðøèí, ê êîëè÷åñòâó âñåõ 
âîçìîæíûõ ð¸áåð ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè: 

( )
=

− 1 /2
i

i
i i

n
C

k k
.                                        (1) 

Êîýôôèöèåíò Ci ÿâëÿåòñÿ óñðåäí¸ííîé õàðàêòåðèñòèêîé âñåõ âåðøèí 
ãðàôà. Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå di,j ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, âûðàæàþùèì 
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ð¸áåð, âåäóùèõ îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j. 
Ñîâîêóïíîñòü âåðøèí, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ð¸áðàìè, íî îòäåë¸ííûõ 
îò îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàôà, íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîì ãðàôà. 

Ïîñêîëüêó îñíîâíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ïðîñòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ 
âåðøèíû è ð¸áðà, òî ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ – 
ðàçëè÷èìû ëè îíè? Ðàññìîòðèì ïîìå÷åííûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ 
ðàçëè÷àþòñÿ êàê âåðøèíû, òàê è ð¸áðà. Êàæäûé èç òàêèõ ãðàôîâ ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A, äëÿ êîòîðîé ýëåìåíò Aij îïðåäåëÿåò 
êîëè÷åñòâî ð¸áåð ìåæäó âåðøèíàìè i,  j, åñëè i ≠ j, èëè óäâîåííîå ÷èñëî 
ð¸áåð, åñëè i = j. Äëÿ ïðîñòûõ ãðàôîâ ýòî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ 
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè 0, è íåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, 
ðàâíûìè 0 èëè 1. Çàìåòèì, ÷òî íà ìàòðèöó ñìåæíîñòè íèêàê íå âëèÿåò 
ðàçëè÷èìîñòü ð¸áåð ãðàôà, ïîñêîëüêó çàìåíà ëþáûõ äâóõ ð¸áåð äàñò òó 
æå ìàòðèöó A. 

Ââåä¸ì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ, îñíîâûâàÿñü íà 
èõ èçîìîðôèçìå: äâà ïîìå÷åííûõ ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè 
âîçìîæíà òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò ïåðâûé ãðàô 
âî âòîðîé. Â ðåçóëüòàòå ëþáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïîìå÷åííûì, â êîòîðîì ð¸áðà è âåðøèíû íåðàçëè÷èìû. 
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Â äàëüíåéøåì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ òîïîëîãèåé 
– ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâà ãðàôà èìåþò îáùóþ òîïîëîãèþ, åñëè ó íèõ 
îäèíàêîâûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Â òåîðèè ãðàôîâ ýòî îïðåäåëåíèå 
ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèé ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë: äâà òåëà 
èìåþò îäèíàêîâóþ òîïîëîãèþ, åñëè îíè ìîãóò òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ äðóã â 
äðóãà ïîñðåäñòâîì äåôîðìàöèè, íå ïðèâîäÿùåé ê ðàçðûâàì è 
íàëîæåíèÿì. 

Ïðåäñòàâèì, íàêîíåö, ïðîöåññû ðåñòðóêòóðèçàöèè ãðàôîâ. Åñëè 
îáîçíà÷èòü ñêîðîñòü òðàíñôîðìàöèè ãðàôà a â b êàê ra→b, òî âåðîÿòíîñòü 
ðåàëèçàöèè ãðàôà a èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñîãëàñíî óðàâíåíèþ 

α
→ →

∂
= −

∂ ∑( )b b a a a b
b

P
P r P r

t
.                            (2) 

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ 

→ →=stat stat
a a b b b aP r P r                                 (3) 

ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Pa
stat, íå çàâèñèìîìó 

îò âðåìåíè. 
Â îáðàòíîé ñèòóàöèè, êîãäà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàíî 

çàðàíåå, âñåãäà ìîæíî ãåíåðèðîâàòü äèíàìèêó, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê 
äàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Òàêàÿ äèíàìèêà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 
äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (3) è òðåáîâàíèþ ýðãîäè÷íîñòè ra→b > 0. Ïîñêîëüêó 
óñëîâèå (3) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîé òðàíñôîðìàöèè 
ãðàôîâ a, b, òî â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü 

→ =a b ab br v P ,                                   (4) 

ãäå çíà÷åíèÿ vab = vba ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, ïîñêîëüêó íå íàðóøàþò 
ýðãîäè÷íîñòü. 

 
 

3 ÀÍÑÀÌÁËÈ ÃÐÀÔÎÂ 
Ñîãëàñíî îñíîâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè àíàëèç 

ïîâåäåíèÿ ñëîæíîé ñåòè òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî, 
êàíîíè÷åñêîãî è áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëåé ãðàôîâ. Ïðè ýòîì 
ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè äàæå îäíà èç íåîáõîäèìûõ ïåðåìåííûõ 
(íàïðèìåð, ýíåðãèÿ) íå îïðåäåëåíà, òî âîçìîæíî ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå 
àíñàìáëÿ ãðàôîâ. 

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî â ðàâíîâåñíûõ ñåòÿõ ð¸áðà ïðåäñòàâëÿþò  
÷àñòèöû, à çàäàííûé ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Óñëîâèå 
ñîõðàíåíèÿ  îáú¸ìà îáåñïå÷èâàåòñÿ òðåáîâàíèåì íåèçìåííîãî ÷èñëà 
âåðøèí. 

 
3.1  Àíñàìáëè ãðàôîâ ñ çàäàííîé ýíåðãèåé 
Ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì òåîðèè îïòèìèçàöèè. Îäíàêî 

åñëè äàæå íåâîçìîæíî ñîïîñòàâèòü å¸ çíà÷åíèå çàäàííîìó ãðàôó, âñåãäà 
ìîæíî, îñíîâûâàÿñü íà ýâðèñòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, ïðèïèñàòü 
ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè êàêîìó-ëèáî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîìó 
ïàðàìåòðó. 

Ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå 
ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü îïðåäåëÿåòñÿ ïðèäàíèåì îäèíàêîâûõ 
óäåëüíûõ âåñîâ êàæäîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû ñ äàííûìè çíà÷åíèÿìè 
ýíåðãèè E è êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö M; âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò 
íóëåâîé âåñ. Òàêèì îáðàçîì, ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ 
çàäà¸òñÿ âåñîì  
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−= 1MCp n                                             (5) 

 
êàæäîãî èç n ãðàôîâ, èìåþùèõ M ð¸áåð è ýíåðãèþ E.  

Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ. Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ñîñòîèò èç 
ãðàôîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì ð¸áåð è âåñîì ãðàôà a: 

 
−

=
/aE T

C
a C

eP
Z

,                                         (6) 

 
ãäå T – òåìïåðàòóðà; Ea –  ýíåðãèÿ ãðàôà; ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

−= ∑ /bE TC

b

Z e .                                   (7) 

Ê ýòîé êàòåãîðèè ïðèíàäëåæàò ãðàôû ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ð¸áåð è 
ôóíêöèåé ñòîèìîñòè, ñâîäÿùåé ê ìèíèìóìó îòêëîíåíèÿ îò îæèäàåìûõ 
ñâîéñòâ (íàïðèìåð, ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå òðåóãîëüíèêîâ). 

Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ. Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé 
àíñàìáëü õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû T è 
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà μ. Ýíåðãèÿ è êîëè÷åñòâî ð¸áåð (÷àñòèö) ìîãóò 
èçìåíÿòüñÿ, à âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ãðàôà a ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 

 
( )µ− −

=
/a aE M T

GC
a GC

eP
Z

,                                (8) 

 
ãäå Ea è Ma îáîçíà÷àþò ýíåðãèþ è êîëè÷åñòâî ð¸áåð; ñòàòèñòè÷åñêàÿ 
ñóììà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

µ−= ∑ ( )/b bE M TGC

b

Z e .                                (9) 

 
3.2  Àíñàìáëè ãðàôîâ, íå îáëàäàþùèõ ýíåðãèåé 
Ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ. Ìíîãî÷èñëåííûå ñåòåâûå 

ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ñòàòè÷åñêèì íàáîðîì äîïóñòèìûõ ãðàôîâ, â 
êîòîðîì íå ïðîòåêàåò ðåñòðóêòóðèðóþùèõ ïðîöåññîâ. Õîòÿ çíà÷åíèÿ 
ýíåðãèè è âåðîÿòíîñòè äëÿ ýòèõ ãðàôîâ íåîïðåäåëåíû, 
ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ìîæåò áûòü çàäàí ïðèïèñûâàíèåì 
îäèíàêîâûõ âåñîâ êàæäîìó èç äîïóñòèìûõ  ãðàôîâ. Ýòî ðàâíîñèëüíî 
ïðèäàíèþ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè âñåì äîïóñòèìûì ãðàôàì. 

Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ. Åñëè â ìîäåëè ãðàôà çàäàíî 
çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè aP  äëÿ êîìïëåêñà ãðàôîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì 

ð¸áåð, òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü êàíîíè÷åñêèì. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ 
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì âåðîÿòíîñòè ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (6): 

 

= − +ln lna aE T P Z .                               (10) 

 
Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ãðàôîâ. Ýòîò àíñàìáëü ñâîäèòñÿ ê 

êàíîíè÷åñêîìó, â êîòîðîì ìîæíî âàðüèðîâàòü ÷èñëî ð¸áåð. Ïðè ýòîì 
ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (8): 

 

µ= − + +ln lna a aE T P M Z .                        (11) 
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3.3 Îñíîâíûå òèïû ãðàôîâ 
Êëàññè÷åñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô. Ýòîò òèï ñåòåé ïðåäñòàâëÿåò 

êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ðàâíîâåñíîãî àíñàìáëÿ ãðàôîâ, êîòîðûé îáëàäàåò 
ïîñòîÿííûì ÷èñëîì âåðøèí N. Ñóùåñòâóþò äâå ìîäåëè êëàññè÷åñêîãî 
ñëó÷àéíîãî ãðàôà: â ïåðâîé ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî Ì ð¸áåð ðàñïðåäåëåíû  
ïðîèçâîëüíî è íåçàâèñèìî ìåæäó N  âåðøèíàìè ãðàôà; âî âòîðîé ìîäåëè  
ôèêñèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü ð, ñ êîòîðîé ìîæåò îáúåäèíÿòüñÿ êàæäàÿ ïàðà 
âåðøèí. Â ïðåäåëå N → ∞ äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ 
âåðøèí k îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà 

 
−

=
!

k k

k
k e

p
k

,                                     (12) 

 
ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîðÿäêà = 2 /k M N  äëÿ ïåðâîé ìîäåëè è =k pN  - 

äëÿ âòîðîé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ð¸áðà êàê ÷àñòèöû, òî ìîäåëü ñ 
ïîñòîÿííûì ÷èñëîì âåðøèí N îòâå÷àåò ìèêðîêàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ 
ãðàôîâ, ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîíôèãóðàöèÿ ãåíåðèðóåòñÿ ñ îäèíàêîâîé 
âåðîÿòíîñòüþ. Â ðàìêàõ ìîäåëè ñ ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ p 
ïîñòîÿííûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ÷àñòèö, ÷òî îòâå÷àåò 
èñïîëüçîâàíèþ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ãðàôîâ. 
 

 
 

Ðèñóíîê 2 –  Ðàçìåð ãèãàíòñêîãî êëàñòåðà êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî ãðàôà â 
çàâèñèìîñòè îò ñðåäíåãî ïîðÿäêà âåðøèí a = k .  

Íà âñòàâêå ïîêàçàíà îêðåñòíîñòü ïîðîãà ac = 1 [4] 
 
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà. Ïóñòü 

âíà÷àëå èìåþòñÿ N èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ê êîòîðûì ïîñëåäîâàòåëüíî  
äîáàâëÿþòñÿ ð¸áðà, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñîåäèíÿþùèå ïðîèçâîëüíûå ïàðû 
âåðøèí. Â õîäå ýòîãî ïðîöåññà ãðàô ñíà÷àëà áóäåò ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâà 
ìàëûõ êîìïîíåíò, ðàçðàñòàíèå êîòîðûõ ïðèâåä¸ò ê îáðàçîâàíèþ 
ãèãàíòñêîãî êëàñòåðà ñâÿçàííûõ âåðøèí, ÷èñëî êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 
êîíå÷íóþ äîëþ ïîëíîãî ÷èñëà N. Õàðàêòåðíî, ÷òî îáðàçîâàíèå 
ãèãàíòñêîãî êëàñòåðà íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü p 
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ñâÿçûâàíèÿ âåðøèí, ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùàÿ â ïðîöåññå ãåíåðàöèè,  
ïðèîáðåò¸ò çíà÷åíèå, ïðåâûøàþùåå êðèòè÷åñêèé ïîðîã ðñ. Â ðåçóëüòàòå 
ïðîèçîéä¸ò ñïîíòàííîå îáðàçîâàíèå ãèãàíòñêîãî êëàñòåðà, íàïîìèíàþùåå 
êîíäåíñàöèþ êàïëè âîäû â ïåðåñûùåííîì ïàðå. Òàêîé ïðîöåññ èìååò 
ÿðêî âûðàæåííûé õàðàêòåð ôàçîâîãî ïåðåõîäà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî 
äîëÿ ñâÿçàííûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ãèãàíòñêîìó êëàñòåðó, 
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì  

 

( )
∞ −

−

=

= − ∑
1

1

1
1

!

n nk

n

nG k e
k n

.                           (13) 

 
Çàâèñèìîñòü (13), ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 2 ñïëîøíîé ëèíèåé, 

îáíàðóæèâàåò ïðè N > 106 ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñ äàííûìè 
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ  Ìîíòå - Êàðëî (ïðåðûâèñòûå êðèâûå). 

 
Ìîäåëü ãðàôà «Ìàëûé ìèð». Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîäåëè 

ñëîæíûõ ñåòåé áûëè ãåíåðèðîâàíû íà êîìïüþòåðàõ êàê ÷èñëåííûå 
ðåàëèçàöèè ãðàôîâ. Îòäåëüíîå ìåñòî çàíèìàåò ìîäåëü «Ìàëûé ìèð», 
êîòîðàÿ áûëà îñîçíàíà çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. 
Ïåðåáèðàÿ êðóã ñâîèõ áëèæàéøèõ çíàêîìûõ, çàòåì ëþäåé, çíàþùèõ 
íàøèõ áëèæàéøèõ çíàêîìûõ (íî íå çíàþùèõ íàñ íåïîñðåäñòâåííî), è 
ò.ä. ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñëåäóþùåì: äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü çà íåáîëüøèì 
÷èñëîì öåïî÷åê òàêèõ çíàêîìñòâ, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ëþáîé èç íàñ 
îïîñðåäîâàíî çíàêîì ñ ëþáûì ÷ëåíîì îáùåñòâà (íàïðèìåð, c Ïðåçèäåíòîì 
ñòðàíû). Â ýòîì ñìûñëå íàø ìèð ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, îòêóäà è ïîøëî 
íàçâàíèå ìîäåëè – «Ìàëûé ìèð».    

Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü «Ìàëîãî ìèðà» áûëà ðàçðàáîòàíà Óîòòñîì è 
Ñòðîãàöåì [5] íåñêîëüêî ëåò íàçàä. Å¸ ïîñòðîåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ 
îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç N âåðøèí (ñì. 
ðèñóíîê 3).  

 
Ðèñóíîê 3 – Ñõåìà ðýíäîìèçàöèè Óîòòñà-Ñòðîãàöà [5], ïðåäñòàâëÿþùàÿ 
òðàíñôîðìàöèþ ðåãóëÿðíîé öåïî÷êè â ãðàô «Ìàëîãî ìèðà», à çàòåì â ñëó÷àéíûé 
ãðàô. Ïàðàìåòð p îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåáðîñà ð¸áåð â ñëó÷àéíûå 
ïîëîæåíèÿ 
 
Ñíà÷àëà êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíÿåòñÿ ñ k ñîñåäÿìè, ãäå k – ÷¸òíîå 

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Çàòåì ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ p êàæäîå ðåáðî 
ïåðåáðàñûâàåòñÿ â ïðîèçâîëüíóþ ïîçèöèþ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ 
ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ ãðàôîâ, ïîñêîëüêó ÷èñëî 
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ð¸áåð ïîñòîÿííî, à çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè ãðàôîâ ðàçíûå 
(ââèäó âàðüèðîâàíèÿ ÷èñëà ñëó÷àéíî ïåðåáðîøåííûõ ð¸áåð). 

Àíñàìáëè ñî ñòåïåííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò 
îïûò, ìíîæåñòâî ðåàëüíûõ ãðàôîâ îáëàäàþò ñòåïåííûì çàêîíîì 
ðàñïðåäåëåíèÿ −ak . Ïîñêîëüêó ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì 
ñàìîïîäîáèÿ ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå îáëàäàåò êàêèì-ëèáî ìàñøòàáîì 
èçìåíåíèÿ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí, òî òàêèå ãðàôû íàçûâàþò òàêæå 
áåçìàñøòàáíûìè. Îñíîâíàÿ ÷åðòà òàêèõ ãðàôîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî 
êëàññè÷åñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (12), 

êîòîðûé èìååò íàìíîãî áîëåå áûñòðî ñïàäàþùèé õâîñò  −≈1/ ! kk k , ÷åì 
áåçìàñøòàáíûé.  

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ãðàôîâ ñî ñòåïåííûì 
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ pk, òðåáóþùèì, ÷òîáû íà êàæäîì øàãå ãåíåðàöèè 
ïîðÿäêè âñåõ âåðøèí îñòàâàëèñü ïîñòîÿííûìè. Ñðåäè íèõ îñíîâíûìè 
ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ðýíäîìèçàöèè (ðàçáðîñà) ð¸áåð è ìåòîä ðýíäîìèçàöèè 
âåðøèí. Â îáîèõ ìåòîäàõ ñíà÷àëà âûáèðàþòñÿ äâà ðåáðà, à çàòåì 
ïåðåñòàâëÿþòñÿ êîíöû êàæäîãî èç íèõ (èç ðèñóíêà 4 âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì 
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïîðÿäêè âñåõ âåðøèí). Ãåíåðèðóåìûé â 
ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü áóäåò èìåòü 
îäèíàêîâûå ïîðÿäêè âåðøèí è ðàçëè÷àþùèåñÿ óäåëüíûå âåñà pk ãðàôîâ. 
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðýíäîìèçàöèè ð¸áåð êîððåëÿöèÿ ïîðÿäêîâ ðàçíûõ 
âåðøèí îñëàáëÿåòñÿ, à ïðè ðýíäîìèçàöèè âåðøèí óñèëèâàåòñÿ. 

 

 
 
 
Ðèñóíîê 4 -  Ñõåìà ãåíåðèðîâàíèÿ ãðàôîâ ìåòîäàìè ðýíäîìèçàöèè, ïðè êîòîðûõ 
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïîðÿäêè âåðøèí: à  - ðýíäîìèçàöèÿ ð¸áåð (ñíà÷àëà 
âûáèðàþòñÿ ð¸áðà 1–2, 3–4 è âåðøèíû 1, 3; ïîñëåäíèå çàòåì ïåðåñòàâëÿþòñÿ);  
b  - ðýíäîìèçàöèÿ âåðøèí (ñíà÷àëà âûáèðàþòñÿ âåðøèíû 5, 6 è ð¸áðà 3–5, 4–6; 
çàòåì êîíöû, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíàì, ïåðåñòàâëÿþòñÿ) 
 
 

a b 
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3.4 Ïðèìåðû âèäîâ ýíåðãèè ãðàôîâ 
Ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûå ïîðÿäêàìè îòäåëüíûõ âåðøèí. Ïîñêîëüêó 

âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì àòðèáóòîì ãðàôîâ, òî ëîãè÷íî ïðèñâîèòü 
çíà÷åíèå ýíåðãèè ( )if k  êàæäîé èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ 

ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïî âñåì âåðøèíàì: 
 

=

= ∑
1

( )
N

i
i

E f k .                                      (14) 

 
Åñëè ÷èñëî ð¸áåð M ïîñòîÿííî, òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè ( )if k  íå 

èìååò ïðèíöèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó å¸ ñóììà â (14) äà¸ò 
âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ÷èñëó M, êîòîðàÿ ïåðåíîðìèðóåò 
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Â ðåçóëüòàòå 
òàêîé àíñàìáëü ñâîäèòñÿ â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðû ê 
êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àéíîìó àíñàìáëþ ãðàôîâ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ 
( )if k  èçìåíÿåòñÿ áîëåå áûñòðî, ÷åì ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, ñëåäóåò ó÷åñòü 

êâàäðàòè÷íûé âêëàä 

=

= −∑ 2

1

N

i
i

E k .                                       (15) 

Ïðè ýòîì â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð òèïè÷íûå ãðàôû áóäóò èìåòü 
íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ: ìàëîå ÷èñëî âåðøèí ñ âûñîêèìè 
ïîðÿäêàìè è áîëüøîå ñ íèçêèìè. ×òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ 
èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è âåðøèí ñ áîëüøèìè ïîðÿäêàìè, ñëåäóåò ââåñòè 
êóáè÷åñêîå ñëàãàåìîå  

η
=

 
= − + 

 
∑

2
3

1
2

N
i

i
i

k
E k .                                 (16) 

 
Ýíåðãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïîðÿäêàìè ñîñåäíèõ âåðøèí. Åñëè 

ïðèñâàèâàòü çíà÷åíèÿ ýíåðãèè íå âåðøèíàì, à ð¸áðàì, òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ 
ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì: 

 

( )
( )

= ∑
,

,i j
i j

E g k k ,                                 (17) 

ãäå ôóíêöèÿ ( ),i jg k k  îïðåäåëÿåò êîððåëÿöèþ ìåæäó âåðøèíàìè. Â 

ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îíà èìååò âèä 

( ) ζδ δ= ,1 ,1,
i ji j k kg k k                                 (18) 

 
è ïðèâîäèò ê ãðàôó, ïîêàçàííîìó íà ðèñóíêå 5a. Õàðàêòåðíàÿ 
îñîáåííîñòü òàêîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî ð¸áðà îáúåäèíÿþò, êàê 
ïðàâèëî, âåðøèíû ñ ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïîðÿäêàìè. Òàêàÿ æå 
ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò (ñì. ðèñóíîê 6) ïðè âûáîðå   

 

( ) ( )
( )= −

min ,
, 1

max ,

i j
i j

i j

k k
g k k

k k
.                              (19) 
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                               à                                                         á 
 
Ðèñóíîê 5 –  Îïòèìèçèðîâàííûå ñåòè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì: à) ýíåðãèè 
ëîêàëüíûõ ñâÿçåé (17); b) ýíåðãèè ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ (23). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
òåìïåðàòóðà Ò  âûáðàíà äîñòàòî÷íî íèçêîé. (Âåðøèíû ñ âûñîêèìè ïîðÿäêàìè 
îáîçíà÷åíû ò¸ìíûìè êðóæêàìè, ñ íèçêèìè – ñâåòëûìè) [6]  
 

 
 

 

 
 

Ðèñóíîê 6 –  a - d – ãðàôû, ïîëó÷åííûå ïðè ãåíåðèðîâàíèè áåçìàñøòàáíûõ 
ðàâíîâåñíûõ ñåòåé íà îñíîâå ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêè; e - f  òî æå ñ 
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.  
Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò öåïî÷êó, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíî 
ñîåäèí¸ííûõ N âåðøèí è M ð¸áåð. Çàòåì äîáàâëÿþòñÿ M – N > 0 ð¸áåð è 
ñðàâíåíèåì ýíåðãèè (19) ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð ìåæäó èñõîäíûì ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì 
âåðøèíû i, j1, è ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì ðàíåå ðàçúåäèí¸ííóþ ïàðó i, j2. (Ò¸ìíûå ð¸áðà 
ïðèñîåäèíåíû ê âåðøèíå ñ ñàìûì âûñîêèì ïîðÿäêîì) [7] 

   a                             b                            c 

      d     e                        f 
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Åñëè îïðåäåëÿþùèé âêëàä äàþò óäàë¸ííûå ñîñåäè, òî ñëåäóåò 
èñõîäèòü èç ìàòðèöû ñìåæíîñòè A, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ñâÿçè âñåõ 
âåðøèí. Òàê, îòðèöàòåëüíûå âêëàäû òðåóãîëüíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ 
ýíåðãèåé 

= − 31
Tr A

6
E .                                     (20) 

 
Åñëè ÷èñëî ð¸áåð ðàâíî M = n(n – 2)/2, ãäå öåëîå n < N, òî ïðè 

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âîçíèêàåò ãðàô, ñîñòîÿùèé èç n ïîëíîñòüþ 
ñîåäèí¸ííûõ âåðøèí (îñòàëüíûå N – n âåðøèí áóäóò èçîëèðîâàííûìè). 

Ýíåðãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ãëîáàëüíûìè ñâîéñòâàìè ãðàôà. Îñíîâíîé 
ãëîáàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ å¸ ðàçìåð, êîòîðûé 
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âåðøèí, âõîäÿùèõ â å¸ êîìïîíåíòû. Îäíàêî ïðè 
ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ãðàôîâ ÷àñòèöàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðåáðà, â ñâÿçè 
ñ ÷åì ðîëü ãëîáàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè èãðàåò ÷èñëî si 
ð¸áåð,  âõîäÿùèõ â i-é êîìïîíåíò. Ïîýòîìó ãëîáàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò 
áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå: 

( )
=

= ∑
1

n

i
i

E f s ,                                    (21) 

ãäå n –÷èñëî êîìïîíåíòîâ ãðàôà. 
Åñëè îñíîâíîé âêëàä äà¸ò íàèáîëüøèé êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèé smax 

ð¸áåð, òî ôîðìóëà (21) ïðèíèìàåò ïðîñòåéøèé âèä 
 

= − maxE s .                                         (22) 

 
Â ñèñòåìå ñ òàêîé ýíåðãèåé ïîíèæåíèå òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê 

ôàçîâîìó ïåðåõîäó, ïîäîáíîìó îïèñàííîìó âûøå ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà 
ð¸áåð â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àéíîì ãðàôå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ 
çàâèñèìîñòü (22) ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîìó ïðåâðàùåíèþ, òîãäà êàê 

êâàäðàòè÷íàÿ = − 2
maxE s  (èëè áîëåå ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü 

=

= −∑ 2

1

N

i
i

E s ) 

ïðèâîäÿò ê ïðåðûâèñòîìó ïðåâðàùåíèþ. 
Îäíà èç öåëåé îïòèìèçàöèè ãðàôîâ ñâîäèòñÿ ê óìåíüøåíèþ èõ 

äèàìåòðà. Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ýíåðãèþ âèäà 
 

= −∑ ,
,

i j
i j

E d ,                                       (23) 

 
ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ïàðàì âåðøèí. Íà îñíîâå ýòîãî 
âûðàæåíèÿ áûëè ïîñòðîåíû ãðàôû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 5. 

 
 
3.5  Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ìîäåëüþ ðåø¸òî÷íîãî ãàçà 
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ãðàôà, èìåþùåãî N âåðøèí, íà 

êâàäðàòíóþ ðåø¸òêó, èìåþùóþ N(N - 2)/2 ñòîðîí, ïðåäñòàâëåí íà 
ðèñóíêå 7 (ïðè ýòîì êàæäûé óçåë ðåø¸òêè îòâå÷àåò ðåáðó ãðàôà, à ñàìà 
ðåø¸òêà – äâóð¸áåðíîìó ãðàôó, èìåþùåìó N ïîëíîñòüþ ñîåäèí¸ííûõ 
âåðøèí). Êàæäàÿ ÷àñòèöà ðåø¸òî÷íîãî ãàçà ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó ãðàôà è 
ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ëþáîì èç N(N – 1)/2 óçëîâ. Äâà óçëà ðåø¸òêè 
ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîçèöèè ð¸áåð (íå 
îáÿçàòåëüíî çàíÿòûå èìè) èìåþò îäíó îáùóþ âåðøèíó. Ñëåäóåò èìåòü â 
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âèäó, ÷òî òàêàÿ ðåø¸òêà çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ 
â ìîäåëè ðåø¸òî÷íîãî ãàçà. Òàê, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ãðàôà, òî 
ñóùåñòâóåò 2(N – 2) ð¸áåð, êîòîðûå èìåþò îáùèé êîíåö ñ äàííûì ðåáðîì. 
Ïîýòîìó â ðåø¸òî÷íîì ãàçå êàæäûé óçåë èìååò 2(N – 2) áëèæàéøèõ 
ñîñåäåé, à îñòàëüíûå N(N - 1)/2 – 2(N - 2) – 1 ÿâëÿþòñÿ âòîðûìè 
ñîñåäÿìè. 

 
 

 
 

Ðèñóíîê 7 – Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ìîäåëüþ ðåø¸òî÷íîãî ãàçà (ðåáðî ãðàôà îòâå÷àåò 
÷àñòèöå, âåðøèíà – ñòîðîíå ðåø¸òêè) 
 
 
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ýíåðãèÿ îäíîâåðøèííîé ìîäåëè (14) 

ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ýíåðãèè ðåø¸òî÷íîãî ãàçà, îáëàäàþùåãî 
ïðèòÿæåíèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé: 

 

( )

( )
α β

α β =

−
= − = −∑ ∑

, 1

1

2

N
i i

i

k k
E n n .                         (24) 

 
Çäåñü na – ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óçëîâ ðåø¸òêè à, êîòîðûå ðàâíû 0 èëè 1 

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìååòñÿ èëè íåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî â 
èñõîäíîì ãðàôå. Ïåðâîå ñóììèðîâàíèå â (24) âûïîëíÿåòñÿ ïî ïàðàì 
áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðåø¸òî÷íîãî ãàçà, ÷òî îòâå÷àåò âòîðîé ñóììå ïî 
ïàðàì ð¸áåð, èìåþùèõ îáùèé êîíåö. 

Êàê èçâåñòíî, ðåø¸òî÷íûé ãàç îòâå÷àåò ìîäåëè Èçèíãà, îïèñûâàþùåé 
äèíàìèêó ñïèíîâ α α= − = ±2 1 1s n , äëÿ êîòîðûõ ýíåðãèÿ (24) ïðèíèìàåò 
âèä 

( )

β

α β

++
= − ∑

,

11

2 2
a

ss
E .                                  (25) 

 
Ýòó ôîðìóëó óäîáíî ïåðåïèñàòü îáðàçîì 
 

( )( ) ( )

( )
β

α α β

−

=

− −
= − − −∑ ∑

1 /2

1 ,

1 2 1 1

8 2 4

N N

a a
N N N

E s s s .            (26) 

 
Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ÷èñëà âåðøèí ðåø¸òêè 

N(N – 1)/2, ìîæíî îïóñòèòü, ïðèíèìàÿ åãî çà íà÷àëî îòñ÷¸òà; âòîðîé 
÷ëåí, ëèíåéíûé ïî ñïèíàì αs , äà¸ò ñóììàðíóþ íàìàãíè÷åííîñòü 

ðåø¸òêè, êîòîðàÿ ïåðåíîðìèðóåò âíåøíåå ïîëå – ïîäîáíî òîìó, êàê 
ëèíåéíîå ñëàãàåìîå â (14) ïåðåíîðìèðîâàëî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë 
âåðøèí ãðàôà; íàêîíåö, êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí ýíåðãèè (26) äåéñòâóåò ïî 
àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âêëàäîì âåðøèí (15). Òàêèì îáðàçîì, 
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îòîáðàæåíèå ðàâíîâåñíîãî àíñàìáëÿ ãðàôîâ ñ ýíåðãèåé âåðøèí = −∑ 2
i

i

E k  

íà ðåø¸òî÷íûé ãàç ñ ýíåðãèåé ð¸áåð 
( )

α β
α β

= − ∑
,

E n n  ïîêàçûâàåò, ÷òî 

ðàçíèöà ìåæäó óêàçàííûìè ìîäåëÿìè ñâîäèòñÿ ëèøü ê ãåîìåòðèè 
ðåø¸òêè. 

 
3.6 Àíñàìáëè âûðîæäåííûõ ãðàôîâ 
Âûðîæäåííûå ãðàôû âñòðå÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñåòÿõ: 

ïèùåâûõ (êàííèáàëèçì), ñèñòåìàõ áèîõèìè÷åñêèõ ñâÿçåé 
(àâòîêàòàëèòè÷åñêèå èëè, ïî-äðóãîìó, öåïíûå ðåàêöèè), òåõíîëîãè÷åñêèõ 
ñèñòåìàõ (ìíîæåñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ïîäãðóïïàìè), ñåòÿõ 
ñîòðóäíè÷åñòâà (ïîñòîÿííîå ñîàâòîðñòâî), à òàêæå â òåîðèè âîçìóùåíèé, 
ïðåäñòàâëåííîé äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà. 

Àíñàìáëè âûðîæäåííûõ ãðàôîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîäîáíî ïðîñòûì 
ñåòÿì. Òàê, íàáîð ïîìå÷åííûõ âûðîæäåííûõ ãðàôîâ ñâîäèòñÿ ê 
ìèêðîêàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ, åñëè âîçìîæíî ïðèñâîèòü îäèíàêîâûå 
âåñà êàæäîìó ãðàôó, èìåþùåìó N âåðøèí è M ð¸áåð. ×èñëî òàêèõ 
ãðàôîâ ìîæåò áûòü çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó èìåþòñÿ  
N(N + 1)/2 âîçìîæíûõ ïîçèöèé äëÿ êàæäîãî ðåáðà âûðîæäåííîãî ãðàôà, 
òî, âûáèðàÿ äâå âåðøèíû, ñîåäèí¸ííûå N(N – 1)/2 ðàçëè÷íûìè 
ñïîñîáàìè, ïîëó÷àåì ÷èñëî ñàìîñîåäèíåíèé, ðàâíîå N. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
êàæäîå èç M ð¸áåð ìîæåò çàíèìàòü äâå èç N(N + 1)/2 ïîçèöèé, äëÿ  
âåðîÿòíîñòè ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ãðàôîâ 
ïîëó÷àåì 

 

( ) −
+ 

=  
 

1

2

M
MC N N

p .                                (27) 

 
Äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëèòü òàêæå ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü 

ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ âûðîæäåííûõ ãðàôîâ. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå 
ïîðÿäêà âåðøèí ïðèñóùå áîëüøèíñòâó ðåàëüíûõ ãðàôîâ, òî åñòåñòâåííî 
èñïîëüçîâàòü åãî êàê îñíîâíóþ õàðàêòåðèñòèêó ãðóïïû ãðàôîâ, èìåþùèõ 
N âåðøèí è çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ðk, êîòîðîå äëÿ êàæäîãî 
çíà÷åíèÿ k îïðåäåëÿåò ÷èñëî âåðøèí N(k) = Npk. Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå 
ðåàëèçóåòñÿ íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ñìåæíîñòè, à ïîñêîëüêó ñàìè ð¸áðà 
ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷èìûìè, òî êàæäàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè îòâå÷àåò 
ìíîæåñòâó ïîìå÷åííûõ âûðîæäåííûõ ãðàôîâ. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ìèêðîêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå âñå ãðàôû èìåþò 
îäèíàêîâûé âåñ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè äàííîé 
ìàòðèöû ñìåæíîcòè À ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ãðàôîâ 
N(À), êîòîðûå îòâå÷àþò äàííîé ìàòðèöå: 

 

( ) ( )= < =

∝ = ∏ ∏A
1 1

1 1
!

/2 ! !

N N
MC

ii jki j k

p N M
A A

.                    (28) 

 
Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî Ì ð¸áåð ãðàôà ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû Ì! 

ñïîñîáàìè, îäíàêî Ajk! èç ýòèõ ïåðåñòàíîâîê, êîììóòèðóþùèõ ð¸áðà 
ìåæäó âåðøèíàìè j è k, íå èçìåíÿþò ãðàô – òî÷íî òàêæå, êàê è (Aii/2)! 
ïåðåñòàíîâîê ïåòåëü, çàìûêàþùèõñÿ íà äàííóþ âåðøèíó i. 

Ìîæíî ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü âûðîæäåííûõ ãðàôîâ, 
èñïîëüçóÿ ðàâíîâåñíûé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ïîðÿäîê 
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ðàñïðåäåëåíèÿ è êîëè÷åñòâî ð¸áåð. Íà êàæäîì ýòàïå òàêîãî ïðîöåññà 
îäèí êîíåö ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà ïåðåáðàñûâàåòñÿ ê íîâîé âåðøèíå i, âåñ 
êîòîðîé ñîñòàâëÿåò w(ki). Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
óäàëåíèå ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè i è j ñî ñêîðîñòüþ λN è åãî 
ïîñëåäóþùåå âîññòàíîâëåíèå ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé w(ki)w(ki), 
ïðèâîäèò ê áîëüøîìó êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ. 

 
4 ËÎÊÀËÜÍÛÅ È ÃËÎÁÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ  

ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ 
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòûå ëîêàëüíûå ñâîéñòâà, à çàòåì 

èññëåäóåì áîëüøèå àíñàìáëè âåðøèí. 
 
4.1 Ëîêàëüíûå êîððåëÿöèè 
Áîëüøèíñòâî ñåòåé, íàáëþäàþùèõñÿ â ýêñïåðèìåíòå, ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî 

êîððåëèðóþùèìè ñèñòåìàìè, ÷òî òðåáóåò ó÷¸òà ïðè ïîñòðîåíèè 
àäåêâàòíûõ ìîäåëåé. Åñëè ãðàô ïîñòðîåí òàê, ÷òî íàèáîëåå ÷àñòî 
ñîåäèíÿþòñÿ âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ïîðÿäêîì), 
òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü îá àññîðòàòèâíîñòè, à ïðè âûñîêîé âåðîÿòíîñòè 
ñîåäèíåíèÿ âåðøèí ñ ðàçíûì ïîðÿäêîì ãîâîðÿò î äèñàññîðòàòèâíîñòè. 
Êàê àññîðòàòèâíîñòü, òàê è äèñàññîðòàòèâíîñòü íàáëþäàþòñÿ â 
áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. 

Îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà ñ çàäàííîé ôóíêöèåé 
êîððåëÿöèè ïîðÿäêîâ p(k,k’) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåì 
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ pk èç óðàâíåíèÿ 

 

( ) =∑
'

, ' k

k

kp
p k k

k
,                              (29) 

 

ãäå ñðåäíèé ïîðÿäîê çàäà¸òñÿ óñëîâèåì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ = ∑ kk
k kp . 

Äàëåå ïðèäà¸ì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå qi ðàñïðåäåëåíèþ ïîðÿäêîâ pk â 
âåðøèíå i. Íàêîíåö, ïåðåáèðàåì âñå ïàðû âåðøèí i, j, ïðèïèñûâàÿ èì 
ñâÿçè ñ âåðîÿòíîñòüþ 

( ),

i j

i j

q q

p q qk

N p p
.                                (30) 

 
Ðàñïðåäåëåíèå, ïîñòðîåííîå íà îñíîâàíèè òàêîãî àëãîðèòìà, áóäåò 

ñòðåìèòüñÿ ê ôóíêöèè p(k,k’) â ïðåäåëå N → ∞ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî 

çàâèñèìîñòü p(k,k’) ñïàäàåò ìåäëåííåå, ÷åì ( )− −exp 'k k . Â ðàìêàõ 

ïîäõîäà, àëüòåðíàòèâíîãî èçëîæåííîìó àëãîðèòìó, êàíîíè÷åñêèé 
àíñàìáëü ãåíåðèðóåòñÿ íà îñíîâàíèè ôóíêöèè ñòîèìîñòè (ýíåðãèè), 
êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ïîäàâëåíèå îòêëîíåíèé îò óêàçàííîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ p(k,k’). 

 
4.2  Ãëîáàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè 
Ðàçìåðû êîìïîíåíòîâ. Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ ãëîáàëüíûõ 

õàðàêòåðèñòèê ñåòåé ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð íàèáîëüøåãî êîìïîíåíòà. Êàê 
òîëüêî ÷èñëî âåðøèí smax â ýòîì êîìïîíåíòå äîñòèãàåò ïîðÿäêà îáùåãî 
÷èñëà âåðøèí, åãî íàçûâàþò ãèãàíòñêèì êëàñòåðîì. Â êëàññè÷åñêîì 
ñëó÷àéíîì ãðàôå ãèãàíòñêèé êîìïîíåíò ïîÿâëÿåòñÿ ïðè êðèòè÷åñêîé 
ïëîòíîñòè ð¸áåð = 1k . Äî ýòîãî ìîìåíòà òàêîé êîìïîíåíò èìååò ÷èñëî 
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âåðøèí ïîðÿäêà ln(N), à ïîñëå íà÷èíàåò ëèíåéíî óâåëè÷èâàòüñÿ ñ ðîñòîì 
N. 

Â ñëó÷àéíîì ãðàôå ñ ôèêñèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîðÿäêà pk 
óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ ãèãàíòñêîãî êëàñòåðà  îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì 

 

( )
=

− >∑ 1
3

2
N

k
k

k k p p .                               (31) 

 
Â òî÷êå ïðåâðàùåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ êîìïîíåíòîâ ñëó÷àéíîãî 

ãðàôà, îáëàäàþùåãî îïðåäåë¸ííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîðÿäêîâ âåðøèí, 
ñïàäàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ïîêàçàòåëåì –3/2. Â îêðåñòíîñòè ýòîé 
òî÷êè ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ òàêæå ñëåäóåò ñòåïåííîìó çàêîíó, 
êîòîðûé, îäíàêî, îáðåçàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì õâîñòîì. Òàêîå ïîâåäåíèå 
ïîäîáíî ÿâëåíèþ ïåðêîëÿöèè (ïðîòåêàíèÿ), ãäå â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè 
ðàçìåðû êîìïîíåíòîâ òàêæå ðàñïðåäåëåíû ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.  

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà. Îñíîâó èññëåäîâàíèé ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ 
ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì çàëîæèëà ðàáîòà Âèãíåðà, â êîòîðîé îí ïîêàçàë, 
÷òî ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé λ ñëîæíûõ ÿäåð ïîä÷èíÿåòñÿ 
çàêîíó ïîëóêðóãà 

 ( ) ( )π λ λρ λ
− − <= 



1 22 4 ,      if 2,
0                           otherwise.

                     (32) 

 
Âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèñóùå íå òîëüêî 

áîëüøèì ÿäðàì, íî è âñåì ñëîæíûì êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì, à 
òàêæå îáúåêòàì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è ôèçèêè òâ¸ðäîãî òåëà. Áîëåå 
òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êëàññè÷åñêîãî 
ñëó÷àéíîãî ãðàôà òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàêîíîì ïîëóêðóãà (32). 
Ïîñêîëüêó â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àéíîì ãðàôå ÷èñëî ð¸áåð pN2/2, ð=const 
êâàäðàòè÷íî âîçðàñòàåò ñ ÷èñëîì âåðøèí N, òî ðîëü ïàðàìåòðà λ  èãðàåò 

âåëè÷èíà  (A / pN ), îïðåäåëÿåìàÿ çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ñìåæíîñòè A. 

Ïðè ýòîì íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îòäåëåíî îò îñòàëüíîé ÷àñòè 
ñïåêòðà è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì =pN k , òîãäà êàê âòîðîå 

íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äà¸òñÿ ðàâåíñòâîì =2 2pN k . Ñ 

óìåíüøåíèåì ïëîòíîñòè ð¸áåð ðàñïðåäåëåíèå (32) òåðÿåò ñèëó: â 
÷àñòíîñòè, óñèëåíèå íåîäíîðîäíîñòè ãðàôà ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó 
õàðàêòåðó çàâèñèìîñòè ( )ρ λ . 

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñòîõàñòè÷åñêèå àíñàìáëè ãðàôîâ ñî ñòåïåííûì 
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ âåðøèí. Êàê äëÿ ðåàëüíûõ, òàê è 
ìîäåëüíûõ ñåòåé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå 
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè è íàèáîëüøèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ 
ñóùåñòâåííî îòëè÷íûì îò ïðåäñòàâëåííîãî âûøå (ñì. ðèñóíîê 8). Òàê, 
÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñòåïåíü γ 
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ âåðøèí ñâÿçàíà ñ ïîêàçàòåëåì α ñòåïåííîãî 
õâîñòà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 
α γ γ= − >2 1,                   if      2.5 .                (33) 

 
×òî êàñàåòñÿ áîëüøèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî èõ çíà÷åíèÿ 

îêàçàëèñü ïðîïîðöèîíàëüíûìè êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ïîðÿäêîâ âåðøèí. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â ðàìêàõ àíàëèòè÷åñêîãî 
ïîäõîäà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ãðàôà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìîäåëüþ 
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ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, à ýêñïåðèìåíòàëüíî – ýëåêòðè÷åñêèì 
ñîïðîòèâëåíèåì ñëó÷àéíîé ñåòè ðåçèñòîðîâ.  

 
 

 
 

Ðèñóíîê 8 – Óñðåäí¸ííûå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè áåçìàñøòàáíûõ ãðàôîâ ñî 

ñðåäíèì ïîðÿäêîì k  = 10.  Îñíîâíîé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò ïëîòíîñòè äëÿ ãðàôîâ ñ 

÷èñëîì âåðøèí  N = 100 (-), N = 1000 (--) è N = 7000 (---) (äëÿ ñðàâíåíèÿ 
íåïðåðûâíîé ëèíèåé ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëóêðóãà). Íà âñòàâêå ïðèâåäåíû 
õâîñòû ðàñïðåäåëåíèÿ ( )ρ λ  áåçìàñøòàáíûõ ãðàôîâ ñ N = 40000 è ïîêàçàòåëåì γ=5 

[8]  
 
 
 
 

5 ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÅÐÅÕÎÄÛ Â ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ 
ÀÍÑÀÌÁËßÕ ÑÅÒÅÉ 

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, íàèáîëåå èññëåäîâàííûì ôàçîâûì ïåðåõîäîì â 
ðàâíîâåñíûõ àíñàìáëÿõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîâàíèå ãèãàíòñêîãî êëàñòåðà 
ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè ð¸áåð â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àéíîì ãðàôå. Òàêîé 
ïåðåõîä íàáëþäàåòñÿ ïðè k <1 â ñèñòåìå ñ ýíåðãèåé Å = -smax, âåëè÷èíà 

êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé (ñì. íèæå). Î÷åâèäíî, íàèáîëåå 
åñòåñòâåííûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà òàêîãî ðîäà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ 
ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûé ðàçìåð íàèáîëüøåãî êîìïîíåíòà Φ = max /s s M . 

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ, ãäå ïðîèñõîäèò êîíäåíñàöèÿ 
ð¸áåð íà îäíó èëè íåñêîëüêî âåðøèí, ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê 
íàèáîëüøåìó ïîðÿäêó âåðøèí Φ = max /k k M , íîðìèðîâàííîìó íà ïîëíîå 

÷èñëî ð¸áåð. Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåõîäû, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò 
ãëîáàëüíîå èçìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íàçûâàþòñÿ 
òîïîëîãè÷åñêèìè ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè. 

Àíñàìáëè ñ îäíîâåðøèííîé ýíåðãèåé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ 

ýíåðãèåé = −∑ 2
ii

E k  èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âñåãäà áóäåò ïðèâîäèòü ê 

òîïîëîãè÷åñêîìó ôàçîâîìó ïåðåõîäó. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäåëå Ò → ∞, 



“Â³ñíèê ÑóìÄÓ”, ¹ 6(90)’2006  37 

êîãäà íåçàâèñèìî îò âèäà ýíåðãèè äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû îáåñïå÷èâàþò 
ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí, ðåàëèçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ñëó÷àéíûé 
ãðàô. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ýíåðãèÿ ñèñòåìû, 
ñïàäàíèå êîòîðîé òðåáóåò ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêîâ âåðøèí, ÷òî è 
îáåñïå÷èâàåò êîíäåíñàöèþ êëàñòåðà ñ ìíîãîêðàòíî ñâÿçàííûìè 
âåðøèíàìè. 

Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå àíñàìáëÿ ãðàôîâ ñ ýíåðãèåé = −∑ 2
ii

E k  

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè < 1k  ìåæäó ôàçîé êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî ãðàôà 

(âûñîêèå òåìïåðàòóðû) è çâåçäîîáðàçíîé ôàçîé (íèçêèå òåìïåðàòóðû) 
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé äèàïàçîí òåìïåðàòóð, ãäå îáå ôàçû óñòîé÷èâû è 
ìåòàñòàáèëüíû. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ äàííûìè ÷èñëåííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî (ñì. ðèñóíîê 9).  

 
 

 
 
 
Ðèñóíîê 9 – Òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä â àíñàìáëå ãðàôîâ ñ ýíåðãèåé 

= −∑ 2 /2ii
E k . à - Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà Φ = Φ = max /k k M  îò 

òåìïåðàòóðû è ðàçìåðà ñèñòåìû ïðè = 0.5k . Ìîäåëèðîâàíèå íà÷èíàëîñü ëèáî ñî 

çâåçäîîáðàçíîãî ãðàôà ïðè Ò=0 (íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ), ëèáî ñ êëàññè÷åñêîãî 
ñëó÷àéíîãî ãðàôà, îòâå÷àþùåãî Ò=∞ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Æèðíàÿ ëèíèÿ 

ïîêàçûâàåò àíàëèòè÷åñêóþ ñïèíîäàëü ( )= /lnsT M N . á - Òèïè÷íûå ãðàôû 

ïðèñóùèå ðàçëè÷íûì ôàçàì (ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ð¸áðà êîíäåíñèðóþòñÿ íà 

âåðøèíå ( Φ = 1), à îáùàÿ ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ êàê 2N ; ïðè âûñîêèõ 
òåìïåðàòóðàõ îáðàçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô ñ Φ ≈ 0  è ýíåðãèåé, 
ïðîïîðöèîíàëüíîé N) [9] 
 
 

a 

á 
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Äâà ôàçîâûõ ïåðåõîäà íàáëþäàþòñÿ òàêæå â ñèñòåìå ãðàôîâ ñ ýíåðãèåé 

( )= −∑ lni ii
E k k , ãäå àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ 

ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû êëàññè÷åñêèé ñëó÷àéíûé 
ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî çâåçäîîáðàçíûõ êëàñòåðîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê 
ñêà÷êó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà Ôê, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ. 10à (áîëåå 
òùàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðåäåëå N → ∞ ýòîò ñêà÷îê 
ñâîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîìó ôàçîâîìó ïåðåõîäó, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ 
áîëüøèì êðèòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì). Äàëüíåéøåå ïîíèæåíèå 
òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê åù¸ îäíîìó ïåðåõîäó, ïðåäñòàâëÿþùåìó 
óïëîòíåíèå êëàñòåðîâ, ïðè êîòîðîì âñå ð¸áðà ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî 
ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó âåðøèí (ñì. ðèñ. 10 b). Ýòîò ïåðåõîä 
ÿâëÿåòñÿ ïðåðûâèñòûì è îáëàäàåò ãèñòåðåçèñîì.  

 
 
 

 
 
 
 
Ðèñóíîê 10 - Òîïîëîãè÷åñêèå ôàçû àíñàìáëÿ ãðàôîâ, îáëàäàþùåãî ýíåðãèåé 

( )= −∑ lni ii
E k k . a - Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê kmax, íàéäåííûé  äëÿ N = 10224 

âåðøèí è M = 2556 ð¸áåð. (Êàæäàÿ òî÷êà äà¸ò çíà÷åíèå kmax, óñðåäí¸ííîå ïî 
âðåìåíè, èçìåðåííîìó â èíòåðâàëå ìåæäó t = 5000N è 20000N øàãîâ Mîíòå-Êàðëî. 
Âáëèçè òî÷êè Ò = 0.85 ïðîèñõîäèò õîðîøî âûðàæåííûé íåïðåðûâíûé ïåðåõîä, à â 
èíòåðâàëå Ò = 0.5–0.6 íàáëþäàåòñÿ ïðåðûâèñòîå ïðåâðàùåíèå, îáëàäàþùåå 
ãèñòåðåçèñîì). b - Òîïîëîãè÷åñêèå ôàçû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì 

çàâèñèìîñòè (à): ïîëíîñòüþ ñâÿçàííûé ãðàô ñ  ≈maxk M ; çâåçäîîáðàçíàÿ ôàçà ñ  

≈maxk M  (íåñêîëüêî çâ¸çä  ñâÿçûâàþò ñîñåäíèå âåðøèíû); êëàññè÷åñêèé  

ñëó÷àéíûé ãðàô  ñ ≈max 1 k . c - Ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè 

( )− = ∫ '
0

1 '
k

kP k dk p  ïðè Ò = 0.84, t = 600N  [9] 

 
 

à 

b 

c 
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Ïåðåõîäíûå àíñàìáëè â ðàñòóùèõ ñåòÿõ. Èñïîëüçîâàíèå 
íåðàâíîâåñíûõ ÿâëåíèé òèïà ïðîöåññîâ ðîñòà ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü 
ðàçëè÷íûå ñåòåâûå àíñàìáëè. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íà 
îñíîâå ðàâíîâåñíîé äèíàìèêè êàê ïåðåõîäíûå àíñàìáëè, êîòîðûå 
ïðåäñòàâëÿþò ïðîìåæóòî÷íûå, íåäîëãîâðåìåííî ñóùåñòâóþùèå ñåòè, 
îáðàçóþùèåñÿ ïðè ïåðåõîäå îò èñõîäíîãî ê êîíå÷íîìó íàáîðó ãðàôîâ. 

Òàê, â àíñàìáëÿõ ñ ýíåðãèåé ( )= −∑ lni ii
E k k  ïðåâðàùåíèå êëàññè÷åñêîãî 

ñëó÷àéíîãî ãðàôà â ïîëíîñòüþ ñâÿçàííûé êëàñòåð ïðîòåêàåò ïðè Òñ = 1 
÷åðåç ïðîìåæóòî÷íóþ çâåçäîîáðàçíóþ ôàçó – êàê ýòî ïîêàçàíî íà 
ðèñóíêå 10 b (ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ âåðøèí ñïàäàåò ïî 
ñòåïåííîìó çàêîíó, ïðåäñòàâëåííîìó ðèñóíêîì 10 ñ). Êà÷åñòâåííàÿ 
êàðòèíà òàêîãî ïðåâðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
èçíà÷àëüíî èìååòñÿ «áàññåéí» ð¸áåð, ïðèñîåäèí¸ííûõ ê âåðøèíàì ñ 
ìàëûìè ïîðÿäêàìè, è íåáîëüøîå ÷èñëî âåðøèí ñ âûñîêèìè ïîðÿäêàìè, 
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò öåíòðû êîíäåíñàöèè. Èçìåíåíèå ýíåðãèè, 
ñâÿçàííîå ñ äâèæåíèåì ð¸áåð â «áàññåéíå», ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì, 
òîãäà êàê öåíòðû êîíäåíñàöèè ïîãëîùàþò ð¸áðà ñî çíà÷èòåëüíîé 
ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé èõ ïîðÿäêàì (äåéñòâèòåëüíî, 
ïðèñîåäèíåíèå ðåáðà ê âåðøèíå âåä¸ò ê èçìåíåíèþ ýíåðãèè 
∆ = ∂ ∂ = − −/ ln 1E E k k ; òîãäà ñêîðîñòü êîíäåíñàöèè ïðè Tc=1 

îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì −∆ ∝/E Te k ).  
Àíñàìáëè ñ êîððåëÿöèåé âåðøèí. Èññëåäîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî 

àíñàìáëÿ ñîåäèí¸ííûõ ãðàôîâ ñ ýíåðãèåé (19) îáíàðóæèâàåò ñâîéñòâî 
äèñàññîðòàòèâíîñòè, îçíà÷àþùåå îòðèöàòåëüíóþ êîððåëÿöèþ ïîðÿäêîâ 
ðàçíûõ âåðøèí. Ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû â òàêîé ñèñòåìå 
îáíàðóæèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôàçû: ïðè Ò→∞ ðåàëèçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé 
ñëó÷àéíûé ãðàô, êîòîðûé ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû òðàíñôîðìèðóåòñÿ 
â áåçìàñøòàáíóþ ñòðóêòóðó; ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îáðàçóåòñÿ ôàçà, 
ñîäåðæàùàÿ íåáîëüøîå ÷èñëî çâåçäîîáðàçíûõ ýëåìåíòîâ. 

Ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé êîìïîíåíòîâ. Êàê è â ñëó÷àå ñ èçîëèðîâàííûìè 
âåðøèíàìè, ñïàäàíèå ýíåðãèè ñ ðîñòîì ðàçìåðà êîìïîíåíòà ìîæåò 
ïðèâåñòè ê ôàçîâîìó ïåðåõîäó. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé 

= − maxE s . Ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè < 1k  â ïðåäåëå Ò→∞ 

ðåàëèçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô, à ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ 
îáðàçóåòñÿ ãèãàíòñêèé êëàñòåð. Òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè 
ôàçàìè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

 

=
− −

1

1 lncT
k k

,                                  (34) 

 
êîòîðîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
(ðèñ.11). Ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîé, ïàðàìåòð ïîðÿäêà 
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 
 

− −−
Φ =

− +

1 1

2
2

3 2

cT T

k k
,                              (35) 

 
êîòîðîå óêàçûâàåò íà íåïðåðûâíûé õàðàêòåð ïåðåõîäà, ñëåäóþùèé èç 
ðèñóíêà 11. 
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Ðèñóíîê 11 – Ôàçîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêè è ìîäåëèðîâàíèåì 
Ìîíòå-Êàðëî (ýíåðãèÿ èìååò âèä = − maxE s ). Îñíîâíîé ðèñóíîê: ñâåòëûé è 

çàøòðèõîâàííûé ó÷àñòêè îòâå÷àþò óïîðÿäî÷åííîé (ñîäåðæàùåé ãèãàíòñêèé 
êëàñòåð) è íåóïîðÿäî÷åííîé ôàçàì, êîòîðûå ðàçäåëåíû çàâèñèìîñòüþ (34). 
Âñòàâêà: äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 

Φ = max /s M  îò îáðàòíîé òåìïåðàòóðû ïðè = 0.1k  (òðåóãîëüíèêè) è = 0.5k  

(îêðóæíîñòè). Êàæäàÿ òî÷êà ïîêàçûâàåò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, âçÿòûå ïî 10 øàãàì 
Ìîíòå-Êàðëî ìåæäó çíà÷åíèÿìè t = 100N è 500N. Ñâåòëûå è ò¸ìíûå ñèìâîëû 
îòâå÷àþò àíñàìáëÿì, ñîñòîÿùèì èç N = 500 è 1000 âåðøèí. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 
àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü, îïðåäåë¸ííûé ïî 
ñïëîøíûì ëèíèÿì, ðàâåí 1 [9]  
 
Äðóãèå âèäû ñèñòåì. Èññëåäîâàíèÿ àíñàìáëÿ âûðîæäåííûõ ãðàôîâ ñ 

âåñàìè, ðàñïðåäåë¸ííûìè ïî çàêîíó ( ) γ∝ + −1w k k , ôèêñèðóåìîìó 

ïîêàçàòåëåì γ, îáíàðóæèëè, ÷òî íèæå ëèíèè ( )γ= ck k  ðàñïðåäåëåíèå 

ïîðÿäêîâ âåðøèí èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õâîñò, à âûøå íå¸ îáðàçóåòñÿ 
êîíäåíñàò, ãäå êîíå÷íûé àíñàìáëü ð¸áåð ïðèêðåïëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷íî 
ìàëîìó ÷èñëó âåðøèí. Â àíñàìáëå ñîåäèí¸ííûõ ãðàôîâ, õàðàêòåðèçóåìîì 
ôèêñèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîðÿäêîâ âåðøèí, êàðòèíà ôàçîâîãî 
ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ γ è âåðîÿòíîñòüþ 
îáðàçîâàíèÿ ñóáãðàôîâ α (ñì. ðèñóíîê 12).  

 

 
Ðèñóíîê 12 – Ôàçîâàÿ äèàãðàììà áåçìàñøòàáíîãî àíñàìáëÿ ãðàôîâ [10] 
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6  ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ ÑÅÒÈ «AVENUE» 
Êîíôèãóðàöèÿ ñåòè ïðåäñòàâëåíà ðèñóíêîì 13. 
 
 

 
 
 

Ðèñóíîê 13 – Ñõåìà êîìïüþòåðíîé ñåòè «Avenue» (öèôðû â ðîìáèêàõ, 
îáîçíà÷àþùèõ ñâèò÷è, îïðåäåëÿþò ÷èñëî ïðèñîåäèí¸ííûõ ê íèì ïîëüçîâàòåëåé; 
öèôðû ó ðîìáèêîâ íóìåðóþò ñâèò÷è) 

 
Â òàáëèöå 1 óêàçàíû âåðøèíû ýòîé ñåòè, èõ ÷èñëà è ïîðÿäêè.  

 
Òàáëèöà 1 

 
Òèï âåðøèíû Íîìåð òèïà ×èñëî âåðøèí Ni Ïîðÿäîê âåðøèíû ki 

Ãëîá. ñåðâåð 1 1 3 
Ñåðâåð 1 1 5 
Ñåðâåð 2 1 4 
Ñåðâåð 3 1 5 
Ñåðâåð 4 1 2 
Ñåðâåð 5 1 4 
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1 
Ñâèò÷ 1 1 7 
Ñâèò÷ 2 1 13 
Ñâèò÷ 3 1 3 
Ñâèò÷ 4 1 8 
Ñâèò÷ 5 1 15 
Ñâèò÷ 6 1 6 
Ñâèò÷ 7 1 14 
Ñâèò÷ 8 1 4 
Ñâèò÷ 9 1 14 
Ñâèò÷ 10 1 9 
Ñâèò÷ 11 1 12 
Ñâèò÷ 12 1 15 
Ñâèò÷ 13 1 5 
Ñâèò÷ 14 1 10 
Ñâèò÷ 15 1 6 
Ñâèò÷ 16 1 5 
Ñâèò÷ 17 1 13 
Ñâèò÷ 18 1 10 
Ñâèò÷ 19 1 3 
Ñâèò÷ 20 1 11 
Ñâèò÷ 21 1 3 
Ñâèò÷ 22 1 3 
Ñâèò÷ 23 1 5 
Ñâèò÷ 24 1 6 
Ñâèò÷ 25 1 8 
Ñâèò÷ 26 1 4 
Ñâèò÷ 27 1 5 
Ñâèò÷ 28 1 8 
Ñâèò÷ 29 1 19 
Ñâèò÷ 30 1 3 
Ñâèò÷ 31 1 13 
Ñâèò÷ 32 1 10 
Ñâèò÷ 33 1 14 
Ñâèò÷ 34 1 18 
Ñâèò÷ 35 1 11 
Ñâèò÷ 36 1 6 
Ñâèò÷ 37 1 12 
Ñâèò÷ 38 1 15 
Ñâèò÷ 39 1 22 
Ñâèò÷ 40 1 5 
Ñâèò÷ 41 1 10 
Ñâèò÷ 42 1 6 
Ñâèò÷ 43 1 8 
Ñâèò÷ 44 1 4 
Ñâèò÷ 45 1 3 
Ñâèò÷ 46 1 8 
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1  

Ñâèò÷ 47 1 6 
Ñâèò÷ 48 1 10 
Ñâèò÷ 49 1 7 
Ñâèò÷ 50 1 8 
Ñâèò÷ 51 1 3 
Ñâèò÷ 52 1 14 
Ñâèò÷ 53 1 5 
Ñâèò÷ 54 1 4 
Ñâèò÷ 55 1 6 
Ñâèò÷ 56 1 7 
Ñâèò÷ 57 1 4 
Ñâèò÷ 58 1 6 
Ñâèò÷ 59 1 12 
Ñâèò÷ 60 1 7 
Ñâèò÷ 61 1 8 
Ñâèò÷ 62 1 7 
Ñâèò÷ 63 1 8 
Ñâèò÷ 64 1 4 
Ñâèò÷ 65 1 5 
Ñâèò÷ 66 1 3 
Ñâèò÷ 67 1 14 
Ñâèò÷ 68 1 8 
Ñâèò÷ 69 1 7 
Ñâèò÷ 70 1 14 
Ñâèò÷ 71 1 8 
Ñâèò÷ 72 1 4 
Ñâèò÷ 73 1 4 
Ñâèò÷ 74 1 2 
Ñâèò÷ 75 1 3 
Ñâèò÷ 76 1 16 
Ñâèò÷ 77 1 8 
Ñâèò÷ 78 1 7 
Ñâèò÷ 79 1 6 
Ñâèò÷ 80 1 6 
Ñâèò÷ 81 1 8 
Ñâèò÷ 82 1 6 
Ñâèò÷ 83 1 15 
Ñâèò÷ 84 1 8 
Ñâèò÷ 85 1 3 
Ñâèò÷ 86 1 2 
Ñâèò÷ 87 1 9 
Ñâèò÷ 88 1 5 
Ñâèò÷ 89 1 9 
Ñâèò÷ 90 1 7 
Ñâèò÷ 91 1 3 
Ñâèò÷ 92 1 3 
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1 

Ñâèò÷ 93 1 7 
Ñâèò÷ 94 1 4 
Ñâèò÷ 95 1 13 
Ñâèò÷ 96 1 5 
Ñâèò÷ 97 1 4 
Ñâèò÷ 98 1 4 
Ñâèò÷ 99 1 6 
Ñâèò÷ 100 1 6 
Ñâèò÷ 101 1 5 
Ñâèò÷ 102 1 10 
Ñâèò÷ 103 1 8 
Ñâèò÷ 104 1 5 
Ñâèò÷ 105 1 5 
Ñâèò÷ 106 1 8 
Ñâèò÷ 107 1 3 
Ñâèò÷ 108 1 5 
Ñâèò÷ 109 1 3 
Ñâèò÷ 110 1 2 
Ñâèò÷ 111 1 3 
Ñâèò÷ 112 1 2 
Ñâèò÷ 113 1 3 
Ñâèò÷ 114 1 3 

Ïîëüçîâàòåëü 1-631 631 1 
 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè pk ïîäñ÷èòûâàåì ÷èñëî N(k) âåðøèí ñ 
çàäàííûì ïîðÿäêîì k è äåëèì åãî íà ïîëíîå ÷èñëî âåðøèí N=751. Â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå, äàííîå òàáëèöåé 2. 

 
       Òàáëèöà 2 

 

k N(k) Ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ pk  â 
ñåòè «Avenue» 

1 631 0,84021 
2 5 0,00666 
3 18 0,02397 
4 13 0,01731 
5 15 0,01997 
6 13 0,01731 
7 9 0,01198 
8 15 0,01997 
9 3 0,00399 
10 6 0,00799 
11 2 0,00266 
12 3 0,00399 
13 4 0,00533 
14 6 0,00799 
15 4 0,00533 
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 2 
16 1 0,00133 
17 0 0 
18 1 0,00133 
19 1 0,00133 
20 0 0 
21 0 0 
22 1 0,00133 

 
Ñðåäíèé ïîðÿäîê ñåòè ñîñòàâëÿåò <k>=4,948. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 2, 

ïðè ýòîì îñíîâíîé âêëàä äàþò ïîëüçîâàòåëè, âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò 
ïîðÿäîê k=1. Åñëè ïðåíåáðå÷ü èìè, òî ïîëíîå ÷èñëî ñåðâåðîâ è ñâèò÷åé 
ñîñòàâèò N=120 è ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äà¸òñÿ òàáëèöåé 3 è 
ðèñóíêîì 14.  

 
 

Òàáëèöà 3 
  

k N(k) 

Ðàñïðåäåëåíèå 
ïîðÿäêîâ pk  â ñåòè 

«Avenue» 
 

Ðàñïðåäåëåíèå 
Ïóàññîíà (12) 

Ñòåïåííîé çàêîí 
pk=k-1,5 

2 5 0,041666667 0,019696215 0,353553391 

3 18 0,15 0,046843923 0,192450090 

4 13 0,108333333 0,084125485 0,125000000 

5 15 0,125 0,121194359 0,089442719 

6 13 0,108333333 0,145698201 0,068041382 

7 9 0,075 0,150252568 0,053994925 

8 15 0,125 0,135647627 0,044194174 

9 3 0,025 0,108891289 0,037037037 

10 6 0,05 0,078689514 0,031622777 

11 2 0,016666667 0,051703611 0,027410122 

12 3 0,025 0,031145196 0,024056261 

13 4 0,033333333 0,017319736 0,021334623 

14 6 0,05 0,008944167 0,019090089 

15 4 0,033333333 0,004311236 0,017213259 

16 1 0,008333333 0,001948303 0,015625000 

17 0 0 0,000828705 0,014266801 

18 1 0,008333333 0,000332916 0,013094570 

19 1 0,008333333 0,000126707 0,012074512 

20 0 0 4,58143E-05 0,011180340 

21 0 0 1,57769E-05 0,010391328 

22 1 0,008333333 5,18615E-06 0,009690942 
 
 
Ñîãëàñíî òàáëèöå 3 ïðåíåáðåæåíèå ýëåìåíòàðíûìè âåðøèíàìè, 

îòâå÷àþùèìè ïîëüçîâàòåëÿì, ïðèâîäèò ê ãîðàçäî áîëüøåìó ñðåäíåìó 
çíà÷åíèþ <k>=7,233. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ðèñóíêà 14 âèäíî, ÷òî 
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ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ ñóùåñòâåííî íåìîíîòîííî è ñïàäàåò ãîðàçäî 
ìåäëåííåå, ÷åì ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà (12), íî áûñòðåå ñòåïåííîãî 

çàêîíà −∝ 1.5
kp k . Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñåòü «Avenue» ÿâëÿåòñÿ 

ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó êëàññè÷åñêèì ñëó÷àéíûì è áåçìàñøòàáíûì 
ãðàôàìè.  

Â ðåçóëüòèðóþùåé òàáëèöå 4 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå 
õàðàêòåðèñòèêè íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ñåòåé, äîïîëíåííûå äàííûìè î 
ñåòè «Avenue». Âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò Èíòåðíåòà ê îáúåäèíåíèÿì 
àêò¸ðîâ ñðåäíåå ÷èñëî ñâÿçåé çíà÷èòåëüíî íàðàñòàåò. ×òî êàñàåòñÿ 
èññëåäóåìîé ñåòè «Avenue», òî ñðåäíèé ïîðÿäîê å¸ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ 
íàìíîãî ìåíüøèì. 
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Ðèñóíîê 14 – Ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ âåðøèí ñåòè «Avenue» (ãèñòîãðàììà) â 

ñðàâíåíèè ñ ôîðìóëîé Ïóàññîíà (12) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ñòåïåííûì çàêîíîì 
−∝ 1.5

kp k  (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) 

 
 
 
Òàáëèöà 4 
 

Ñåòü 
×èñëî 

âåðøèí N 

Ñðåäíèé 
ïîðÿäîê âåðøèí 

<k> 

Ðàñïðåäåëåíèå 
ïîðÿäêîâ âåðøèí 

kp  

Äîìåí Èíòåðíåò 3015–6209 3,52–4,11 Ðàñïðåäåëåíèå 
Ïóàññîíà (12) 

Ñîàâòîðñòâî   
â ôèçèêå 

52,909 9,7 Ðàñïðåäåëåíèå 
Ïóàññîíà (12) 

Äîìåí WWW 153,127 35,21 Ðàñïðåäåëåíèå 
Ïóàññîíà (12) 

Îáúåäèíåíèÿ 
àêò¸ðîâ êèíî 

225,226 61 Ðàñïðåäåëåíèå 
Ïóàññîíà (12) 

Ñåòü «Avenue» (ñ 
ó÷åòîì 
ïîëüçîâàòåëåé) 

751 4,948 
Îñíîâíîé âêëàä 
äà¸ò p1=0,840 

Ñåòü «Avenue» 
(áåç ó÷åòà 
ïîëüçîâàòåëåé) 

120 7,233 
Íåìîíîòîííàÿ 
çàâèñèìîñòü 
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SUMMARY 
 

The review of statistical properties of ñîmð²åõ network structures is carried out to include 
definitions of typical characteristics of random graphs, description of the most popular models, 
construction of related statistical ensembles, study of both ³îñà³ and global properties, as well as 
the consideration of topological phase transitions. As àï åõàmð²å of the above method 
applications, statistical characteristics of some computer network Internetis studied. 
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ÁÀÃÀÒÎØÀÐÎÂÈÕ ÏË²ÂÊÎÂÈÕ ÌÀÒÅÐ²ÀË²Â  
ÍÀ ÎÑÍÎÂ² Fe i Cr (ÎÃËßÄ) 

 
Â. Â. Á³áèê, çäîáóâà÷;  Ë. Â. Îäíîäâîðåöü, êàíä. ô³ç.-ìàò. íàóê, äîöåíò;  
Í. ². Øóìàêîâà, êàíä. ô³ç.-ìàò. íàóê, äîöåíò;   
Ñ. ². Ïðîöåíêî, êàíä. ô³ç.-ìàò. íàóê 
Ñóìñüêèé äåðæàâíèé óí³âåðñèòåò 

 
Ïðåäñòàâëåíèé êîðîòêèé îãëÿä ë³òåðàòóðíèõ ³ âëàñíèõ äàíèõ ïðî 

ìàãí³òîðåçèñòèâí³ ³ åëåêòðîô³çè÷í³ âëàñòèâîñò³ áàãàòîøàðîâèõ 
ïë³âêîâèõ ñèñòåì ïåð³îäè÷íîãî (ìóëüòèøàðè) àáî çàãàëüíîãî òèïó íà 
îñíîâ³ Fe i Cr. Ïðîàíàë³çîâàíî ïèòàííÿ ïðî âïëèâ ³îííîãî îïðîì³íåííÿ 
íà åôåêò ã³ãàíòñüêîãî ìàãí³òíîãî îïîðó òà ïðî ïåðñïåêòèâè òåõí³÷íîãî 
çàñòîñóâàííÿ íàçâàíèõ ïë³âêîâèõ ìàòåð³àë³â. 

 
ÂÑÒÓÏ 

Îñîáëèâà óâàãà äî ìóëüòèøàð³â [Fe/Cr]n/Ï àáî áàãàòîøàðîâèõ 
ïë³âêîâèõ ñèñòåì Fe/Cr…/Fe/Cr/Ï (Ï - ï³äêëàäêà) ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî â 
öèõ ìóëüòèøàðàõ âïåðøå [1] â 1988 ðîö³ ñïîñòåð³ãàâñÿ åôåêò ñï³í-
çàëåæíîãî ðîçñ³þâàííÿ åëåêòðîí³â, àáî åôåêò ã³ãàíòñüêîãî ìàãí³òíîãî 
îïîðó (ÃÌÎ). Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ÃÌÎ ìàº ì³ñöå ³ â 
³íøèõ ïë³âêîâèõ ñòðóêòóðàõ, íàïðèêëàä, Co/Cu, Co/Ag, Py/Cu òà ³í. 
(á³ëüø äåòàëüíî äèâ. [2]). Êð³ì òîãî, ñèñòåìà Fe/Cr ââàæàºòüñÿ îäí³ºþ ç 


