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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðîöåññîâ 

ôîðìèðîâàíèÿ ëåíòî÷íîãî ýëåêòðîííîãî ïó÷êà â íåîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì 
ïîëå, ñîçäàííîì ýëåêòðîäàìè òðåõìåðíîé êîíôèãóðàöèè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
àïðîáèðîâàíèÿ àëãîðèòìà íà ìîäåëè êîíêðåòíîé äèîäíîé ýëåêòðîííîé ïóøêè. 

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Ëåíòî÷íûé ýëåêòðîííûé ïó÷îê (ÝÏ) íàøåë øèðîêîå ïðèìåíåíèå â 
ýëåêòðîííûõ ïðèáîðàõ ÑÂ× òèïà ËÎÂ, ÃÄÈ [1-3]. Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíûå 
õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ïðèáîðîâ îáóñëàâëèâàþòñÿ êà÷åñòâîì 
ôîðìèðîâàíèÿ è ôîêóñèðîâêè ÝÏ, êàê ãëàâíîãî èíñòðóìåíòà ïåðåíîñà è 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìû ñâåäåíèÿ î òî÷íîé 
ïðîñòðàíñòâåííîé êîíôèãóðàöèè è ìèêðîñòðóêòóðå ïó÷êà, 
ðàñïðåäåëåíèÿõ ïëîòíîñòè òîêà, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíò 
ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Áëàãîäàðÿ 
ýòîé èíôîðìàöèè ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé îïòèìèçàöèÿ êàê ðàáî÷èõ 
ïàðàìåòðîâ ïðèáîðîâ, òàê è èõ ýëåìåíòíîé áàçû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ ÝÏ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû, êîòîðûå 
ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå [4]. Îïûò 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [5] ïîêàçûâàåò, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü 
èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ïó÷êîâ âî 
ìíîãîì çàâèñèò îò èõ ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, ÷òî îïðåäåëÿåò 
îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíîñòè è äîñòàòî÷íî âûñîêèå çàòðàòû âðåìåíè è 
ñðåäñòâ. Ýòè ôàêòîðû îïðåäåëÿþò àêòèâíîå ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêèõ 
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ÝÏ, ïîçâîëÿþùèõ ñ îïðåäåëåííîé 
òî÷íîñòüþ, ïðè ó÷åòå íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ 
ôàêòîðîâ, ïîëó÷àòü òðåáóåìóþ èíôîðìàöèþ [4]. Áåçóñëîâíî, ÷èñëåííûå 
ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ ó÷åñòü âñå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå ïðè 
ôîðìèðîâàíèè ÝÏ, îäíàêî íà ñòàäèè íà÷àëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ 
ýëåêòðîííîé ïóøêè ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè, îíè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî 
ýôôåêòèâíûìè. 

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà äëÿ 
÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà â 
íåîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñ òðåõìåðíîé êîíôèãóðàöèåé 
ýëåêòðîäîâ è àïðîáàöèè åãî íà êîíêðåòíîé ãåîìåòðèè ýëåêòðîííî-
îïòè÷åñêîé ñèñòåìû. 

 
1 ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ 

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íûé ÝÏ, 
êîòîðûé ôîðìèðóåòñÿ äâóõýëåêòðîäíîé äèîäíîé ïóøêîé [6], 
ìîäèôèöèðîâàííîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ýëåêòðîâàêóóìíûõ ïðèáîðàõ 
ìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíà âîëí [1,2]. Ïóøêè òàêîãî òèïà ïîçâîëÿþò 
ôîðìèðîâàòü ëåíòî÷íûå ýëåêòðîííûå ïó÷êè øèðèíîé 3-10 ìì è 
òîëùèíîé 0,1-0,25 ìì, òîêîì ïó÷êà I=10-200 ìÀ ïðè óñêîðÿþùèõ 
íàïðÿæåíèÿõ 1000-5000 Â. 

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ 
ãåîìåòðèÿ ýëåêòðîäîâ, âåëè÷èíû èõ ïîòåíöèàëîâ, çíà÷åíèÿ òîêà ïó÷êà, 
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýìèññèè, ìàêñèìàëüíûé ðàçáðîñ ýëåêòðîíîâ ïî 
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ýíåðãèÿì, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ âûëåòà ýëåêòðîíîâ è èõ ïðåäåëüíûå óãëîâûå 
õàðàêòåðèñòèêè. 

Íà ïåðâîì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñîçäàíèå òðåõìåðíîé 
ìîäåëè ýëåêòðîííî-îïòè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàêóþ ìîäåëü íàèáîëåå óäîáíî 
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ çàðÿæåííûõ îáëàñòåé – 
òðåóãîëüíèêîâ, îõâàòûâàþùèõ êîíòóð ýëåêòðîäîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 
ïëîòíîñòü òðåóãîëüíèêîâ íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü â îáëàñòè ïðîëåòíîãî 
êàíàëà àíîäà è ýìèññèîííîé ÷àñòè êàòîäà. Òàêîå íàíåñåíèå ñåòêè 
óâåëè÷èò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â ýòèõ 
îáëàñòÿõ. Âñþ ïîâåðõíîñòü ýëåêòðîäîâ íå ñòîèò ðàçáèâàòü ïëîòíîé ñåòêîé 
ìåëêèõ òðåóãîëüíèêîâ, ò.ê. óâåëè÷åíèå èõ êîëè÷åñòâà ïðèâîäèò ê 
ñóùåñòâåííîìó çàìåäëåíèþ ðàñ÷åòà ñòðóêòóðû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. 
Òðåóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà îáëàäàåò ÿâíûì ïðåèìóùåñòâîì, ïåðåä çà÷àñòóþ 
èñïîëüçóåìîé ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêîé, ò.ê. èç òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî 
ñîçäàòü ïîâåðõíîñòü ëþáîé êîíôèãóðàöèè ñ òðåáóåìûì ïðèáëèæåíèåì è, 
ñëåäîâàòåëüíî, íàïèñàòü óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïîâåðõíîñòåé 
ýëåêòðîäîâ ïðîèçâîëüíûõ ôîðì. 

Äëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëè ýëåêòðîííîé ïóøêè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü 
êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó òèïà 3D Studio Max [7], êîòîðàÿ îáëàäàåò 
íàèáîëüøèì íàáîðîì èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. 
3D Studio Max ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî ìîäåëèðîâàòü òðåõìåðíûå 
îáúåêòû ëþáîé ñëîæíîñòè ïðè óäîáíîì âèçóàëüíîì êîíòðîëå è ïðîâîäèòü 
èõ äàëüíåéøóþ îáðàáîòêó. Ïðèìåð ìîäåëè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1. 

 

 
 

Ðèñóíîê 1 – Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü èññëåäóåìîé ýëåêòðîííîé ïóøêè:  
1- êàòîä; 2 – àíîä (ïðîâåäåí êðèâîëèíåéíûé ñðåç àíîäà äëÿ óäîáñòâà 
ïðåäñòàâëåíèÿ òðåóãîëüíîé ñåòêè êàòîäíîé ùåëè) 

 
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ñîçäàíèÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè ñ îïòèìàëüíîé ñåòêîé 

íà ýëåêòðîäàõ 3D Studio Max ïîçâîëÿåò ýêñïîðòèðîâàòü â ôàéë âåðøèíû 
òðåóãîëüíèêîâ, èñïîëüçóåìûå äàëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû 
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. 

 
2 ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ 

ÏÎËß 
Ïîñëå çàäàíèÿ íàáîðà âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ðàññ÷èòûâàåòñÿ 

ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 
(çàðÿäîâûõ ïëîòíîñòåé) [8,9], êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò îòûñêàíèå ðåøåíèÿ 
çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íå âî âñåé îáëàñòè, à 
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ëèøü â êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê (â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ). Ñóòü ìåòîäà 
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýëåêòðîäû ñ çàäàííûìè íà íèõ ïîòåíöèàëàìè 
(êðàåâûå óñëîâèÿ) àïïðîêñèìèðóþòñÿ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì 
ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ. 

Â äàííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ 
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè 
ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà íà ýëåêòðîäàõ (ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â 
ïðåäåëàõ òðåóãîëüíèêà – ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ), ïðè ýòîì íà ãðàíèöàõ 
îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäîâ íåïðåðûâíà, íî 
äîïóñêàþòñÿ ðàçðûâû åå ïðîèçâîäíûõ. 

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ëåæèò íà 
ïîâåðõíîñòè òðåóãîëüíèêà è åå îñü Oz  ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé 
ïîâåðõíîñòè. Òîãäà, â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà 
òðåóãîëüíèêå, ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå äîïóùåíèÿ î åå êóñî÷íî-
ëèíåéíîì âèäå, îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ: 
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      (1) 

 
ãäå ( ),x yµ  – ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè òðåóãîëüíèêà; 

, 1...3i ix y i =  – êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà â 

ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñüþ Oz  íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè òðåóãîëüíèêà; 
1..3i iµ =  – ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ 

âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà, 11k , 12k  … è d  – ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè 

ìàòðèö. 
Ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P  ñ êîîðäèíàòàìè ( ), ,P P Px y z , 

ñîçäàâàåìûé òðåóãîëüíèêîì ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ 
çàðÿäîâ ( ),x yµ  èìååò âèä: 

 

2 2 2
0

1 ( , )
( , , )

4 ( ) ( )
P P P

S P P p

x y
U x y z dS

x x y y z

µ
πεε

=
− + − +

∫∫ ,  (2) 

 
ãäå S  – ïîâåðõíîñòü òðåóãîëüíèêà. 

Âûðàæåíèå (2) ñ ó÷åòîì (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: 
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1 11 12 13 2 21 22 23 3 31 32 33( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )p p p

I k k k I k k k I k k k
U x y z

d

µ µ µ+ +
= , (3) 

 

ãäå èíòåãðàëû 11 12 13( , , )I k k k … îïðåäåëÿþòñÿ êàê: 
 

1 2 3
1 2 3

2 2 2
( , , )

( ) ( )S p p p

k x k y k
I k k k dS

x x y y z

+ +
=

− + − +
∫∫ .  (4) 

 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî iµ  âõîäèò â (3) ëèíåéíûì îáðàçîì, à èíòåãðàëû 

(4) çàâèñÿò ëèøü îò ãåîìåòðèè çàäà÷è. Â ñëó÷àå ãðóïïû òðåóãîëüíèêîâ, 
ïîòåíöèàë â ëþáîé òî÷êå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñóïåðïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ, 
ñîçäàâàåìûõ êàæäûì òðåóãîëüíèêîì â îòäåëüíîñòè. 

Ïóñòü èìååòñÿ N âåðøèí, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ çàäàí ïîòåíöèàë iU  

(èç êðàåâûõ óñëîâèé). Òîãäà äëÿ i -îé âåðøèíû âîñïîëüçîâàâøèñü 
ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè è (3) ìîæíî çàïèñàòü: 

 

1

, 1
N

i j ij
j

U a i Nµ
=

= =∑ … .    (5) 

 

Òàêèì îáðàçîì èìååì ñèñòåìó èç N óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñòíûìè: 
 

=Αμ U ,     (6) 

ãäå A  – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà [N×N]; μ  – âåêòîð-ñòîëáåö èç N ñòðîê, 

ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäîâ â 
òî÷êàõ-âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ìàòðèöû A  
çàâèñèò ëèøü îò ãåîìåòðèè, à U  – îò êðàåâûõ óñëîâèé. Ðåøèâ ýòó 
ñèñòåìó è íàéäÿ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ â êàæäîé 
âåðøèíå òðåóãîëüíèêà, ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ è èõ 
ïðîèçâîäíûõ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âîñïîëüçîâàâøèñü (3) è 
ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè. Ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà íàõîäÿòñÿ 
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4). 

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå 
êâàäðàòíîé ìàòðèöû A  ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèåì êîòîðîé 
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö, îïèñûâàþùèé ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà 
ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
èñïîëüçóåòñÿ LU-ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè èçìåíåíèè 
ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ (äëÿ çàäàííîé èõ êîíôèãóðàöèè) íå 
ïðîèçâîäèòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîâòîðíî, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè 
ýêîíîìèò âðåìÿ âû÷èñëåíèé. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå 
ïðîñòðàíñòâà, ïðèáëèæåííîé ê íåêîòîðîé îñè Oz  ñèñòåìû, ïðèìåíÿåòñÿ 
åãî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2
0 1 2 0 2 0

3 2
3 1 3 1

4 2 2
4 2 0 0 4

4
0 2 4 ,

( , , ) /4 /4

/8 3 /8

( ) ( ) /12 ( ) /64 /32 6

/64 /12 ...

IV IV

IV

U x y z U z U z x U z U z x U z U z y

U z U z x U z U z xy

U z U z U z x U z U z x y

U z U U y

′′ ′′   = + + − − + +   
′′ ′′   + − − + +   

   ′′+ − + + − +   
 ′′+ + + + 

%

(7) 
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ãäå ( )0U z  – ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà îñè ñèñòåìû, ( )1U z , 

( )2U z , ( )3U z , ( )4U z  – ìóëüòèïîëüíûå êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, 

0U′′  è 0
IVU  – ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà îñè 

ñèñòåìû. 
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íåîáõîäèìû 

âåëè÷èíû èõ íàïðÿæåííîñòè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòíûì 
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîòåíöèàëîâ (7): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
1 2 0 3 1

2 3
3 1 4 2 0

2
0 4

2 /4 3 /8

3 /8 4 ( ) ( )/12 ( ) /64

2 /32 6 ...

x

IV

IV

U
E U z U z U z x U z U z x

x

U z U z y U z U z U z x

U z U z xy

∂ ′′ ′′   = − = − − − − − +   ∂
 ′′ ′′ + + − − + −   

 − − + 

   (8) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 0 3 1

2 3
0 4 0 2 4 ;

2 /4 2 3 /8

2 /32 6 4 /64 /12 ...

y

IV IV

U
E U z U z y U z U z xy

y

U z U z x y U z U U y

∂ ′′ ′′   = − = + + + + +   ∂

   ′′− − − + + +   

      (9) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0 1 2 0 2 0

3 2
3 1 3 1

/4 /4

/8 3 /8 ...

z
U

E U z U z x U z U z x U z U z y
z

U z U z x U z U z xy

∂ ′ ′ ′ ′′′ ′ ′′′   = = + + − − + +   ∂
′ ′′′ ′ ′′′   + − − + +   

   (10) 

 
Ïðè âçÿòèè ÷àñòîé ïðîèçâîäíîé îò ïîòåíöèàëà (7) ïî êîîðäèíàòå z , íå 

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ  i+j≤3 ñîñòàâëÿþùèå ( )i jx y  ìîæíî óáðàòü â 

ñèëó èõ ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïîòåíöèàëà äîñòàòî÷íî 
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ i+j≤4. 

Îïðåäåëåíèå ìóëüòèïîëüíûõ êîìïîíåíò ( )1U z , ( )2U z , ( )3U z , ( )4U z  è 

èõ ïðîèçâîäíûõ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 
ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäîâ. Âû÷èñëåííûå êîìïîíåíòû 
íàïðÿæåííîñòè ïî ôîðìóëàõ (8)-(10) äàëåå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
òðàåêòîðíûõ óðàâíåíèé. 

 
 

3 ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÐÀÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ 
Áåç ó÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö óðàâíåíèÿ [8] 

ïðèíèìàþò çíà÷èòåëüíî óïðîùåííûé âèä: 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1

1

x z

y z

x q mv x y E x E v

y q mv x y E y E v

 ′′ ′ ′ ′= + + −


′′ ′ ′ ′= + + −

,  (11) 

 
ãäå q , m  è v  – çàðÿä, ìàññà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî. 

Äåëàÿ çàìåíó 2 2mv qU= , â óðàâíåíèÿõ (11), ÷òî ñëåäóåò èç çàêîíà 

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ: 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
1

2
1

1
2

x z

y z

x x y E x E
U

y x y E y E
U

 ′′ ′ ′ ′= + + −

 ′′ ′ ′ ′= + + −


,   (12) 

 
ãäå U  – ýíåðãèÿ â ýëåêòðîí-âîëüòàõ, ñîñòîÿùàÿ èç íà÷àëüíîé òåïëîâîé 

ýíåðãèè âûëåòà TU  è ýíåðãèè U% , ïîëó÷åííîé ýëåêòðîíîì ïðè 

ïðîõîæäåíèè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ÒU U U= + % . 

Ïðè óñëîâèè, ÷òî êàòîä èìååò íóëåâîé ïîòåíöèàë, à ïîòåíöèàëû â 
ñèñòåìå ýëåêòðîäîâ çàäàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî 

ýíåðãèÿ U%  ýëåêòðîíà, âûëåòåâøåãî èç êàòîäà è íàõîäÿùåãîñÿ â 
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, ðàâíà ïîòåíöèàëó ýëåêòðè÷åñêîãî 
ïîëÿ â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ðàñ÷åòíûå òðàåêòîðíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîíà 
ïðèìóò îêîí÷àòåëüíûé âèä: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1
1

2

1
1 .

2

x z
Ò

y z
Ò

x x y E x E
U U

y x y E y E
U U

 ′′ ′ ′ ′= + + − +

 ′′ ′ ′ ′= + + −
 +

%

%

  (13) 

 
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðàâíåíèé (13) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîøàãîâûé 

ìåòîä Ýâåðõàðòà [10,11]. 
 
Ñóòü ìåòîäà Ýâåðõàðòà ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè ïðàâîé ÷àñòè 

òðàåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ òèïà 
2

( , , ')
2

d y
f z y y

dz
=  â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z  â îêðåñòíîñòè 1 0z = , è èíòåãðèðîâàíèÿ åãî 
ïî z : 

 
2'' ( , , ') ... .0 1 2

My f z y y f A z A z A zM= = + + + +   (14) 

 
Ñòåïåíü M  îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ìåòîäà, à ñàì ïîëèíîì (14) íå 

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà, ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû iA  îïðåäåëÿþòñÿ èç 

óñëîâèé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè 0z z h= +  êîíå÷íûìè 
ðàçëîæåíèÿìè ðåçóëüòàòîâ èíòåãðèðîâàíèÿ (14). Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ 
êîýôôèöèåíòîâ iA  ïîäðîáíî îïèñàíà â [10]. 

Äàëüíåéøåå íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ òðàåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê 
íàõîæäåíèþ óçëîâ ðàçáèåíèÿ iz  ñ øàãîì h . Çíà÷åíèÿ ( )y z  

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ: 
 

2 3 4 1
1 2 3

...0 0 2 3 4 1

MA z A z A z A zMi i i iy y f zi i M

+ 
 = + + + + + +
 +
  

,  (15) 

 
à êîððåêòèðóþùåå óðàâíåíèå: 
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( )
2 3 4 1

1 2 3
...0 0 2 3 4 1

MA z A z A z A zM
y z y f z

M

+
= + + + + + +

+
      (16) 

 
äàåò çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êîíöå øàãà h . 

Â àëãîðèòìå Ýâåðõàðòà êîíòðîëü øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ïî âåëè÷èíå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ (16) è ðåãóëèðóåòñÿ 
êîíòðîëüíûì ïàðàìåòðîì L , êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü 

âû÷èñëåíèé 10 L− . 
Íîâûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ *h  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: 
 

1

110
*

L M
h

H

−  +
 =
 
 

,   (17) 

ãäå 

1
11

AMH
MM z

=
++

. 

Ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåññà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âî ìíîãîì 
çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî øàãà. Äëÿ óðàâíåíèé â íîðìàëèçîâàííîì 
âèäå â êà÷åñòâå òàêîãî øàãà ïðåäëîæåíà âåëè÷èíà, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì 
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîðÿäêà M  îíà 
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé: 

 

0,40,50 11

MLh  =  
 

. 

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà L  îïðåäåëÿåòñÿ îïûòíûì ïóòåì â 
çàâèñèìîñòè îò òèïà èíòåãðèðóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè 
æå L  ñëèøêîì ìàëî, øàã ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøèì è ýòî 
óõóäøèò ñõîäèìîñòü, à òàêæå òî÷íîñòü ìåòîäà. Ïðè ñëèøêîì áîëüøèõ 
çíà÷åíèÿõ L  èíòåãðèðîâàíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òî÷íî, íî ìåòîä áóäåò 
íåýôôåêòèâåí ïî çàòðàòàì ìàøèííîãî âðåìåíè. 

 
4.ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà àïðîáàöèè âûøå îïèñàííîé ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî 
àíàëèçà íà ñåðèè ðèñ.3à,á,â ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ÝÏ â 
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âî âíóòðåííåãî ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðîííîé ïóøêè 
(êàòîä-àíîä) ïðè UÀ=4000 Â. 

Èç ðèñ.3à ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òîêà â ïîïåðå÷íîì 
ñå÷åíèè íà ðàññòîÿíèè 0.2 ìì îò êàòîäà ïðàêòè÷åñêè ðàâíîìåðíîå ñ 
íåáîëüøèì ãðàäèåíòîì ïî âåðòèêàëè, ÷òî îáóñëîâëåíî â áîëüøå ñòåïåíè 
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ïëîòíîñòü ýìèññèè ðàâíîìåðíà ïî âñåé 
ïîâåðõíîñòè êàòîäà, ìàêñèìàëüíîå óãëîâîå îòêëîíåíèå ýìèòèðîâàííûõ 
ýëåêòðîíîâ îò îñè ñèñòåìû – íå áîëåå °15 . Äàëüíåéøåå ôîðìèðîâàíèå 
ñòðóêòóðû ÝÏ â ïðîñòðàíñòâå ïóøêè, âïëîòü òî âõîäà â àíîäíóþ ùåëü íà 
ðàññòîÿíèè 1,0 ìì îò êàòîäà (ðèñ.3á), ïðîèñõîäèò áåç ñóùåñòâåííûõ 
èçìåíåíèé. Îäíàêî, ïðè âõîæäåíèè â àíîäíóþ ùåëü çàìåòíî 
çíà÷èòåëüíîå âîçäåéñòâèå íà ÝÏ ôîêóñèðóþùåé ëèíçû àíîäà, êîòîðîå 
ïðîÿâëÿåòñÿ â ñèëüíîì ñæàòèè ïî âåðòèêàëè è ðàñòÿæåíèè ïî 
ãîðèçîíòàëè ÝÏ (ðèñ.3â)., ò.å. îêîí÷àòåëüíîì ôîðìèðîâàíèè ëåíòî÷íîãî 
ÝÏ ïåðåä âõîæäåíèåì â ôîêóñèðóþùåå ìàãíèòíîå ïîëå. 
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Ðèñóíîê  3 – Ìèêðîñòðóêòóðà ýëåêòðîííîãî ïó÷êà â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ: 

 0,2 ìì îò êàòîäà – íà÷àëî ôîðìèðîâàíèÿ ïó÷êà (à); 1,0 ìì îò êàòîäà – 
ôîðìèðîâàíèå ïó÷êà ïåðåä àíîäíîé ùåëüþ (á); 1,4 ìì îò êàòîäà – ïó÷îê 
ïîñëå àíîäíîé ùåëè (â) 
 

à 

á 

â 
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 
Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí è àïðîáèðîâàí àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî 

àíàëèçà ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà â íåîäíîðîäíîì 
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ñîçäàííîì ýëåêòðîäàìè òðåõìåðíîé êîíôèãóðàöèè. 
Äàííûé àëãîðèòì ó÷èòûâàåò òåïëîâîé ðàçáðîñ ñêîðîñòåé, óãëîâîå 
îòêëîíåíèå, îñåäàíèå ýëåêòðîíîâ íà ýëåêòðîäàõ ñ ïîñëåäóþùèì 
ïåðåñ÷åòîì òîêà ïó÷êà. Íà ïðèìåðå äèîäíîé ïóøêè ïîêàçàíà 
âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî àíàëèçà, 
êîòîðàÿ ðàíåå áûë àïðîáèðîâàíà íà ñèñòåìàõ ôîðìèðîâàíèÿ ñ àêñèàëüíîé 
ñèììåòðèåé [12]. 

 
SYMMARY 

 
NUMERAL MODELING OF RIBBON ELECTRON BEAM FORMING IN THE 

INHOMOGENEOUS FIELD OF DIODE GUN 
 
A.A. Drozdenko 
Sumy State University, R.-Korsakova Str., 2, Sumy, 40007  

 
The algorithm is presented for the numerical analysis of forming processes of ribbon electron 

beam in the inhomogeneous electric field, created the electrodes of three-dimensional 
configuration. The offered algorithm is taken into account by thermal variation of velocities, 
angular rejection, settling of electrons on electrodes with the subsequent count of beam current. 
The results of algorithm approbation are resulted of concrete diode electron gun 3-D model. 
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