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ВСТУП 5

ВСТУП

Навчальний посiбник укладений у вiдповiдностi до програми курсу
загальної фiзики для iнженерних спецiальностей унiверситету.

Дана частина посiбника присвячена механiцi, яка є роздiлом фiзи-
ки, що вивчає механiчний рух, тобто змiну положення тiла вiдносно iн-
ших тiл. На практицi для опису руху з тiлом вiдлiку зв’язують будь-яку
систему координат, найчастiше декартову, а також годинник, що про-
водить вiдлiк часу. Опис реального руху тiл в математичному планi на-
стiльки складний, що вивчаючи його, необхiдно не враховувати несут-
тєвi деталi для данного руху. З цiєю метою використовують iдеалiзацiї,
можливiсть використання яких залежить вiд конкретного характеру за-
дачi, а також степеня точностi, з яким необхiдно розв’язати задачу.
Основними iдеалiзацiями в механiцi є поняття матерiальної точки, тобто
тiла, розмiрами якого в умовах даної задачi можна знехтувати; i абсо-
лютно твердого тiла – тiло як сукупнiсть матерiальних точок, вiдстань
мiж якими пiд час руху не змiнюється.

При самостiйному розв’язаннi задач слiд дотримуватися такої мето-
дологiї:
а) детально опрацювати теоретичний матерiал за одним iз пiдручникiв:
Савельев И.В. Курс физики. – Т.1, 1989; Дущенко В.П., Кучерук I.М.
Загальна фiзика: Фiзичнi основи механiки: Молекулярна фiзика i тер-
модинамiка. – 1993 i т.п.;
б) уважно переглянути зразки розв’язання задач з даної теми;
в) записати коротко умову (всi числовi значення фiзичних величин
подати в системi СI), зробити рисунок до задачi;
г) з’ясувати, якi закони слiд використати при розв’язаннi задачi i
виписати необхiднi рiвняння;
д) провести математичнi викладки й отримати розв’язок у загальному
виглядi, i лише потiм провести числовi розрахунки; вiдповiдь записати з
точнiстю до трьох значущих цифр (див. додаток A);
е) перевiрити, чи дає розрахункова формула правильну розмiрнiсть; за
необхiдностi провiрити розв’язок у граничних випадках.

З метою полегшення користування посiбником до кожної з тем на-
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веденi необхiднi теоретичнi вiдомостi. У кiнцi кожної частини посiбника
подано необхiднi довiдковi данi.
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1 ОСНОВИ КIНЕМАТИКИ

Кiнематика – це роздiл механiки, що вивчає способи опису руху тiла,
незалежно вiд причин, що визвали цей рух.

1.1 Кiнематика матерiальної точки

Положення матерiальної точки (тiла) в кожний момент часу задаєть-
ся як радiус-вектор ~r(t) (див. рис. 1.1), проведений iз початку вiдлiку
координат 0 в точку розмiщення тiла в момент часу t. Геометричне мiсце
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Рисунок 1.1

кiнцiв радiуса-вектора~r – називають траєкторiєю матерiальної точки.
Шляхом s називають довжину вiдрiзка траєкторiї, пройдений точ-

кою за даний вiдрiзок часу.
Вектор перемiщення ∆~r – це прирiст вектора ~r за час ∆t (див.

рис. 1.1).
Середнiм вектором швидкостi 〈~υ〉 за час ∆t називають вiдношен-

ня
〈~υ〉 = ∆~r/∆t. (1.1)

Миттєвим вектором швидкостi називають границю вiдношення
∆~r/∆t при ∆t→ 0:

~υ = lim
∆t→0

∆~r/∆t = d~r/dt. (1.2)
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Середньою шляховою швидкiстю називають скалярну величину,
яка дорiвнює вiдношенню шляху s, пройденого точкою за вiдрiзок часу
∆t = t2 − t1, до величини цього вiдрiзка:

υср.шл =
s

∆t
=

1
∆t

t2∫
t1

|~υ|dt. (1.3)

Вектор прискорення ~a визначає швидкiсть змiни вектора швид-
костi з часом:

~a = lim
∆t→0

∆~υ/∆t = d~υ/dt. (1.4)

Часто виникає обернена задача – знайти ~υ(t) i ~r(t), знаючи ~a(t). Цi
величини знаходять iнтегруванням:

~υ(t) = ~υ0 +
∫ t

0
~a(t′)dt′; ~r(t) = ~r0 +

∫ t

0
~υ(t′)dt′, (1.5)

де ~υ0,~r0 – початковi швидкiсть i положення тiла.
Приклад 1.1 Точка рухається в площинi, причому її декартовi коорди-
нати визначаються рiвняннями: x = A cosωt, y = B sinωt, де A, B,
ω – сталi. По якiй траєкторiї рухається точка? Знайти її прискорення.

Р о з в’я з о к. Виключимо час t iз даних рiвнянь таким чином:

(x/A) = cosωt ⇒ cos2 ωt = (x/A)2,

(y/B) = sinωt ⇒ sin2 ωt = (y/B)2.

Iз тригонометричної рiвностi cos2 α+ sin2 α = 1 випливає

(x/A)2 + (y/B)2 = 1. (1.6)

Отже, отримали рiвняння елiпса, тому рух точки вiдбувається по елiпсу.
У декартових координатах радiус-вектор записується у виглядi ~r =

= x~ex + y~ey, а прискорення – ~a = ẍ~ex + ÿ~ey. Диференцiювання дає

ẋ = −Aω sinωt, ẍ = −Aω2 sinωt = −ω2x;

ẏ = Bω cosωt, ÿ = −Bω2 sinωt = −ω2y,
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таким чином,

~a = −ω2x~ex − ω2y~ey = −ω2(x~ex + y~ey) = −ω2~r.

Прискорення направлене до центра елiпса i пропорцiйне~r.
Перевiрка розмiрностi: [a] = [ω]2[r] = м/c2.

Приклад 1.2 Трамвай рухається прямолiнiйно вiд зупинки A до наступ-
ної зупинкиB з прискоренням, що змiнюється за законом a = c−bx, де
c, b – додатнi сталi; x– вiдстань вiд нього до зупинкиA. Знайти вiдстань
мiж цими зупинками i максимальну швидкiсть трамвая.

Р о з в’я з о к. Спочатку знайдемо залежнiсть швидкостi υ вiд x. За
вiдрiзок часу dt прирiст швидкостi dυ = a dt. Зведемо цей вираз до
вигляду, зручного для iнтегрування, скориставшись тим, що dt = dx/υ,
тодi

υdυ = (c− bx)dx.

Взявши iнтеграл з лiвої частини вiд 0 до υ, з правої – вiд 0 до x,
отримаємо

υ2/2 = cx− bx2/2,

або
υ =

√
2cx− bx2.

Звiдси випливає, що вiдстань мiж зупинками, тобто точками, в яких υ =
= 0, є x0 = 2c/b.

Максимальну швидкiсть знайдемо з умови, що пiдкореневий вираз
досягає максимуму:

f(x) = 2cx− bx2; f ′(x) = 2c− 2bx;

f ′(xmax) = 0 ⇒ 2c− 2bxmax = 0 ⇒ xmax = c/b ⇒ fmax = c2/b,

тому
υmax =

√
fmax = c/

√
b.

Перевiрка розмiрностi: враховуючи, що [c] = м/с2, [b] = 1/с2

отримаємо

[υ] = [c]1/2[x]1/2 =
м1/2

с
· м1/2 =

м
с
, [υ] = [b]1/2[x] =

1
с
· м =

м
с
,
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[υmax] =
[c]
[b]1/2

=
м · с−2

с
=

м
с−2

.

1.2 Тангенцiальне i нормальне прискорення

Будемо вважати, що траєкторiя руху матерiальної точки вiдома.
Положення точки A визначається дуговою координатою l, яка дорiвнює
вiдстанi вздовж траєкторiї вiд початку вiдлiку O (див. рис. 1.2). Рух тiла
заданий, якщо вiдома траєкторiя, початок вiдлiку O, додатний напрямок
вiдлiку дугової координати l i закон руху тiла l(t).
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Рисунок 1.2 Рисунок 1.3 Рисунок 1.4

Швидкiсть тiла ~υ = υτ~τ , де ~τ – одиничний вектор, зв’язаний з
точкою A i направлений по дотичнiй до траєкторiї в бiк зростання дугової
координати l; υτ = dl/dt – проекцiя вектора ~υ на напрямок вектора ~τ .

Прискорення тiла

~a = d~υ/dt = (dυτ/dt)~τ + υτ (d~τ/dt).

Враховуючи, що ~̇τ = (dϕ/dt)~n, де ~n – орт нормалi до траєкторiї,
направлений до центра кривизни траєкторiї, iз рис. 1.3 dϕ = ds/R =
= υτdt/R, де R – радiус центра кривизни траєкторiї, отримаємо ~̇τ =
= (υτdt/R)~n, тому можемо записати

~a = ~aτ + ~an = (dυτ/dt)~τ + (υ2
τ/R)~n, (1.7)

де ~n – одиничний вектор нормалi до траєкторiї в точцi A, направлений
до центра кривизни; aτ = (dυτ/dt)τ – тангенцiальне прискорення,
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яке характеризує змiну швидкостi за величиною; ~an = (υ2
τ/R)~n –

нормальне (або доцентрове) прискорення, яке характеризує змiну
швидкостi за напрямком; R – радiус кривизни.

Модуль повного прискорення

a =
√

a2
τ + a2

n =
√

(dυτ/dt)2 + (υ2
τ/R)2. (1.8)

Приклад 1.3 Точка A рухається по дузi кола радiусом R. Її швидкiсть
залежить вiд дугової координати l за законом υ = a

√
l, де a – стала.

Знайти залежнiсть вiд l кута α мiж вектором повного прискорення i
вектором швидкостi.

Р о з в’я з о к. Кут α можна знайти iз виразу tgα = an/aτ (див.
рис. 1.4). Знайдемо an i aτ :

an = υ2/R = a2l/R

at =
dυ
dt

=
dυ
dl

dl
dt

=
dυ
dl
υ =

a

2
√
l
a
√
l =

a2

2
,

звiдки tgα = 2l/R.

1.3 Рiвномiрний i рiвноприскорений прямолiнiйнi рухи

Характеристики рiвномiрного (~υ = const) i рiвноприскореного (~a =
= const) рухiв вздовж осi x наведенi в табл. 1.1.

Таблиця 1.1
Величина υ = const a = const
Перемiщення x = x0 + υt x = x0 + υ0t+ a t2/2
Швидкiсть υ = (x− x0)/t υ = υ0 + a t
Прискорення a = 0 a = (υ − υ0)/t =

(υ2 − υ2
0)/(2(x− x0))
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1.4 Рух тiла, кинутого пiд кутом до горизонту

Вздовж осi x вiдбувається рiвномiрний рух з швидкiстю υ0x =
= υ0 cosα, а вздовж осi y – рiвноприскорений пiд дiєю прискорення
вiльного падiння – g = 9, 8 м/с2.

Траєкторiя руху тiла в параметричному виглядi{
x = υ0xt,
y = υ0yt− gt2/2,

(1.9)

де υ0x = υ0 cosα, υ0y = υ0 sinα – проекцiї початкової швидкостi на осi
x, y вiдповiдно. Виключаючи час t, який у даному випадку вiдiграє роль
параметра, отримаємо рiвняння параболи:

(y −H) = −g (x− L/2)2 /(2υ2
0x), (1.10)

де H = υ2
0y/2g, L/2 = υ0xυ0y/g – координати центра параболи (див.

рис. 1.4).
Швидкiсть тiла i її модуль в кожний момент часу

~υ = υx~ex + υy~ey, υ =
√
υ2

x + υ2
y , (1.11)

де υx = υ0x = υ0 cosα, υy = υ0y − gt проекцiї швидкостi на осi x та y
вiдповiдно.

Максимальну висоту пiдняття тiла H визначають iз умови, що в цiй
точцi υy = 0, звiдки час пiдняття τH = υ0y/g, а

H = ymax = υ0yτH − gτ2
H/2 = υ2

0y/(2g) = (υ2
0/2g) sin2 α. (1.12)

Дальнiсть польоту знаходять iз умови y = 0, x = L. Перша умова
дає час польоту τL = 2υ0y/g, звiдки

L = xmax = υ0xτL = 2υ0xυ0y/g = (υ2
0/g) sin 2α, (1.13)

причому максимальна дальнiсть польоту досягається при α = 45◦ i
дорiвнює Lmax = υ2

0/g.
Примiтка – Аналогiчно знаходять характеристики руху тiла, кинутого
вертикально вгору, а також iз уступу горизонтально до поверхнi землi.
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Приклад 1.4 Тiло кинули пiд кутом α = 60◦ до горизонту з початковою
швидкiстю 200 м/с. Записати рiвняння траєкторiї, за яким визначити
найбiльшу висоту пiдняття, дальнiсть польоту. Знайти радiус кривизни
траєкторiї руху тiла у момент часу τ = 2 с.

Р о з в’я з о к. Рiвняння траєкторiї в параметричному виглядi має
вигляд {

x = υ0 cosαt = 100,
y = υ0 sinαt− gt2/2 =

√
3 100 t− 4, 9t2.

Iз першого рiвняння системи отримаємо t = x/100, пiдставимо в друге
рiвняння y =

√
3x−4, 9·10−4x2 ⇒ y = −4, 9·10−4(x2−2·1767,4x+

+ 1767, 42)− 1530,6. У результатi рiвняння траєкторiї набуває вигляду:

y − 1530, 6 = −(x− 1767, 4)2,

з якого отримаємо максимальну висоту пiдйому H = 1530, 6 м,
дальнiсть польоту L = 2 · 1767, 4 = 3534,8 м.

У момент часу τ для повного прискорення можемо записати

a2 = (υ2(τ)/R)2 + (dυ/dt)2.

З iншого боку, рух тiла вiдбувається тiльки пiд дiєю прискорення
вiльного падiння, тому a2 = g2, звiдки

g2 = υ4(τ)/R2 + (dυ/dt)2 ⇒ R = υ2(τ)/
√

g2 − (dυ/dt)|t=τ .

Модуль швидкостi i похiдна вiд нього дорiвнюють:

υ(t) =
√
υ2

0x + (υ0y − gt)2,

dυ
dt

=
1

2
√
υ2

0x + (υ0y − gt)2
2(υ0y − gt)(−g) = −

g(υ0y − gt)
υ(t)

,

тому

R =
υ3√

g2υ2(τ)− g2(υ0y − gτ)2
=

(υ2
0 cos2 α+ (υ0 sinα− g t)2)3/2

gυ0 cosα
=
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=
(1002 + (

√
3 · 100− 9.81 · 2)2)3/2

9.81 · 100
(м) = 6, 28 · 103 (м) = 6, 28 (км).

Перевiрка розмiрностi:

[R] =
[υ]3

[g][υ]
=

[υ]2

[g]
=

м2· с−2

м· с−2
= м.

1.5 Рух матерiальної точки навколо нерухомої осi

Для нескiнченно малого кута повороту dϕ елементарне перемiщення
d~r точки A (див. рис. 1.6) дорiвнює d~r = [d~ϕ,~r], де напрямок вектора
d~ϕ визначається правилом правого гвинта.

Кутова швидкiсть
~ω = d~ϕ/dt. (1.14)

Кутове прискорення
~ε = d~ω/dt. (1.15)

Зв’язок мiж лiнiйними i кутовими величинами:

~υ = [~ω,~r], υ = ωR; ~a = ~aτ + ~an,
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a =
√

a2
τ + a2

n = R
√
ε2 + ω4, (1.16)

де ~aτ = [~ε,~r], aτ = εR – тангенцiальне прискорення i його модуль; ~an =
= [~ω, [~ω,~r]], an = ω2R – нормальне прискорення i його модуль.

1.6 Задачi для самостiйного розв’язку

1.1 Першу чверть шляху мотоциклiст проїхав зi швидкiстю υ1 =
= 10, 0 м/с, другу – зi швидкiстю υ2 = 15, 0 м/с, третю – зi швидкiстю
υ3 = 20, 0 м/с i останню – зi швидкiстю υ4 = 5, 0 м/с. Визначити
середню швидкiсть мотоциклiста на всьому шляху.
1.2 Матерiальна точка рухалася протягом t1 = 15, 0 с зi швидкiстю
υ1 = 5, 0 м/с, t2 = 10, 0 с зi швидкiстю υ2 = 8 м/с i t3 = 6, 0 с зi
швидкiстю υ3 = 20, 0 м/с. Яка середня швидкiсть 〈υ〉 точки?
1.3 Тiло пройшло першу половину прямолiнiйного шляху за час t1 =
= 2 с, другу – за час t2 = 8, 00 с. Визначити середню швидкiсть 〈υ〉 тiла,
якщо довжина шляху s = 20 м.
1.4 Щосекунди частинка перемiщується на половину вiдстанi s0 мiж
нею i другою нерухомою частинкою. Як змiнюється вiдстань мiж ними?
Чи зустрiнуться частинки?
1.5 Визначити швидкiсть зустрiчного вiтру υ, якщо пiд час руху
автобуса зi швидкiстю υ1 = 54, 0 км/год краплини дощу, якi мають
вертикальну складову швидкостi υ2 =10,0 м/с, утворюють на вiконному
склi автобуса смуги пiд кутом α = 30◦

1.6 Визначити час польоту лiтака t мiж двома пунктами, що розташо-
ванi на вiдстанi s = 500 км, якщо швидкiсть лiтака вiдносно повiтря
υ1 = 100 м/с, а швидкiсть зустрiчного вiтру, направленого пiд кутом
α = 30◦ до напрямку руху, υ2 = 30 м/с.
1.7 Двi прямi дороги перетинаються пiд кутомα = 60◦. Вiд перехрестя
одночасно почали вiддалятися двi машини. Одна зi швидкiстю υ1 =
= 60 км/год, друга – υ2 = 80 км/год. Визначити швидкостi υ′, υ′′, з
якими машини можуть вiддалятися одна вiд одної.
1.8 Автомобiль рухається зi швидкiстю υ0 = 72 км/год пiд прямим
кутом до стiни. В момент, коли вiдстань до стiни L = 400 м, автомобiль
подає короткий звуковий сигнал. Яку вiдстань l вiн проїде до моменту,
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коли водiй почує луну? Швидкiсть звуку c = 330 м/с.
1.9 Два пiдводнi човни пливуть назустрiч один одному, кожний зi швид-
кiстю υ. З першого човна послали ультразвуковий сигнал, який вiдбив-
шись вiд другого човна, повернувся назад через час τ . Швидкiсть уль-
тразвуку c. На якiй вiдстанi розмiщувалися човни в момент посилання
сигналу?
1.10 Пасажир потягу, який рухається зi швидкiстю u = 15, 0 м/с,
помiтив, що зустрiчний потяг довжиною 210 м пройшов повз нього за
6,00 с. Визначити швидкiсть зустрiчного потягу.
1.11 Точка рухається вздовж прямої в один бiк. На рис. 1.7 поданий
графiк пройденого нею шляху s в залежностi вiд часу t. Знайти за
допомогою цього графiка: а) середню швидкiсть точки за час руху; б)
максимальну швидкiсть; в) момент часу t0, в який миттєва швидкiсть
дорiвнює середнiй швидкостi за першi t0 секунд.

 

0
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2,0 

10 20 

 M,s  

 t, c 

 
Рисунок 1.7

1.12 Залежнiсть пройденого тiлом шляху s вiд часу має вигляд s =
= At − Bt2 + Ct3, де A = 6, 00 м; B = 3, 00 м/с2; C = 4, 00 м/c3.
Знайти: а) залежнiсть швидкостi υ i прискорення a вiд часу t; б) вiдстань
s, пройдену тiлом, швидкiсть υ i прискорення a тiла через t = 2, 00 с
з початку руху. Побудувати графiк залежностi шляху s, швидкостi υ i
прискорення a вiд часу t для iнтервалу 0 ≤ t ≤ 3, 00 через 0,50 с.
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1.13 Залежнiсть пройденого тiлом шляху s вiд часу t подається рiвнян-
ням s = A+Bt+Ct2, деA = 6, 00 м;B = 3, 00 м;C = 2, 00 м/с. Знайти
середню швидкiсть 〈υ〉 i середнє прискорення 〈a〉 тiла для iнтервалу часу
1, 00 ≤ t ≤ 4, 00 с. Побудувати графiк залежностi шляху s, швидкостi υ
i прискорення a вiд часу t для iнтервалу 1, 00 ≤ t ≤ 5, 00 через 1,00 с.
Вiдповiдь: 〈υ〉 = 7, 00 м/с, 〈a〉 = 4, 00 м/с2.
1.14 Частинка рухається вздовж прямої згiдно з рiвнянням x = At3 +
+ Bt, де A = −0, 36 м/c3; B = 2, 00 м/с. Визначити середнiй модуль
швидкостi 〈|υ|〉 i модуль середньої швидкостi |〈υ〉| за першi 3,00 с з
початку руху.
1.15 Матерiальна точка рухається прямолiнiйно. Залежнiсть пройде-
ного шляху вiд часу описується рiвнянням s = 0, 50 · t + t3 (м). Визна-
чити залежнiсть швидкостi та прискорення вiд часу; середню швидкiсть
точки за другу секунду; шлях, який пройшла точка за п’яту секунду. На-
креслити графiки залежностi шляху, швидкостi i прискорення вiд часу.
1.16 Швидкiсть матерiальної точки, яка рухається вздовж осi x, визна-
чається рiвнянням υx = 0, 20 − 0, 10 · t. Знайти координату точки в мо-
мент часу t=10,0 с, якщо в початковий момент часу вона розмiщувалась
в точцi x0 = 1 м.
1.17 Швидкiсть тiла змiнюється за законом υ = At2 + CeBt, де A =
= 3, 00 м/c3;B = 1 c−1; C = 1 м/с. Знайти прискорення тiла наприкiнцi
першої секунди руху, шлях, пройдений тiлом, i середню швидкiсть за цей
час.
1.18 На висотi h1 = 100 м тiло, що вiльно падає, мало швидкiсть υ1 =
= 20 м/с. Чому дорiвнює швидкiсть на висотi h2 = 75 м?
1.19 Визначити початкову швидкiсть, яку необхiдно надати тiлу, кину-
тому вертикально вгору, щоб воно повернулося назад через t = 6, 00 с.
Чому дорiвнює максимальна висота пiдняття?
1.20 Тiло кинуте вертикально вгору з початковою швидкiстю υ0 =
= 21, 0 м/с. Визначити час мiж двома моментами проходження тiлом
позначки половини висоти. Опором повiтря знехтувати.
1.21 Тiло, кинуте вертикально вниз iз початковою швидкiстю υ0 =
= 19, 6 м/с, за останню секунду пройшло n = 1/4 частину шляху.
Визначити час падiння тiла i його кiнцеву швидкiсть. З якої висоти
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кинули тiло?
1.22 М‘яч кинули вертикально вгору зi швидкiстю υ0 = 9, 81 м/с. Пiсля
того як вiн досяг найвищої своєї точки пiдйому, з того самого мiсця, з
тiєю самою початковою швидкiстю кинули вгору другий м‘яч. Визначити
на якiй висотi м‘ячi зiштовхнуться.
1.23 Аеростат пiднiмається вгору зi швидкiстю 10,0 м/с. У момент,
коли вiн розмiщувався на висотi h = 1093 м, з нього випав камiнь.
Знайти час, за який тiло упаде на поверхню землi.
1.24 Кабiна лiфта, в якої вiдстань вiд пiдлоги до стелi дорiвнює 2,70 м,
почала пiднiматися з постiйним прискоренням 1,20 м/с2. Через 2,00 с з
початку руху зi стелi кабiни почав падати болт. Знайти: а) час вiльного
падiння болта; б) перемiщення i шлях болта за час вiльного падiння в
системi вiдлiку, зв’язаною з шахтою лiфта.
1.25 Матерiальна точка рухається в площинi XY. Визначити траєкторiю
точки, якщо її рух описаний рiвняннями: x = 2 sinωt, y = 2 cosωt. На-
креслити графiк траєкторiї.
1.26 Яка траєкторiя точки, якщо її радiус-вектор вiдносно початку
координат змiнюється за законом ~r = 2, 00 · t~ex + 8, 00 · t2~ey. Знайти
середнє значення швидкостi за час вiд t1 = 1, 00 с до t2 = 10 с.
Вiдповiдь: 〈υ〉 = 88, 9 м/с.
1.27 Рух частинки описується рiвняннями: x = 5 sin(2πt) i y =
= 5 cos(2πt). Знайти шлях, який проходить тiло за час t = 10, 3 с. Чому
дорiвнює модуль перемiщення за цей час?
1.28 Координати матерiальної точки змiнюються з часом за законами:
x = 4, 00, y = 3, 00 · t, z = 0. Знайти залежнiсть пройденого шляху вiд
часу, вiдраховуючи вiдстань вiд початкового її положення. Який шлях
пройде точка за 5 с?
1.29 Частинка рухається з прискоренням ~a = 2t~ex + 4t~ey + 3~ez.
Визначити модуль швидкостi частинки в момент часу t = 2 с, якщо в
початковий момент часу t = 0 с її швидкiсть була ~υ0 = 3, 00 ·~ex +1, 00×
× ~ey − 1, 00 · ~ez.
1.30 Тiло кинули пiд кутом α = 60◦ до горизонту з початковою
швидкiстю υ0 =200 м/с. Визначити найбiльшу висоту пiдйому, дальнiсть
польоту та радiус кривизни траєкторiї руху тiла у найвищiй її точцi.
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1.31 Тiло кинули зi швидкiстю υ0 = 20 м/с пiд кутом α = 30◦ до
горизонту. Знайти радiус кривизни траєкторiї тiла через t1=1,20 с з
початку вiльного руху.
1.32 Тiло кинули з поверхнi землi пiд кутом α = 30◦ до горизонту з
початковою швидкiстю υ0 = 10 м/с. Не враховуючи опору повiтря,
знайти: а) швидкiсть тiла в момент часу t1 = 0, 8 с; б) рiвняння
траєкторiї; в) час пiдйому i час спуску; г) дальнiсть польоту; д) радiус
кривизни траєкторiї в момент t1.
1.33 З башти висотою H = 19, 6 м в горизонтальному напрямi кинули
тiло зi швидкiстю υ0=10,0 м/с. Записати рiвняння траєкторiї тiла. Чому
дорiвнює швидкiсть тiла в момент падiння? Який кут з горизонтом
утворює ця швидкiсть?
1.34 Камiнь кинули з вишки у горизонтальному напрямi зi швидкiстю
30,0 м/с. Визначити швидкiсть, тангенцiальне i нормальне прискорення
каменя в кiнцi другої секунди з початку руху.
1.35 З висоти h = 2, 00 м над поверхнею землi в горизонтальному
напрямi кинули тiло зi швидкiстю υ0. Через деякий час це тiло впало на
землю на вiдстанi s = 7, 00 м вiд мiсця кидання. Визначити початкову
швидкiсть тiла та його швидкiсть у момент дотику до поверхнi землi.
1.36 Тiло кинули зi швидкiстю υ0 = 10, 0 м/с пiд кутом α = 30◦ до
горизонту. Знайти шлях, пройдений тiлом до падiння.
1.37 Через який час iз початку руху вектор швидкостi тiла, яке кинуте
пiд кутом α = 45◦ до горизонту з початковою швидкiстю υ0 = 10 м/с,
буде утворювати з горизонтом кут α1 = 30◦? Тiло рухається вiльно.
1.38 З поїзда, що рухається зi швидкiстю υ1 = 72, 0 км/год, у пер-
пендикулярному до руху напрямi кинули камiнь. Початкова швидкiсть
каменя вiдносно поїзда υ0 = 20, 0 м/с, а кут нахилу до горизонту α =
= 30◦. Знайти швидкiсть каменя як функцiю часу i вiдстань, яку пролетiв
камiнь.
1.39 До вертикальної труби висотою h = 3, 00 м влiтає маленька
пружна кулька зi швидкiстю u = 5, 0 м/с пiд кутом α = 30◦до горизонту.
Кулька вiдбивається вiд стiнок. Визначити час падiння кульки до основи
труби.
1.40 Iз одної точки одночасно кинули два тiла з однаковою швидкiстю
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υ0 пiд рiзними кутами α1 = 30◦ i α2 = 60◦ до горизонту. Визначити
вiдстань мiж тiлами через ∆t = 10 с з початку руху.
1.41 Знайти кутову швидкiсть ω: а) добового обертання Землi; б) часо-
вої стрiлки на годиннику; в) хвилинної стрiлки на годиннику; г) штучно-
го супутника Землi, який рухається по круговiй орбiтi з перiодом T =
= 88, 0 хв. Яка лiнiйна швидкiсть υ руху цього супутника, якщо вiдомо,
що його орбiта розташована на вiдстанi h = 200 км вiд поверхнi Землi.
1.42 Точка рухається по колу радiусом R = 30, 0 см з постiйним
кутовим прискоренням. Знайти тангенцiальне прискорення точки, якщо
вiдомо, що за 4,00 с вона зробила 3 оберти.
1.43 Колесо, що обертається рiвноприскорено, досягло кутової швид-
костi ω = 20, 0 рад/с через N = 10 обертiв з початку обертання. Знайти
кутове прискорення ε колеса. Вiдповiдь: 3,20 рад/с2.
1.44 Лiнiйна швидкiсть точок на ободi диска, що обертається, υ1 =
= 3, 00 м/с. Точки, що розмiщенi на ∆r = 10,0 см ближче до осi
обертання, мають лiнiйну швидкiсть υ2 = 2, 00 м/с. Скiльки обертiв за
секунду робить диск.
1.45 Колесо, обертаючись рiвноприскорено, за час t = 1,00 хв
зменшило свою частоту з n1 = 300 об/хв до n2 = 180 об/хв. Знайти
кiлькiсть обертiв N за цей час.
1.46 Скiльки обертiв зробили колеса автомобiля пiсля включення галь-
ма до повної зупинки, якщо в момент початку гальмування автомобiль
мав швидкiсть υ0 = 60, 0 км/год i зупинився за t = 3, 00 с з початку
гальмування? Дiаметр колiс D = 0, 70 м. Чому дорiвнює середнє кутове
прискорення колiс при гальмуваннi?
1.47 На цилiндр, який може вiльно обертатись навколо горизонтальної
осi, намотана нитка. До кiнця нитки прив’язали вантаж i надали йому
можливiсть опускатися. Рухаючись рiвноприскорено, вантаж за час t =
= 3 с опустився на h = 1, 50 м. Знайти кутове прискорення ε цилiндра,
якщо його радiус r = 4, 00 см.
1.48 Матерiальна точка рухається по колу радiусомR = 4 м. Закон ру-
ху s = 8, 00− 2, 00 · t2 (м). Визначити момент часу, коли нормальне при-
скорення точки дорiвнює 9,00 м/с2. Знайти швидкiсть, тангенцiальне i
повне прискорення точки в той самий момент часу.
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1.49 Точка рухається з уповiльненням по колу радiусом r, причому
так, що її тангенцiальне i нормальне прискорення в кожний момент
часу дорiвнюють одне одному за модулем. У початковий момент часу
точцi була надана швидкiсть υ0. Знайти швидкiсть υ i модуль повного
прискорення a в залежностi вiд пройденого шляху s.
1.50 Знайти кутове прискорення ε колеса, якщо вiдомо, що через час
t = 2, 00 с з початку руху вектор повного прискорення точки, що лежить
на ободi, склав кут α = 60◦ з вектором її лiнiйної швидкостi.
1.51 У скiльки разiв нормальне прискорення an точки, що лежить на
ободi колеса, яке обертається, бiльше вiд тангенцiального прискорення
aτ для того моменту, коли вектор повного прискорення точки складає
кут α = 30◦ з вектором її лiнiйної швидкостi.
1.52 Закон руху точки A обода колеса, яке котиться рiвномiрно у
горизонтальному напрямку (вiсь х), має вигляд x = a(ωt − sinωt), y =
= a(1 − cosωt), де a i ω – додатнi сталi. Знайти швидкiсть точки A,
довжину шляху l, пройдену нею мiж двома послiдовними дотиками до
полотна шляху, величину прискорення a точки.
1.53 За промiжок часу t = 10, 0 с точка пройшла одну шосту частину
кола радiусом R = 150 см. Обчислити за час руху: а) середнє значен-
ня модуля швидкостi; б) модуль вектора середньої швидкостi; в) модуль
вектора середнього повного прискорення, якщо точка рухалась зi ста-
лим тангенцiальним прискоренням, а початкова швидкiсть дорiвнювала
нулю.
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2 ОСНОВИ ДИНАМIКИ

Динамiка – це роздiл механiки, що вивчає рух тiл, у зв’язку з дiючими
на них силами.

2.1 Закони сил

Сила гравiтацiйного притягання дiє мiж двома матерiальними точка-
ми: F = Gm1m2/r

2, де m1, m2 – маси точок; r – вiдстань мiж ними;
G – гравiтацiйна стала. Ця сила направлена по прямiй, що з’єднує цi двi
точки.
Сила Кулона дiє мiж двома точковими електричними зарядами: F =
= kq1q2/r

2, де q1, q2 – величини 1-го i 2-го зарядiв; r – вiдстань мiж
ними; k = 1/(4πε0); ε0 – електрична стала. Якщо q1, q2 мають один
знак, то це сила вiдштовхування, рiзний – сила притягання.
Сила Лоренца дiє на заряд q, який рухається в магнiтному полi: ~F =
= q[~υ, ~B], де ~υ – швидкiсть заряду; ~B – iндукцiя магнiтного поля.

Крiм цих фундаментальних сил, вводять наближенi сили:
Однорiдна сила тяжiння: ~F = m~g, де m – маса тiла; ~g – прискорення
вiльного падiння. Зазначимо, що вага тiла – це сила, з якою тiло дiє на
опору або пiдвiс, нерухомi вiдносно даного тiла. Наприклад, якщо тiло з
опорою (пiдвiсом) нерухомi вiдносно землi, то вага ~P збiгається зi силою
тяжiння. У протилежному разi вага ~P = m(~g − ~a), де ~a – прискорення
тiла (разом з опорою) вiдносно землi.
Пружна сила пропорцiйна змiщенню частинки iз положення рiвноваги
i напрямлена до положення рiвноваги: ~F = −κ~r, де ~r – радiус-
вектор, який характеризує змiщення частинки iз положення рiвноваги;
κ– додатний коефiцiєнт, який характеризує пружнi властивостi тої чи
iншої сили. Прикладом такої сили є пружна деформацiя при розтягу
(стисненнi) пружини, або стрижня: F = k∆l, де k – жорсткiсть; ∆l –
величина пружної деформацiї.
Сила тертя ковзання виникає при ковзаннi даного тiла по поверхнi
iншого тiла: F = µN , де µ – коефiцiєнт тертя ковзання; N – сила
нормального тиску, яка придавлює поверхнi, що труться. Дана сила
спрямована в бiк, протилежний напрямку руху даного тiла вiдносно
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iншого. Сила тертя кочення формально пiдлягає тим самим законам,
що i тертя ковзання, але коефiцiєнт тертя значно менший, нiж при тертi
ковзання.
Сила опору, що дiє на тiло, яке рухається в газi чи рiдинi: ~F = −k~υ, де
k – коефiцiєнт опору; ~υ – швидкiсть тiла.

2.2 Основне рiвняння динамiки матерiальної
точки

Другий закон Ньютона: d~p/dt = ~F. Якщо маса стала, то

m~a = md~υ/dt = ~F. (2.1)

Дане рiвняння є, по сутi, диференцiальним рiвнянням руху матерiальної
точки у векторному виглядi. Його розв’язок – основна задача динамiки
матерiальної точки.

Можливi два шляхи розв’язання задачi:
1 Знайти закон руху точки, тобто залежнiсть ~r(t), якщо вiдома маса m,
дiюча на точку сила ~F, заданi початковi швидкiсть ~υ0 та положення ~r0

точки.
У цьому випадку розв’язок задачi зводиться до iнтегрування другого

закону Ньютона.
2 Знайти закон дiючої на точку сили ~F, якщо вiдомi маса m точки i
залежнiсть вiд часу її радiуса-вектора~r(t).

У цьому випадку розв’язок задачi зводиться до диференцiювання
~r(t) за часом.
Приклад 2.1 Невеликий брусок масою m зiсковзує вниз по похилiй
площинi, яка складає кут α з горизонтом. Коефiцiєнт тертя мiж бруском
i площиною дорiвнює µ. Знайти прискорення бруска вiдносно площини
(ця система вiдлiку передбачається iнерцiйною).

Р о з в’я з о к. Спочатку зобразимо всi сили, що дiють на брусок. Це
сила тяжiння m~g, сила реакцiї ~N з боку площини i сила тертя ~Fтр, яка
напрямлена в бiк, протилежний руху бруска (рис. 2.1).

Пiсля цього зв’яжемо з системою вiдлiку ”похила площина” систему
координат x, y. Для зручностi спрямуємо вiсь x за напрямком руху
бруска.
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Рисунок 2.1 Рисунок 2.2

Тепер можна записати рiвняння руху (2.1): злiва – добуток маси на
проекцiю прискорення ax, а справа – проекцiї всiх сил на вiсь x:

max = mgx +Nx + Fтр,x.

У даному випадку gx = g sinα, Rx = 0 i Fтр,x = −Fтр, тому

max = mg sinα− Fтр.

Оскiльки брусок рухається тiльки вздовж осi x, то це означає, вiдповiд-
но до другого закону Ньютона, що сума проекцiй всiх сил на будь-який
перпендикулярний до осi x напрямок дорiвнює нулю. Взявши за такий
напрямок вiсь y, отримаємо

N = mg cosα.

Враховуючи, що
Fтр = µN = µmg cosα,

маємо
ax = g(sinα− µ cosα).
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Приклад 2.2 Через блок (рис. 2.2) перекинута нерозтяжна, невагома
нитка, на кiнцях якої висять тягарцi масами m1 i m2, причому
m1 > m2. Блок почали пiднiмати вверх з прискоренням~a0 вiдносно зем-
лi. Вважаючи, що нитка зiсковзує по блоку без тертя, знайти сили натягу
нитки i прискорення a1 тягарця m1 вiдносно землi.

Р о з в’я з о к. Виберемо додатний напрямок осi x, як подано на
рис. 2.2, i запишемо для обох тягарцiв основне рiвняння динамiки в
проекцiях на цю вiсь: {

m1a1x = T −m1g,
m2a2x = T −m2g.

(2.2)

Ця система рiвнянь має три невiдомих: a1x, a2x i T . Для запису третього
рiвняння використаємо кiнетичний зв’язок мiж прискореннями:

~a1 = ~a0 + ~a′, ~a2 = ~a0 − ~a′,

де ~a′ – прискорення вантажу масою m1 вiдносно блока. Склавши
почленно лiву i праву частини цих рiвностей, отримаємо

~a1 + ~a2 = 2~a0,

або в проекцiях на вiсь x:

a1x + a2x = 2a0. (2.3)

Розв’язавши разом рiвняння (2.2) i (2.3), знайдемо:

T =
2m1m2

m1 +m2
(g + a0), a1x =

2m2a0 + (m2 −m1)g
m1 +m2

.

Звiдси випливає, що при заданому ~a0 знак a1x залежить вiд спiввiдно-
шення мас m1, m2, зокрема, a1x = 0 при m1/m2 = 1 + 2a0/g.

2.3 Основне рiвняння динамiки точки в проекцiях на
дотичну i нормаль

Рiвняння (2.1) можна записати в проекцiях на дотичну i нормаль до
траєкторiї в данiй точцi (див. розд. 1.2). Проектуючи обидвi частини (2.1)
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Рисунок 2.3 Рисунок 2.4

на рухомi орти ~τ , ~n (рис. 2.3) i використовуючи записанi ранiше формули
для тангенцiального i нормального прискорення, отримаємо{

mdυτ/dt = Fτ ,
mυ2/R = Fn,

(2.4)

де Fτ i Fn – проекцiї вектора ~F на рухомi орти ~τ , ~n (тангенцiальна i нор-
мальна складова сили ~F). Нагадаємо, що напрямок орта ~τ вибирають в
бiк зростання дугової координати l, а напрямок орта ~n – до центра кри-
визни траєкторiї в данiй точцi. Рiвняннями (2.4) зручно користуватися,
коли наперед вiдома траєкторiя руху матерiальної точки.
Приклад 2.3 Невелике тiло A зiсковзує з вершини гладкої сфери
радiусом r. Знайти швидкiсть тiла в момент вiдриву вiд поверхнi сфери,
якщо його початкова швидкiсть дуже мала.

Р о з в’я з о к. Зобразимо сили, що дiють на тiло A. Це сила тяжiння
m~g i сила реакцiї опори ~N). Запишемо рiвняння (2.4) в проекцiях на орти
~τ , ~n (рис. 2.4): {

mdυ/dt = mg sinϑ,
mυ2/r = mg cosϑ−N.

У першому рiвняннi врахуємо, що dt = dl/υ = rdϑ/υ, де dl –
елементарний шлях тiла A за вiдрiзок часу dt:

υdυ = gr sinϑdϑ.
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Вiзьмемо iнтеграл вiд лiвої частини – за υ вiд 0 до υ; вiд правої – за ϑ вiд
0 до ϑ, в результатi отримаємо

υ2 = 2gr(1− cosϑ).

Повернемося до другого рiвняння системи. В момент вiдриву N = 0,
тому

υ2 = gr cosϑ,

де значення υ, ϑ вiдповiдають точцi вiдриву. Виключивши cosϑ iз двох
останнiх рiвнянь, отримаємо υ =

√
2gr/3.

2.4 Рух тiла зi змiнною масою

Основне рiвняння динамiки матерiальної точки зi змiнною масою
(рiвняння Мещерського)

md~υ/dt = ~F +Qm~u,

деQm = dm/dt– зменшення (збiльшення) маси точки за одиницю часу;
~u – швидкiсть речовини, що вiддiляється (приєднується) вiд даної точки
(тiла). Останнiй член рiвняння Мещерського має назву реактивної сили:
~R = (dm/dt)~u = Qm~u.
Приклад 2.4 Платформа в момент t = 0 почала рухатися пiд дiєю сталої
сили тяги ~F. Знехтувавши тертям, знайти залежнiсть вiд часу швидкостi
платформи, якщо: а) її завантажили пiском, який висипається через
отвiр в днищi зi сталою швидкiстю Qm кг/с, а в момент часу t = 0 с
маса платформи з пiском дорiвнює m0; б) на платформу, маса якої m0,
в момент часу t = 0 с починає висипатись пiсок iз нерухомого бункера
так, що швидкiсть завантаження стала i дорiвнює Qm кг/с.

Р о з в’я з о к. а) У цьому випадку реактивна сила дорiвнює нулю, i
рiвняння Мещерського має вигляд

(m0 −Qmt)(d~υ/dt) = ~F,

звiдки
d~υ = ~Fdt/(m0 −Qmt).
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Iнтегруючи з урахуванням початкових умов, отримаємо

~υ = (~F/Qm) ln (m0/(m0 −Qmt)) .

б) У даному випадку реактивна сила ~R = Qm(−~υ), тому вiдповiдно до
рiвняння Мещерського

(m0 +Qmt)
dυ
dt

= F −Qmυ,

звiдки
dυ

F −Qmυ
=

dt
m0 +Qmt

.

Iнтегруючи це рiвняння з урахуванням початкових умов, отримаємо

υ =
F

m0
· t

1 +Qmt/m0
.

Перевiрка розмiрностi:

[υ] =
[F ]

[Qm]
=

H
кг/c

=
кг · м/с2

кг/с
=

м
с
,

[υ] =
[F ][t]
[m0]

=
Н · с

кг
=

кг · м/с
кг

=
м
с
.

2.5 Сили iнерцiї

Основне рiвняння динамiки Ньютона справедливе тiльки в iнерцiй-
них системах вiдлiку. Вiзьмемо двi системи вiдлiку: iнерцiйнуK-систему
та неiнерцiйну K ′-систему. Нехай K ′-система обертається з постiйною
кутовою швидкiстю ~ω навколо осi, перемiщуючись одночасно з приско-
ренням ~a0 вiдносно K-системи. Тодi основне рiвняння динамiки в не-
iнерцiйнiй системi K ′ матиме вигляд

m~a′ = ~F−m~a0 + 2m[~υ′, ~ω] +mω2~ρ,
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Рисунок 2.5

де ~υ′ – швидкiсть частинки вiдносно K ′-системи; ~ρ – радiус-вектор,
перпендикулярний до осi обертання, що характеризує положення ча-
стинки вiдносно цiєї осi. Величину ~Fiн = −m~a0 називають силою iнерцiї,
~Fкор = 2m[~υ′, ~ω] – силою Корiолiса, ~Fцб = mω2~ρ – вiдцентровою си-
лою. Перша сила обумовлена поступальним рухом систем вiдлiку, а двi
останнi – обертовим. Зазначимо, що якщо ~F = 0, то частинка все одно
в K ′-системi рухається з прискоренням, причому так, нiби на неї дiяли
деякi сили, що вiдповiдають трьом силам iнерцiї. Для сил iнерцiї немож-
ливо вказати їх джерела у виглядi певного тiла, що дiє на частинку, тому
сили iнерцiї не мають протидiючих i на противагу вiд сил взаємодiї не
пiдлягають третьому закону Ньютона.
Приклад 2.5 Потяг масою m рухається по меридiану на широтi ϕ зi
швидкiстю υ′. Знайти силу бокового тиску, з яким поїзд дiє на рейки.

Р о з в’я з о к. У системi вiдлiку, зв’язаною iз Землею (вона обертаєть-
ся з кутовою частотою ω), складова прискорення поїзда перпендикуляр-
на до площини меридiана дорiвнює нулю. Тому i сума проекцiй сил, що
дiють на потяг у цьому напрямку, також дорiвнює нулю. А це означає,
що сила Корiолiса ~Fкор (рис. 2.5) повинна урiвноважуватися силою ~N
бокового тиску, що дiє на потяг з правого боку за ходом руху рейки, тоб-
то ~Fкор = −~N.

За третiм законом Ньютона потяг буде дiяти на цю рейку в гори-
зонтальному напрямку зi силою ~N′ = −~N. Таким чином, ~N′ = ~Fкор =
= 2m[~υ′, ~ω]. Модуль вектора ~N′ у вiдповiдностi до рис. 2.5 буде дорiв-
нювати N ′ = 2mυ′ω sinϕ.
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2.6 Задачi для самостiйного розв’язку

2.1 Пiд дiєю сталої сили тiло масою m = 3 кг здiйснює прямолiнiйний
рух, що описується рiвнянням x = At3−Bt2 +Ct+D. Враховуючи, що
A = 2 м·с−3, B = 3 м·с−2, C = 5 м·с−1, D = 4 м, визначити силу, яка
дiє на тiло через t = 5 с з початку руху. Як ця сила залежить вiд часу?
2.2 Пiд дiєю якої сили тiло масою 10 кг при прямолiнiйному русi
змiнює пройдений шлях iз часом за законом s = 10 t(1 − 2t) м?
Побудуйте графiки залежностi шляху, швидкостi i прискорення вiд часу.
2.3 Знайти модуль i напрямок сили, що дiє на частинку масою m при
її русi по площинi xy за законом x = A sinωt, y = B cosωt, де A, B, ω –
сталi.
2.4 Аеростат масоюm = 250 кг почав опускатися з прискоренням a =
= 0, 2 м/с2. Визначити масу баласту, який необхiдно викинути за борт,
щоб аеростат отримав таке саме прискорення, але направлене вгору.
Опором повiтря знехтувати.
2.5 Два тiла масами m1 = 50 кг i m2 = 8 кг, що лежать на
горизонтальнiй площинi, зв’язанi динамометром. До тiл прикладено
сили f1 = 4.9 H та f2 = 14.7 H. Яке значення сили покаже динамометр,
якщо: а) сила ~f2 прикладена до тiла бiльшої маси, а сила ~f1 – до тiла
меншої маси; б) сили прикладенi навпаки; в) обидва тiла мають однакову
масу m1 = m2 = 4 кг?
2.6 На гладенькiй горизонтальнiй поверхнi розмiщене тiло масою
m1 = 3 кг. Друге тiло масою m2 = 2 кг пiдвiшене до перекинутої через
невагомий блок нитки, на другому кiнцi якої розмiщене тiло масою m1

(рис. 2.6). Знайти прискорення тiл i натяг нитки? Тертям тiла масою
m1 пiд час руху по горизонтальнiй площинi i тертям у блоцi знехтувати.
Нитку вважати невагомою i нерозтяжною.
2.7 З яким мiнiмальним прискоренням у горизонтальному напрямку
потрiбно рухати вiзок (рис. 2.7), щоб тiла однакової маси m перебувало
в станi спокою вiдносно нього. Коефiцiєнти тертя обох тiл iз сторонами
вiзка однаковi i дорiвнюють µ. Масою блока i ниток знехтувати. Тертя в
блоцi не враховувати.
2.8 Тiло масою m0 може рухатися без тертя по горизонтальнiй по-
верхнi стола. До тiла прикрiплено нерозтяжну i невагому нитку, яку пе-
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рекинуто через невагомий блок (рис. 2.8). До другого кiнця нитки при-
крiплено вiсь iншого невагомого блока, через який перекинуто нитку, до
кiнцiв якої прикрiплено два тягарцi масами m1 i m2. Знехтувавши тер-
тям, знайти прискорення тiла масою m1.
2.9 Два однакових тiла масою M кожне зв’язанi мiж собою ниткою,
яку перекинуто через блок з нерухомою вiссю (рис. 2.9). До одного з
цих тiл додають тягарець масою m. Визначити: а) силу натягу нитки;
б) прискорення, з якими рухаються тiла; в) силу, з якою тягарець дiє
на тiло M ; г) силу, з якою блок дiє на вiсь.
2.10 Через нерухомий блок перекинута тонка нерозтяжна нитка, на
кiнцях якої пiдвiшенi тягарцi масамиm1 = 1 кг im2 = 2 кг. У початковий
момент часу обидва тягарцi розмiщувалися на однiй висотi. Визначити,
на яку вiдстань змiстяться центри мас тягарцiв через t = 1 с з початку
руху. Вважати, що тертя немає, а маса блока i нитки дуже мала. Знайти
прискорення центра мас тягарцiв.
2.11 Визначити прискорення a1, a2, a3 тiл масамиm1 = 4 кг,m2 = 2 кг,
m3 = 1 кг, що складають систему, зображену на рис. 2.10. Визначити
також натяги T1, T2 нерозтяжних i невагомих ниток, а також силу F , яку
показує динамометр. Масою блокiв та тертям у них знехтувати.
2.12 На гладенькому столi лежить брусок масою m = 4 кг. До бруска
прив’язанi два шнури, перекинутi через нерухомi блоки, якi прикрiпленi
до протилежних країв столу. До кiнцiв шнурiв прив’язанi гирi, маси яких
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m1 = 1 кг, m2 = 2 кг. Знайти прискорення a, з яким рухається брусок, i
силу T натягу кожного iз шнурiв. Масою блокiв i тертям знехтувати.
2.13 Тiло лежить на похилiй площинi, яка складає з горизонтом кутα =
= 4◦. При якому найбiльшому коефiцiєнтi тертя тiло почне зiсковзувати
по похилiй площинi? З яким прискоренням a буде ковзати тiло по
площинi, якщо коефiцiєнт тертя µ = 0, 03? Який час необхiдний для
проходження за цих умов шляху s = 100 м? Яку швидкiсть υ тiло буде
мати в кiнцi шляху?
2.14 Похила площина, що утворює кут α = 25◦ з площиною горизонту,
має довжину l = 2 м. Тiло, рухаючись рiвноприскорено, зiсковзує з цiєї
площини за час t = 2 с. Визначити коефiцiєнт тертя µ тiла по площинi.
2.15 На вершинi iдеально гладенької похилої площини, що утворює кут
α з горизонтом, розташовано невагомий блок. Через блок перекинуто
нерозтяжну i невагому нитку, до кiнцiв якої прикрiплено тягарцi m1 i m2

(рис. 2.11). Знехтувавши тертям у блоцi, визначити прискорення, з яким
рухаються тягарцi, та натяг нитки.
2.16 В установцi (рис. 2.11) вiдомий кутα i коефiцiєнт тертя µ мiж тiлом
m1 i похилою площиною. Масами блока i нитки можна знехтувати, тертя
в блоцi немає. Спочатку обидва тiла нерухомi. Знайти вiдношення мас
m2/m1, при якому тiло m2 почне: а) опускатися; б) пiднiматися.
2.17 Невагомий блок закрiплено на вершинi двох похилих площин, що
складають з горизонтом кути вiдповiдно α = 30◦, β = 45◦ (рис. 2.12).
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Через блок перекинуто нитку, до кiнцiв якої прикрiплено тягарцi m1 =
= m2 = 1 кг. Знехтувавши тертям, знайти: а) прискорення, з яким
рухаються тягарцi; б) натяг нитки.
2.18 Тiло масоюm зiсковзує по боковiй поверхнi клина масоюM , який
лежить на гладенькiй горизонтальнiй поверхнi столу. Боковi гранi клина
утворюють кут (рис. 2.13) α. З яким прискоренням буде рухатися клин
по столу, якщо тертя мiж тiлом i клином, а також мiж клином i столом
вiдсутнє?
2.19 Невелике тiло пустили знизу вверх по похилiй площинi, яка
складає кут α = 15◦ з горизонтом. Знайти коефiцiєнт тертя, якщо час
пiдняття тiла був у η = 2 рази менший вiд часу спускання.
2.20 Тiло зiсковзує по похилiй площинi, кут нахилу якої до горизонту
α = 30◦. При цьому в деякiй точцiA тiло мало швидкiсть υA = 0, 14 м/с,
а в точцi B його швидкiсть стала υB = 2, 57 м/с. Який час тiло рухалося
iз точки A в точку B, якщо коефiцiєнт тертя µ = 0, 1?
2.21 На вершинi двох похилих площин, що утворюють з горизонтом
кути α i β, закрiплено невагомий блок. До нитки, яка перекинута через
блок, прив’язанi два тягарцi масами m1 i m2. Визначити прискорення,
з яким рухаються тiла вздовж похилих площин, якщо коефiцiєнт тертя
першого тiла по похилiй площинi µ1, а другого – µ2. Визначити силу
натягу нитки та силу, з якою блок тисне на вiсь. Тертям у блоцi i масою



34 2 ОСНОВИ ДИНАМIКИ

 

1m

 
2m   

 β    α  
 

m

M
α

 

Рисунок 2.12 Рисунок 2.13

нитки знехтувати.
2.22 Брусок масою m2 = 5 кг може вiльно ковзати по горизонтальнiй
поверхнi без тертя. На ньому розмiщений другий брусок масою m1 =
= 1 кг. Коефiцiєнт тертя мiж поверхнями брускiв µ = 0, 3. Визначити
максимальне значення сили Fmax, прикладеної до нижнього бруска, при
якому почнеться проковзування верхнього бруска.
2.23 На горизонтальнiй площинi розмiщений брусок масою m1 = 2 кг.
Коефiцiєнт тертя бруска по площинi µ1 = 0, 2. На бруску розмiщений
другий брусок масою m2 = 8 кг. Коефiцiєнт тертя µ2 верхнього бруска
по нижньому дорiвнює µ2 = 0, 3. До верхнього бруска прикладена
сила F . Визначити: а) значення сили F1, при якому почнеться сумiсне
ковзання брускiв по поверхнi; б) значення сили F2, при якому верхнiй
брусок почне проковзувати вiдносно нижнього.
2.24 Лiтак летить в горизонтальному напрямку з прискоренням a =
= 20 м/с2. Яке перевантаження пасажирiв лiтака? (Перевантаженням
називають вiдношення сили F , що дiє на пасажира, до сили тяжiння
mg).
2.25 Автоцистерна з керосином рухається з прискоренням a = 0, 7 м/с2.
Пiд яким кутом ϕ до площини горизонту розмiщений рiвень керосину в
цистернi?
2.26 На вiзочку, який рухається в горизонтальному напрямку з приско-
ренням a = 9, 8 м/с2, повiсили нитку з тягарцем. Знайти натяг нитки i
кут, що утворює нитка з вертикаллю, якщо маса пiдвiшеного на нитцi
тягарця m = 0, 10 кг.
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2.27 При якiй швидкостi автомобiля тиск, з яким вiн дiє на ввiгнутий
мiст, в два рази бiльший вiд тиску, що дiє на випуклий мiст? Радiус
кривизни в обох випадках R = 30 м.
2.28 Брусок масою m тягнуть за нитку так, що вiн рухається з постiй-
ною швидкiстю по горизонтальнiй поверхнi з коефiцiєнтом тертя µ
(рис. 2.14). Знайти кут α, при якому натяг нитки буде найменшим. Чому
вiн дорiвнює?
2.29 Горизонтально розташований диск обертається навколо верти-
кальної осi, яка проходить через його центр. На диску лежить вантаж на
вiдстанi R = 10 см вiд осi обертання. Знайти коефiцiєнт тертя спокою
мiж диском i вантажем, якщо при частотi n = 0, 5 об/с вантаж починає
зiсковзувати по поверхнi диска.
2.30 Тiло масою m = 200 г пiдвiшене на нитцi довжиною l = 80 см.
Його вiдхилили вiд положення рiвноваги до висоти точки пiдвiсу i
вiдпустили, в результатi чого нитка порвалася. На якiй висотi було тiло в
момент розриву нитки, якщо вона розривається пiд дiєю сили F = 4 Н.
2.31 Невелику кульку масою m, пiдвiшену на нитцi, вiдвели в бiк так,
що нитка утворила прямий кут з вертикаллю, а потiм вiдпустили. Знайти:

а) модуль повного прискорення кульки i силу натягу нитки в залежностi
вiд ϑ – кута вiдхилення нитки вiд вертикалi;

б) силу натягу нитки в момент, коли вертикальна складова швидкостi
кульки максимальна;

в) кут ϑ мiж ниткою i вертикаллю в момент, коли вектор повного
прискорення кульки направлений горизонтально.
2.32 Невелике тiлоA починає зiсковзувати з вершини гладенької сфери
радiусом R. Знайти кут ϑ мiж вертикаллю i радiусом-вектором, який
характеризує положення тiлаA вiдносно центра сфери в момент вiдриву
вiд неї.
2.33 Автомашина рухається з постiйним тангенцiальним прискоренням
aτ = 0, 62 м/с2 по горизонтальнiй поверхнi, описуючи коло радiусом
R = 40 м. Коефiцiєнт тертя ковзання мiж колесами машини i поверхнею
µ = 0, 20. Який шлях пройде машина без ковзання, якщо в початковий
момент її швидкiсть дорiвнювала нулю?
2.34 Всерединi вертикально розташованого конуса з кутом при вер-
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шинi 2α = 90◦ розмiщене тiло (рис. 2.15). На якiй мiнiмальнiй вiдстанi
вiд вершини конуса може розмiщуватися тiло, якщо коефiцiєнт тертя
мiж тiлом i поверхнею конуса µ = 0, 2, а конус обертається навколо
своєї осi з кутовою швидкiстю ω = 7, 0 рад/с? Чому дорiвнює макси-
мальне значення цiєї вiдстанi?
2.35 Нерухома труба з поперечним перерiзом S = 10 см2 вигнута
пiд кутом ϕ = 90◦ i прикрiплена до стiни (рис. 2.16). По трубi тече
вода, об’ємна витрата якої QV = 50 л/с. Знайти тиск p струменя води,
спричинений вигином труби.
2.36 Струмiнь води вдаряє по нерухомiй площинi, поставленiй пiд
кутом ϕ = 60◦ до напрямку руху струменя. Швидкiсть струменя υ =
= 20 м/с, площа S його поперечного перерiзу дорiвнює 5 см2. Визначити
силу F тиску струменя на площину.
2.37 Снаряд масою m = 10 кг вилетiв iз зенiтної гармати вертикально
вгору зi швидкiстю υ0 = 800 м/с. Вважаючи, що сила опору повiтря
змiнюється пропорцiйно швидкостi, визначити час τ пiднiмання снаряда
до найвищої точки. Коефiцiєнт опору r = 0, 25 кг/с.
2.38 Катер масою m = 400 кг почав рухатися по озеру. Сила тяги
F мотора дорiвнює 0, 2 кН. Вважаючи силу опору Fo пропорцiйною
швидкостi, знайти швидкiсть υ катера через ∆t = 20 с з початку руху.
Коефiцiєнт опору r = 20 кг/с.
2.39 Ракета масою m = 1 т, запущена з поверхнi Землi вертикально
вгору, пiднiмається з прискоренням a = 2g. Швидкiсть υ струменя газiв,
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що вириваються iз сопла, 1200 м/с. Знайти витрату палива Qm.
2.40 Космiчний апарат має масу m = 3, 5 т. При маневруваннi iз його
двигунiв виривається струмiнь газiв зi швидкiстю υ = 800 м/с; витрата
палива Qm = 0, 2 кг/с. Знайти реактивну тягу R двигуна i прискорення
a, яке вона надає космiчному апарату.
2.41 Гелiкоптер масою m = 3, 5 т з ротором, дiаметр якого дорiвнює
18 м, “висить” в повiтрi. З якою швидкiстю υ ротор зiштовхує вниз стру-
мiнь повiтря? Дiаметр струменя вважати таким, що дорiвнює дiаметру
ротора.
2.42 Ракету з рiдким паливом масою M = 15 т запускають у
вертикальному напрямку. Витрата паливаQm = 150 кг/с. На яку висоту
пiднiметься ракета за час роботи двигуна ∆t=1 хв., якщо швидкiсть
витоку газiв iз сопла u = 3 км/с.
2.43 Платформа завантажена пiском, який висипається через отвiр у
днищi зi сталою швидкiстюQm = 10 кг/с. Знайти швидкiсть платформи
через час t = 2 хв. з початку руху, якщо при t = 0 с швидкiсть υ0 =
= 0 м/с, маса платформи M = 20 т i на неї почала дiяти стала сила тяги
F = 1000 Н. Тертя не враховувати.
2.44 У центрi горизонтально розташованого диска радiусом R =
= 2 м встановлена мiшень, а на його краю – пневматичний пiстолет.
При нерухомому диску кулька попадає в центр мiшенi. Якщо диск
обертається навколо вертикальної осi, яка проходить через його центр,
з постiйною кутовою швидкiстю ω = 0, 5 рад/с, то кулька попаде в точку
мiшенi, змiщену вiд її центра на s = 10 см. Визначити швидкiсть кульки.
2.45 На географiчнiй широтi ϕ = 60◦ тiло вiльно падає на Землю з
висотиH = 200 м. Визначити вiдхилення тiла пiд дiєю корiолiсової сили
iнерцiї, спричиненою добовим обертанням Землi.
2.46 У точцi, розташованiй на широтi ϕ = 60◦, iз гвинтiвки зроблено
пострiл строго вертикально вгору. Через деякий час пуля впала на
землю. Визначити на скiльки змiстилася пуля пiсля падiння вiд точки
пострiлу, якщо її початкова швидкiсть υ0 = 200 м/с. Опором повiтря
знехтувати.
2.47 Гладенький горизонтальний диск обертається з кутовою швидкiс-
тю ω = 5 рад/с навколо вертикальної осi, яка проходить через її центр.
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У центрi диска розмiстили невелику шайбу масою m = 60 г i надали їй
поштовхом горизонтальної швидкостi υ0 = 2, 6 м/с. Знайти модуль сили
Корiолiса, що дiє на шайбу в системi вiдлiку “диск”, через t = 0, 5 с з
початку її руху.
2.48 Муфточка A може вiльно ковзати вздовж гладкого стрижня,
вигнутого у формi пiвкiльця радiусом R (рис. 2.17). Систему почали
обертати з постiйною кутовою швидкiстю ω навколо вертикальної осi
OO′. Знайти кут ϑ, який вiдповiдає стiйкому положенню рiвноваги
муфточки.
2.49 Невелику кульку масою m = 50 г прикрiпили до кiнця пружної
нитки, жорсткiсть якої k = 63 Н/м. Нитку з кулькою вiдвели в
горизонтальне положення, не розтягуючи її, i обережно вiдпустили.
Коли нитка була у вертикальному положеннi, її довжина була l = 1, 5 м,
а швидкiсть кульки υ = 3 м/с. Знайти силу натягу нитки в цьому
положеннi.
2.50 У системi, поданiй на рис. 2.18, маса кожного бруска m =
= 0, 5 кг, жорсткiсть пружини k = 40 Н/м, коефiцiєнт тертя мiж
бруском i площиною µ = 0, 2. Масами блока, нитки i пружини можна
знехтувати. Система приведена в рух з нульовою початковою швидкiстю
при недеформованiй пружинi. Знайти максимальну швидкiсть брускiв.
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Закони збереження енергiї, iмпульсу i моменту iмпульсу вiдносять
до найбiльш унiверсальних законiв природи. До цього часу не знайдено
нi одного явища, де б цi закони порушувались. Важлива роль законiв
збереження як iнструментiв дослiдження обумовлена рядом причин:

1 Закони збереження не залежать нi вiд траєкторiй, нi вiд характеру
дiючих сил, тому вони дозволяють отримати ряд дуже загальних i
суттєвих висновкiв про властивостi рiзних механiчних процесiв, не
вникаючи в їх детальний розгляд з допомогою рiвнянь руху.

2 Той факт, що закони збереження не залежать вiд характеру дiючих
сил, дозволяє використовувати їх, коли сили невiдомi.

3 У випадках, коли сили точно вiдомi, використання законiв збережен-
ня дуже часто дозволяє отримати розв’язок найбiльш простим i еле-
гантним шляхом.

3.1 Iмпульс частинки. Iмпульс сили

Iмпульс частинки за визначенням дорiвнює ~p = m~υ. Iз другого
закону Ньютона, знаючи залежнiсть сили ~F вiд часу, можна знайти змiну
iмпульсу частинки за певний вiдрiзок часу t:

~p2 − ~p1 =
t∫

0

~Fdt. (3.1)

Величину, що стоїть в правiй частинi цiєї рiвностi, називають iмпульсом
сили.
Приклад 3.1 На частинку, яка в початковий момент часу t = 0 мала
iмпульс ~p0, дiє протягом часу τ сила ~F = ~at(1 − τ/t), де ~a – сталий
вектор. Знайти iмпульс ~p частинки пiсля закiнчення дiї цiєї сили.
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Р о з в’я з о к. Вiдповiдно до (3.1)

~p = ~p0 +
τ∫

0

~Fdt.

Знайшовши iнтеграл, отримаємо
~p = ~p0 + ~aτ2/2 (див. рис. 3.1).
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Рисунок 3.1

3.2 Закон збереження iмпульсу

Сумарний iмпульс системи залишається сталим, якщо результуюча
всiх зовнiшнiх сил дорiвнює нулю :

~p =
∑

~pi(t) = const. (3.2)

Закон збереження iмпульсу є вiдображенням такої фундаментальної
властивостi природи, як однорiднiсть простору.

3.3 Центр iнерцiї

У будь-якiй системi частинок є точка C– центр iнерцiї, або центр
мас, яка має ряд важливих властивостей. Її положення вiдносно почат-
ку 0 даної системи вiдлiку характеризується радiусом-вектором~rC , який
знаходять за формулою

~rC =
∑

mi~ri/m, (3.3)

де mi, ~ri – маса i радiус-вектор i−ї частинки; m – маса всiєї системи.
Зазначимо, що центр iнерцiї системи збiгається з її центром тяжiння.

Якщо на систему дiють зовнiшнi сили, то центр iнерцiї рухається так,
як би всi зовнiшнi сили були прикладенi до цiєї точки i маса системи була
зосереджена в цiй точцi. Тобто рух центра iнерцiї не залежить вiд точки
прикладення зовнiшнiх сил. Якщо рiвнодiюча зовнiшнiх сил дорiвнює
нулю, то центр iнерцiї системи перебуває у станi спокою або рухається
рiвномiрно i прямолiнiйно.



3.4 Робота i потужнiсть 41

Приклад 3.2 На поверхнi води розмiщений у станi спокою вузький
довгий плiт масоюm1, з людиною масоюm2. Почавши рухатись, людина
виконала перемiщення ~l′ вiдносно плоту, а потiм зупинилася. Знайти
перемiщення~l2, яке виконав при цьому плiт вiдносно води. Опором води
знехтувати.

Р о з в’я з о к. Результуюча всiх зовнiшнiх сил, що дiють на систему
людина-плiт, дорiвнює нулю. А це означає, що положення центра iнерцiї
даної системи в процесi руху людини (i плоту) змiнюватися не буде,
тобто

m1~r1 +m2~r2 = const,

де ~r1 i ~r2 – радiуси-вектори, що характеризують положення центрiв
iнерцiї людини i плоту вiдносно деякої точки води. Iз цiєї рiвностi
знайдемо зв’язок мiж приростами векторiв~r1 i~r2:

m1∆~r1 +m2∆~r2 = 0.

Маючи на увазi, що прирости ∆r1 i ∆r2 є перемiщеннями людини i плоту
вiдносно води, причому ∆~r1 = ∆~r2 + ~l′, знайдемо перемiщення плоту:

∆~r2 = − m1

m1 +m2

~l′.

3.4 Робота i потужнiсть

Робота сили ~F при перемiщеннi точки по траєкторiї 1–2:

A =
2∫

1

~Fd~l =
2∫

1

Fldl. (3.4)

Зокрема, якщо на всьому шляху Fl = const, то A = Fll, де l – шлях.
Приклади роботи деяких сил:

1 Робота пружної сили ~F = −k~r: A = kr21/2− kr22/2.

2 Робота гравiтацiйної i кулонiвської сили A = α/r1 − α/r2,

де α =

{
−Gm1m2 – гравiтацiйна взаємодiя,
kq1q2 – кулонiвська взаємодiя.
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3 Робота однорiдної сили тяжiння ~F = m~g: A = mgh1 −mgh2.

Потужнiсть, за визначенням, – це робота, виконана силою за одиницю
часу:

N = dA/dt = ~F ~υ. (3.5)

Приклад 3.3 Камiнь масою m кинули з поверхнi землi пiд кутом α до
горизонту з початковою швидкiстю ~υ0. Не враховуючи опору повiтря,
знайти потужнiсть сили тяжiння через t секунд з початку руху, а також
роботу цих сил за першi t секунд руху.

Р о з в’я з о к. Швидкiсть каменя через t секунд з початку руху ~υ =
= ~υ0 + ~gt. Потужнiсть, яка розвивається силою тяжiння m~g у цей
момент,

N = m~g~υ = m(~g~υ0 + g2t).

У нашому випадку ~g~υ0 = gυ0 cos(π/2 + α) = −gυ0 sinα, тому

N = mg(gt− υ0 sinα).

Звiдси випливає, що при t < t0 = υ0 sinα/g потужнiсть N < 0, а при
t > t0, N > 0.

Робота, виконана силою тяжiння за першi t секунд, дорiвнює

A =
t∫

0

Ndt = mg(gt2/2− υ0t sinα).

Графiки залежностей N(t) i A(t) поданi на рис. 3.2.
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3.5 Класифiкацiя сил

Сили взаємодiї мiж частинками механiчної системи називаються
внутрiшнiми, а сили, обумовленi дiєю iнших тiл, що не входять в дану
систему, – зовнiшнiми.

Крiм цього, сили дiлять на потенцiальнi i непотенцiальнi. В потен-
цiальному полi робота сил поля на будь-якому замкненому шляху дорiв-
нює нулю. До непотенцiальних вiдносять: гiроскопiчнi i дисипативнi си-
ли. Для гiроскопiчних сил робота завжди дорiвнює нулю, наприклад: си-
ла Лоренца, Корiолiса. Дисипативнi сили – це сили тертя i опору. Су-
марна робота всiх внутрiшнiх дисипативних сил величина вiд’ємна.

3.6 Кiнетична i потенцiальна енергiї

Враховуючи, що ~F = md~υ/dt i d~l = ~υdt, для роботи (3.3) отримаємо
вираз

A12 = mυ2
2/2−mυ2

1/2. (3.6)

Величину T = mυ2/2 називають кiнетичною енергiєю частинки. За-
кон (3.6) можна сформулювати так: прирiст кiнетичної енергiї частин-
ки на деякому перемiщеннi дорiвнює алгебраїчнiй сумi робiт усiх сил,
дiючих на частинку на тому самому перемiщеннi.

Аналогiчно, якщо в (3.3) врахувати явний вигляд сили, то роботу
можна подати у виглядi

A12 =
2∫

1

~Fd~l = U1 − U2. (3.7)

Величину U(~r) =
∫
~Fd~l називають потенцiальною енергiєю частинки

в потенцiальному полi сили ~F. Вiдзначимо, що потенцiальна енергiя
визначена з точнiстю до довiльної сталої.

Зв’язок мiж потенцiальною енергiєю i силою

Fl = −∂U/∂l,

~F = −(∂U/∂x)~ex − (∂U/∂y)~ey − (∂U/∂z)~ez = −gradU.



44 3 ЗАКОНИ ЗБЕРЕЖЕННЯ

3.7 Закон збереження енергiї

Якщо в замкнутiй системi дисипативнi сили вiдсутнi (таку систему
називають консервативною), то її повна механiчна енергiя зберiгається
в процесi руху:

E = T + U = const. (3.8)

Закон збереження механiчної енергiї є вiдображенням такої фунда-
ментальної властивостi природи, як однорiднiсть часу.
Приклад 3.4 Показати, що кiнетична енергiя T2, яку слiд надати тiлу
для вiддалення її за межi земного тяжiння, у два рази перевищує
кiнетичну енергiю T1, необхiдну для виведення цього тiла на кругову
орбiту штучного супутника Землi (поблизу її поверхнi). Опором повiтря
i обертанням Землi знехтувати.

Р о з в’я з о к. Знайдемо швидкiсть υ1 тiла на круговiй орбiтi. Вiдпо-
вiдно до другого закону Ньютона

mυ2
1/R = mg,

де m – маса тiла; R – радiус орбiти, приблизно дорiвнює радiусу Землi,
звiдки

υ1 =
√
gR = 7, 95 км/год.

Це так звана перша космiчна швидкiсть.
Для того щоб тiло могло подолати поле тяжiння Землi, йому необ-

хiдно надати другу космiчну швидкiсть υ2. Цю швидкiсть можна знайти
iз законiв збереження енергiї, вiдповiдно до якого кiнетична енергiя по-
близу поверхнi Землi повинна дорiвнювати висотi потенцiйного бар’єра,
який тiло повинне подолати. Висота цього бар’єра дорiвнює приросту
потенцiальної енергiї мiж точками r = R i r = ∞. Таким чином,

mυ2
2/2 = GmM/R,

де M – маса Землi, звiдки

υ2 =
√

2GM/R =
√

2gR = 11 км/год.

Тут враховано, що g = GM/R2, тому υ2 =
√

2υ1 i T2 = mυ2
2/2 = 2T1 =

= 2 ·mυ2
1/2.
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3.8 Зiткнення двох частинок

Розрiзняють три типи зiткнення частинок: абсолютно пружне, абсо-
лютно непружне i промiжний випадок – непружне.

Абсолютно непружне зiткнення – це зiткнення, в результатi
якого обидвi частинки “злипаються” i далi рухаються як одне цiле.
Нехай двi частинки (кульки), маси яких m1, m2, мають до зiткнення
швидкостi ~υ1, ~υ2. Пiсля зiткнення утворюється частинка з масою m1 +
+ m2. Швидкiсть частинки ~υ′, що утворилася, можна знайти iз закону
збереження iмпульсу: (m1 + m2)~υ′ = m1~υ1 + m2~υ2. Швидкiсть ~υ′

дорiвнює швидкостi центра iнерцiї системи. Частина кiнетичної енергiї
частинок до зiткнення переходить у внутрiшню енергiю частинки, що
утворилася:

Q = m1υ
2
2/2 +m2υ

2
2/2− (m1 +m2)υ′2/2.

Абсолютно пружне зiткнення – це зiткнення, в результатi якого
внутрiшня енергiя частинок не змiнюється, а тому незмiнюється i
кiнетична енергiя системи.

Удар називають центральним, якщо кулi до удару рухалися вздовж
прямої, що проходить через їх центри.
Приклад 3.5 Ящик масою m1 зiсковзує по iдеально гладкому лотку
довжиною l на нерухомий вiзок з пiском i застряє в ньому. Вiзок з пiском
масою m2 може вiльно рухатись (без тертя), перемiщуючись по рейках
в горизонтальному напрямку. Визначити швидкiсть u вiзка з ящиком,
якщо лоток нахилений пiд кутом α до рейок.

Р о з в’я з о к. Вiзок i ящик можна розглядати як систему двох
непружно взаємодiючих тiл. Але ця система не замкнута, оскiльки на
неї дiють зовнiшнi сили: сили тяжiння m1~g, m2~g i сила реакцiї опори
~N2 (див. рис. 3.3). Тому використати закон збереження iмпульсу до
системи ящик – вiзок не можна, але оскiльки проекцiя зазначених сил
на напрямок x, що збiгається iз напрямком рейок, дорiвнює нулю, то
проекцiя iмпульсу системи на цей напрямок можна вважати сталою,
тому

p1x + p2x = p′1x + p′2x, (3.9)
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Рисунок 3.3

де p1x, p2x i p′1x, p′2x – проекцiї iмпульсу ящика i вiзка з пiском у
момент падiння ящика на вiзок i пiсля падiння ящика. Тодi iз (3.9) для
непружного удару отримаємо

m1υ1x = (m1 +m2)u,

де υ1x = υ1 cosα – проекцiя швидкостi ящика на вiсь x, звiдки

u = m1υ1 cosα/(m1 +m2). (3.10)

Модуль швидкостi υ1 знайдемо iз закону збереження енергiї:

m1gh = m1υ
2
1/2,

де h = l sinα, тому
υ1 =

√
2gl sinα.

Пiдставимо отриманий вираз для υ1 у формулу (3.10), отримаємо

u = m1

√
2gl sinα cosα/(m1 +m2).

Перевiрка розмiрностi: [u] = [m][g]1/2[l]1/2/[m] = (м1/2/с)м1/2 =
= м/c.
Приклад 3.6 Знайти швидкостi двох куль пiсля зiткнення, якщо до
зiткнення вони рухалися вздовж однiєї прямої зi швидкостями ~υ1 i
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~υ2. Удар вважати центральним, абсолютно пружним, обертання куль
вiдсутнє. Маси куль m1 i m2 вiдповiдно.

Р о з в’я з о к. Позначимо швидкостi куль пiсля зiткнення ~υ′
1, ~υ′

2.
Запишемо рiвняння збереження енергiї i iмпульсу:

m1~υ
2
1/2 +m2~υ

2
2/2 = m1

~υ′2
1/2 +m1

~υ′2
1/2, (3.11)

m1~υ1 +m2~υ2 = m1
~υ′

1 +m2
~υ′

2. (3.12)

Запишемо (3.11) у виглядi

m1(~υ2
1 − ~υ′2

1) = m1(~υ′2
1 − ~υ2

2). (3.13)

Врахувавши, що (~a2 − ~b2) = (~a− ~b)(~a + ~b), зведемо (3.13) до вигляду

m1(~υ1 − ~υ′
1)(~υ1 + ~υ′

1) = m2(~υ′
2 − ~υ2)(~υ2 + ~υ′

2). (3.14)

З врахуванням (3.12)

m1(~υ′1 − ~υ′1) = m2(~υ′2 − ~υ2), (3.15)

тому вираз (3.14) зводиться до такого вигляду:

~υ1 + ~υ′
1 = ~υ2 + ~υ′

2. (3.16)

Помноживши (3.16) на m2 i вiднявши результат вiд (3.15), а потiм
домноживши (3.16) на m1 i результат додавши до (3.15), отримаємо
швидкостi куль пiсля удару:

~υ′
1 =

2m2~υ2 + (m1 −m2)~υ1

m1 +m2
, ~υ′

2 =
2m1~υ1 + (m2 −m1)~υ1

m1 +m2
.

Приклад 3.7 Частинка масою m1 з iмпульсом p1 пружно зiткнулася з
частинкою масою m2, що перебувала в станi спокою. Знайти iмпульс p′1
першої частинки пiсля зiткнення, в результатi якого вона стала рухатися
пiд кутом ϑ до початкового напрямку руху.

Р о з в’я з о к. Запишемо закон збереження iмпульсу:

~p1 = ~p′1 + ~p′2.
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Iз нього знаходимо (див. рис. 3.4):

p′
2
2 = p2

1 + p′
2
1 − 2p1p

′
1 cosϑ. (3.17)

З друго боку, iз закону збереження енергiї випливає, що T1 = T ′1 + T ′2,
де T ′1, T ′2 – кiнетичнi енергiї першої i другої частинок пiсля зiткнення.
Врахуємо зв’язок мiж кiнетичною енергiєю i iмпульсом: T = p2/(2m),
тодi закон збереження енергiї можна записати у виглядi

p′
2
2 = (m2/m1)(p2

1 − p′
2
1). (3.18)

Пiдставимо (3.17) в (3.18), отримаємо квадратне рiвняння для знахо-
дження p′1, з якого

p′1 = p1

cosϑ±
√

cos2 ϑ+ (m2
2/m

2
1 − 1)

1 +m2/m1
.

Якщо m1 < m2, то фiзичний змiст має тiльки знак плюс перед
коренем. Це випливає з того, що за цiєї умови корiнь буде бiльшим,
нiж cosϑ, а оскiльки p′1 – це модуль, то, природно, вiн не може бути
вiд’ємним.

Якщо m1 > m2, то фiзичний змiст мають обидва знаки перед
коренем. Вiдповiдь в цьому випадку неоднозначна: пiд кутом ϑ iмпульс
розсiяної частинки може мати одне iз двох значень (це залежить вiд
вiдносного розташування частинок у момент удару).



3.9 Момент iмпульсу. Момент сили 49

 

 A 

L
r

 pr  

r
r  

l 

 α 

0  

 

 

0υυ
r

g
r

m  

A

r
r

 0
 

Рисунок 3.5 Рисунок 3.6

3.9 Момент iмпульсу. Момент сили

Моментом iмпульсу частинки A вiдносно точки 0 (рис. 3.5) назива-
ють вектор ~L який дорiвнює векторному добутку радiусa-вектора ~r на
iмпульс частинки ~p:

~L = [~r, ~p]. (3.19)

Модуль вектора ~L дорiвнює

L = rp sinα = lp,

де α – кут мiж векторами ~r i ~p; l = r sinα – плече вектора ~p вiдносно
точки 0.

З використанням другого закону Ньютона можна отримати рiвняння
моментiв:

d ~L/dt = [~r, ~p] = ~M, (3.20)

де ~M = [~r, ~F] – момент сили ~F вiдносно точки 0.
Моментом iмпульсу (сили) вiдносно осi z називають проекцiю на цю

вiсь вiсь вектора ~L ( ~M), визначений вiдносно довiльної точки 0 даної осi.
Приклад 3.8 Камiнь A масою m кинули пiд кутом до горизонту
з початковою швидкiстю ~υ0. Не враховуючи опiр повiтря, знайти
залежнiсть вiд часу моменту iмпульсу каменя ~L(t) вiдносно точки
кидання (рис. 3.6).

Р о з в’я з о к. За промiжок часу d t момент iмпульсу каменя вiдносно
точки 0 отримує прирiст d ~L = ~Mdt = [~r,m~g]dt. Оскiльки камiнь
рухається з прискоренням вiльного падiння ~g, то радiус-вектор каменя
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вiдносно точки кидання визначається за формулою ~r = ~υ0t + ~g t2/2
(див. рис. 3.6), тодi d ~L = [~υ0t+ ~gt2/2,m~g] = [~υ0t,m~g] + [~gt2/2,m~g] =
= [~υ0,m~g]td t, де ми врахували, що [~g, ~g] = 0. Вiзьмемо iнтеграл вiд
лiвої i правої частин отриманого виразу за t вiд 0 до t, врахувавши, що в
момент t = 0 ~L(0) = 0:

t∫
0

d ~L =
t∫

0

[~υ0,m~g]t dt ⇒ ~L(t) = [~υ0,m~g]t2/2.

З отриманого виразу випливає, що напрямок вектора ~L залишається
незмiнним у процесi руху (вектор L направлений за площину рис. 3.6).

3.10 Закон збереження моменту iмпульсу

Момент iмпульсу ~L замкнутої системи залишається сталим вiдносно
будь-якої точки довiльної iнерцiйної системи вiдлiку:

~L =
∑

~Li(t) = const. (3.21)

Так, наприклад, веде себе момент iмпульсу Сонячної системи, яка є
практично замкнутою.

Закон збереження моменту iмпульсу є вiдображенням такої фунда-
ментальної властивостi простору, як його iзотропнiсть. Вiн вiдiграє таку
саму важливу роль, як i закони збереження енергiї та iмпульсу. Сам по
собi вiн у багатьох випадках дозволяє зробити ряд суттєвих висновкiв
про властивостi тих чи iнших процесiв, не вникаючи в їх детальний роз-
гляд.

Використання закону збереження моменту iмпульсу у випадку твер-
дого тiла буде розглянуто нами в наступному роздiлi.

3.11 Задачi для самостiйного розв’язку

3.1 Куля масою m1 = 10, 0 кг, що рухається зi швидкiстю υ1 =
= 4,0 м/с, зiткнулася з кулею масою m2 = 4, 00 кг, швидкiсть якої
12,0 м/с. Вважаючи удар прямим, не пружним, знайти швидкiсть u куль
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пiсля удару в двох випадках: а) мала куля доганяє велику кулю; б) кулi
рухаються назустрiч одна однiй.
3.2 На пiдлозi стоїть вiзок у виглядi довгої дошки, обладнаної легкими
колесами. На одному кiнцi дошки стоїть людина. Маса людини M =
= 60 кг, маса дошки m = 20 кг. З якою швидкiстю u (вiдносно пiдлоги)
буде рухатися вiзок, якщо людина пiде вздовж дошки зi швидкiстю
(вiдносно дошки) υ = 1 м/с? Масою колiс знехтувати. Тертям у втулках
знехтувати.
3.3 Два ковзанярi масами m1 = 80, 0 кг i m2 = 50, 0 кг, що держаться
за кiнцi довгого натягненого шнура, нерухомо стоять на льоду один
проти одного. Один з них починає вкорочувати шнур, вибираючи його
зi швидкiстю υ = 1, 00 м/с. З якими швидкостями будуть рухатися по
льоду ковзанярi? Тертям знехтувати.
3.4 На залiзничнiй платформi встановлено гармату. Маса платформи
з гарматою M = 15, 0 т. Гармата стрiляє вверх пiд кутом α = 60◦

до горизонту в напрямку шляху. З якою швидкiстю υ1 покотиться
платформа внаслiдок вiддачi, якщо маса снаряда m = 20, 0 кг, i вiн
вилiтає зi швидкiстю υ2 = 600 м/с.
3.5 Снаряд масою m = 10, 0 кг мав швидкiсть υ = 200 м/с у верхнiй
точцi траєкторiї. У цiй точцi вiн розiрвався на двi частини. Менша масою
m = 3, 00 кг отримала швидкiсть u1 = 400 м/с в попередньому
напрямку. Знайти швидкiсть u2 бiльшої частини пiсля розриву.
3.6 Снаряд масою m = 10, 0 кг мав швидкiсть υ = 200 м/с у верхнiй
точцi траєкторiї. У цiй точцi вiн розiрвався на двi частини. Менша масою
m = 3, 00 кг отримала швидкiсть u1 = 400 м/с. З якою швидкiстю u2 i
пiд яким кутом ϕ2 до горизонту полетить бiльша частина снаряду, якщо
менша полетiла вперед пiд кутом ϕ2 = 60◦ до горизонту.
3.7 На пiдлозi стоїть вiзок у виглядi довгої дошки, обладнаної легкими
колесами. На одному кiнцi дошки стоїть людина. Маса людини M =
= 60, 0 кг, маса дошки m = 20, 0 кг. Знайти, на яку вiдстань d:
а) перемiститься вiзок, якщо людина перейде на другий кiнець дошки;
б) перемiститься людина вiдносно пiдлоги; в) перемiститься центр мас
системи вiзок-людина вiдносно дошки i вiдносно пiдлоги. Довжина
дошки l = 2, 00 м.
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3.8 На спокiйнiй водi перпендикулярно до берега i носом до нього
розмiщений човен масою M i довжиною L. На кормi стоїть людина
масою m. На яку вiдстань l вiддалиться човен вiд берега, якщо людина
перейде з корми на нiс човна? Силами тертя i опору знехтувати.
3.9 Човен довжиною l = 3, 00 м i масоюm = 120 кг стоїть на спокiйнiй
водi. На носi i кормi перебувають два рибалки масами m1 = 60, 0 кг i
m2 = 90, 0 кг. На скiльки зрушиться човен вiдносно води, якщо рибалки
помiняються мiсцями?
3.10 Розрахувати роботуA, виконану при рiвноприскореному пiднiман-
нi вантажу масою m = 100 кг на висоту h = 4 м за час t = 2, 00 с.
3.11 Знайти роботу A пiднiмання вантажу по похилiй площинi довжи-
ною l = 2, 00 м, якщо маса вантажу m = 100 кг, кут нахилу α = 30◦, ко-
ефiцiєнт тертяµ = 0, 1 i вантаж рухається з прискоренням a = 1, 00 м/с2.
3.12 Розрахувати роботу A, виконану на шляху s = 12, 0 м рiвномiрно
зростаючою силою, якщо на початку шляху сила F1 = 10, 0 Н, в кiнцi –
F2 = 46, 0 Н.
3.13 Тiло масою m = 1, 00 кг кинули з вишки в горизонтальному
напрямку зi швидкiстю υ0 = 20, 0 м/с, через t = 3, 00 с впало на
землю. Визначити кiнетичну енергiю T , яку мало тiло в момент удару об
землю, не користуючись законом збереження енергiї. Опором повiтря
знехтувати.
3.14 Камiнь кинули вгору пiд кутом α = 60◦ до горизонту. Кiнетична
енергiя каменя в початковий момент часу дорiвнювала T0 = 20, 0 Дж.
Визначити кiнетичну T i потенцiальну U енергiї каменя в найвищiй точцi
його траєкторiї. Опором повiтря знехтувати.
3.15 Камiнь масою 5,00 г кинули пiд кутом до горизонту, з висоти
20,0 м над поверхнею землi зi швидкiстю 18 м/с, вiн упав на землю зi
швидкiстю 24,0 м/с. Знайти роботу щодо подолання сил опору повiтря.
3.16 Насос викидає струмiнь води дiаметром d = 2, 00 см зi швидкiстю
υ = 20, 0 м/с. Знайти потужнiсть N , необхiдну для викидання води.
3.17 Гелiкоптер масою m = 3, 00 т висить в повiтрi. Визначити
потужнiсть N , що витрачається на пiдтримку його в цьому положеннi,
при двох значеннях дiаметру d ротора: а) 18,0 м; б) 8,0 м. При
розрахунках взяти до уваги, що ротор вiдкидає вниз цилiндричний
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струмiнь повiтря дiаметром, який дорiвнює дiаметру ротора.
3.18 Матерiальна точка масою m = 2, 00 кг рухається пiд дiєю деякої
сили вiдповiдно до рiвняння x = A + Bt + Ct2 + Dt3, де A = 10, 0 м;
B = −2, 00 м/с; C = 1, 00 м/с2;D = −0, 20 м/с2. Знайти потужнiстьN ,
що витрачається на рух точки, в моменти часу t1 = 2 с i t2 = 5 с.
3.19 Ковзаняр, стоячи на льоду, кинув вперед гирю масоюm1 = 5, 00 кг
i внаслiдок вiддачi покотився назад зi швидкiстю υ2 = 1, 00 м/с. Маса
ковзаняра m2 = 60, 0 кг. Визначити роботу A, виконану ковзанярем при
киданнi гирi.
3.20 На рейках стоїть платформа, на якiй в горизонтальному положеннi
закрiплено гармату без противiдкочувального пристрою. Iз гармати
виконують пострiл вздовж залiзничного полотна. Маса снаряда m1 =
= 10, 0 кг, його швидкiсть υ = 1, 00 км/с. Маса платформи iз гарматою
i вантажем m2 = 2, 00 · 104 кг. На яку вiдстань l вiдкотиться платформа
пiсля пострiлу, якщо коефiцiєнт опору µ = 2, 00 · 10−3?
3.21 Куля масою m = 10, 0 г, що летiла зi швидкiстю υ = 600 м/с,
попала в балiстичний маятник (рис. 3.7) масою M = 5, 00 кг i застряла
в ньому. На яку висоту h, вiдхилившись пiсля удару, пiднявся маятник?
3.22 Двi кулi масами m1 = 10, 0 кг i m2 = 15, 0 кг пiдвiшенi на нитках
довжиною l = 2, 00 м так, що торкаються одна одної. Меншу кулю
вiдхилили на кут α = 60◦ i вiдпустили. Визначити висоту h, на яку
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пiднiмуться обидвi кулi пiсля удару. Удар куль вважати не пружним.
3.23 Двi кулi масами m1 = 2, 00 кг i m2 = 3, 00 кг рухаються зi
швидкостями вiдповiдно υ1 = 8, 00 м/с i υ2 = 4, 00 м/с. Визначити
прирiст ∆U внутрiшньої енергiї куль в результатi їх абсолютно не
пружного зiткненнi в двох випадках: а) менша куля наздоганяє бiльшу;
б) кулi рухаються назустрiч одна однiй.
3.24 Куля масою m1, що летить зi швидкiстю υ1 = 5, 00 м/с, ударяє
нерухому кулю масоюm2. Удар вважати прямим, не пружним. Визначи-
ти швидкiсть u куль пiсля удару, а також долю w кiнетичної енергiї кулi,
що летiла, яка витратилася на збiльшення внутрiшньої енергiї цих куль.
Розглянути два випадки: а)m1 = 2, 00 кг,m2 = 8, 00 кг; б)m1 = 8, 00 кг,
m2 = 2, 00 кг.
3.25 Куля масою m1 = 2, 00 кг налiтає на кулю масою m2 = 8, 00 кг,
що перебуває в станi спокою. Iмпульс кулi, що налiтає, p1 = 10 кг·м/с.
Удар вважати прямим, пружним. Визначити безпосередньо пiсля удару:
а) iмпульси p′1 першої кулi i p′2 другої кулi; б) змiну ∆p1 iмпульсу першої
кулi; в) кiнетичнi енергiї T ′1, T ′2 обох куль; г) змiну ∆T1 кiнетичної енергiї
першої кулi; д) частку w кiнетичної енергiї, переданої першою кулею
другiй.
3.26 Молот масою m1 = 5, 00 кг ударяє невеликий кусок залiза, що
лежить на ковадлi. Маса ковадла m2 = 100 кг. Масою куска залiза
знехтувати. Удар не пружний. Визначити к.к.д. η удару молота за даних
умов.
3.27 Куля масою m1 = 200 г, що рухається зi швидкiстю υ1=10,0 м/с,
вдаряє нерухому кулю масою m2 = 800 г. Удар прямий, абсолютно
пружний. Якими будуть швидкостi u1, u2 куль пiсля удару?
3.28 Куля масою m = 1, 80 кг зiткнулася з кулею бiльшої маси M , яка
перебувала в станi спокою. У результатi прямого пружного удару куля
втратила w=0,36 своєї кiнетичної енергiї T1. Визначити масу бiльшої
кулi.
3.29 На кулю, що перебуває в станi спокою, налiтає зi швидкiстю υ1 =
= 2, 00 м/с друга куля однакової з нею маси. В результатi зiткнення куля
змiнила напрямок швидкостi на кут α = 30◦. Визначити: а) швидкостi
u1, u2 куль пiсля удару; б) кут β мiж векторами швидкостi другої кулi i
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початковим напрямком руху першої кулi. Удар вважати пружним.
3.30 Ланцюг довжиною l = 2 м лежить на столi, одним кiнцем звисаючи
зi столу. Якщо довжина частини, що звiшується зi столу, перевищує l/3,
то ланцюг зiсковзує зi столу. Визначити швидкiсть υ ланцюга в момент
вiдриву вiд столу.
3.31 До матерiальної точки, положення якої визначається радiусом-
вектором ~r = 3~ex + 2~ey + 4~ez, прикладена сила ~F = 5~ex + 4~ey + 3~ez.
Знайти момент сили ~M вiдносно початку координат, модуль вектора ~M
i момент сили Mz вiдносно осi z.
3.32 Тiло масою m = 100 г кинули пiд кутом α = 45◦ до горизонту з
початковою швидкiстю υ0 = 20, 0 м/с. Знайти модуль моменту iмпульсу
тiла вiдносно точки кидання в момент розмiщення його в найвищiй точцi
траєкторiї. Опором повiтря знехтувати.
3.33 Тiло масою m кинули пiд кутом α до горизонту зi швидкiстю υ.
Знайти залежнiсть вiд часу модуля моменту iмпульсу тiла вiдносно точки
кидання. Опором повiтря знехтувати. Вiдповiдь: L = mgυ0 cosα · t2/2.
3.34 На гладенькiй горизонтальнiй площинi лежить однорiдний стри-
жень довжиною l = 0, 50 м i масою m = 1, 00 кг. По площинi ковзає
кулька масою m1 = 0, 3 кг зi швидкiстю υ = 10 м/с, спрямованою пер-
пендикулярно до стрижня. Кулька вдаряє по стрижню i зупиняється.
Точка удару розмiщена на вiдстанi l1 = 20, 0 см вiд середини стриж-
ня. Дiаметр кульки дорiвнює дiаметру стрижня. Визначити поступальну
швидкiсть стрижня пiсля удару i кутову швидкiсть вiдносно його центра
мас.
3.35 Показати, що другий закон Кеплера (радiус-вектор, проведений
вiд Сонця до планети, за рiвнi вiдрiзки часу описує однаковi площi) є
наслiдком закону збереження моменту iмпульсу.
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4.1 Обертання навколо нерухомої осi

Знайдемо вираз для моменту iмпульсу твердого тiла вiдносно осi
обертання OO′ (рис. 4.1). Розiб’ємо тiло на нескiнченно малi елементи
об’єму, в границях яких можна вважати швидкiсть постiйною. Їх масу
позначимо ∆mi. Тодi вiдповiдно до формули (3.19) запишемо

Lz =
∑

Liz = (
∑

∆mir
2
i )ω,

де ri – вiдстань вiд i-го елемента твердого тiла до осi обертання; ω –
його кутова швидкiсть.

Таблица 4.1 – Моменти iнерцiї деяких твердих тiл
Тверде тiло Вiсь z Момент iнерцiї Ic
Тонкий стрижень Перпендикулярна до ml2/12
довжини l стрижня
Суцiльний цилiндр Збiгається з вiссю mR2/2
радiусом R цилiндра
Тонкий диск Збiгається з mR2/4
радiусом R дiаметром
Куля радiусом R Проходить через центр 2mR2/5

кулi

Величину I =
∑

∆mir
2
i називають моментом iнерцiї твердого тiла

вiдносно осi OO′. З врахуванням цього позначення момент iмпульсу
твердого тiла буде дорiвнювати

Lz = Iω. (4.1)

Розрахунок моменту iнерцiї тiла виконується за формулою

I =
∫
r2dm =

∫
ρr2dV , (4.2)

де dm – маса елементарного об’єму dV тiла, що розмiщена на вiдстанi r
вiд осi z; ρ – густина тiла в данiй точцi.
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Якщо вiдомий момент iнерцiї твердого тiла вiдносно осi zc, що
проходить через центр iнерцiї тiла Ic (див. табл. 4.1), то момент iнерцiї
вiдносно довiльної осi, паралельної данiй, знаходять, користуючись
теоремою Штейнера

I = Ic +ma2, (4.3)

де a – вiдстань мiж осями.
Приклад 4.1 Знайти момент iнерцiї тонкого диска i суцiльного цилiндра
вiдносно їх повздовжнiх геометричних осей.

Р о з в’я з о к. Будемо вважати, що диск i цилiндр однорiднi, тобто ре-
човина розподiлена в них з постiйною густиною. Нехай вiсь z проходить
через центр диска C перпендикулярно до його площини (рис. 4.2). Роз-
глянемо нескiнченно тонке кiльце з внутрiшнiм радiусом r i зовнiшнiм
r + dr. Площа такого кiльця dS = 2πrdr. Його момент iнерцiї дорiв-
нює dI = r2dm. Момент iнерцiї всього диска дорiвнює iнтегралу Iz =
=
∫
r2dm. Враховуючи однорiднiсть диска dm = mdS/S = 2mrdr/r2,

деS = πR2 – площа всього диска. Вносячи цей вираз пiд знак iнтеграла,
отримаємо

Iz =
2m
R2

R∫
0

r3dr =
1
2
mR2. (4.4)

Формула (4.4) визначає також момент iнерцiї однорiдного суцiльного
цилiндра вiдносно його повздовжньої геометричної осi.
Приклад 4.2 Визначити момент iнерцiї Iz однорiдного суцiльного цилiн-
дра вiдносно поперечної осi.
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Р о з в’я з о к. Нехай вiсь обертання проходить через центр основи
цилiндра A перпендикулярно до його повздовжньої геометричної осi
(рис. 4.3). Умовно зробимо в цилiндрi вирiз у виглядi короткого цилiндра
масою dm, що розмiщений на вiдстанi x вiд осi обертання. Для його
моменту iнерцiї за теоремою Штейнера можна записати

dIA = dm · x2 + dm ·R2/4,

а для моменту iнерцiї всього цилiндра

IA =
∫
x2dm+

1
4
R2
∫

dm.

Перший доданок у правiй частинi формально збiгається з виразом для
моменту iнерцiї однорiдного нескiнченного тонкого стрижня, а тому
дорiвнює ml2/3. Другий доданок дорiвнює mR2/4, тому

IA = ml2/3 +mR2/4.

4.2 Основне рiвняння динамiки обертального
руху твердого тiла

Диференцiюючи (4.1) за часом i враховуючи формулу (3.20), запи-
сану в проекцiї на вiсь z, отримаємо

Idω/dt = Mz, (4.5)

де dω/dt = d2ϕ/dt2 = ε – кутове прискорення твердого тiла вiдносно
осi z; Mz – сумарний момент всiх зовнiшнiх сил вiдносно осi обертання.
Моменти сил вiдносно осi – величини алгебраїчнi: їх знаки залежать як
вiд вибору додатного напрямку осi z (яка збiгається з вiссю обертання),
так i вiд напрямку “обертання” вiдповiдного моменту сили. Наприклад,
вибравши додатний напрямок осi z, як подано на рис. 4.1, ми тим
самим задаємо i додатний напрямок вiдлiку кута ϕ (обидва цi напрямки
зв’язанi правилом правого гвинта). Якщо деякий момент Miz “обертає”
в додатному напрямку кута ϕ, то цей момент вважається додатним, i
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навпаки, а знак сумарного моменту Mz, в свою чергу, визначає знак ϕ̈
– проекцiю вектора кутового прискорення на вiсь z.

Iнтегрування рiвняння (4.5) з врахуванням початкових умов (значень
ω0, ϕ0 у початковий момент часу) дозволяє розв’язати задачу про
обертання твердого тiла навколо нерухомої осi, тобто знайти залежнiсть
вiд часу кутової швидкостi ω(t) i кута повороту ϕ(t).
Приклад 4.3 Визначити прискорення тiл i натяг нитки на машинi
Атвуда, вважаючи, що m2 > m1 (рис. 4.4). Момент iнерцiї блока
вiдносно геометричної осi дорiвнює I, радiус блока r. Масою нитки
знехтувати.

Р о з в’я з о к. Зважаючи на те, що маса нитки дуже мала, то змiною
натягiв вздовж нитки можна знехтувати: T1 = T ′1, T2 = T ′2. Рiвняння
руху вантажiв (другий закон Ньютона) i блока (основний закон обер-
тального руху) будуть мати вигляд

m1a = T1 −m1g,
m2a = m2g − T2,
Idω/dt = r(T2 − T1).

Якщо немає проковзування нитки по блоку, то rdω/dt = a. Розв’язуючи
систему рiвнянь з врахуванням останньої формули, отримаємо

a = (m2 −m1)g/(m1 +m2 + I/r2),
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пiсля чого знаходимо T1 i T2:

T1 =
2m2 + I/r2

m1 +m2 + I/r2
m1g, T2 =

2m1 + I/r2

m1 +m2 + I/r2
m2g.

Якщо маса блока дуже мала, то T1 = T2.

4.3 Кiнетична енергiя твердого тiла

Маючи на увазi, що швидкiсть i-го елемента об’єму твердого тiла,
що обертається υi = ρiω, запишемо

T =
∑

∆miυ
2
i /2 = (

∑
∆miρ

2
i )ω

2/2, ⇒ T = Iω2/2. (4.6)

У вiдповiдностi до (3.3) елементарна робота всiх зовнiшнiх сил
у випадку твердого тiла дорiвнює приросту тiльки кiнетичної енергiї
тiла, оскiльки власна потенцiальна енергiя твердого тiла не змiнюється.
Таким чином, dA = dT = d(Iω2/2) = Iϕ̇ϕ̈dt. Маючи на увазi, що ϕ̇dt =
= dϕ i вiдповiдно до (4.5) Iϕ̈ = Mz, отримаємо dA = Mzdϕ. Робота
зовнiшнiх сил за поворотом твердого тiла на певний кут ϕ дорiвнює

A =
ϕ∫

0

Mzdϕ. (4.7)

У випадку, коли Mz = const, останнiй вираз спрощується: A = Mz∆ϕ.
Нехай тiло виконує плоский рух у деякiй iнерцiйнiй системi вiдлiку.

Кiнетична енергiя твердого тiла при плоскому русi складається iз енергiї
обертання навколо осi, що проходить через центр iнерцiї тiла, i енергiї,
зв’язаної з рухом центра iнерцiї:

T = Icω2/2 +mV 2
c /2, (4.8)

де Ic – момент iнерцiї тiла вiдносно осi обертання, що проходить через
його центр iнерцiї; ω – кутова швидкiсть тiла; m – його маса; Vc –
швидкiсть центра iнерцiї тiла в iнерцiйнiй системi вiдлiку.
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Приклад 4.4 Однорiдна куля радiусом r починає скочуватися без ко-
взання з вершини сфери радiусом R (рис. 4.5). Знайти кутову швидкiсть
кулi пiсля вiдриву вiд поверхнi сфери.

Р о з в’я з о к. По-перше, зазначимо, що кутова швидкiсть кулi пiсля
вiдриву незмiнюється, тому задача зводиться до знаходження її величи-
ни в момент вiдриву.

Запишемо рiвняння руху центра мас кулi в момент вiдриву:

mυ2/(R+ r) = mg cosϑ,

де υ – швидкiсть центра кулi в момент вiдриву, а ϑ – кут, що вiдповiдає
цьому моменту (рис. 4.5). Швидкiсть υ можна знайти iз закону збере-
ження енергiї:

mgh = mυ2/2 + Iω2/2,

де I = 2mr2/5 – момент iнерцiї кулi вiдносно осi, що проходить через її
центр, крiм того,

υ = ωr, h = (R+ r)(1− cosϑ).

Iз цих чотирьох рiвнянь отримаємо

ω =
√

10g(R+ r)/(17r2).

Перевiрка розмiрностi: [ω] = [g]1/2[r]−1/2 = м1/2 · c · м−1/2 = c−1.
Приклад 4.5 В установцi (рис. 4.6) однорiдний диск D масою m i
радiусом r може вiльно обертатися навколо осей AA′, BB′ i разом з
платформою P навколо вертикальної осi OO′, вiдносно якої момент
iнерцiї платформи дорiвнює I. Диску D надали кутової швидкостi
ω0 навколо осi AA′. Потiм, дiючи на кiнець O нитки ACO деякою
силою F , установили вiсь AA′ диска, що обертається вертикально. Яку
роботу при цьому виконала сила F? Масою осi AA′ i кiльця ABA′B′

знехтувати. Тертя немає.
Р о з в’я з о к. У даному випадку робота сили F йде на прирiст

кiнетичної енергiї системи ∆T , тому задача зводиться до знаходження
∆T .
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Вiдносно осi OO′ момент iмпульсу системи не змiнюється при пово-
ротi диска i дорiвнює нулю як було спочатку, а це означає, що в кiнце-
вому положеннi моменти iмпульсу диска i платформи стануть однакови-
ми за величиною i протилежно напрямленими. Тобто платформа почне
обертатися в напрямку, протилежному напрямку обертання диска, звiд-
си

Iω = mr2ω0/2,

де враховано, що кутова швидкiсть диска при поворотi не змiнилася.
Iз того, що кутова швидкiсть диска, а отже, i його кiнетична енергiя

не змiнилася в результатi повороту, вiдразу випливає, що шукана робота
пiшла на надання кiнетичної енергiї платформi:

A = Iω2/2 = m2r4ω2
0/(8· I).

Зазначимо, що спочатку система мала момент iмпульсу, а пiсля по-
вороту диска вiн зменшився до нуля. Зникнення моменту iмпульсу обу-
мовлене дiєю моменту зовнiшнiх сил, що виникає в процесi повороту
диска. Цi сили прагнуть затримати вiсь платформи в незмiнному поло-
женнi (пружнi сили).
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4.4 Умови рiвноваги твердого тiла

1 Результуюча всiх зовнiшнiх сил, прикладених до тiла, повинна
дорiвнювати нулю, тобто

~F =
∑

~Fi = 0. (4.9)

2 Сумарний момент зовнiшнiх сил вiдносно будь-якої точки повинен
дорiвнювати нулю, тобто

~M =
∑

~Mi = 0. (4.10)

4.5 Гiроскопiчний ефект

Гiроскопом називають тiло, яке швидко обертається, i вiсь якого
може змiнювати свiй напрямок у просторi. Найважливiшу роль в тех-
нiцi вiдiграють симетричнi гiроскопи, що мають симетрiю обертання
навколо осi, яку називають геометричною вiссю або вiссю фiгури гiро-
скопа. Звичайно, одна iз точок фiгури гiроскопа, яку називають точкою
опори гiроскопа, закрiплена.

Вся теорiя гiроскопiв побудована на рiвняннi моментiв

~̇L = ~M,

причому моменти ~L, ~M беруться вiдносно нерухомої точки опори
гiроскопа. Якщо момент зовнiшнiх сил ~M дорiвнює нулю, то гiроскоп

називають вiльним. Для вiльного гiроскопа ~̇L = 0, i тому

~L = I||~ω|| + I⊥~ω⊥ = const, (4.11)

де I|| – момент iнерцiї гiроскопа вiдносно осi його фiгури; I⊥ – момент
iнерцiї гiроскопа вiдносно осi, перпендикулярної до осi його фiгури; ~ω|| –
складова вектора миттєвої кутової швидкостi гiроскопа паралельна осi
його фiгури; ~ω⊥– складова вектора миттєвої кутової швидкостi гiроско-
па, перпендикулярна до осi його фiгури. Рiвняння (4.11) вiдповiдає за-
кону збереження моменту iмпульсу гiроскопа. Пiднiсши (4.11) до квад-
рата, отримаємо

I2||ω
2
|| + I2⊥ω

2
⊥ = const. (4.12)
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Запишемо також закон збереження енергiї:

E = (~L~ω)/2 = (I||ω
2
|| + I⊥ω2

⊥)/2 = const. (4.13)

Iз рiвнянь (4.12), (4.13) випливає, що пiд час руху вiльного гiроскопа
довжини векторiв ~ω|| i ~ω⊥ залишаються незмiнними. Разом з тим
залишаються незмiнними i обидвi складовi моменту iмпульсу: L|| = I||ω||
i L⊥ = I⊥ω⊥, тому, як випливає iз (4.13), залишається постiйним кут мiж
векторами ~L i ~ω. Також iз незмiнностi L|| i L⊥ випливає сталiсть кута мiж

вектором ~L i вiссю фiгури гiроскопа. В кожний момент часу вiсь фiгури
гiроскопа виконує обертання навколо миттєвої осi з кутовою швидкiстю
~ω. Вектори ~ω i ~L, лежать в однiй площинi з вiссю фiгури гiроскопа.
А оскiльки вектор ~L зберiгає незмiнним свiй напрямок у просторi, то
миттєва вiсь i вiсь фiгури повиннi обертатися навколо цього незмiнного
напрямку з однiєю i тiєю самою кутовою швидкiстю.

Таким чином, картина вiльного руху гiроскопа має такий вигляд. У
кожний момент часу рух вiльного гiроскопа є обертання навколо мит-
тєвої осi, що проходить через нерухому точку опори. З плином часу мит-
тєва вiсь i вектор ~L змiнюють своє положення в тiлi, описуючи кону-
си навколо осi фiгури гiроскопа з однiєю i тiєю самою постiйною куто-
вою швидкiстю ~ω1, що, взагалi, не дорiвнює ~ω. Напрямок ~L незмiнний у
просторi. Вiсь фiгури гiроскопа i миттєва вiсь рiвномiрно обертаються в
просторi навколо цього напрямку з однiєю i тiєю самою кутовою швид-
кiстю ~ω1, але в протилежному напрямi. Такий рух називається вiльною
регулярною прецесiєю гiроскопа.

Якщо гiроскоп з достатньо великим моментом iнерцiї привести в
швидке обертання, то вiн буде мати великий момент iмпульсу. Прирiст
моменту iмпульсу визначається iнтегралом

∆~L =
t∫

0

~Mdt.

Якщо зовнiшня сила дiє протягом короткого промiжку часу, то даний
iнтеграл, а з ним i прирiст моменту iмпульсу будуть малими. Тому



4.5 Гiроскопiчний ефект 65

 

 Ω  

   Y    X  

   Ο  
   Z 

   Α  

   P  

   F
r

 

   
ωω
rr

||I=L  

   ML
r&r =   

 

Рисунок 4.7

при короткодiючiй взаємодiї навiть великих сил рух вiльного гiроскопа
змiнюється незначно. Гiроскоп нiби опирається будь-яким спробам
змiнити величину i напрямок його моменту iмпульсу. З цим зв’язана
чудова стiйкiсть, яку отримує рух гiроскопа пiсля приведення його в
швидке обертання.

Найбiльш цiкавим видом руху гiроскопа є вимушена прецесiя.
Вона виникає пiд дiєю зовнiшнiх сил. Розглянемо гiроскоп, схематично
зображений на рис. 4.7. Вiн складається iз двох однакових маховичкiв,
якi вiльно надiтi на загальну вiсь. Гiроскоп побудований так, що може
вiльно обертатися не тiльки навколо осi фiгури ОZ, але i навко-
ло вертикальної i горизонтальної осей OY i OX. Про такий гiроскоп
кажуть, що вiн має три степенi вiльностi. Прикладемо до довiльної
точки А осi фiгури гiроскопа сталу силу ~F, наприклад, пiдвiсимо в цiй
точцi неважкий вантаж P . Коли маховички гiроскопа не обертаються,
спостерiгається звичне явище: пiд дiєю вантажу правий маховичок
опускається, лiвий – пiднiмається.

Але рух набуває зовсiм iншого характеру, якщо попередньо махо-
вички привести в швидке обертання в одну й ту саму сторону. В цьому
випадку вiсь фiгури гiроскопа разом з вантажем P не опускається, а по-
чинає повiльно обертатися з постiйною швидкiстю навколо вертикаль-
ної осi OY. Таке обертання називають вимушеною прецесiєю. Виму-
шену прецесiю простiше всього пояснити наближеною теорiєю гiроско-
па, в якiй обертанням навколо перпендикулярної осi можна знехтувати в
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порiвняннi з обертанням навколо осi його фiгури. У формулi (4.11) знех-
туємо другим доданком. У цьому наближеннi вектори ~ω i ~L направленi
вздовж осi фiгури гiроскопа.

Знайдемо довжину вектора кутової швидкостi прецесiї ~Ω. Вектор ~L
змiнюється тiльки внаслiдок обертання з кутовою швидкiстю прецесiї ~Ω.

Для лiнiйної швидкостi руху його кiнця, тобто похiдної ~̇L, можемо

записати ~̇L = [~Ω~L], тому рiвняння моментiв дає

[~Ω~L] = ~M. (4.14)

Iз цього рiвняння можна знайти швидкiсть прецесiї ~Ω. Пiдставимо
в (4.14) вираз ~M = [~a~F] = a[~s~F], де ~s – одиничний вектор вздовж
осi фiгури гiроскопа. Для приближеної теорiї гiроскопа ~L = L~s. У
результатi (4.14) набуває вигляду L[~Ω~s] = a[~s~F], звiдси вектор кутової
швидкостi прецесiї дорiвнює

~Ω = −a~F/L = −a~F/(I||ω||). (4.15)

4.6 Задачi для самостiйного розв’язку

4.1 Знайти момент iнерцiї тонкого однорiдного стрижня довжиною l i
масою m вiдносно перпендикулярної осi, що проходить: а) через один iз
кiнцiв стрижня; б) через середину стрижня.
4.2 Знайти момент iнерцiї однорiдної пластинки шириною a, довжи-
ною b i масою m вiдносно осi z, перпендикулярной до її площини, яка
проходить через центр пластинки.
4.3 Знайти момент iнерцiї порожнистої кулi радiусом R, масою m з
нескiнченно тонкими стiнками вiдносно осi z, що проходить через центр
кулi.
4.4 Знайти момент iнерцiї I тонкого однорiдного кiльця радiусом R =
= 20, 0 см i масою m = 100 г вiдносно осi, що лежить в площинi кiльця i
проходить через його центр.
4.5 В однорiдному диску масою m = 1, 00 кг i радiусом r = 30, 0 см
вирiзаний круглий отвiр дiаметром d = 20, 0 см, центр якого розмiщений
на вiдстанi l = 15, 0 см вiд осi диска (рис. 4.8). Знайти момент iнерцiї
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Рисунок 4.8 Рисунок 4.9 Рисунок 4.10

I цього тiла вiдносно осi, що проходить перпендикулярно до площини
диска через його центр.
4.6 Знайти момент iнерцiї суцiльної однорiдної кулi радiусомR, масою
m вiдносно осi z, що проходить через центр кулi.
4.7 Визначити момент iнерцiї кулi вiдносно осi, яка збiгається з
дотичною до його поверхнi. Радiус кулi 0,1 м, її маса 5,0 кг.
4.8 Чому дорiвнює момент iнерцiї тонкого прямого стрижня довжиною
0,50 м i масою 0,20 кг вiдносно осi, перпендикулярної до стрижня, яка
проходить через точку, вiддалену на 0,15 м вiд одного iз його кiнцiв?
4.9 Два однорiдних тонких стрижня: АВ довжиною l1 = 40, 0 см i
масою m1 = 900 г та СD довжиною l2 = 40, 0 см i масою m2 = 400 г
скрiпленi пiд прямим кутом (рис. 4.9). Визначити момент iнерцiї вiдносно
осi ОО′, яка проходить через кiнець стрижня АВ паралельно стрижню
СD.
4.10 Знайти момент iнерцiї I дротяного рiвностороннього трикутника зi
стороною a = 10, 0 см вiдносно: а) осi, яка лежить в площинi трикутника
i проходить через його вершину (рис. 4.10); б) осi, яка збiгається з
однiєю iз сторiн трикутника. Маса m трикутника дорiвнює 12,0 г i
рiвномiрно розподiлена за довжиною дроту.
4.11 На барабан радiусом R = 10, 0 см намотано нитку, до кiнця якої
прив’язано вантаж масою m = 0, 50 кг. Знайти момент iнерцiї барабана,
якщо вантаж опускається з прискоренням a = 1, 00 м/с2.
4.12 По дотичнiй до шкiва маховика у виглядi диска дiаметром D =
= 75, 0 см i масою m = 40 кг прикладена сила F = 1, 00 кН. Визначити
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кутове прискорення ε i частоту обертань n маховика через час t = 10, 0 с
з початку дiї сили, якщо радiус шкiва r = 12, 0 см. Тертям знехтувати.
4.13 Вал масою m = 100 кг i радiусом R = 5, 00 см обертався з
частотою n = 8, 00 об/с. До цилiндричної поверхнi вала притиснули
гальмiвну колодку з силою F = 40, 0 Н, пiд дiєю якої вал зупинився
через t = 10, 0 с. Визначити коефiцiєнт тертя.
4.14 Тонкий однорiдний стрижень довжиною l = 1, 00 м може вiльно
обертатися навколо горизонтальної осi, що проходить через точку О
на стрижнi (рис. 4.11). Cтрижень вiдхилили вiд вертикалi на кут α
i вiдпустили. Визначити для початкового моменту часу кутове ε i
тангенцiальне aτ прискорення точки В на стрижнi. Розрахунок виконати
для таких випадкiв: а) a = 0, b = 2l/3, α = π/2; б) a = l/3, b = l, α =
= π/3; в) a = l/4, b = l/2, α = 2π/3.
4.15 Однорiдний диск радiусом R = 10, 0 см може вiльно обертатися
навколо горизонтальної осi, яка перпендикулярна до площини диска i
проходить через точку О на ньому (рис. 4.12). Диск вiдхилили на кут
α i вiдпустили. Визначити для початкового моменту часу кутове ε i
тангенцiальне прискорення точки В, що розмiщена на диску. Розрахунок
провести для таких випадкiв: а) a = R, b = R/2, α = π/2; б) a = R/2,
b = R, α = π/6; в) a = 2R/3, b = 2R/3, α = 2π/3.
4.16 Куля масою m = 10, 0 кг i радiусом R = 20, 0 см обертається
навколо осi, що проходить через її центр. Рiвняння обертання кулi має
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вигляд ϕ = A + Bt2 + Ct3, де B = 4, 00 рад/с2; C = −1, 00 рад/с3.
Знайти закон змiни моменту сил, що дiють на кулю. Визначити момент
сил M в момент часу t = 2, 00 с.
4.17 Через блок, маса якого m = 100 г, перекинута тонка нитка,
до кiнцiв якої пiдвiшенi два тягарцi масами m1 = 200 г i m2 =
= 300 г (рис. 4.13). Тягарцi удержують в нерухомому станi. З яким
прискоренням будуть рухатися тягарцi, якщо їх залишити на самих себе.
Чому дорiвнює кутове прискорення блока, якщо його радiус 10,0 см?
4.18 До кiнцiв легкої нерозтяжної нитки, перекинутої через блок,
пiдвiшенi вантажi масами m1 = 0, 20 кг i m2 = 0, 30 кг. У скiльки
разiв вiдрiзняються сили, що дiють на нитку по обидва боки вiд блока,
якщо маса блока m = 0, 40 кг, а його вiсь рухається вертикально вгору
з прискоренням a = 2, 0 м/с2? Силами тертя i проковзуванням нитки по
блоку знехтувати.
4.19 На шкiв маятника Обербека (рис. 4.14) намотано нитку, до якої
пiдвiшений тягарець M = 1, 0 кг. Тягарець опускається з висоти h =
= 1 м. Радiус шкiва r = 3, 0 см. На хрестовинi закрiплено чотири тягарцi
масою m = 250 г кожний на вiдстанi вiд осi R = 30 см. Маса кожного
стрижня m1 = 0, 12 кг, довжина l = 0, 40 м. Знайти кутове прискорення
обертання маятника та прискорення, з яким опускається тягарець.
4.20 Iз колодязя з допомогою коловорота пiднiмали вiдро з водою
масою m = 10 кг. У момент, коли вiдро розмiщувалося на висотi h =
= 5, 00 м вiд поверхнi води, рукоятка звiльнилася, i вiдро стало рухатися
вниз. Визначити лiнiйну швидкiсть рукоятки в момент удару вiдра об
поверхню води в колодязi, якщо радiус рукоятки R = 30 см, радiус вала
коловорота r =10 см, його маса m1 = 20 кг. Тертям i масою троса, на
якому пiдвiшене вiдро, знехтувати.
4.21 До кiнця тонкої нерозтяжної нитки, намотаної на цилiндричний
суцiльний нерухомий блок масою m1 = 200 г, прикрiплене тiло масою
m2 = 500 г, яке розмiщене на похилiй площинi з кутом нахилу α = 45◦

(рис. 4.15). Нитка, що вдержує тiло, паралельна похилiй площинi. Який
шлях пройде тiло по похилiй площинi за t = 1, 00 с, якщо коефiцiєнт
тертя ковзання по похилiй площинi µ = 0, 100?
4.22 Знайти прискорення вантажiв i силу натягу ниток в системi,
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зображенiй на рис. 4.16, якщоm1 = 2, 00 кг,m2 = 3, 00 кг,M = 1, 00 кг,
R1 = 20, 0 см, R2 = 10, 0 см. Нитки невагомi, тертям знехтувати.
4.23 Який шлях пройде диск, що котиться без проковзування, пiднiма-
ючись вверх по похилiй площинi з кутом нахилу α = 30◦, якщо йому
надана початкова швидкiсть υ0 = 7, 0м/с, паралельно похилiй площинi?
4.24 Куля скочується по похилiй площинi з кутом нахилу α = 30◦. Яку
швидкiсть буде мати центр кулi вiдносно похилої площини через 1,5 с,
якщо його початкова швидкiсть дорiвнювала нулю?
4.25 Яку потужнiсть повинен розвивати двигун, що приводить в рух
стабiлiзуючий гiроскоп у виглядi диска радiусом R = 1, 0 м i масою m =
= 1000 кг, якщо протягом t =1 хв кутову швидкiсть доводять до ω =
= 32 рад/с? Тертям i опором повiтря знехтувати.
4.26 Розрахувати кiнетичну енергiю диска масою m = 2 кг, який
без проковзування котиться по горизонтальнiй площинi з вiдносною
швидкiстю υ = 2 м/с.
4.27 Маховик, що має форму диска, радiусом R = 40 см i масою
m1 = 48 кг може обертатися навколо горизонтальної осi. До його
цилiндричної поверхнi прикрiплено кiнець нерозтяжної нитки, а до
другого кiнця пiдвiшений вантаж масою m2 = 0, 20 кг (рис. 4.17).
Вантаж пiдняли, а потiм вiдпустили. Упавши вiльно з висоти h = 2, 0 м,
вантаж натягнув нитку i завдяки цьому привiв маховик в обертання? Яку
кутову швидкiсть вантаж надав при цьому маховику?
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4.28 Диск масою m1 = 5, 0 кг i радiусом R = 5, 0 см, що обертається
з частотою n = 10 об/хв, зчеплюється з нерухомим диском масою
m2 = 10 кг i таким самим радiусом. Визначити енергiю, що пiде на
нагрiвання дискiв, якщо при їх зчепленнi проковзування вiдсутнє.
4.29 Платформа у виглядi диска радiусом R = 1, 00 м обертається по
iнерцiї з частотою n = 6, 00 об/хв. На краю платформи стоїть люди-
на, маса m якої дорiвнює 80 кг. З якою частотою n буде обертатися
платформа, якщо людина перейде в її центр? Момент iнерцiї I платфор-
ми дорiвнює 120 кг·м2. Момент iнерцiї людини розрахувати як для ма-
терiальної точки.
4.30 На лавi Жуковського сидить чоловiк i тримає на витягнутих руках
гирi масою m = 5, 0 кг кожна. Вiдстань вiд кожної гирi до осi лави
l = 70 см. Лава обертається з частотою n1 = 1, 0 с−1. Як змiниться
частота обертання лави i яку роботу A виконає людина, якщо вона
стисне руки так, що вiдстань вiд кожної гирi до осi зменшиться до l2 = 20
см? Момент iнерцiї людини i лави (разом) вiдносно осi I = 2, 5 кг·м2.
4.31 Платформа, що має форму диска, може обертатися навколо
вертикальної осi. На краю платформи стоїть людина. На який кут ϕ
повернеться платформа, якщо людина пiде вздовж краю платформи
i, обiйшовши її, повернеться в початкову (на платформi) точку? Маса
платформи m1 = 240 кг, маса людини m2 = 60 кг.
4.32 Однорiдний стрижень довжиною l = 1, 00 м може вiльно оберта-
тися навколо горизонтальної осi, що проходить через один iз його кiнцiв.
У iнший кiнець абсолютно не пружно вдаряє куля масою m = 7, 00 ×
× 10−3 кг, яка летить перпендикулярно до стрижня i його осi. Визначити
масу M стрижня, якщо в результатi попадання кулi вiн вiдхилився на
кут α = 60◦. Швидкiсть кулi взяти υ = 360 м/с.
4.33 Однорiдний стрижень довжиною l = 1, 00 м i масоюM = 0, 700 кг
пiдвiшений на горизонтальнiй осi, що проходить через верхнiй кiнець
стрижня. В точку, що вiддалена вiд осi на 2l/3, абсолютно пружно
вдаряє куля масою m = 5 г, що летить перпендикулярно до стрижня i
його осi. Пiсля удару стрижень вiдхиляється на кут α = 60◦. Визначити
швидкiсть кулi.
4.34 Однорiдний диск масою m1 = 0, 200 кг i радiусом R = 20 см може
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вiльно обертатися навколо горизонтальної осi z, що проходить через
точку С перпендикулярно до площини диска (рис. 4.18). В точку А на
твiрнiй диска попадає пластилiнова кулька, що летить горизонтально
(перпендикулярно до осi z) зi швидкiстю υ = 10, 0 м/с i прилипає до його
поверхнi. Маса m2 кульки дорiвнює 10 г. Визначити кутову швидкiсть ω
диска i лiнiйну швидкiсть u точки О на диску в початковий момент часу.
Розрахунок провести для таких значень a i b: а) a = b = R; б) a = R/2,
b = R; в) a = 2R/3, b = R/2; г) a = R/3, b = 2R/3.
4.35 Кулька, що скочується без проковзування по похилiй площинi з
кутом нахилу α = 30◦, вдаряється об похилу площину i пiсля удару
пiдскакує на висоту h = 12, 5 см (рис. 4.19). Знехтувавши тертям i
вважаючи удар абсолютно пружним, визначити шлях s, який пройшла
кулька по похилiй площинi.
4.36 Диск радiусом R розкручується навколо вертикальної осi з допо-
могою вiрьовки довжиною l, яку тягнуть з постiйною силоюF (рис. 4.20).
Пiсля цього диск зiсковзує з осi i попадає на горизонтальну площину.
Скiльки обертiв зробить диск на площинi до повної зупинки, якщо його
маса M , а коефiцiєнт тертя диска по площинi µ?
4.37 Двi кулi однакового розмiру, виготовленi iз алюмiнiю i мiдi, обер-
таються незалежно одна вiд одної навколо загальної нерухомої осi, що
проходить через їх центри, з кутовими швидкостями ω1 = 5, 0 рад/с i
ω2=10,0 рад/с. З якою кутовою швидкiстю оберталися б обидвi кулi,
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якщо їх жорстко з’єднати.
4.38 Однорiдний стрижень довжиною L = 1, 0 м i масою M = 5, 0 кг
пiдвiшений горизонтально на двох вiрьовках однакової довжини. До
стрижня прикрiпили вантаж масою m = 10 кг на вiдстанi l = 0, 25 м
вiд одного iз його кiнцiв. Знайти натяг ниток?
4.39 Через блок, прикрiплений до динамометра, перекинуто канатик.
Один кiнець канатика закрiплений так, що вiн утворює кут α = 60◦ з
вертикаллю (рис. 4.21). До другого кiнця пiдвiшений вантаж масоюm =
= 5, 0 кг. Визначити покази динамометра.
4.40 На горизонтальнiй площинi лежить вантаж масою m = 10, 0 кг,
до якого прикрiпленi вiрьовки, перекинутi через блоки (рис. 4.22). До
кiнцiв вiрьовок пiдвiшенi вантажi m1, m2. Знайти найбiльше значення
маси вантажу m1, при якому система перебуватиме в рiвновазi, якщо
m2 = 5, 0 кг, α1 = 45◦, a2 = 30◦ i коефiцiєнт тертя вантажу по
горизонтальнiй площинi µ = 0, 50. Масами блокiв i вiрьовок i тертям
в блоках знехтувати.
4.41 Стрижень АВ масою m1 = 5, 0 кг шарнiрно закрiплений нижнiм
кiнцем до вертикальної стiнки (рис. 4.23). До верхнього кiнця стрижня,
який прив’язаний до стiнки вiрьовкою СВ, пiдвiсили вантаж масою
m2 = 3, 0 кг. Визначити натяг нитки СВ, якщо кут α = 45◦, а довжина
вiрьовки СВ у 2 рази менша вiд довжини стрижня АВ.
4.42 На похилiй площинi з кутом нахилу α = 35◦ стоїть однорiдний
прямий цилiндр радiусом R = 10 см. Чому дорiвнює найбiльша висота
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цилiндра, при якiй вiн ще не перекидається.
4.43 Однорiдна горизонтальна балка довжиною l = 1, 50 м i масою
m = 50 кг закрiплена в стiнцi товщиною h = 0, 50 см так, що впирається
на неї в двох точках А i В (рис. 4.24). До вiльного кiнця балки пiдвiсили
вантаж масою 100 кг. Визначити сили реакцiї в опорах А i В.
4.44 Однорiдна куля масою 2 кг прикрiплена до вертикальної стiнки з
допомогою нитки (рис. 4.25). Обчислити: а) З якою силою куля давить
на стiнку, якщо нитка утворює з нею кутα = 30◦ (тертя не враховувати)?
б) при якому найменшому значеннi коефiцiєнта тертя мiж стiнкою i
кулею (див. рис. 4.25) точка А, в якiй прикрiплено нитку, i центр кулi
будуть розмiщуватись на однiй вертикалi.
4.45 Драбина АВ спирається кiнцем А на вертикальну гладку стiнку,
а кiнцем В – на пiдлогу (рис. 4.26). Коефiцiєнт тертя драбини по
пiдлозi µ = 0, 3. Чому дорiвнює найбiльше значення кута ϕ, утвореного
драбиною з вертикальною стiною, при якому драбина перебуватиме в
рiвновазi?
4.46 На вантажному автомобiлi встановлено пiдйомний кран (рис. 4.27).
Маса автомобiля разом з краном 3·103 кг. Вiдстань мiж осями переднiх
i заднiх колiс 3,5 м. Який максимальний вантаж може пiдняти цей кран,
якщо задня вiсь i точка, в якiй пiдвiшений вантаж, розташованi на вiд-
станях 1,5 м i 6,0 м вiд вертикальної площини, що проходить через центр
мас автомобiля.
4.47 Важкий цилiндричний коток потрiбно пiдняти на сходинку висо-
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тою h (рис. 4.28). Яку силу при цьому потрiбно прикласти до центра кот-
ка у горизонтальному напрямку, якщо маса коткаm, а радiусR (R > h)?

4.48 Котушка лежить на столi (рис. 4.29). У який бiк вона буде
рухатись, коли нитку натягувати силами ~F1, ~F2, ~F3?
4.49 Знайти координати центра мас системи, що складається iз чоти-
рьох кульок масами m1 = 100 г, m2 = 200 г, m3 = 300 г i m4 = 400 г,
якi розташованi у вершинах i центрi рiвностороннього трикутника зi
стороною a = 20 см. Координатнi осi направити так, як подано на
рис. 4.30.
4.50 В однорiдному диску дiаметром 60 см вирiзано круглий отвiр
дiаметром 20 см, центр якого розмiщений на вiдстанi 8 см вiд центра
диска. Визначити положення центра мас диска.
4.51 Симетрична дзига, вiсь якої нахилена пiд кутом α до вертикалi
(рис. 4.31), виконує регулярну прецесiю пiд дiєю сили тяжiння. Точка
опори дзиги нерухома. Визначити, пiд яким кутом β до вертикалi
направлена сила, з якою дзига дiє на площу опори.
4.52 Гiроскопiчнi ефекти використовуються в дискових млинах. Ма-
сивний цилiндричний каток (бiгун), який може обертатися навколо своєї
геометричної осi, приводиться в обертання навколо вертикальної осi (з
кутовою швидкiстю Ω) i котиться по горизонтальнiй плитi (рис. 4.32).
Таке обертання можна розглядати як вимушену прецесiю гiроскопа,
яким є бiгун. При вимушенiй прецесiї зростає сила тиску бiгуна на го-
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ризонтальну опору, по якiй вiн котиться. Ця сила розтирає та здрiбнює
матерiал, який пiдсипають пiд каток на плиту. Знайти повну силу тиску
котка на плиту.
4.53 Диск радiусом r, який обертається навколо власною осi з кутовою
швидкiстю ω, котиться без проковзування в нахиленому станi по гори-
зонтальнiй площинi, описуючи коло за час T . Визначити T i радiус кола
R, якщоR� r, а кут мiж горизонтальною площиною i площиною диска
дорiвнює α.
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5 МЕХАНIКА РIДИН I ГАЗIВ

5.1 Гiдростатика нестисливої рiдини

Закон Паскаля: тиск у будь-якiй точцi рiдини або газу, якi перебу-
вають у спокої, однаковий у всiх напрямках i передається в усiх напрям-
ках однаково.

Якщо тиск на вiльну поверхню рiдини p0, то гiдростатичний тиск
рiдини на глибинi h буде

p = p0 + ρgh, (5.1)

де ρ – густина рiдини.
Закон Архiмеда: на будь-яке тiло, занурене в рiдину (газ), дiє з боку

рiдини (газу) виштовхувальна сила, яка дорiвнює вазi витiсненої тiлом
рiдини (газу). Ця сила направлена вгору i проходить через центр маси
рiдини (газу), витiсненої тiлом:

FA = mpg = ρgV , (5.2)

де mp, V – маса i об’єм витiсненої рiдини (газу). Зазначимо, що закон
Архiмеда не справедливий у випадку, коли тiло лежить на днi i рiдина не
пiдступає пiд низ тiла.

5.2 Стацiонарний рух iдеальної рiдини

Рiвняння нерозривностi: добуток швидкостi течiї нестисливої рiди-
ни на площу поперечного перерiзу трубки течiї (див. рис. 5.1) є величина
стала для даної трубки течiї:

υ1S1 = υ2S2. (5.3)

Масу рiдини, що протiкає за секунду через поперечний перерiз
труби, називають витратою рiдини: Q = ρυS.

Рiвняння Бернуллi

p0 + ρgh+ ρυ2/2 = const (5.4)
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встановлює зв’язок мiж тиском i швидкiстю стацiонарного руху iдеаль-
ної рiдини. Величину p0 називають статичним тиском, ρυ2/2 – динамiч-
ним тиском, а їх суму повним тиском.

Приклад 5.1 Цилiндрична посудина з налитою в неї iдеальною нести-
сливою рiдиною обертається навколо своєї геометричної осi, що спря-
мована вертикально, з кутовою швидкiстю ω. Визначити швидкiсть ви-
тiкання струменя рiдини через малий отвiр у боковiй стiнцi посудини при
сталому русi рiдини (вiдносно посудини).

Р о з в’я з о к. Перейдемо в систему вiдлiку, в якiй рiдина перебуває в
станi спокою. В нiй додадуться двi сили iнерцiї: доцентрова i корiолiсова.
Корiолiсова сила не виконує роботи. Вона лише викривляє лiнiї току, але
не змiнює форми рiвняння Бернуллi (5.4). Доцентрова сила дає новий
доданок до потенцiальної енергiї, тому рiвняння Бернуллi запишеться у
виглядi

p0 + ρυ2/2 + ρgh− ρω2r2/2 = const, (5.5)

де υ – швидкiсть рiдини вiдносно системи вiдлiку, що обертається.
Використаємо рiвняння (5.5) до лiнiї току AB, що починається на
поверхнi рiдини в точцi (рис. 5.2). Якщо початок вiдлiку координат
помiстити в точку , то hA = rA = υA = 0, PA = PB = PA, υB = υ,
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zB = −H , rB = R. Ми отримаємо

p0 = p0 + ρυ2/2− ρgH − ρω2R2/2,

звiдки

υ =
√

2(gH + ω2R2).

Перевiрка розмiрностi: [υ] = [g]1/2[H]1/2 = м1/2c−1 · м1/2 = м/c;

[υ] = [ω][R] = c−1 · м = м/с.

5.3 Рух в’язкої рiдини

На паралельнi нескiнченно довгi пластинки (тобто їх ширина i дов-
жина значно перевищують вiдстань мiж ними), мiж якими розмiщений
шар рiдини, що рухаються зi швидкостями υ1 i υ2 вiдповiдно (рис. 5.3),
дiє сила

F = ηS(υ2 − υ1)/h, (5.6)

де η – коефiцiєнт в’язкостi рiдини; S – площа пластинки; h – вiдстань
мiж пластинками.

Сила тертя мiж двома шарами рiдини

F = η|dυ/dz|S. (5.7)

При ламiнарному русi в’язкої нестисливої рiдини вздовж прямолiнiй-
ної цилiндричної труби радiусом R швидкiсть рiдини є функцiєю радiу-
са r:

υ = (P1 − P2)(R2 − r2)/(4ηl), (5.8)

де P1 – тиск на входi труби; P2 – на виходi; l – довжина труби. Витрата
рiдини, тобто кiлькiсть її, що за секунду проходить через поперечний
перерiз труби, дорiвнює

Q = πρ(P1 − P2)R4/(8ηl), (5.9)

де ρ – густина рiдини.
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Число Рейнольдса
Re = ρlυ/η, (5.10)

де l – характерний розмiр (величина, що характеризує лiнiйнi розмiри
тiла). При критичному значеннi числа Рейнольдса Reкр ламiнарний рух
переходить в турбулентний. Число Reкр визначається тiльки експери-
ментально.

Сила опору руху кульки радiусом r у в’язкiй рiдинi визначається
формулою Стокса:

F = 6πηrυ. (5.11)

Приклад 5.2 У посудину з глiцерином падає свинцева кулька. Визначи-
ти максимальне значення дiаметра кульки, при якому рух шарiв глiцери-
ну, спричинений падiнням кульки, являється ламiнарним. Рух вважати
сталим. Критичне значення числа Рейнольдса Reкр = 0, 5.

Р о з в’я з о к. Якщо тiло, що рухається в рiдинi, має форму кулi
дiаметром d, то число Рейнольдса визначається за формулою

Re = ρυd/η. (5.12)

Для знаходження швидкостi кульки розглянемо сили, що дiють на неї:
а) сила тяжiння кульки

mg = ρсвgV = πρсвgd
3/6,

де ρсв – густина свинцю; V – об’єм кульки;
б) сила Архiмеда

FA = ρглV = πρглgd
3/6,

де ρгл – густина глiцерину;
в) сила внутрiшнього тертя, що визначається за формулою Стокса,

Fтр = 6πηrυ = 3πηdυ.

При сталому русi кульки в рiдинi (υ = const) сила тяжiння кульки
врiвноважується сумою сили Архiмеда i сили внутрiшнього тертя, тобто

πρсвgd
3/6 = πρглgd

3/6 + 3πηdυ,
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звiдки
υ = (ρсв − ρгл)gd3/(18η). (5.13)

Розв’язуючи разом (5.5), (5.13) вiдносно d, знайдемо

d = 3

√
18η2Re/(ρглg(ρсв − ρгл)).

Максимальне значення дiаметра dmax, при якому рух залишається
ламiнарним, вiдповiдає критичному значенню числа Рейнольдса Reкр,
тому

dmax = 3

√
18η2Reкр/(ρглg(ρсв − ρгл)) = 5, 29 мм.

Перевiрка розмiрностi:

[dmax] = [η]2/3[Reкр]1/3[ρ]−2/3[g]1/3 = кг
1

м2/3c4/3
c2/3 м2

кг2/3

с2/3

кг1/3
= м.

5.4 Задачi для самостiйного розв’язку

5.1 У цилiндричну посудину налито двi рiдини з густинами ρ1 < ρ2.
На межi подiлу цих рiдин плаває невеликий диск (густина матерiалу, з
якого його виготовлено, ρ (ρ1 < ρ < ρ2)). Товщина диска h (рис. 5.4).
Визначити глибину занурення диска в другу рiдину.
5.2 Визначити натяг нитки, що зв’язує двi кульки об’ємом 10, 0 см3

кожна (рис. 5.5). Верхня кулька плаває наполовину занурившись у воду.
Нижня кулька має масу втричi бiльшу, нiж верхня.
5.3 Тонка однорiдна палка шарнiрно закрiплена за верхнiй кiнець.
Нижня частина палки занурена у воду, причому рiвновага досягається
тодi, коли палка розташована похило до поверхнi води i у водi розмiщена
половина палки. Знайти густину матерiалу, з якого виготовлено палку.
5.4 Iз посудини, заповненої водою, виходе труба радiусом r i висотою
h (рис. 5.6). Труба закрита круглою пластиною радiусом R i масою M ,
яку притискає до труби тиск води. Який вантаж необхiдно пiдвiсити до
пластини в точцi А, для того щоб вона повернулася, вiдкривши трубу?
Посудина заповнена водою до висотиH . Товщина пластинки дуже мала.
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5.5 Вода тече в горизонтально розташованiй трубi змiнного перерiзу.
Швидкiсть υ1 води в широкiй частинi труби дорiвнює 20,0 см/с. Визна-
чити швидкiсть υ2 у вузькiй частинi труби, дiаметр d2 якої в 1,50 разу
менший вiд дiаметра d1 широкої частини.
5.6 До поршня спринцiвки, розташованої горизонтально, прикладена
сила F = 15, 0 Н. Визначити швидкiсть υ витоку води iз наконечника
спринцiвки, якщо площа поршня S = 12, 0 см2.
5.7 Шприц, розмiщений горизонтально, максимально заповнений лi-
ками з густиною 900 кг/м3 (рис. 5.7). Пiд дiєю сталої сили F =
= 30 Н, прикладеної до поршня площею S1 = 1, 20 см2 за час t =
= 0, 50 с, всi лiки повнiстю витiкають iз шприца. Хiд поршня шприца
l = 4, 0 см. Визначити площу поперечного перерiзу внутрiшнього отвору
голки шприца S2.
5.8 Цилiндрична склянка радiусомR1 заповнена водою. Висота стов-
па води h0. У днi склянки утворився отвiр малого дiаметра. Внаслiдок
цього за t = 600 с вода iз склянки повнiстю витекла. Знайти радiус R2

отвору у днi склянки.
5.9 Прямокутна коробка плаває на поверхнi води, занурившись пiд
дiєю власної ваги на глибину h. Площа дна коробки дорiвнює S, висота
– H . Через який час коробка потоне, якщо в центрi її дна зробити
малий отвiр площею σ i з допомогою бокових направляючих зберiгати
незмiнною орiєнтацiю коробки.
5.10 Через який час наповниться водою кульова колба радiусом R,
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якщо в центрi її нижньої основи зроблений малий отвiр площею σ?
Колба помiщена у воду до нижньої основи її горловини.
5.11 Струмiнь води площею поперечного перерiзу S1 = 4, 00 см2

витiкає в горизонтальному напрямi iз брандспойта, розташованого на
висотi h = 2, 00 м над поверхнею землi i падає на неї на вiдстанi L =
= 8, 00 м вiд отвору брандспойта (рис. 5.8). Знаючи надлишковий тиск
p = 78, 0 кПа води в рукавi, знайти його поперечний перерiз.
5.12 У горизонтально розташованiй трубi з площею поперечного пе-
рерiзу S1 = 20, 0 см2 тече рiдина. В одному мiсцi труба має звуження,
в якому площа перерiзу дорiвнює S2 = 12, 0 см2. Рiзниця ∆h рiвнiв у
двох манометричних трубках, встановлених у широкiй i вузьких части-
нах труби, дорiвнює 8,00 см. Визначити об’ємну витрату води.
5.13 Горизонтальний цилiндр насоса має дiаметр d1 = 20, 0 см. У ньому
рухається зi швидкiстю υ1 = 1 м/с поршень, виштовхуючи воду через
отвiр дiаметром d2 = 2, 0 см. З якою швидкiстю υ2 буде витiкати вода iз
отвору? Яким буде надлишковий тиск p води в цилiндрi?
5.14 Визначити роботу, що виконується за перемiщенням води об’ємом
2,0 м3, в горизонтальнiй трубi змiнного перерiзу з тиском вiд 50 до
20 кПа.
5.15 У широкiй посудинi, заповненiй касторовим маслом, падає сталь-
на кулька зi сталою швидкiстю υ = 0, 2 м/с. Динамiчна в’язкiсть касто-
рового масла при температурi дослiду η = 2 Н·с/м2. Визначити дiаметр
кульки.
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5.16 Кулька спливає з постiйною швидкiстю υ в рiдинi, густина якої в 4
рази бiльша вiд густини матерiалу кульки. В скiльки раз сила тертя Fтр,
що дiє на кульку, бiльша вiд сили тяжiння.
5.17 Якої найбiльшої швидкостi υ може досягнути дощова краплина
дiаметром d = 0, 30 мм, якщо динамiчна в’язкiсть повiтря η =
= 1, 2 · 10−5 Па·с.
5.18 Сумiш свинцевих дробинок з дiаметрами d1 = 3, 0 мм i d2 = 1, 0 мм
опустили в бак з глiцерином висотою h = 1, 0 м. На скiльки пiзнiше
упадуть на дно дробинки меншого дiаметра в порiвняннi з дробинками
бiльшого дiаметра. Динамiчна в’язкiсть глiцерину η = 1, 47 Па·с.
5.19 Пiдрахувати максимальне значення швидкостi потоку води у трубi
дiаметром 2,0 см, при якому рух рiдини залишається ламiнарним.
Прийняти, що Reкр = 3, 0 · 103.
5.20 У трубi з внутрiшнiм дiаметром d = 3, 00 см тече вода. Визначити
максимальну масову витрату води Qm,max при ламiнарному русi.
5.21 Чан мiсткiстю V = 2 м3 повинен бути заповнений водою за t =
= 5 хв. Визначити найменший радiус труби, яка може бути використана
для з’єднання чана з водонапiрною баштою, що розташована на вiдстанi
l = 500 м, якщо рiвень води в баштi на h = 20 м вищий вiд рiвня отвору
в чанi.
5.22 Один iз методiв визначення в’язкостi рiдин полягає у вимiрюваннi
швидкостi падiння кульки в цилiндрi, який заповнений дослiджуваною
рiдиною, i розрахунок η за формулою Стокса. Беручи для кулi критичне
значення числа РейнольдсаReкр = 0, 05, знайти максимальне значення
радiуса стальної кульки, яке може бути використано в дослiдi iз визна-
чення в’язкостi глiцерину.
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5.23 Тонкий горизонтальний диск радiусом R = 10 см розташований у
цилiндричнiй порожнинi з маслом, в’язкiсть якого η = 8 мПа·с (рис. 5.9).
Зазори мiж диском i горизонтальними торцями порожнини однаковi i
дорiвнюють h = 1 мм. Знайти потужнiсть, яку розвивають сили в’яз-
костi, що дiють на диск, при його обертаннi з кутовою швидкiстю ω =
= 60 рад/с. Крайовими ефектами знехтувати.
5.24 Пiд час руху кульки радiусом r1 = 1, 20 мм у глiцеринi ламiнарне
обтiкання спостерiгається при швидкостях кульки, не вищих за υ1 =
= 23 см/с. При якiй мiнiмальнiй швидкостi υ2 кулi радiусом r2 =
= 5, 50 см у водi обтiкання стане турбулентним? В’язкiсть глiцерину i
води дорiвнюють вiдповiдно η1 = 1, 39 мПа·с i η2 = 1, 10 мПа·с.
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6.1 Кiнематика спецiальної теорiї вiдносностi

Постулати Ейнштейна: 1 Всi закони природи i рiвняння, що їх
описують, iнварiантнi, тобто не змiнюються при переходi вiд однiєї
iнерцiйної системи вiдлiку до iншої.

2 Швидкiсть свiтла є граничною для передачi взаємодiї у природi.
Вона однакова для всiх iнерцiйних систем вiдлiку i дорiвнює c ≈
≈ 3 · 108 м/с.

Перетворення координат Лоренца при переходi вiд iнерцiйної си-
стеми вiдлiку K до iнерцiйної системи K ′, що рухається вiдносно K зi
швидкiстю V (див. рис. 6.1):

x′ =
x− V t√

1− (V/c)2
, y = y′, z = z′, t′ =

t− xV/c2√
1− (V/c)2

. (6.1)

Тривалiсть подiї в рухомiй системi вiдлiку K ′

∆t′ = ∆t/
√

1− (V/c)2, (6.2)

де ∆t – тривалiсть подiї в нерухомiй системi вiдлiку K.
Скорочення довжини рухомого тiла

l = l0

√
1− (V/c)2, (6.3)

де l – довжина рухомого тiла; l0 – власна довжина тiла.
Релятивiстський закон додавання швидкостей

u = (u′ + V )/(1 + u′V ). (6.4)

де u – швидкiсть тiла в системi K (абсолютна швидкiсть); u′ –
швидкiсть тiла в системi K ′ (вiдносна швидкiсть).

Iнтервал s12 мiж подiями 1 i 2

s12 =
√
c2t212 − l212, (6.5)
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Рисунок 6.1 Рисунок 6.2

де t12 – промiжок часу мiж подiями; l12 – вiдстань мiж двома подiями, в
яких вiдбуваються данi подiї.
Приклад 6.1 В K-системi вiдлiку розмiщений нерухомий стрижень
довжиною l = 1 м, який орiєнтований пiд кутом ϑ = 45◦ до осi x
(рис. 6.2). Знайти його довжину l′ i вiдповiдний кут ϑ′ в K ′-системi, що
рухається вiдносно K-системи зi швидкiстю V = c/2 вздовж осi x.

Р о з в’я з о к. Довжина стрижня в K ′-системi

l′ =
√

(∆x′)2 + (∆y′)2 =
√

(∆x)2(1− (V/c)2) + (∆y)2.

Маючи на увазi, що ∆x = l cosϑ i ∆y = l sinϑ, отримаємо

l′ = l
√

1− (V/c)2 cos2 ϑ = 0, 94 м.

Кут ϑ в K ′-системi знайдемо через тангенс:

tgϑ′ = ∆y′/∆x′ =
∆y

∆x
√

1− (V/c)2
=

tgϑ√
1− (V/c)2

; ϑ′ = 49◦.

6.2 Релятивiстська динамiка

Релятивiстський iмпульс:

~p = m~υ = m0~υ/
√

1− (υ/c)2, (6.6)
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де ~υ – швидкiсть частинки. Величину m = m0/
√

1− (υ/c)2 називають
релятивiстською масою, m0 – масою спокою частинки.

Основне рiвняння релятивiстської динамiки

d
dt

(
m0~υ√

1− (υ/c)2

)
= ~F. (6.7)

Енергiя спокою (власна енергiя)

E0 = m0c
2. (6.8)

Повна енергiя тiла

E = mc2 = m0c
2/
√

1− (υ/c)2. (6.9)

Релятивiстська кiнетична енергiя

T = E − E0 = m0c
2(1/

√
1− (υ/c)2 − 1). (6.10)

Зв’язок мiж енергiєю та iмпульсом тiла

E2 − p2c2 = m2
0c

4, (6.11)

~p = m~υ = E~υ/c2, p =
1
c

√
T (T + 2m0c2). (6.12)

Для частинок з нульовою масою спокою (m0 = 0) p = E/c.
Приклад 6.2 Фотон з енергiєю ε розсiявся на вiльному електронi, що
перебував у станi спокою. Знайти енергiю ε′ розсiяного фотона, якщо
кут мiж напрямами руху розсiяного i початкового фотонiв дорiвнює ϑ.

Р о з в’я з о к. Скористаємося законами збереження енергiї та iм-
пульсу в даному процесi:

Te = ε− ε′, ~pe = ~p− ~p′,

де Te i ~pe – кiнетична енергiя та iмпульс електрона вiддачi; ~p i ~p′

– iмпульси початкового i розсiяного фотонiв. Iз трикутника iмпульсiв
(рис. 6.3) у вiдповiдностi до теореми косинусiв випливає, що

p2
e = p2 + p′2 − 2pp′ cosϑ.



6.3 Задачi для самостiйного розв’язку 89

 K
\ 

K ′

0 0' 

y y ′
υυ
r

x  x ′  

α′
 

u
r

 

Рисунок 6.3

Пiдставивши сюди p = ε/c, p′ = ε′/c, отримаємо

pe =
√

(Te(T/c2 +me) =
√

(ε− ε′)(ε− ε′ + 2mec2)/c,

де me – маса спокою електрона. Пiсля нескладних перетворень отри-
маємо

ε′ = ε/(1 + (2ε/me) sin2(ϑ/2)).

6.3 Задачi для самостiйного розв’язку

6.1 Отримати оберненi перетворення Лоренца:

x =
x′ + V t√
1− (V/c)2

, y = y′, z = z′, t =
t′ + x′V/c2√
1− (V/c)2

.

6.2 Стрижень рухається з деякою сталою швидкiстю υ. Його довжина
в нерухомiй системi вiдлiку l1 = 2, 00 м, а в системi вiдлiку, зв’язанiй
зi стрижнем, l2 = 5, 00 м. Визначити швидкiсть стрижня вiдносно
нерухомої системи вiдлiку.
6.3 Частинка рухається в системi K зi швидкiстю u = c/2 пiд кутом
α = 45◦ до осi x (рис. 6.3). Знайти вiдповiдний кут α′ в системi, що
рухається iз швидкiстю υ = c/3.
6.4 У системi K ′ розмiщений квадрат, сторона якого паралельна осi
x′. Визначити кут ϕ мiж його дiагоналями в системi K, якщо система K ′

рухається вiдносно K зi швидкiстю υ = 0, 95c.
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6.5 Нерухоме в K-системi тiло має густину ρ0. Знайти густину цього
тiла в K ′-системi вiдлiку, яка рухається зi швидкiстю υ = 0, 5c вiдносно
K-системи.
6.6 Яку вiдстань пролiтає елементарна частинка до розпаду, якщо її
швидкiсть u = 0, 99c, а власний час життя t0 = 2, 7·10−8 c? Яку вiдстань
пролетiла б частинка, якби не було релятивiстського сповiльнення часу?
Вiдстань вимiрюється в лабораторнiй системi вiдлiку.
6.7 Знайти власний час життя частинки, якщо її швидкiсть 0, 85c, а
вiдстань, яку вона пролiтає до розпаду, 400 км.
6.8 Двi релятивiстськi частинки рухаються в лабораторних системах
вiдлiку зi швидкостями υ1 = 0, 60c i υ2 = 0, 90c вздовж однiєї прямої.
Визначити їх вiдносну швидкiсть u21 у двох випадках: а) частинки
рухаються в одному напрямку; б) частинки рухаються в протилежних
напрямках.
6.9 У лабораторнiй системi вiдлiку вiддаляються одна вiд одної двi
частинки з однаковими за абсолютним значенням швидкостями. Їх
вiдносна швидкiсть u в тiй самiй системi вiдлiку дорiвнює 0, 50c.
Визначити швидкостi частинок.
6.10 Два прискорювача викидають назустрiч один одному частинки зi
швидкостями |υ| = 0, 90c. Визначити вiдносну швидкiсть u21 зближення
частинок в системi вiдлiку, яка рухається разом з однiєю iз частинок.
6.11 Частинка рухається зi швидкiстю υ = 0, 5c. У скiльки разiв
релятивiстська маса частинки бiльша вiд маси спокою?
6.12 З якою швидкiстю υ рухається частинка, якщо її релятивiстська
маса в три рази бiльша вiд маси спокою?
6.13 Iмпульс p релятивiстської частинки дорiвнює m0c (m0 – маса
спокою). Визначити швидкiсть частинки υ в частках швидкостi свiтла.
6.14 Вiдомо, що об’єм води в океанi дорiвнює 1, 37 · 109 км3. Визначити
на скiльки збiльшиться маса води в океанi, якщо температура води
пiдвищиться на ∆t = 1◦C. Густину води в океанi взяти такою, що
дорiвнює 1, 03 · 103 кг/м3.
6.15 Оцiнити масу гравiтацiйного поля Землi.
6.16 Кiнетична енергiя T електрона дорiвнює 10 МеВ. У скiльки разiв
його релятивiстська маса бiльша вiд маси спокою?
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6.17 При якiй швидкостi υ кiнетична енергiя будь-якої частинки дорiв-
нює її енергiї спокою?
6.18 Яку роботу потрiбно виконати, щоб збiльшити швидкiсть тiла
масою m0 = 1, 00 кг вiд υ1 = 0, 60c до υ2 = 0, 80c? Порiвняти
одержаний результат зi значенням, обчисленим за нерелятивiстською
формулою.
6.19 Iмпульс p релятивiстської частинки дорiвнює m0c. Пiд дiєю зов-
нiшньої сили iмпульс частинки збiльшився в два рази. У скiльки разiв
при цьому збiльшиться енергiя частинки: а) кiнетична; б) повна.
6.20 Показати, що кiнетична енергiя в релятивiстському випадку

Eк = m0c
2(1/

√
1− υ2/c2 − 1)

переходить в класичний вираз для кiнетичної енергiї: m0υ
2/2.

6.21 Довести, що вираз p =
√

(2E0 + T )T/c (T – кiнетична енергiя
частинки,E0 – енергiя спокою частинки) переходить у вираз p =

√
2mT

при υ � c.
6.22 Частинка масою m налiтає зi швидкiстю υ = 0, 99c на нерухому
частинку такої самої маси. Визначити масу i швидкiсть частинки, що
утворилась при не пружному їх зiткненнi.
6.23 У K-системi вiдлiку частинка масою спокою m0 i кiнетичною
енергiєю T зiштовхується з iншою частинкою, що перебуває в станi
спокою з такою самою масою спокою. Знайти масу спокою M0 i
швидкiсть частинки, що утворилася в результатi непружного зiткнення.
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7.1 Видовження i стиснення стрижнiв

Закон Гука F = −kx, де F – сила пружностi; x – величина пружної
деформацiї; k – коефiцiєнт жорсткостi тiла.

Силу, вiднесену до одиницi площi поперечного перерiзу стрижня, на-
зивають напруженням. Якщо стрижень розтягнутий, то це напруження
називають натягом i визначають за формулою T = F/S. Якщо ж стри-
жень стиснутий, то напруження називають тиском i чисельно визнача-
ють такою самою формулою: P = F/S.

Нехай l0 – довжина недеформованого стрижня. Пiсля прикладення
сили F його довжина отримає прирiст ∆l i буде дорiвнювати l = l0 +∆l.
Вiдношення

ε = ∆l/l0 (7.1)

називають вiдносним видовженням (стисненням) стрижня.
Закон Гука для видовження або стиснення стрижнiв: для малих

деформацiй натяг (або тиск) пропорцiйний вiдносному видовженню (або
вiдносному стисненню):

T = E∆l/l0 або P = −E∆l/l0, (7.2)

деE – стала, що залежить тiльки вiд матерiалу стрижня i його фiзичного
стану. Її називають модулем Юнга. Закон Гука i основанi на ньому роз-
рахунки правильнi з вiдносною похибкою порядку ε.

Об’ємна густина пружної енергiї (тобто пружна енергiя, що
припадає на одиницю об’єму витягнутого (або стисненого) стрижня)

w =
1
2
Tε =

1
2
Eε2 =

T 2

2E
=
P 2

2E
. (7.3)

Пiд дiєю сили F розтягу або стиснення змiнюються не тiльки по-
вздовжнi, але й поперечнi розмiри стрижня. Нехай a0 – товщина стриж-
ня до деформацiї, a– пiсля деформацiї. За товщину для круглого стриж-
ня можна взяти дiаметр, а для прямокутного – одну iз сторiн його прямо-
кутної основи. Якщо F сила розтягу, то величину−∆a/a0 ≈ −∆a/a на-
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зивають вiдносним поперечним стисненням стрижня (∆a = a−a0). Вiд-
ношення вiдносного поперечного стиснення до вiдповiдного повздовж-
нього видовження називають коефiцiєнтом Пуассона:

µ = −∆a
a

:
∆l
l

= −∆a
∆l

· l
a
. (7.4)

Вiдносна змiна об’єму при повздовжнiй деформацiї

∆V
V

= (1− 2µ)
T

E
. (7.5)

7.2 Зсув i кручення

Вiзьмемо куб iз однорiдної та iзотропної речовини. Прикладемо до
протилежних граней AD i BC рiвнi i протилежно напрямленi дотичнi
сили (рис. 7.1). Для усунення обертання прикладемо такi самi дотичнi
сили до граней AB i CD. У результатi деформацiї всi шари куба,
паралельнi основi AD, зрушуються в одному i тому самому напрямку,
паралельному тiй самiй основi. Таку деформацiю називають зсувом.
Кут γ мiж гранню AB до деформацiї i тiєю самою гранню A′B′

пiсля деформацiї називають кутом зсуву. Закон Гука для зсуву можна
записати у виглядi

τ = Gγ, (7.6)

де γ – дотична напруга, що дiє на гранi куба; G – модуль зсуву, що
залежить вiд матерiалу, iз якого виготовлено куб.

Об’єм тiла при деформацiї зсуву практично не змiнюється.
Об’ємна густина пружної енергiї при зсувi визначається за форму-

лою (грань AD вважаємо закрiпленою нерухомо, див. рис. 7.2):

w = τγ/2 = τ2/(2G). (7.7)

Вiзьмемо однорiдну дротину, закрiпимо її верхнiй кiнець, а до ниж-
нього прикладемо закручувальнi сили, якi створюють обертальний мо-
ментM вiдносно повздовжньої осi дротини. Дротина закрутиться – кож-
ний радiус її нижньої основи повернеться навколо повздовжньої осi на
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кут ϕ. Таку деформацiю називають крученням. Закон Гука для дефор-
мацiї кручення має вигляд

M = fϕ, (7.8)

де f – модуль кручення, що залежить вiд матерiалу i геометричних
розмiрiв дроту. Для суцiльної дротини радiусом r f = πGr4/(2l).
Приклад 7.1 Визначити видовження спiральної пружини, якщо розтяж-
нi сили направленi вздовж її осi. Вважати, що кроком спiралi можна
знехтувати в порiвняннi з радiусом витка R. Модуль кручення дротини,
iз якої виготовлено спiраль, вважати вiдомим.

Р о з в’я з о к. Виконаємо уявний розрiз дротини пружини в довiльнiй
точцi A площиною, що проходить через вiсь пружини (рис. 7.3). Нехай
F1 – сила, з якою нижня частина пружини дiє на верхню в мiсцi розрiзу.
Для рiвноваги потрiбно, щоб ~F1 = −~F, де ~F – розтяжна сила, що дiє
на верхню частину пружини. Оскiльки сили ~F i ~F1 утворюють пару,
то момент цiєї пари не залежить вiд вибору точки, вiдносно якої вiн
береться. Цей момент перпендикулярний до площини розрiзу i дорiвнює
M = FR. Через малiсть кроку витка можна вважати, що момент
в точцi A, направлений по осi дроту. Щоб частина пружини, яку ми
розглядаємо, перебувала в рiвновазi, необхiдне виникнення кручення
дротини навколо її осi, яке б компенсувало момент ~M. Коли розтяжнi
сили F дiють вздовж осi пружини, величина моменту M не змiнюється
вздовж дротини, а тому кручення її буде рiвномiрним. Нехай dl– елемент
довжини дротини. Пiд дiєю моменту M вiн закрутиться на кут dϕ =
= M/f1, де f1 – модуль кручення даного елемента. Позначимо f модуль
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кручення всiєї дротини (якщо її випрямити). Оскiльки модуль кручення
обернено пропорцiйний довжинi дротини l0, то f = f1(dl/l0), а тому
dϕ = (M/f)(dl/l0). У результатi закручування елемента dl на кут dϕ
нижнiй кiнець дротини опуститься на dx = Rdϕ = (MR/f)(dl/l0) =
= (FR2/f)(dl/l0). Iнтегруючи за довжиною всiєї дротини, знайдемо
видовження пружини

x = FR2/f.

Перевiрка розмiрностi: [x] = [F ][R]2[f ]−1 = Н·м2(Н·м)−1 = м.

7.3 Задачi для самостiйного розв’язку

7.1 Знайти вiдносне видовження вертикально пiдвiшеного стрижня
пiд дiєю власної ваги P . Площа поперечного перерiзу дорiвнює S.
7.2 Стальний канат виготовлено iз 100 дротин дiаметром 1,00 мм
кожна. Довжина каната 3 м, вiдстань мiж точками пiдвiсу 2,60 м
(рис. 7.4). Посерединi каната пiдвiшений вантаж масоюm=1,00 т. Канат
зроблено з м’якої сталi. На скiльки видовжиться канат? При якому
навантаженнi вiн розiрветься?
7.3 Вiдносна змiна об’єму при повздовжнiй деформацiї стрижня дорiв-
нює нулю. Визначити коефiцiєнт Пуассона матерiалу стрижня.
7.4 Тонкий стрижень довжиною 2l рiвномiрно обертається навколо
перпендикулярної до нього осi, що проходить через центр стрижня, з
кутовою швидкiстю ω. Показати, що натяг T , який виникає в стрижнi
при обертаннi, задовольняє рiвняння dT/dx = −ρω2x, де ρ – густина
матерiалу стрижня, а x – вiдстань вiд осi обертання. Iнтегруючи це
рiвняння, знайти розподiл натягу в стрижнi. В якому мiсцi стрижня натяг
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максимальний i чому вiн дорiвнює?
7.5 Стальний маховик має вигляд масивного кiльця iз зовнiшнiм
дiаметром 50,0 см i внутрiшнiм – 49,0 см. На яку максимальну частоту
обертання вiн розрахований?
7.6 Який тиск зсередини може витримати свинцева труба, якщо її
внутрiшнiй дiаметр 30,0 мм, а зовнiшнiй – 36,0 мм? Межа мiцностi для
свинцю 2, 00 · 107 Па.
7.7 Мiдний стрижень затиснули мiж двома опорами. Його температу-
ра збiльшилася на 50

o
С. Яка напруга виникає в стрижнi? Модуль Юнга

для мiдi E = 13 · 1010 Па. Температурний коефiцiєнт лiнiйного розши-
рення мiдi α = 20 · 10−6 К−1.
7.8 На пружинi, закрiпленiй верхнiм кiнцем, пiдвiшений вантаж ма-
союm, пiд дiєю якого пружина видовжується на ∆x. Показати, що змiна
потенцiальної енергiї пружини в два рази менша вiд змiни потенцiальної
енергiї вантажу. Як це узгоджується з законом збереження енергiї?
7.9 Пружний стрижень масою m, довжиною l i площею поперечного
перерiзу S рухається в повздовжньому напрямку з прискоренням a
(однаковим для всiх точок стрижня). Знайти пружну енергiю деформацiї,
що виникає внаслiдок прискореного руху.
7.10 Яку максимальну кiнетичну енергiю може мати маховик, об’єм
якого V = 1 м3, якщо мiцнiсть матерiалу на розрив T = 1010 Н/м2. Всю
масу маховика вважати зосередженою в його ободi (тонкому вiдносно
радiуса маховика). Показати, що при незмiннiй мiцностi матерiалу
маховика максимальна кiнетична енергiя залежить лише вiд об’єму, а
не вiд маси маховика.
7.11 Гумовий цилiндр висотою h, вагоюP i площею основи S поставили
на горизонтальну площину. Знайти енергiю пружної деформацiї цилiн-
дра, що виникає пiд дiєю його власної ваги. У скiльки раз змiниться
енергiя пружної деформацiї цилiндра, якщо на верхню основу поставити
другий такий самий цилiндр?
7.12 Балка з квадратним поперечним перерiзом iз стороною a = 200 мм
i довжиною l = 2, 00 м горизонтально стирчить iз стiни. Обчислити
прогин вiльного кiнця балки пiд дiєю власної ваги. Густина матерiалу
ρ = 19, 3 г/см3, а модуль Юнга E = 380 ГПа.
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7.13 У результатi закручування верхнiй перерiз стального стрижня
довжиною 3,00 м повернувся вiдносно нижнього на 2

◦
. Радiус стрижня

50,0 мм. Знайти закручувальнi момент та потенцiальну енергiю пружної
деформацiї стрижня. Модуль зсуву для сталi G = 8, 20 · 1010 Па.
7.14 Двi дротини однакової довжини зробленi iз одного i того самого
матерiалу, але дiаметр другої вдвоє бiльший, нiж першої. В одному iз
дослiдiв нижню основу кожної дротини було закручено вiдносно верх-
ньої на один i той самий кут. У другому дослiдi дротини було прива-
рено своїми основами так, що вiсь однiєї з них зробили продовженням
осi другої; потiм нижню основу дротини, що утворилася, було закруче-
но вiдносно верхньої на деякий кут. Знайти вiдношення пружних енергiй
дротин в обох випадках.
7.15 Яку роботу необхiдно виконати, щоб стальну смугу довжиною l =
= 2, 00 м, шириною h = 6, 00 см i товщиною δ = 2, 00 мм зiгнути
в круглий обруч? Передбачається, що процес вiдбувається в рамках
пружної деформацiї.
7.16 Визначити видовження спiральної пружини, якщо розтяжна сила
F дiє вздовж однiєї iз твiрних цилiндричної поверхнi, на яку вона
намотана. Вважати, що кроком спiралi можна знехтувати в порiвняннi
з радiусом витка R. Модуль кручення дротини f , iз якої виготовлено
спiраль, вважати вiдомим.

ВIДПОВIДI

1.1 〈υ〉 = 4υ1υ2υ3υ4/(υ1υ2υ3 + υ1υ2υ4 + υ1υ3υ4 + υ2υ3υ4) = 9, 60 м/с.
1.2 8,87 м/с.
1.3 2,00 м/с.
1.5 υ = υ2/tgα− υ1 = 2, 50 м/с.

1.6 t = s(
√
υ2

1 − υ2
2 sin2 α+ υ2 cosα)/(υ2

1 − υ2
2) =1 год 54 хв.

1.7 υ′ = 122 км/год, υ′′ = 72, 2 км/год.
1.8 l = 2υ0L/(υ0 + c) = 45, 7 м/с.
1.9 L = (c+ υ0)2τ/(2c).
1.10 20,0 м/с.
1.11 а) 0,1 м/с; б) 0,26 м/с; в) t0 = 16 с.
1.12 б) s = 24, 0 м, υ = 38, 0 м/с, a = 42,0 м/с2.
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1.13 〈υ〉 = 7, 00 м/с, 〈a〉 = 4, 00 м/с2.
1.14 〈|υ|〉 = 2, 45 м/с, |〈υ〉| = 1, 24 м/с.
1.15 〈υ〉 = 3, 50 м/с, s = 9, 50 м.
1.16 x = −2, 00 м.
1.17 a = 6, 72 м/с2, s = 3, 72 м, 〈υ〉 = 3, 72 м/с.
1.18 29,84 м/с.
1.19 29,0 м/с; 42,9 м.
1.20 3,00 с.
1.21 6,00 с; 78,4 м/с; 294 м.
1.22 3,70 м.
1.23 16,0 с.
1.24 а) 0,70 с; б) 0,70 i 1,30 м.
1.26 〈υ〉 = 88, 9 м/с.
1.27 322 м; 7 м.
1.28 s = 25 м.
1.29 12,4 м/с.
1.30 1,54·103 м, 3,55·103 м; 1,02·103 м.
1.31 621 м.
1.32 а) 9,16 м/с; в) 0,50 с; г) 8,66 м; д) 25,7 м.
1.33 υ = 22, 0 м/с; α = 63◦.
1.34 35,8 м/с; 5,38 м/с2; 8,22 м/с2.
1.35 11,0 м/с; 12,6 м/с.
1.36 14,6 м.
1.37 t = 0, 30 с, або t = 1, 14 с.
1.38 s =53,9 м.
1.39 1,08 с.
1.40 11,3 м.
1.41 а) 7, 26 · 10−5 рад/с; б) 4, 5 · 10−5 рад/с; в) 1, 74 · 10−3 рад/с;

г) 1, 19 · 10−3 рад/с; д) 7,80 км/с.
1.42 7,10·10−1 м/с2.
1.43 3,20 рад/с2.
1.44 1,59 об.
1.45 240 об.
1.46 11,0 обертiв, – 15,9 рад/с2.
1.47 8,33 рад/с2.
1.48 1,50 с; -6,00 м/с; – 4,00 м/с2; – 9,85 м/с2.
1.49 υ = υ0 exp(−s/r), a = (2υ2

0/r)exp(− 2s/r).
1.50 4, 30·10−1 рад/с2.
1.51 5, 8·10−1.



ВIДПОВIДI 99

1.52 υ = aω sin(ωt/2), l = 8a, a = aω2.
1.53 a) 〈υ〉 = πR/(6t) = 1, 60 · 10−1 м/с; б) |〈~υ〉| = 2R sin(π/6)/t = 1, 50 ×

× 10−1 м/с; в) |~a| =
√

4π2/9 + 1 · (2πR/3t2) = 7, 30 · 10−1 м/с2.
2.1 F = 162 H; лiнiйно.
2.2 F = 400 H.
2.3 ~F = −mω2~r, де ~r – радiус вектор частинки вiдносно початку координат;

F = mω2
√
x2 + y2.

2.4 ∆m = 2ma/(g + a) = 10 кг.
2.5 а) 4.9 Н; б) 14.7 Н; в) 9.8 H.
2.6 a = m2g/(m1 +m2) = 0.9g; T = m1m2g/(m1 +m2) = 12 H.
2.7 a ≥ g(1− µ)/(1 + µ).
2.8 a1 = [4m1m2 +m0(m1 −m2)]g{4m1m2 −m0(m1 −m2)]−1.
2.9 а) T = 2M(M+m)g/(2M+m); б) a = mg/(2M+m); в)R = 2Mmg/(2M+

+m); г) F = 2T .
2.10 x = (m2 −m1)2/(m1 + m2)−2gt2/2 = 0, 54 м; ac = (m2 −m1)2/(m1 +

+m2)−2g = 1, 1 м/с2.
2.11 a1 = a = 1.96 м/с2; a2 = −a+ a′ = 1.96 м/с2; a3 = a− a′ = −5.88 м/с2,

де a = (m1m2 + m1m3 − 4m2m3)g/M ; a′ = 2m1(m2 − m3)g/M , M =
= m1m2 + m1m3 + 4m2m3; T1 = 8m1m2m3g/M = 31.4 H; T2 = 0.5T1;
F = 2T1.

2.12 a = (m2 −m1)g/(m1 +m2 +m) = 1, 40 м/с2; T1 = m1(g + a) = 11, 2 H;
T2 = m2(g − a) = 16, 8 H.
2.13 µ ≤ 0, 07; a = 0, 39 м/с2; t = 22, 7 с; υ = 8, 85 м/с.
2.14 µ = tgα− 2l/(gt2 cosα) = 0, 35.
2.15 a = (m1 sinα−m2)g/(m1 +m2); T = m1m2(1 + sinα)g/(m1 +m2).
2.16 а) m2/m1 > sinα+ µ cosα; б) m2/m1 < sinα− µ cosα.
2.17 а) a = (m1 sinβ − m2 sinα)g/(m1 + m2) = 1, 02 м/с2; б) T1 = T2 =

= m1m2(sinα+ sinβ)g/(m1 +m2) = 5, 9 H.
2.18 a = mg sin 2α/(2(M +m sinα)).
2.19 µ = [(η2 − 1)/(η2 + 1)] tgα = 0, 16.
2.20 t = (υB − υA)/(g(sinα− µ cosα)) ≈ 0, 6 м/с.
2.21 a = [m2(sinβ − µ2 cosβ) − m1(sinα + µ1 cosα)]g/(m1 + m2); F =

= 2T sin(α + β)/2; T = [(m2 − m2
2/(m1 + m2))(sinβ − µ2 cosβ) −

−m1m2(sinα+ µ1 cosα)/(m1 +m2)]g.
2.22 Fmax = µ(m1 +m2)g = 17, 7 Н.
2.23 а) F1 = µ1(m1 +m2)g; б) F2 = (f2 − f1)(m2/m1)(m1 +m2)g.
2.24 2,27.
2.25≈ 4◦.
2.26 F = m

√
a2 + g2 = 1, 45 Н; 45◦.
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2.27 υ =
√
gR/3 = 10 м/с.

2.28 tgα = µ, Tmin = µmg/
√

1 + µ2.
2.29 µ = 4π2n2R/g = 0.1
2.30 h = l(1− F/(3mg)) = 0, 26 м.
2.31 а) a = g

√
1 + 3 cos2 ϑ, T = 3mg cosϑ; б) T = mg

√
3; в) cosϑ = 1/

√
3.

2.32 ϑ = arccos(2/3) ≈ 48◦.
2.33 s = (R/2)

√
(µg/aτ )2 − 1 = 60 м.

2.34 xmin = g(cosα − µ sinα)/[ω2 sinα(sinα − µ cosα)] = 0, 19 м; xmax =
= g(cosα+ µ sinα)/[ω2 sinα(sinα+ µ cosα)] = 0, 42 м.

2.35 p =
√

2ρQ2
V /S = 3, 5 · 106 Н/м2(ρ – густина води).

2.36 F = 2ρSυ2 sinϕ = 346 Н (ρ – густина води).
2.37 τ = (m/r) ln((mg + rυ0)/(mg)) = 44, 5 с.
2.38 υ = (F/r)(1− exp(−(r/m)∆t) = 6, 3 м/с.
2.39 Qm = m(g + a)/υ=24,5 кг/с.
2.40 R = −Qmυ = −160 Н; a = −Qmυ/m = −4, 5 см/с.
2.41 υ =

√
4mg/(πρ)/d = 10, 2 м/с; ρ – густина повiтря.

2.42 h = (u∆t/2) ln(M/(M −Qm∆t))− gt2/2 = 65 км.
2.43 υ = (F/Qm) ln(M/(M −Qmt)) = 6, 2 м/с.
2.44 υ = ωR2/s = 20 м/с.
2.45 s = 2ω0H

√
2H/g cosϕ/3 = 3 см, де ω0 – кутова швидкiсть добового

обертання Землi.
2.46 s = 4ω0υ

3
0 cosϕ/(3g2) = 4 м.

2.47 Fкор = 2mωυ0

√
1 + ω2t2 = 4, 2 Н.

2.48 Якщо ω2R > g, то два положення рiвноваги: ϑ1 = 0 i ϑ2 = arccos(g/ω2R);
якщо ω2R < g, то положення рiвноваги тiльки ϑ1 = 0.

2.49 T =
√
km(2gl − υ2) = 8 Н.

2.50 υmax = g
√

(1− 2µ)m/2k = 0, 6 м/с.
3.1 а) 6, 30 м/с; б)−0, 57 м/с.
3.2 0, 76 м/с.
3.3 u1 = 0, 385 м/с; u2 = −0, 615 м/с.
3.4 0, 40 м/с.
3.5 114 м/с.
3.6 u2 = 250 м/с, ϕ2 = −36, 6◦.
3.7 а) 1, 50 м; б) 0, 50 м; в) 1, 50 м, 0 м.
3.8 l = mL/(M +m).
3.9 0, 33 м.
3.10 A = m(g + 2h/t2)h = 4, 72 кДж.
3.11 1, 35 кДж.
3.12 336 Дж.
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3.13 T = m(υ2
0 + g2t2)/2 = 663 Дж.

3.14 5, 0 Дж, 15, 0 Дж.
3.15 3, 50 Дж.
3.16 N = πρd2υ3/4 = 1, 26 кВт.
3.17 N =

√
m3g3/(πρ)/d; а) 139 кВт; б) 313 кВт.

3.18 320 мВт; 56, 0 Вт.
3.19 390 Дж.
3.20 l = m2

1υ
2
1/(2µgm

2
2) = 6, 37 м.

3.21 h = m2υ2/(2gM) = 7, 34 см.
3.22 h = l(1− cosα)m1/(m1 +m2) = 16, 0 см.
3.23 ∆U = m1m2(υ1 − υ2)2/(2(m1 +m2)); а) 9, 6 Дж; б) 86, 4 Дж.
3.24 u = m1υ1/(m1 + m2); w = m2/(m1 + m2); а) u = 1, 00 м/с; w = 0, 80;

б) u = 4, 00 м/с; w = 0, 20.
3.25 а) p′1 = (m1 − m2)p1/(m1 + m2) = −6, 00 кг·м/с; p′2 = 2m2p1/(m1 +

+ m2) = 16, 0 кг·м/с; б) ∆p1 = −p′2 = −16 кг·м/с; в) T ′
1 = p2

1(m1 −
−m2)/(2m1(m1 +m2)) = 9, 0 Дж, T ′

2 = 2m2p
2
1/(m1 +m2)2 = 16, 0 Дж;

г) |∆T1| = T ′
2 = 16, 0 Дж; д) w = |∆T1|/T1 = 4m1m2/(m1+m2)2 = 0, 64.

3.26 η = m2/(m1 +m2) = 0, 952.
3.27 −6, 0 м/с; 4, 0 м/с.
3.28 M = m(1 +

√
1− w)2/w = 16, 2 кг.

3.29 a) u1 = υ1 cosα = 1, 73 м/с; u2 = υ1 sinα = 1 м/с; б) β = π/2− α = 60◦.
3.30 4, 17 м/с.
3.31 ~M = −10~ex + 11~ey + 2~ez ; M =15,0 Н·м; Mz = 2, 0 Н·м.
3.32 L = mυ3

0 sin2 α cosα/(2g) = 14, 0 кг·м2/с.
3.33 L = mgυ0 cosα · t2/2.
3.34 υ = 0, 33 м/с; ω = 0, 3 рад/с.
4.1 а) ml2/3; б) ml2/12.
4.2 Iz = m(a2 + b2)/12.
4.3 Iz = 2mR2/3.
4.4 I = mR2/2= 2,00·10−3 кг·м2.
4.5 I = mR2/2−md2(d2 + 8l2)/(32R2) = 4, 19 · 10−2 кг·м2.
4.6 Iz = 2mR2/5.
4.7 I = 7mR2/5 = 0, 07 кг·м2.
4.8 6,0·10−2 кг·м2.
4.9 I = (m1/3 +m2)l21 = 1, 12 · 10−1 кг·м2.
4.10 а) I = 5ma2/12 = 5, 00 · 10−5 кг·м2; б) I = ma2/6 = 2, 00 · 10−5 кг·м2.
4.11 I = mR2(g − a)/a = 4, 40 · 10−2 кг·м2.
4.12 71 рад/с2, 113 рад/с.
4.13 µ = πmRn/(Ft) = 3, 10 · 10−1.
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4.14 а) ε = 3g/(2l) = 14, 7 рад/с2, aτ = g = 9, 80 м/с2; б) ε = 3g sinα/(2l) =
= 12, 7 рад/с2, aτ = g sinα = 8, 49 м/с2; в) ε = 12g sinα/(7l) =
= 14, 6 рад/с2, aτ = 6g sinα/7 = 7, 27 м/с2.

4.15 а) 65,3 рад/с2, 9,80 м/с2; б) 32,7 рад/с2, 4,90 м/с2; в) 59,9 рад/с2,
7,99 м/с2.

4.16 M = 4mR2(B + 3Ct)/5; 0,64 Н·м.
4.17 a = (m2 −m1)g/(m1 +m2 +m/2) = 1, 80 м/с2; ε = a/R = 18, 0 рад/с2.
4.18 В 1,13 разу.
4.19 ε = 0, 26 рад/с2; a = 2, 2 м/с2.
4.20 υ = (2R/r)

√
hmg/(m1 + 2m) = 21 м/с.

4.21 s = m2g(sinα− µ cosα)t2/(2m2 +m1) = 2, 60 м.
4.22 a1 = 2R1(m1R1 −m2R2)g/((M + 2m1)R2

1 + 2m2R
2
2) = 1, 51 м/с2; a2 =

= 0, 75 м/с2; T1 = 16, 6 Н; T2 = 31, 7 Н.
4.23 s = 3υ2

0/(4g sinα) = 7, 5 м.
4.24 υ = 5gt sinα/7 = 5, 2 м/с.
4.25 N = mR2ω2/(4t) = 4, 0 кВт.
4.26 T = 3mυ2/4 = 6 Дж.
4.27 ω = 2m

√
2gh/(R(m1 + 2m2)) = 0, 13 рад/с.

4.28 Q = 2(πnR)2m1m2/(m1 +m2) = 16 Дж.
4.29 n2 = (I +mR2)n1/I = 10 об/хв.
4.30 n2 = (I + 2ml21)n1/(I + 2ml22) = 2, 6 об/хв, A = 4π2n2

1(I + 2ml21)m(l21 −
− l22)/(I + 2ml22) = 227 Дж.

4.31 ϕ = 4πm2/(m1 + 2m2) = 2π/3.
4.32 M = m(

√
3υ2/(gl(1− cosα))− 1) = 1, 97 кг.

4.33 υ =
√
gl/6(1 + 3M/(4m)) sinα/2 = 269 м/с.

4.34 а) 4,55 рад/с, 0,909 м/с; б) 2,27 рад/с, 0,454 м/с; в) 3,03 рад/с, 0,303 м/с;
г) 1,52 рад/с, 0,202 м/с.

4.35 s = 1, 4h/ sin3 α = 1, 4 м.
4.36 N = 3Fl/(4πMgµR).
4.37 ω = (ρ1ω1 + ρ2ω2)/(ρ1 + ρ2) = 8, 8 рад/с.
4.38 49 Н, 98 Н.
4.39 F = 2mg cosα/2 = 85 Н.
4.40 m1 = (m2(cosα2 − µ sinα2) + µm)/(cosα1 + µ sinα1) = 7, 6 кг.
4.41 21 Н.
4.42 h = 2R/tgα = 0, 30 м.
4.43 FA = 3, 7 кН, FB = 2, 2 кН.
4.44 а) F = FT tgα = 11 Н; б) µ = 1, 0.
4.45 tgϕ = 2µ, ϕ = 31◦.
4.46 1, 5 · 103 кг.
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4.47 F = mg
√
h(2R− h)/(R− h).

4.48 Вправо, на мiсцi, влiво.
4.49 x0 = 0, 12 м; y0 = 0, 058 м.
4.50 Центр мас змiщений на 0,01 м вiд центра диска.
4.51 tg β = a3m2g sinα/(I2||ω

2).
4.52 Fтиск = P + I||Ω2/r = P +mΩ2r/2.
4.53 T = 3πωr tgα/g, R = 3ω2r2tgα/(2g).
5.1 x = (ρ− ρ1)h/(ρ2 − ρ).
5.2 11, 6 Н.
5.3 0, 750 г/см3.
5.4 m > (ρ(H − h)πr3 −M(R− 2r))/(2(R− r)).
5.5 0, 450 м/с.
5.6 5, 00 м/с.
5.7 S2 = lS1

√
ρS1/(2F )/t = 0, 41 мм2.

5.8 R2 = R1

√
2h0/g/t.

5.9 t = S(H − h)/(σ
√

2gh).
5.10 t = 16πR2

√
R/g/(15σ).

5.11 50,0 см2.
5.12 QV = S1υ1 = S1S2

√
2g∆h/(S2

1 − S2
2) = 1, 88 л/с.

5.13 100 м/с; 5, 00 МПа.
5.14 60 кДж.
5.15 1 мм.
5.16 Fтр/mg = 3.
5.17 υ = 4, 0 м/с.
5.18 ∆t = 4, 0 хв.
5.19 υmax = 0, 15 м/с.
5.20 Qm,max = πηReкрd/4 = 54, 2 г/с.
5.21 r = 4

√
8lηV/(πρght) = 1, 4 см.

5.22 r = 3
√

9η2Reкр/(4gρгл(ρст − ρст)) = 1, 4 мм.
5.23 P = πηω2R4/h = 9 Вт.
5.24 υ2 = υ1r1ρ1η2/(r2ρ2η1) = 5, 00 мкм/с.
6.2 υ = c

√
1− l21/l

2
2 = 232 Мм/с.

6.3 α′ = arctg
(
sin
√

1− (υ/c)2/(cosα− υ/u)
)

= 86◦.

6.4 ϕ = arctg(1− υ2/c2)−1/2 ≈ 73◦.
6.5 ρ = ρ0/(1− υ2/c2).
6.6 l0 = ut0 = 8 м; l = ut0/

√
1− (u/c)2 = 57 м.

6.7 8, 26 · 10−4 с.
6.8 а) 0, 195c; б) 0, 974c.
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6.9 0, 27c.
6.10 0, 99c.
6.11 1, 15.
6.12 0, 943c.
6.13 c/

√
2 = 0, 707c.

6.14 6, 57 · 103 кг.
6.15 m = 3GM2/(5Rc2) = 3, 32 · 1015 кг.
6.16 20,6.
6.17 260 Мм/с.
6.18 Ap = 3, 75 · 1016 Дж, Ap/Aкл = 2, 98.
6.19 а) 2,98; б)1,58.
6.22 m1 ≈ 3, 9m, υ ≈ 0, 87c.
6.23 M0 =

√
2m0(T + 2m0c2), V = c/

√
1 + 2m0c2/T .

7.1 (l − l0)/l0 = P/(2SE).
7.2 3,76·10−3 м; 2,00·103 кг.
7.3 0,5.
7.4 T = ρω2(l2 − x2)/2. Натяг максимальний в центрi i дорiвнює Tmax =

= ρω2l2/2.

7.5 ω ≤ (2/(R+r))
√
T/ρ = 298 с−1; ωруйн = (2/(R+r))

√
Tруйн/ρ = 563 с−1.

7.6 p = 2T (R− r)/(R+ r) = 3, 64 · 106 Па.
7.7 1,3·108 Па.
7.9 U = m2a2l/(6ES).
7.10 5 · 109 Дж.
7.11 W = P 2h/(6ES); в 7 раз.
7.12 h = 3ρgl4/(2Ea) = 59, 79 мкм.
7.13 9,37·103 Н·м; 163,4 Дж.
7.14 W1/W2 = 1/16; 2) W1/W2 = 16.
7.15 A ≈ (π2/6)hδ3E/l ≈ 80 Дж.
7.16 x = 3FR2/(4f).
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ДОДАТОК A
(обов’язковий)

Правила наближених розрахункiв

1 Нулi, якi стоять в числi злiва, значущими цифрами не вважаються.
Нулi в серединi або кiнцi числа (справа), якi позначають вiдсутнiсть
в числi одиниць вiдповiдних розрядiв, – значущi цифри. Наприклад,
в числi 0,08040 першi два нуля – незначущi, а третiй i четвертий –
значущi.

Нулi, поставленi в кiнцi цiлого числа взамiн невiдомих цифр i якi
слугують лише для визначення розрядiв решти цифр, значущими не
являються. У подiбних випадках нулi в кiнцi числа краще не писати
i замiнити їх вiдповiдним степенем числа 10. Наприклад, якщо число
4200 отримане з абсолютною похибкою ±100, то це число повинно бути
записане у виглядi 42 · 102 або 4,2·103. Такий запис пiдкреслює, що в
даному числi мiститься тiльки двi значущi цифри.
2 Якщо наближене значення величини має лишнi або недостовiрнi
цифри, то його округляють, користуючись такими правилами:
а) якщо перша цифра, яку вiдкидають, бiльша 4, то останню збережену
цифру збiльшують на одиницю. Наприклад, округляючи число 27, 3763
до сотих, слiд записати 27, 38;
б) якщо перша цифра, яку вiдкидають, менша 4 або дорiвнює 4,
то остання збережена цифра не змiнюється. Наприклад, округлюючи
число 13847 до сотень, записують 138 · 103.
в) якщо частина числа, яку вiдкидають складається iз однiєї цифри 5,
то число округляють так, щоб остання збережена цифра була парною.
Наприклад, при округленнi до десятих 23, 65 ≈ 23, 6, але 17, 75 ≈ 17, 8.
3 Виконуючи рiзнi математичнi дiї з приближеними числами керуються
такими правилами пiдрахунку цифр:
а) при додаваннi i вiднiманнi в результатi зберiгають стiльки значущих
цифр, скiльки їх мiститься в числi з найменшою кiлькiстю десятинних
знакiв;
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б) при множеннi i дiленнi в результатi зберiгають стiльки значущих
цифр, скiльки їх має наближене число з найменшою кiлькiстю значущих
цифр.

Винятки з цих правил допускаються в тих випадках, коли один iз
спiвмножникiв добутку починається з одиницi, а спiвмножник, який
мiстить найменшу кiлькiсть значущих цифр, – з якоїсь iншої цифри. В
цих випадках у результатi зберiгають на одну цифру бiльше, нiж в числi
з найменшою кiлькiстю значущих цифр.
в) результат розрахунку значень функцiї xn, n

√
x, lnx i т.д. деякого

наближеного числа x повинен мiстити стiльки значущих цифр, скiльки
їх мiститься в числi x.

При розрахунку промiжних результатiв зберiгають на одну цифру
бiльше, нiж рекомендують правила а – в (її називають запасною
цифрою). В кiнцевому результатi запасна цифра вiдкидається.

Якщо деяке наближене число мiстить бiльше десяткових знакiв
(при додаваннi i вiднiманнi) або бiльше значущих цифр (при множеннi,
дiленнi, пiднесеннi до степеня, добуття кореня i т.п.), нiж iншi, то їх
попередньо округлюють, зберiгаючи тiльки одну лишню цифру.
Приклад 1 Перед додаванням наближених чисел 0, 374; 13, 1 i 2, 065
перше i третє з них необхiдно округлити до сотих, а в кiнцевому
результатi сотi вiдкинути: 13, 1 + 2, 06 + 0, 37 ≈ 15, 5.
Приклад 2 Результат розрахунку виразу 68, 04 · 7, 2/20, 1 повинен
мiстити тiльки двi значущих цифри (за їх кiлькiстю в числi 7,2): 68, 04 ×
× 7, 2/20, 1 ≈ 68, 0 · 7, 2/20, 1 = 24, 4 ≈ 24.
Приклад 3 Результат добутку чисел 13, 27 i 0, 84 можна записати з
трьома значущими цифрами (див. виняток з правила б): 13, 27 · 0, 84 ≈
≈ 13, 3 · 0, 84 ≈ 11, 2 (а не 11).
Приклад 4 При пiднесеннi до куба наближеного числа 216 результат
повинний бути записаний тiльки з трьома значущими цифрами: 2163 ≈
≈ 101 · 105.



ДОДАТОК A 107

Основнi фундаментальнi фiзичнi сталi i довiдковi
данi

Таблиця A.1 – Основнi фундаментальнi сталi, що використовуються в
механiцi

Стала Позначення Числове значення
Прискорення вiльного падiння g 9, 81 м/с2

Гравiтацiйна стала G 6, 67 · 10−11 Н·м2/кг2

Маса спокою електрона me 9, 11 · 10−31 кг
Маса спокою протона mp 1, 67 · 10−27кг
Атомна одиниця маси а.о.м. 1, 66 · 10−27кг
Швидкiсть свiтла в вакуумi c 2, 998 · 108 м/с

Таблиця A.2 – Густини деяких речовин ρ (кг/м3)
Газ за нормальних умов (T = 273, 15 К, p0 = 1, 01 · 105 Па)

Азот 1, 250 Кисень 1, 429
Водень 0, 089 Метан 0, 717
Вуглекислий газ 1, 977 Неон 0, 900
Гелiй 0, 178 Повiтря 1, 293

Рiдина
Бензол (t = 20◦ С) 879 Скипидар (t = 16◦ С) 858
Вода (t = 4◦ С) 1000 Спирт етил. (t = 0◦ С) 789
Вода (t = 100◦ С) 958 Спирт метил. (t = 0◦ С) 792
Гас (t = 0◦ С) 800 Толуол (t = 18◦ С) 870
Глiцерин ( t = 0◦ С) 1260 Ртуть (t = 0◦ С) 13596

Тверде тiло при 293 К,×103

Алюмiнiй 2, 69 Олово лите 7, 23
Залiзо, хiм. чисте 7, 86 Сталь лита 7, 9
Латунь 8, 5 Свинець 11, 3
Лiд (t = 0◦ С) 0, 91 Срiбло 10, 5
Мiдь електротех. 8, 9 Цинк 7, 0
Нiкель 8, 8 Чавун 7, 0
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Таблиця A.3 – Основнi характеристики Сонця, Землi i Мiсяця
Фiзичний параметр Сонце Земля Мiсяць

Маса, кг 1, 97 · 1030 5, 96 · 1024 7, 33 · 1022

Радiус, м 6, 95 · 108 6, 37 · 106 1, 74 · 106

Середня густина, кг/м3 1400 5518 3350
Середня вiдстань вiд Землi, км 1, 496 · 108 — 384440

Таблиця A.4 – Пружнi характеристики твердих тiл
Матерiал Модуль Юн- Модуль зсу- Коефiцiєнт Границя мiц-

га E, ГПа ву G, ГПа Пуассона µ ностi Tmax, МПа
Алюмiнiй 61− 74 22− 26 0, 33 98− 390
Залiзо 200− 220 69− 83 0, 28 390− 590
Сталь 200− 220 78− 81 0, 28 490− 1570
Чавун 74− 176 49 0, 23− 0, 27 117− 127
Латунь 78− 98 26− 36 0, 3− 0, 4 98− 490
Мiдь 10− 130 38− 47 0, 31− 0, 40 156− 441
Свинець 15− 17 5, 4 0, 44 1, 96
Гетинакс 10− 17 — — —
Текстолiт 1, 4− 2, 8 — — —

Таблиця A.5 – Коефiцiєнти розширення твердих тiл
Лiнiйне розширення (K−1)

Алюмiнiй 2, 4 · 10−5 Мiдь 1, 7 · 10−5

Залiзо(сталь) 1, 2 · 10−5 Скло 1, 0 · 10−5

Латунь 1, 9 · 10−5 Цинк 2, 9 · 10−5

Об’ємне розширення (K−1)
Вода (5− 10◦С) 5, 3 · 10−5 Вода (40− 60◦ С) 45, 8 · 10−5

Вода (10− 20◦С) 15, 0 · 10−5 Вода (60− 80◦ С) 58, 7 · 10−5

Вода (20− 40◦С 30, 2 · 10−5 Ртуть(18◦С) 19, 0 · 10−5
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Таблиця A.6 – Множники i префiкси для утворення кратних i часткових
одиниць

Наймену- Позна- Множник Наймену- Позна- Множник
вання чення нування чення
екса E 1018 деци д 10−1

пета П 1015 санти с 10−2

тера Т 1012 мiлi м 10−3

гiга Г 109 мiкро мк 10−6

мега М 106 нано н 10−9

кiло к 103 пiко п 10−12

гекто г 102 фемто ф 10−15

дека да 101 атто а 10−18

Таблиця A.7 – Латинський i грецький алфавiти
Латинський алфавiт Грецький алфавiт

A, a – а N , n – ен A, α – альфа N , ν– ню
B, b – бе O, o – о B, β – бета Ξ,ξ – ксi
C, c – це P , p – пе Γ, γ – гамма O, o – омiкрон
D ,d – де Q, q – ку ∆, δ – дельта Π, π – пi
E, e – е R, r – ер E, ε – епсилон P , ρ – ро
F , f – еф S, s – ес Z, ζ – дзета Σ, σ – сигма
G, g – ге T , t – те H , η – ета T , τ – тау
H , h – аш U , u – у Θ, θ, (ϑ)– тета Υ, υ – iпсилон
I, i – i V , v – ве I, ι – йота Φ, ϕ– фi
J , j – йот W , w– дубль-ве K, κ – каппа X , χ– хi
K, k – ка X ,x – iкс Λ, λ – ламбда Ψ, ψ– псi
L, l – ель Y , y – iгрек M , µ – мю Ω, ω– омега
M , m– ем Z, z – зет – –
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Таблиця A.8 – Таблиця похiдних
Функцiя Похiдна Функцiя Похiдна Функцiя Похiдна
xn nxn−1 cosx − sinx arcsinx 1/

√
1− x2

√
x 1/(2

√
x) tgx 1/ cos2 x arccosx −1/

√
1− x2

ex ex ctgx −1/ sin2 x arctg x 1/(1 + x2)
ax ax ln a

√
u u′/(2

√
u) arcctg x −1/(1 + x2)

lnx 1/x lnu u′/u shx chx
sinx cosx u/υ (υu′ − υ′u)/υ2 chx shx

Таблиця A.9 – Таблиця iнтегралiв∫
xndx = xn+1/(n+ 1), n 6= −1

∫
dx/ cos2 x = tg x∫

dx/x = lnx
∫

dx/ sin2 x = −ctg x∫
sinxdx = − cosx

∫
dx/(1 + x2) = arctg x∫

cosxdx = sinx
∫

dx/
√

1− x2 = arcsinx∫
tg xdx = − ln cosx

∫
dx/

√
x2 − 1 = ln(x+

√
x2 − 1)

Таблиця A.10 – Деякi сталi i наближенi формули
Стале число Наближена формула (при α� 1)
π = 3, 1416 (1± α)n ≈ 1± nα
π2 = 9, 8696 eα ≈ 1 + α√
π = 1, 7725 ln(1 + α) ≈ α

e = 2, 7183 sinα ≈ α
lg e = 0, 4343 cosα ≈ 1− α2/2
ln 10 = 2, 3026 tgα ≈ α
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Вага тiла 22
Витрата рiдини 77, 78
Вiдносне видовження 92
Гiроскоп 63
— вимушенапрецесiя 65
Другий закон Ньютона 23
— в проекцiях на дотичну i нор-

маль 25
Дугова координата 10
Енергiя
— зсуву 93
— кiнетична 43
— повна 88
— потенцiальна 43
— пружної деформацiї 92
— релятивiстська 88
— спокою 88
— твердого тiла 60
Закон
— Архiмеда 77
— Паскаля 77
— Кеплера 55
— Гука 92
— — для стрижнiв 92
— — при зсувi 93
— — при крученнi 94
Закони збереження
— енергiї 44
— iмпульсу 40
— моменту iмпульсу 50
Зiткнення

— абсолютно непружне 45
— абсолютно пружне 45
Зсув 93
Iмпульс 39
— релятивiстський 87
— сили 39
Коефiцiент Пуассона 93
Кручення 94
Кут зсуву 93
Ламiнарний рух рiдини 79
Модуль
— зсуву 93
— Юнга 92
Момент
— iмпульсу 49
— сили 49
— iнерцiї 56
Напруження 92
Натяг 92
Основне рiвняння динамiки обер-

тального руху 58
Перемiщення 7
Перетворення Лоренца 86
Перша космiчна швидкiсть 44
Постулати Ейнштейна 86
Потужнiсть 42
Прискорення 8
— кутове 14
— нормальне 11
— повне 10
— тангенцiальне 10
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Радiус-вектор 7
Радiус кривизни 11
Рiвняння Бернулi 77
— Мещерського 27
— нерозривностi 77
Робота 41
— гравiтацiйної сили 41
— пружної сили 41
— сили тяжiння 42
Сила
— вiдцентрова 29
— внутрiшня 43
— в’язкого тертя 79
— гiроскопiчна 43
— гравiтацiйна 22
— дисипативна 43
— зовнiшня 43
— iнерцiї 29
— Корiолiса 29
— не потенцiальна 43
— опору 23
— потенцiальна 43
— пружна 22
— реактивна 27
— Стокса 80
— тертя ковзання 22
— — кочення 23
— тяжiння 22
Теорема Штейнера 57
Тиск 92
— динамiчний 78
— повний 78
— статичний 78
Траєкторiя 7

Умова рiвноваги 63
Центр
— iнерцiї (мас) 40
— тяжiння 40
Число Рейнольдса 80
Швидкiсть
— кутова 14
— миттєва 7
— середня 7
— середня шляхова 8
Шлях 7
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