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ПЕРЕДМОВА 
 
 
Сьогодні для фахівця - інженера, економіста знання 

методів оптимізації настільки ж необхідне, як і знання основ 
математики та інших дисциплін, що стали традиційними. 

У практичній діяльності часто з багатьох можливих 
способів розв’язання задачі необхідно вибрати оптимальний. 
Наприклад, із декількох варіантів перевезення сировини 
споживачам потрібно вибрати найбільш дешевий, але такий, що 
враховує обмеження на допустимі терміни постачань; із 
можливих планів розкрою матеріалу вибрати такий, що дозволяє 
виконати план при найменшій кількості відходів і т.д. Складність 
задач оптимізації істотно залежить від їх розмірності, тобто від 
кількості аргументів цільової функції. 

У багатьох випадках задача пошуку оптимальних 
розв’язків може бути формалізована і розв’язана точно або 
приблизно відомими методами. 

Сьогодні існує багато різної методичної і навчальної 
літератури з методів оптимізації. Нашим завданням було зібрати 
в єдиному посібнику опис можливостей розроблених пакетів, 
подати інформативний перелік матеріалів присвячених 
оптимізації, а також створити дистанційний курс з питань 
комп’ютерної реалізації методів оптимізації. 

Посібник має на меті: 
¾ надати інформацію про алгоритми та 

чисельну реалізацію методів оптимізації; 
¾ описати електронний варіант курсу; 
¾ надати користувачу можливість 

працювати з пакетами програм; 
¾ розповісти про практичне застосування 

оптимізаційних методів. 
Працювати з посібником рекомендуємо одночасно з 

електронним варіантом курсу http://dl.sumdu.edu.ua/mo/ 
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Посібник не має на меті повне, докладне викладення 
методів оптимізації. Більше того, теоретичні основи 
оптимізаційних методів продані стисло, без доведень теорем та 
детальних описів алгоритмів. 

Автори рекомендують звернутися до світових розробок з 
теорії методів оптимізації, а саме до електронної версії лекцій 
“Lecture Notes on Optimization” професора Правіна Вараї 
(University of California, Berkeley) [35] та до матеріалів 
“Optimization for Engineering Systems and Solutions Manual” 
професора Ральфа Пайка (Louisiana State University) [36]. 

Посібник дає опис програмних пакетів для знаходження 
оптимуму, а також рекомендації щодо використання 
можливостей курсу та розроблених програм. З можливостями 
програмних пакетів можна ознайомитися більш докладно, якщо 
звернутися до електронного курсу, що знаходиться за адресою 
http://dl.sumdu.edu.ua/mo/ 

Вважаємо, що посібник буде корисним не тільки для 
студентів та аспірантів фізико-математичних та інженерних 
спеціальностей, але й для інженерів, економістів та наукових 
працівників. 

Автори висловлюють подяку В.А.Хажанцю, О.І.Божко, 
Н.В.Тиркусовій, В.В.Авраменко. 
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ЧАСТИНА I  ДИСТАНЦIЙНИЙ КУРС 
"КОМП'ЮТЕРНА РЕАЛІЗАЦІЯ МЕТОДІВ 

ОПТИМIЗАЦIЇ" 
 
 
ТЕМА 1  ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ ПРО КУРС 
 
Курс “Комп’ютерна реалізація методів оптимізації” 

оформлено в електронному вигляді і він доступний дистанційно 
за допомогою мережі Internet. 

Дистанційний курс організований так, що не потребує 
встановлення, настроювання та супроводу з боку учасника 
курсів, і стає доступним відразу після безпосереднього 
відвідування відповідного розділу Wеb-сервера СумДУ. Для 
використання можливостей системи потрібні мінімальні навички 
роботи як із комп'ютером, так і з мережею. 

 
1.1 СТРУКТУРА ДИСТАНЦІЙНОГО КУРСУ 
 
Дистанційний курс з питань комп’ютерної реалізації 

методів оптимізації” знаходиться за адресою 
http://dl.sumdu.edu.ua/mo/, або ж його можна знайти 
відвідавши офіційний сайт Сумського державного університету 
http://www.sumdu.edu.ua/ 

Дистанційний курс розрахований для роботи як в мережі 
Інтернет, так і Інтранет. Отже, відповідно до нових 
інформаційних технологій викладення матеріалу курсу 
передбачає певну методику навчання, тестування та контролю. 
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Покажчик

 
Рисунок 1.1 – Схема дистанційного курсу з дисципліни 

“Комп'ютерна реалізація методів оптимізації” 
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Даний дистанцiйний курс навчання складений у виглядi 
розгалуженої структури текстових документiв: 

¾ інформація про курс; 
¾ зміст курсу; 
¾ теми; 
¾ вiдповiдi до вправ; 
¾ список рекомендованої лiтератури, а також 

iнформацiя про ресурси в мережi Internet; 
¾ покажчик на всi методи, що наявні в текстi; 
¾ загальний тест. 

Курс складається з восьми тем, кожна із яких, у свою 
чергу, поділена на підрозділи. Це зроблено для зручностi читання 
та швидкої передачi по мережi (рис.1.1). 

Кожна тема мiстить у собi лекцiйний матерiал, прикладнi 
приклади, комп'ютерну реалiзацiю того або iншого методу 
(залежно вiд того який метод був вибраний для вивчення), 
контрольнi питання i тест.  

Лекцiйний матерiал пiдручника поданий у виглядi 
послiдовно завантажуваних файлiв. Кожну лекцiю можна подати 
у виглядi схеми (рис.1.2). 

Вправи i контрольнi питання являють собою один 
документ - текст iз завданнями, що пропонуються до розв’язання. 
На деякi завдання є правильнi вiдповiдi для того, щоб дати 
можливiсть тому, хто навчається, перевiрити себе. 

Тест - це система контролю знань, що допомагає закрiпити 
i перевiрити знання, отриманi при вивченнi матерiалу теми. Тест - 
автономна програма, розроблена для тестування рiзних 
навчальних дисциплiн. По закінченні тестування пропонується 
переглянути результати відповідей, де червоним позначені 
неправильні відповіді на поставлене запитання, а зеленим – 
правильні, а також позначена вибрана відповідь. Пропонується 
користуватися цим тестом для самоконтролю набутих знань після 
вивчення лекції. Складенi тестовi питання дозволяють проходити 
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тест з кожної теми, а також так званий загальний тест, що містить 
в собі питання всього курсу. 

 

 
Рисунок 1.2 - Схема лекцiї 

 
При розроблюванні курсу особлива увага була придiлена 

iнтерфейсу користувача i стриманостi в графiчному оформленнi. 
Навiгацiйна оболонка мiстить посилання, за якими можна швидко 
перейти в необхiдний роздiл. З огляду на сьогоднiшню ситуацiю з 
технiчними можливостями при доступi в Інтернет (низька 
швидкiсть передачi даних), використання графiки в курсі зведено 
до необхiдного мiнiмуму. 

 
1.2 РЕКОМЕНДАЦІЇ ЩОДО РОБОТИ З 

ДИСТАНЦІЙНИМ КУРСОМ  
 
Після того як було натиснуто посилання “Дистанційний 

курс “Методи оптимізації” на екранi з'явиться початкова 
сторiнка системи. На ній подана інформація про розробників 
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курсу, електронна адреса Web-майстра (тобто посилання із 
зазначеним e-mail - якщо на ній клацнути лівою кнопкою миші, 
то з’явиться вікно відправляння електронної пошти), а також 
посилання безпосередньо на матеріали курсу (їх 2, тому що 
текстовий матеріал курсу поданий двома мовами – українською 
та російською). 

Після вибору мови (натиснути одне з посилань Rus або Ukr) 
– на екрані з’явиться перша сторінка ДКН* (рис.1.3) 

У верхній частині по всiй ширинi екрана є дiлянка (фрейм), 
що мiстить заголовок теми чи підрозділу курсу "Методи 
оптимiзацiї" (у даному випадку це “Інформація про дистанційний 
курс”). При виборі посилання на тему ця інформація змінюється, 
тобто користувач майже завжди знає, в якій частині курсу він 
перебуває. 

У лівому куті екрана розміщений малюнок університету. Це 
також посилання, при натисканні на яке виконується перехід до 
основної сторінки офіційного сайту Сумського державного 
університету (далі СумДУ), що знаходиться за адресою 
http://www.sumdu.edu.ua/ 

Злiва міститься фрейм iз гіперзв'язком i схожими на меню 
посиланнями (далі ми називатимемо цю частину “Основним 
меню”). Основне меню являє собою незмінну частину курсу, 
тобто, в якому б підрозділі не працював користувач, у нього 
завжди на екрані основне меню. 

Основну частину екрана займає вiкно для виведення даних. 
Воно відрізняється від усіх інших кольором фону, він - білий. 
Інформація в цій частині змінюється у міру того, як користувач 
натискає посилання (це пов’язане з особливостями 
гіпертекстових технологій, тобто з тим, що за кожним 
посиланням можна перейти до нової інформації, яка з’являється 
на екрані тільки після звертання до неї**).  

 
                                                 
* ДКН - дистанційний курс навчання 
** Рекомендуємо ознайомитися з [1], [2, 28-29] 
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Рисунок 1.3 – Вигляд першої сторінки ДКН 

 
Для переходу до потрiбної теми мишкою виберiть 

відповідне їй посилання в основному меню. Вибрана тема i її 
лекцiйне наповнення з'явиться у вiкнi даних. У текстi також є 
посилання для переходу до конкретного методу. Іноді вони також 
подані у вигляді меню. Для перегляду використовуються смуги 
прокручування. 

Кожна тема має короткий зміст основних її частин, він 
також поданий посиланнями. Це було зроблено для того, щоб 
користувач міг перейти до розділу, що цікавить його 
безпосередньо, без зайвих витрат часу на пошук посилань в 
тексті теми. 

Для переходу мiж частинами пiдручника досить клацнути 
лiвою кнопкою мишi на потрiбному Вам роздiлi теми – чи то 
«Лекція», чи «Тест», чи «Метод “золотого” перетину», чи 
будь-який інший підрозділ теми (рис. 1.4), 
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Рисунок 1.4 - Вибiр роздiлу у темi 2 

 
i текст з'явиться на екранi комп'ютера. 

 
Для переходiв по лекцiйному матерiалу передбачено 

посилання в текстi курсу. Вони мають такий вигляд: 
метод найшвидшого спуску 

i при наїздi на них мишкою - стрілка перетвориться у стиснуту 
руку. 

Посилання, якими ще не користувалися, в тексті в 
основному мають яскравий синій колір. А ті, що користувач 
переглянув, - фіолетовий. 
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Як зазначалося раніше, лекційний матеріал тем курсу 
поділений на окремі частини (текстові файли), щоб користувач 
швидше отримував інформацію*. 

Перехiд вiд однiєї частини лекцiї до iншої здiйснюється за 
посиланням «Далi» або за посиланням в тексті (але в цьому 
випадку не гарантується послідовність викладення матеріалу). З 
основної частини теми (тобто з першої сторiнки теми, що 
завантажується за посиланням «Тема ...») можна потрапити 
практично в будь-яку частину лекцiйного матерiалу**. Тому в 
багатьох частинах посилання «Назад» означає повернення до цiєї 
сторiнки (на схемі лекції (рис. 1.2) до документа 1).  

У зв'язку із вищезгаданим необхiдно вiдзначити, що якщо, 
наприклад, Ви по ланцюжку потрапили в текст опису методу з 
блока вправ, то, натиснувши на кнопку «Назад», Ви потрапляєте 
не на ту сторiнку, що дiйсно була у Вас на екранi, а зовсiм на 
іншу. У цьому випадку ми рекомендуємо скористатися кнопкою 
«Back» на панелi вашого броузера (рис. 1.5) або вибрати один iз 
роздiлiв, натиснувши на посилання в основному меню курсу. 
Також рекомендуємо користуватися «Покажчиком», тому що в 
ньому зiбранi посилання на всi наявнi у даному курсi методи 
(додаток А).  

 

 
 
Рисунок 1.5 - Кнопка «Back» на панелi броузера Netscape 

Navigator 
 

                                                 
* Рекомендуємо ознайомитись з [1], [2, 28-29с.]. 
** Згадайте про короткий зміст, який є в кожній темі! 
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Однією із особливостей ДКН є програмний комплекс 
Met_Opt, за допомогою якого можна розв’язати будь-яку задачу 
оптимізації (звичайно ж, якщо правильно задати її в 
математичному вигляді). Комплекс являє собою сукупність 
програмних продуктів, кожен із яких може бути автономною 
програмою. Основні складові комплексу будуть розглянуті в темі 
2. 

ДКН має сторінку «Допомiжний матерiал». Даний 
пiдроздiл мiстить посилання на матерiали, що можуть Вам 
допомогти при роботi з ДКН з дисциплiни "Комп'ютерна 
реалізація методів оптимiзацiї". Його склад: 

¾ таблиця похiдних; 
¾ перелік програм; 
¾ тестовi функцiї; 
¾ архiватор; 
¾ компілятор (Фортран). 

 
ТЕМА 2  ПРОГРАМНИЙ КОМПЛЕКС MET_OPT 

 
2.1 СТРУКТУРА КОМПЛЕКСУ 

 
Програмний комплекс поділений на складові частини, 

кожна з яких має свої підрозділи. Ці підрозділи також мають 
розгалуження. В ДКН подано як цілісний комплекс програм, так і 
окремі його складові частини (що в основному являють собою 
програму, яка реалізує той чи інший метод для конкретної 
функції).  

Цей комплекс складається з таких частин: 
1 Бібліотека програм, що реалізовані на Паскалі. 

1.1 Модулі методів оптимізації (*.tpu). 
1.2 Модулі допоміжних процедур (*.tpu). 
1.3 Приклади використання процедур (*.pas, *.exe). 

2 Бібліотека програм, що реалізовані на Сі. 
2.1 Бібліотека методів одновимірної оптимізації. 
2.2 Бібліотека методів багатовимірної оптимізації без 

обмежень. 
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2.3 Бібліотека методів багатовимірної оптимізації з 
обмеженнями. 

3 Бібліотека програм, створених в середовищi Delphi 5 з 
використанням мови Object Pascal. 

4 Бібліотека програм, що реалізовані на Фортрані. 
5 Програмний пакет LP-88. 
Кожна частина комплексу має свої підрозділи та може 

використовуватися як автономна програма. В подальших 
розділах посібника деякі з них будуть розглянуті більш докладно. 

 
2.2 ДОСТУП ДО КОМПЛЕКСУ 

 
Програмний комплекс Met_Opt та його основні складові 

розміщені на офіційному сервері СумДУ. Більшість матеріалів 
зберігаєься у вигляді архівів. Матеріали, що виносяться на 
розгляд широкої аудиторії, являють собою готові програми та 
модулі. Їх можна використовувати в тому вигляді, в якому вони 
подані. Також є ціла низка прикладів приєднання та 
використання процедур, що реалізують методи оптимізації та 
запрограмовані в модулях. Вони мають вигляд текстових файлів з 
розширенням *.pas чи *.c (*.cpp). Питання щодо можливості 
перегляду основного коду написання складових програмного 
комплексу вирішуються через особистий контакт з його 
розробниками. 

Усі складові частини та комплекс в цілому можна 
побачити (а також скористатися ними), якщо з меню 
«Покажчика» чи «Допоміжного матеріалу» вийти у «Перелік 
програм», де зібрані посилання на всі програми, що 
зустрічаються в ДКН* (додаток В). 

Існує ще один спосіб переходу до потрібних програм. 
Переглядаючи матеріал курсу, можна побачити приклади 
написання програм, що використовують можливості 

                                                 
* Дистанційний курс з дисципліни “Методи оптимізації” знаходиться за 
адресою http://www.sumdu.edu.ua/cources/mo/ 
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розробленого комплексу. У тексті опису програм, що реалізують 
методи оптимізації, може бути посилання «Програма», кнопка з 
написом «Скачати» або «Текст програми». 

Щоб отримати потрібну програму, натисніть на будь-
якому посиланню ліву клавішу миші, і у Вас на екрані повинно 
з'явитися вікно повідомлень, подібне до того, що зображено на 
рисунках 2.1 та 2.2. 

Залежно від того, що висвітилось на екрані, Ви вибираєте 
опцію «Save it to disk» або «Save File…», тому що пiд таким 
посиланням звичайно ховається архiв (файл iз розширенням rar 
чи zip), який вимагає окремої програми для його розпакування* 
(порада: якщо Ви ще не стикалися з цим – поцiкавтеся  
iнформацiєю про архіватори rar, zip, arj, winrar, вона Вам буде 
корисна не тiльки для роботи з курсом).  

 

 
 

Рисунок 2.1 - Вигляд вiкна повiдомлень Netscape-навiгатору  

                                                 
* У ДКН є посилання на архіватор WinRar (див. «Покажчик» чи  
«Допоміжний матеріал»). 
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Рисунок 2.2 - Вигляд вiкна повiдомлень Netscape-навiгатору 

(файл - *.zip) 

 
Рисунок 2.3 - Вигляд вiкна повiдомлень Internet Explorer 

 
Ми пропонуємо ще один спосiб запису таких файлiв на 

диск: клацнiть правою кнопкою мишi по посиланню  
«Програма» i виберiть у меню, що випадає і яке з’явилося на 
екрані, «Save Link As:» (рис. 2.4), далi Вам запропонують 
вибрати, куди записати цей файл пiд тим iм'ям, яким вiн названий 
розробником (Ви звичайно можете його змiнити, але ми не 
радимо це робити, тому що намагалися, щоб iм'я файлу вiдбивало 
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iнформацiю, що зберiгається у ньому. Наприклад, kompl.rar 
мiстить комплексний метод знаходження оптимуму (рис. 2.5)).  

 

 

 

А) При роботi з Netscape б) При роботi з Internet Explorer 
Рисунок 2.4 - Вигляд меню, що випадає при натисканнi правої 

кнопки мишi на посиланні  
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Рисунок 2.5 - Вигляд вiкна запису 
 

Щоб почати користуватися записаним файлом, його 
потрібно  розпакувати. Усі складові курсу запаковані архіватором 
WinRar версії 2.50. Щоб розпакувати програму, можна 
скористатися одним із декількох способів. Ми пропонуємо 
роботу виконати у такій послідовності: 

1 Запустити програму WinRar (Якщо її немає на 
комп’ютері, то можна її встановити, у курсі є відповідне 
посилання на ). 

2 Знайти потрібний файл і натиснути кнопку «Extract to» 
(рис. 2.6). 

 

 
Рисунок 2.6 – Вікно архіватора  

 
3 У вікні, яке з’явиться на екрані (рис.2.7), вибрати шлях 

для запису розпакованих файлів та натиснути кнопку «Ок». На 
екрані з’явиться вікно (рис.2.8), яке відображатиме процес 
розпакування архіву. Цей процес можна призупинити, якщо в 
цьому виникне необхідність. Після того як це вікно зникне з 
екрана, в тій директорії, яку вибрали для розпакування, повинні 
з’явитися розпаковані файли. Тепер вони готові до подальшої 
роботи. 
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Рисунок 2.7 – Вікно для вибору шляху розпакування архівних 

файлів 
 

 
Рисунок 2.8 – Вікно, що відображає процес розпакування 
 



С
УМ

С
Ь

КИ
Й

 Д
Е
Р
Ж

А
В

Н
И

Й
 У

Н
ІВ

Е
Р
С

И
ТЕ

Т 20 

2.3 РЕКОМЕНДАЦІЇ ЩОДО КОРИСТУВАННЯ 
МОЖЛИВОСТЯМИ ПРОГРАМНОГО КОМПЛЕКСУ      

 
Використання бібліотеки програм, що реалізовані на 

Паскалі 
 
Усі методи реалізовані на алгоритмічній мові Паскаль. Для 

компіляції функцій бібліотеки були використані компілятори 
Turbo Pascal 7.0 та Borland Pascal 7.0*.  

При використанні оболонки Turbo Pascal 7.0 треба 
виконати: 

1 Після запуску turbo.exe у головному меню вибрати пункт 
Options\Directories… і в рядку введення Unit Directories 
додати шлях до модульних файлів після ";", наприклад, 
D:\BP\UNITS\MO (рис. 2.9). 

 

 
 

Рисунок 2.9 – Вигляд вікна після виклику Options\Directories 

                                                 
*  Рекомендуємо користуватись компілятором Borland Pascal 7.0. 
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2 У розділі USES необхідно підключити один чи декілька 
модулів методів оптимізації*, наприклад,** 

uses crt, ustp, metodo, idvvod; 
3 У тексті програми викликати функцію з пiдключених 

модулiв, що реалізує необхідний метод пошуку, 
наприклад, 

VvodIsx_GS(a,b,e,fil);  
GoldSech(q,a,b,e,fil); 

4 Запускаємо написану програму на виконання за 
допомогою сполучення клавiш "Ctrl+F9" чи по F10 
виходимо в меню, вибираємо Run i потiм у пiдменю, яке 
з’явиться на екрані, ще раз Run.  

 
При використанні компілятора Borland Pascal 7.0 

послідовність дій така сама, як і в попередньому випадку з тією 
різницею, що запускаємо на початку файл bp.exe.  

 
Приклад 
Необхiдно знайти мiнiмум функцiї f = x4-14x3+60x2-70x. 

Проведемо обчислення методом «золотого» перетину на 
iнтервалi (1;2) з похибкою 1e-5. 

Програма буде мати вигляд:  
program prim;  
uses crt, ustp, metodo, idvvod; 
{*------Пiдключення модулiв ------*  
Ust - Установлення параметрiв i типiв, вiдкриття файлу 
для роботи  
Metod - Методи знаходження оптимуму функцiї 1-змiнної 
без обмежень  
IDVvod - Процедури введення вихiдних даних для методiв 
оптимiзацiї  
}  

                                                 
* Залежно від вибраного методу пошуку - metodo, metodp, metodb, metodg, 
metodu. 
**  Так виглядає рядок пiдключення модулiв. 
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var  
a,b,e:real;  
nom:integer;  
fil:text;  
{$F+} {- обов'язково пiдключати директиву!!! }  
 
{--Описуємо функцiю, оптимум якої необхiдно знайти--}  
function q(x:real):real;  
begin  
q:=x*x*x*x-14*x*x*x+60*x*x-70*x;  
end;  
 
{---Основна програма ---}  
Begin  
Clrscr;  
{--Виводимо рядок для зручностi користувача, тобто 
уточнюємо метод--}  
writeln('Знаходження оптимуму за методом "золотого" 
перетину');  
{--Пiдключаємо процедуру одержання iменi файлу для 
введення результатiв --}  
GetInputName(fil);  
{--Пiдключаємо процедуру введення вихiдних даних --}  
VvodIsx_GS(a,b,e,fil);  
{--Пiдключаємо процедуру обчислення оптимуму --}  
GoldSech(q,a,b,e,fil);  
{--Закриваємо файл результатiв--}  
close(fil);  
end. 

 
Використання бібліотеки програм, що реалізовані на Сі 

 
Усі методи реалізовані на алгоритмічній мові C. Для 

компіляції функцій бібліотеки були використані компілятори 
Borland C++ 3.1 і  Watcom C/C++ 11.0.  

Для використання бібліотеки до програми необхідно 
підключити один із заголовних файлів (*.h), що містять 
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прототипи функцій. Для використання функцій одновимірної 
оптимізації потрібна директива компіляції #include 
“monod.h”; для функцій багатовимірної оптимізації – 
директива #include “multid.h”; для функцій 
багатовимірної оптимізації з обмеженнями – директива 
#include “multidr.h”.  

При компіляції програми необхідно зазначити шляхи до 
заголовних файлів і бібліотек та бібліотеки, які потрібно 
підключати при компонуванні. У результаті компіляції і 
компонування одержуємо файл із розширенням *.exe, що і 
використовується для знаходження оптимуму. 

При використанні компілятора Borland, що запускається з 
командного рядка, треба використовувати таку команду: 

bcc –I<includepath> -L<librarypath> <c_program> <library> , 
де includepath – шлях до заголовних файлів; librarypath – шлях до 
бібліотек; c_program – програма на мові C; library – бібліотека, 
що підключається. 

При використанні оболонки Borland треба виконати: 
1 У головному меню вибрати пункт Options\Directories… і в 

рядку введення Include Directories додати шлях до 
заголовних файлів бібліотеки після символа ‘;’. 

2 Створити проект, для чого в головному меню вибрати пункт 
Project\Open project... і в рядку Open Project File ввести 
назву проекту. В результаті з'явиться вікно Project. 

3 У головному меню вибрати пункт Project\Add item... і в 
діалоговому вікні, що з'явилося, зазначити файл, що містить 
програму, яка використовує бібліотеку оптимізації. 

4 За допомогою пункту Project\Add item… зазначити всі 
необхідні для програми бібліотеки. 

При використанні компілятора Watcom треба 
використовувати таку команду: 

wcl386 –i=<includepath> -“libp <librarypath>” <c_program> 
<library> 
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де includepath – шлях до заголовних файлів; librarypath – шлях до 
бібліотек; c_program – програма на мові C; library –  бібліотека, 
що підключається. 

 
Приклад 
Необхiдно знайти мiнiмум функцiї  

. 

Проведемо обчислення методом «золотого» перетину на 
iнтервалi (1;2) з похибкою 0.001. 

Програма буде мати вигляд: 
 

/* Програма, що використовує функцiю обчислення 
оптимуму методом “золотого” перетину */  
#include <stdio.h>  
#include "monod.h" // пiдключення бiблiотеки  
double w(double);  
 
void main()  
{  
printf("x* = %20.11f\n", GoldCut( w, 1, 2, 1e-3) );  
}  
 
// обчислення функцiї  
double w(double x)  
{  
return 2*x*x + 16/x;  
}  

 
У даному випадку найменуванням функцiї є w типу 

double f(double). Цей параметр ми i передаємо в бiблiотечний 
модуль. 

Якщо програма має назву main.c, заголовний файл 
знаходиться в каталозi include\ , а бiблiотека monod.lib - у 
каталозi library\, то вiдкомпiлювати програму можна командою  
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bcc -Iinclude\ -Llibrary\ main.c monod.lib 
У результатi компiляцiї одержимо файл main.exe. Надалi 

можна використовувати цей файл для знаходження оптимуму 
даної функцiї вибраним методом.  

 
ЧАСТИНА II  ПРОГРАМНИЙ КОМПЛЕКС “MET_OPT”   

 
ТЕМА 3  ТЕОРЕТИЧНІ АСПЕКТИ 

 
Опис методів оптимізації в повному обсязі наведено на 

сторінках ДКН та в літературі [4-20]. У даному посібнику подані 
лише стислі відомості. 
 

3.1 ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ ПРО ОПТИМІЗАЦІЮ 
 

Незважаючи на те, що прикладні задачі належать до 
цілком різних галузей, вони мають загальну форму. Всі ці задачі 
можна класифікувати як задачі мінімізації дійснозначної функції 
f(x) N-вимірного векторного аргументу x=(x1, x2,..., xn), 
компоненти якого задовольняють систему рівнянь hk(x)=0, набір 
нерівностей gi(x)≥0, а також обмежені зверху і знизу, тобто xi

(u) ≥ 
xi ≥ xi

(l). У подальшому викладі функцію f(x) будемо називати 
цільовою функцією, рівняння hk(x)=0 - обмеженнями у вигляді 
рівностей, а нерівності gi(x)≥0 - обмеженнями у вигляді 
нерівностей. При цьому передбачається, що усі функції, які 
фігурують у задачі, є дійснозначними, а число обмежень - 
скінченна величина. 
Задача загального вигляду: мінімізувати f(x) при обмеженнях 

hk(x)=0,  k=1, ..., K, 
gj(x) ≥ 0  j=1, ..., J, 
xi

(u) ≥ xi ≥ xi
(l),  і=1, ..., N 

називається задачею оптимізації з обмеженнями або задачею 
умовної оптимізації. Задачі, у яких немає обмежень, тобто 

J=K=0;   xi
(u)= - xi

(l) = ∞ ;  і =1, ..., N, 
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називаються оптимізаційними задачами без обмежень або 
задачами безумовної оптимізації. 
 

Класифікація задач 
 
Задачі оптимізації можна класифікувати відповідно до  

вигляду функцій f, hk, gi і розмірності вектора x. Задачі без 
обмежень, у яких x являє собою одновимірний вектор, 
називаються задачами з однією змінною і складають 
найпростіший, але водночас дуже важливий підклас 
оптимізаційних задач. Завдання умовної оптимізації, у яких 
функції hk, і gi є лінійними, мають назву задач із лінійними 
обмеженнями.  

У таких задачах цільові функції можуть бути або 
лінійними, або нелінійними. Задачі, що мають тільки лінійні 
функції вектора неперервних змінних x, називаються задачами 
лінійного програмування; у задачах цілочислового 
програмування компоненти вектора x повинні набувати тільки 
цілі значення. 

Задачі з нелінійною цільовою функцією і лінійними 
обмеженнями іноді називають задачами нелінійного 
програмування з лінійними обмеженнями. Оптимізаційні 
задачі такого роду можна класифікувати на основі структурних 
особливостей нелінійних цільових функцій. Якщо f(x) - 
квадратична функція, то ми маємо справу з задачами 
квадратичного програмування; якщо f(x) є відношення 
лінійних функцій, то відповідні задачі мають назву задачі 
дробово-лінійного програмування і т.д. Розподіл 
оптимізаційних задач на ці класи становить значний інтерес, 
оскільки специфічні особливості тих або інших задач відіграють 
важливу роль при розробленні методів їх розв′язання. 

 
Необхідні і достатні умови оптимальності 
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Функція f(x) має локальний мінімум у точці x0, якщо існує 
деяка позитивна величина δ, така, що якщо |x - x0| <δ, то 
f(x)>=f(x0), якщо існує окіл точки x0, такий, що для всіх значень x 
у цьому околі f(x) > f(x0). Функція f(x) має глобальний мінімум у 
точці x*, якщо для всіх x справедлива нерівність f(x)>=f(x*). 

На рис.3.1 показано 
графічне зображення 
функції f(x), що має 
локальний мінімум у точці 
x0 і глобальний мінімум у 
точці x*. 

f`′(x)=0. (3.1) 

Рівняння (3.1) є 
необхідною умовою. 

 

 
Рисунок 3.1 - Графічне 
зображення функції 

f(x0 + h) – f(x0) = hf′(x0)+(h2/2!) f′′(x0)+…  (3.2) 
Якщо в точці x0 досягається мінімум, то ліва частина (3.2) 

буде невід`ємною для будь-якого досить малого h (|h| < δ). Отже, 
перша похідна f′(x0) повинна дорівнювати нулю, і це і є достатня 
умова (див. рівняння 3.1). 

Оскільки в наступному члені (3.2) завжди h2 > 0, то, якщо  
f′′(x*)>0,      (3.3) 

в точці x0 досягається мінімум. Якщо f ′(xm) = 0 і f′′(xm) < 0, то з 
аналогічних міркувань у точці xm досягається максимум. Для 
визначення різниці між локальним і глобальним мінімумами 
необхідно порівняти значення функцій f(x0) і f(x*). 

Необхідною умовою мінімуму функції n дійсних змінних в 
точці x0 є рівняння 

∇f(x0)= 0,     ( 3.4) 

тобто  
∂f(x0) / ∂xi = 0, (i=1,…n).    (3.5) 
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Тоді знак різниці f(x0 + h) – f(x0) визначається членом 
1/2 hTG*(x0)h.      (3.6) 

Якщо матриця G(x0) додатно визначена, то це член додатний 
для всіх h. 

Отже, необхідними і достатніми умовами мінімуму є 
∇f(x0)= 0, G(x0) додатно визначена.   (3.7) 

Необхідними і достатніми умовами максимуму є 
∇f(xm)= 0, G(xm) невід`ємно визначена.  (3.8) 

 
 

3.2 МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ 
 

У багатьох випадках задача пошуку оптимальних 
розв’язків може бути формалізована і розв’язана точно або 
приблизно відомими методами. Методи оптимізації поділяються 
на: 

¾ методи оптимізації для функції однієї змінної; 
¾ методи оптимізації для функції n змінних без 

обмежень; 
¾ методи оптимізації для функції n змінних з 

обмеженнями. 
Теоретичні основи оптимізаційних методів подані стисло, 

без доведень теорем та детальних описів алгоритмів. Посібник 
має на меті дати пояснення до процедур програмного комплексу 
Met_Opt та опис параметрів, що потрібні для правильної роботи 
програми. 

                                                 
* Матриця Гессе (гессіан) функції f(x) позначається як G(x) і є симетричною 
матрицею n*n елементів вигляду Gij = 2 ∂ 2 f/∂xi∂xj. 



С
УМ

С
Ь

КИ
Й

 Д
Е
Р
Ж

А
В

Н
И

Й
 У

Н
ІВ

Е
Р
С

И
ТЕ

Т 29 

3.2.1 МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ ДЛЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
 

Методи виключення інтервалів 
 

Методи пошуку, що дозволяють визначити оптимум 
функції однієї змінної шляхом зменшення інтервалу пошуку, 
називаються методами виключення інтервалів. 

Усі методи одновимірної оптимізації засновані на 
припущенні, що досліджувана цільова функція в допустимій 
області принаймні має властивість унімодальності, тому що для 
унімодальної функції W(x) порівняння значень W(t) у двох різних 
точках інтервалу пошуку дозволяє визначити, в якому із заданих 
двома зазначеними точками підінтервалів точки оптимуму 
відсутні. 

Правило виключення інтервалів. Нехай W(x) 
унімодальна на відрізку [a,b], а її мінімум досягається в точці x*. 
Розглянемо x1 і x2, розміщені a<x1<x2<b. 

∗ Якщо W(x1)>W(x2), то точка мінімуму W(x) не 
лежить в інтервалі (a,x1), тобто x*∈(x1,b). 

∗ Якщо W(x1)<W(x2), то точка мінімуму W(x) не 
лежить в інтервалі (x2,b), тобто x*∈(a,x2). 

Це правило дозволяє реалізувати процедуру пошуку 
шляхом послідовного виключення частин вихідного обмеженого 
інтервалу. Пошук завершується тоді, коли підінтервал, що 
залишився, зменшується до досить малих розмірів. 

Головна позитивна властивість пошукових методів 
полягає в тому, що вони засновані на обчисленні тільки значень 
функції і, отже, не вимагають виконання умови 
диференційованості і запису в аналітичному вигляді. Останнє 
особливо цінне при імітаційному моделюванні. 

Методи виключення інтервалів: 
¾ метод ділення навпіл [11]; 
¾ метод “золотого” перетину [10, 11]; 
¾ метод Фібоначчі [10, 11]. 
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При застосуванні методу “золотого” перетину інтервал 
пошуку ділиться на дві частини так, щоб відношення довжини 
великого відрізка до довжини всього інтервалу дорівнювало 

відношенню 
1

21

z
z

z
z

= . З огляду на те, що z1+z2=z, маємо  

z1
2=z z2 = (z1+z2)z2 = z1z2 + z2

2 ,  z1z2 + z2
2 - z1

2 = 0, 

звідки 
1

2

z
z  = 0,618. 

Таким чином, застосування методів виключення 
інтервалів накладає єдине обмеження на досліджувану цільову 
функцію - унімодальність. Отже, розглянуті методи можна 
використовувати для аналізу як неперервних, так і розривних і 
дискретних функцій. Логічна структура пошуку заснована на 
простому порівнянні значень функції в двох пробних точках.  

 
Методи поліноміальної апроксимації 

 
Сутність методу. Відповідно до теореми Вейєрштраса 

про апроксимацію, неперервну функцію в деякому інтервалі 
можна апроксимувати поліномом досить високого порядку. 
Отже, якщо функція унімодальна і можна знайти поліном, що 
досить точно її апроксимує, то координати точки оптимуму 
функції можна оцінити шляхом обчислення координати точки 
оптимуму полінома. 

Використовується декiлька значень функцiї у визначених 
точках для апроксимацiї функцiї звичайним полiномом 
принаймнi в невеликiй областi значень. Потiм положення 
мiнiмуму функцiї апроксимується положенням мiнiмуму 
полiнома, оскiльки останнiй простiше обчислити. 

Найпростіший випадок заснований на тому факті, що 
функція, що набуває мінімального значення у внутрішній точці 
інтервалу, повинна бути принаймні квадратичною. 
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Якщо цільова функція W(x) у точках x1, x2, x3 набуває 
відповідних значень W1, W2, W3, то можна визначити коефіцієнти 
aо, a1, a2 таким чином, що значення квадратичної функції 

q(x) = ao + a1(x - x1) + a2(x - x1)(x - x2)  

збігаються зі значенням W(x) у трьох зазначених точках. 
Властивості апроксимації використовуються при 

квадратичній інтерполяції, яку називають також методом 
Пауелла. 

 
Методи з використанням похідних 

 
Доцільно припустити, що ефективність пошукових 

процедур істотно підвищиться, якщо на додаток до умови 
безперервності ввести вимогу диференційованості цільової 
функції. Необхідна умова існування оптимуму цільової функції в 
точці x* 

W'(x*) = d/dx | x=x* = 0.  
У тому випадку, якщо цільова функція має члени, що 

містять x у третій і більш високих степенях, то одержання 
аналітичного розв’язання рівняння W'(x) складне. В цих випадках 
доцільно використовувати чисельні методи знаходження коренів 
нелінійних рівнянь: 

¾ метод середньої точки [11]; 
¾ метод хорд [11]; 
¾ метод дотичних (Ньютона-Раффсона) [11]. 

Сутнiсть методу дотичних. Орiєнтований на 
знаходження кореня рiвняння W'(x) в iнтервалi [a,b], у якому є двi 
точки N i P, в яких знаки похiдних рiзнi. Робота алгоритму 
починається з точки x0, що являє собою початкове наближення 
кореня рiвняння W'(x)=0. Далi будується лiнiйна апроксимацiя 
функцiї W'(x) у точцi x1, i точка, у якiй апроксимуюча лiнiйна 
функцiя перетворюється на нуль, приймається як наступне 
наближення. Якщо точка xk прийнята як поточне наближення до 
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оптимальної точки, то лiнiйна функцiя, що апроксимує функцiю 
W'(x) у точцi xk, записується у виглядi 

W'(x,xk) = W'(xk) + W''(xk)(x-xk).  

Прирiвнявши праву частину рiвняння до нуля, одержимо 
наступне наближення до точки, що шукаємо. 

Алгоритм методу 
Крок 1 Наступне наближення до стацiонарної точки x* 

визначається за формулою xk+1 = xk - [W'(xk)/W''(xk)]. 
Крок 2 Обчислити W'(xk+1), W''(xk+1). 
Крок 3 Якщо |W'(xk+1)|<e, то слід закiнчити пошук. У 

противному разі необхiдно повернутися до кроку 1. 
Із алгоритму випливає, що цiльова функцiя W(x) повинна 

бути двiчi диференцiйована. 
 

3.2.2 МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ ДЛЯ ФУНКЦІЇ N ЗМІННИХ 
 

Методи прямого пошуку 
 
Одними із методів знаходження мінімуму функції  

n змінних є методи прямого пошуку. Методи прямого пошуку – 
це методи, які використовують тільки значення функції. 

До методів прямого 
пошуку належать: метод 
покоординатного спуску, 
метод Хука-Дживса, метод 
Нелдера-Міда [10, 11]. 
Найпростішим із них є 
метод покоординатного 
спуску. 

 
Рисунок 3.2 - Метод прямого 

пошуку 
З точки А зробимо пошук мiнiмуму уздовж напрямку осi 

х1 i, таким чином, знаходимо точку В, у якої дотична до лiнiї 
постiйного рiвня рiвнобiжна осi х1. Потiм, проводячи пошук iз 
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точки В в напрямку осi х2, одержуємо точку С, проводячи пошук 
паралельно осi х2, одержуємо точку D, i так далі. Таким чином, 
ми приходимо до оптимальної точки. Цю iдею можна застосувати 
для функцiї n змiнних.  

Теоретично даний метод ефективний у випадку єдиного 
мінімуму функції. Але на практиці він виявляється занадто 
повільним. Тому були розроблені більш складні методи, що 
використовують більше інформації на підставі вже отриманих 
значень функції. 

 
Градієнтні методи 

 
При використанні навіть найефективніших прямих 

методів для одержання розв'язку іноді потрібна дуже велика 
кількість обчислень значень функції. Розглянуті методи засновані 
на використанні градієнта цільової функції*. Ці методи мають 
ітераційний характер. Процедура реалізується відповідно до 
формули 

)( )()()()1( kkkk xSxx α+=+
, (3.9) 

 

                                                 
* Зауваження. Напрямок градієнта перпендикулярний у будь-якій точці лінії 
постійного рівня, оскільки уздовж цієї лінії функція не змінна. Таким чином, 
якщо (d1,d2,..,dn) - малий крок уздовж лінії рівня, то 

 
f(x1+d1,x2+d2,...,xn+dn) = f(x1,x2,..,xn) 
 
і, отже, 

df=∑
= ∂

∂n

j jx
f

1

 dj = [∇f(x)]Td=0, (3.10) 

(див. рис.3.3). 
Рисунок 3.3 - Метод градiєнтного 

спуску 
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де  x(k) – поточне наближення до розв'язку  x*; 
α(k) – параметр, що характеризує довжину кроку; 
S(x(k)) = S(k) – напрямок пошуку в N-вимірному 

просторі керованих змінних. 
 
Спосіб вибору S(x) і α залежить від вибору методу. 
 

3.2.3 МЕТОДИ УМОВНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ. НЕЛІНІЙНЕ 
ПРОГРАМУВАННЯ 

 
Методи прямого пошуку 

 
У методах прямого пошуку обмеження враховуються в 

явному вигляді. Необхідність розробки цих методів пов'язана з 
тим, що в інженерних додатках часто доводиться стикатися з 
випадками, коли цільові функції не задані в явному вигляді. Ці 
методи будуються на інтуїтивних міркуваннях, не підкріплені 
суворою теорією і, отже, не гарантується їх збіжність. 
Незважаючи на це, внаслідок своєї логічної простоти ці методи 
легко реалізуються. 

Перед безпосереднім застосуванням методів прямого 
пошуку необхідно провести ряд заходів щодо підготовки задачі 
до розв’язання, а саме: 

¾ виключити обмеження у вигляді рівнянь; 
¾ визначити початкову допустиму точку.  
Після проведення процедури підготовки задачі до 

розв’язання слід вибрати один із методів умовної оптимізації: 
¾ модифікований метод Хука-Дживса [10];  
¾ метод комплексів [10, 11]; 
¾ метод випадкового пошуку [10, 11, 18]. 

При використанні вищезгаданих методів потрібно 
перевірити, чи кожна точка, отримана в процесі пошуку, 
належить до області обмежень. Якщо кожна, то цільова функція 
обчислюється звичайним шляхом. Якщо ні, то цільовій функції 



С
УМ

С
Ь

КИ
Й

 Д
Е
Р
Ж

А
В

Н
И

Й
 У

Н
ІВ

Е
Р
С

И
ТЕ

Т 35 

надається дуже велике значення. Таким чином, пошук буде 
здійснюватися знову в допустимій області у напрямку до 
мінімальної точки всередині цієї області. При реалізації цієї 
процедури може виникнути проблема – не завжди можна 
отримати правильні результати. За допомогою даного методу 
неможливо рухатися уздовж межі, де міститься розв’язок. 
Загальне завдання оптимізації за наявності обмежень дуже 
складне і для одержання практичного методу розв’язання 
вимагаються більш точні процедури, ніж наведена вище. 

 
Методи штрафних функцiй 

 
За допомогою штрафних функцiй 

P(x,R) = W(x) + Ω (R,g(x),h(x)),  

де R - набiр штрафних параметрiв; 
Ω - штраф, 

вихiдна задача умовної оптимiзацiї перетвориться в послiдовнiсть 
задач безумовної оптимiзацiї. Штраф Ω визначається так, щоб 
допустимi точки задачi мали перевагу перед недопустимими 
вiдносно безумовної оптимiзацiї штрафної функцiї. Тут штраф 
немовби створює уздовж межi допустимої областi бар'єр iз 
нескiнченно великих значень функцiї P. 

До штрафу ставляться такi вимоги: 
¾ розв'язки пiдзадач повиннi прямувати до розв'язку 

вихiдної задачi нелiнiйного програмування 

                         ;
 

¾ складнiсть оптимiзацiї P(x, R) повинна бути такого 
самого порядку, що i W(x). 

Методи штрафних функцiй класифiкуються у 
вiдповiдностi до способів облiку обмежень - нерiвностей g(x), 
тому що обмеження - рівняння h(x) враховуються у всiх методах 
однаково за допомогою квадратичного штрафу 
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Ω = R{h(x)}2.  

При розгляданні будь-якiй штрафнiй функцiї потрiбно 
вибрати початкове значення R i змiнити його пiсля розв'язування 
кожної пiдзадачі безумовної оптимiзацiї для того, щоб 
забезпечити збiжнiсть. Для квадратичного штрафу, що враховує 
обмеження-рiвняння, є доцiльним починати з R=0, а потiм 
послiдовно збiльшувати R на деяке ∆R або використовувати 
зростаючi степенi якогось числа, наприклад 10. У результатi 
одержуванi точки будуть усе точнiше й точнiше задовольняти 
обмеження. 

 
ТЕМА 4  БІБЛІОТЕКА ПРОГРАМ, ЩО РЕАЛІЗОВАНІ 

НА ПАСКАЛІ 
 

Комп’ютерна реалізація методів оптимізації на 
алгоритмічній мові Паскаль оформлена у вигляді трьох блоків: 
безпосередньо процедури, що реалізують методи, допоміжні 
процедури та приклади із використання вищезазначених 
процедур. 
Модулі методів оптимізації (*.tpu) 

Модулі одновимірної оптимізації. Цей підрозділ 
складається з таких модулів:  

¾ модуль методів одновимірної оптимізації із 
використанням тільки значення функції metodo; 

¾ модуль методів одновимірної оптимізації із 
використанням тільки значення функції metodof*; 

¾ модуль методів одновимірної оптимізації із 
використанням похідних metodp; 

¾ модуль методів одновимірної оптимізації із 
використанням похідних metodpf. 

                                                 
* Буква “f” у кінці назви модуля означає, що в даному модулі 
використовуються процедури із модуля функцій. 
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Модулі багатовимірної оптимізації. Цей підрозділ 
складається з таких модулів:  

¾ модуль методів багатовимірної безумовної 
оптимізації metodb; 

¾ модуль методів багатовимірної безумовної 
оптимізації metodbf; 

¾ модуль методів багатовимірної оптимізації із 
використанням властивостей градієнта metodg; 

¾ модуль методів багатовимірної оптимізації з 
використанням властивостей градієнта metodgf; 

¾ модуль методів багатовимірної умовної 
оптимізації metodu; 

¾ модуль методів багатовимірної умовної 
оптимізації metoduf. 
Модулі допоміжних процедур (*.tpu) 

¾ модуль встановлення параметрів ustp; 
¾ модуль процедур вводу вхідних даних для методів 

оптимізації idvvod; 
¾ модуль функцій однієї змінної vibfo; 
¾ модуль функцій декількох змінних vibfn. 

Приклади використання процедур (*.pas, *.exe) 
¾ приклади використання процедур одновимірної 

оптимізації prim_oN*, prim_pN†; 
¾ приклади використання процедур багатовимірної 

безумовної оптимізації prim_bN‡; 

                                                 
* N – може набувати значення від 1 до 8 залежно від методу та вибору функції. 
Тобто під непарними номерами мається на увазі, що функцію користувач 
записує безпосередньо в програмі і при обчисленні може її змінити тільки тоді, 
коли змінить код програми (якщо це *.exe файл – то це практично неможливо 
для звичайного користувача), а під парними - функцію користувач вибирає під 
час роботи програми із запропонованого списку. На кожний метод припадає 
по 2 програми. 
† N Є (1; 6). 
‡ N Є (1; 6). 
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¾ приклади використання процедур багатовимірної 
безумовної оптимізації, що базуються на властивостях градієнта, 
prim_gN*; 

¾ приклади використання процедур багатовимірної 
умовної оптимізації prim_uN†. 

 
4.1 МОДУЛІ МЕТОДІВ ОПТИМІЗАЦІЇ (*.TPU) 
 
У розробленому нами комплексi комп’ютерних програм, 

що реалізують методи оптимізації, є окремий пiдроздiл 
присвячений одновимiрнiй оптимізацiї. Він складається з двох 
бібліотек (тобто з їх підрозділів, див. рис.4.1) 

 
1 Бібліотека програм, що реалізовані на  Паскалі
Модулі методів оптимізації (*.tpu)

Модулі одновимірної оптимізації.
Цей пiдроздiл складається з таких модулiв:
¾ модуль  методів одновимірної оптимізації metodo;
¾ модуль  методів одновимірної оптимізації metodof;
¾ модуль  методів одновимірної оптимізації metodp;
¾ модуль  методів одновимірної оптимізації metodpf.

2 Бібліотека програм, що реалізовані на Сі
Бібліотека методів одновимірної оптимізації monod

 
 

Рисунок 4.1 – Структура пiдроздiлу комплексу, присвяченого 
одновимiрнiй оптимізацiї 

 
Опис модуля методів одновимірної оптимізації metodo 

 
Використовує при роботі параметри, встановлені в модулі 

ustp. 

                                                 
* N Є (1; 6). 
† N Є (1; 6). 
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Призначення: даний модуль застосовується для зручності 
використання запрограмованих методів оптимізації функцій 
однієї змінної. 

Даний модуль містить процедури, які реалізують методи 
оптимізації для функцій однієї змінної, що використовують 
тільки значення функції: 

1) процедура знаходження оптимуму методом 
половинного ділення PolDelen(f, a, b, e, fil); 

2) процедура знаходження оптимуму методом "золотого" 
перетину GoldSech(ff, a, b, eps, fil); 

3) процедура знаходження оптимуму методом Фібоначчі 
Fibonach(z, f, n, a, b, e, fil); 

4) процедура знаходження оптимуму методом 
квадратичної інтерполяції KvadratInterp(z, a, h, e, fil). 

Опис параметрів процедур модуля 
1 Процедура знаходження оптимуму методом половинного 
ділення 

procedure PolDelen(f:funo; a,b,e:real; var fil:text); 

де f  - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

2 Процедура знаходження оптимуму методом "золотого" 
перетину 

procedure GoldSech(ff:funo; a,b,eps:real; var fil:text); 

де ff  - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
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eps - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

3 Процедура знаходження оптимуму методом Фібоначчі 
procedure Fibonach(z:funo; f:mas; n:integer; a,b,e:real; var fil:text); 

де z   - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

f   - числа Фібоначчі; 
n   - кількість розбивок; 
a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

4 Процедура знаходження оптимуму методом квадратичної 
інтерполяції 

procedure KvadratInterp(z:funo; a,h,e:real; var fil:text); 
де z  - найменування функції, оптимум якої необхідно 

знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

Опис модуля методів одновимірної оптимізації metodp 
 
Використовує при роботі параметри, встановлені в модулі 

ustp. 
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Призначення: даний модуль застосовується для зручності 
використання запрограмованих методів оптимізації функцій 
однієї змінної. 

Даний модуль містить процедури, що реалізують методи 
оптимізації для функцій однієї змінної, що використовують 
значення похідних функції: 

1) процедура знаходження оптимуму методом хорд 
Hords(f, d, a, b, e, fil); 

2) процедура знаходження оптимуму методом Ньютона-
Раффсона NewtonRaffson(f,df,ddf, x, e, fil); 

3) процедура знаходження оптимуму методом середньої 
точки MiddlePoint(f,df, a, b, e, fil). 

Опис параметрів процедур модуля 
1 Процедура знаходження оптимуму методом хорд 

procedure Hords(f,df:funo; a,b,e:real; var fil:text); 

де f   - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

df  - найменування похідної функції, оптимум якої 
необхідно знайти (тип функції повинен відповідати типу, 
встановленому в модулі ustp); 

a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

2 Процедура знаходження оптимуму методом Ньютона-Раффсона 
procedure NewtonRaffson(f,df,ddf:funo; x,e:real; var fil:text); 

де f   - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 
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df, ddf- найменування 1 і 2 похідних функції, оптимум якої 
необхідно знайти (тип функцій повинен відповідати типу, 
встановленому в модулі ustp); 

х   - початкова точка пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
3 Процедура знаходження оптимуму методом середньої точки 

procedure MiddlePoint(f,df:funo; a,b,e:real; var fil:text); 
де f   - найменування функції, оптимум якої необхідно 

знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

df  - найменування похідної функції, оптимум якої 
необхідно знайти (тип функції повинен відповідати типу, 
встановленому в модулі ustp); 

a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
У розробленому нами комплексi комп’ютерних програм, що 

реалізують методи оптимізації, є окремий пiдроздiл, присвячений 
багатовимiрнiй оптимізацiї. Він складається із двох бібліотек 
(тобто з їх підрозділів, див. рис.4.2) 

1 Бібліотека програм, що  реалізовані на  Паскалі
Модулі методів оптимізації (*.tpu)

Модулі багатовимірної оптимізації без обмежень.
Цей пiдроздiл складається з таких модулiв:
¾ модуль методів багатовимірної оптимізації metodb;
¾ модуль методів багатовимірної оптимізації metodbf;
¾ модуль методів багатовимірної оптимізації metodg;
¾ модуль методів багатовимірної оптимізації metodgf.

2 Бібліотека програм, що  реалізовані на Сі
Бібліотека методів багатовимірної оптимізації multid

 
 

Рисунок 4.2 – Структура пiдроздiлу комплексу, присвяченого 
багатовимiрнiй оптимізацiї 
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Опис модуля  методів багатомірної оптимізації metodb 

 
Використовує при роботі параметри, встановлені в модулі 

ustp. 
Призначення: даний модуль застосовується для зручності 

використання запрограмованих методів оптимізації функцій 
декількох змінних. 

Даний модуль містить процедури, що реалізують методи 
оптимізації для функцій декількох змінних, що використовують 
тільки значення функції: 

1) процедура знаходження оптимуму методом Хука-
Дживса XykJivs(ff, x, n, h, e, fil); 

2) процедура знаходження  оптимуму методом 
покоординатного спуску PkoordSp(ff, p, n, m2, d, d1, r, fil); 

3) процедура знаходження оптимуму симплексним 
методом Нелдера-Міда NeldMid(z, s, n, k, al, be, ga, eps, fil). 

 
Опис параметрів процедур модуля 

1 Процедура знаходження оптимуму методом Хука-Дживса 
procedure XykJivs(ff:funn; x:mas; n:integer; h,e:real; var fil:text); 

де ff  - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

х   - координати початкової точки пошуку оптимуму; 
n   - кількість змінних функції; 
h   - довжина кроку; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

2 Процедура знаходження  оптимуму методом покоординатного 
спуску 
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procedure PkoordSp(ff:funn; p:mas; n,m2:integer; d,d1,r:real;var 
fil:text); 

де ff  - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

pp   - координати початкової точки пошуку оптимуму; 
n     - кількість змінних функції; 
m2  - максимальна кількість обчислень функції; 
d     - крок; 
r      - коефіцієнт зміни кроку; 
d1    - мінімальний розмір кроку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

3 Процедура знаходження оптимуму симплексним методом 
Нелдера-Міда 
procedure NeldMid(z:funn; s:mass; n:integer; k,al,be,ga,eps:real; var 

fil:text); 

де z   - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

s   - початкове наближення; 
n   - кількість змінних функції; 
k   - довжина кроку; 
al,be,ga - значення коефіцієнтів альфа, бета і гамма; 
eps - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

Опис модуля методів багатовимірної оптимізації metodg 
 
Використовує при роботі параметри, встановлені в модулі 

ustp. 
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Призначення: даний модуль застосовується для зручності 
використання запрограмованих методів оптимізації функцій 
декількох змінних. 

Даний модуль містить процедури, що реалізують методи 
оптимізації для функцій декількох змінних, що використовують 
властивості градієнта: 

1) процедура знаходження оптимуму методом найшвидшого 
спуску NSpusk(zf, pr, x, n, h, eps, fil); 

2) процедура знаходження оптимуму методом ДФП 
Metod_DFP(f, g_r, x, n, eps, fil); 

 
Опис параметрів процедур модуля 

1 Процедура знаходження оптимуму методом найшвидшого 
спуску 
procedure NSpusk(zf:funn; pr:funpr; x:mas; n:integer; h,eps:real; var 

fil:text); 

де zf  - найменування функції, оптимум якої необхідно 
знайти (тип функції повинен відповідати типу, встановленому в 
модулі ustp); 

pr  - найменування функції обчислення градієнта (тип 
функцій повинен відповідати типу, встановленому в модулі ustp); 

х   - координати початкової точки пошуку оптимуму; 
n   - кількість змінних функції; 
h   - довжина кроку; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

2 Процедура знаходження оптимуму методом ДФП 
procedure Metod_DFP(f:funn; g_r:funpr; x:mas; 

n:integer;eps:real;var fil:text); 
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де f   - найменування функції, оптимум якої необхідно знайти 
(тип функції повинен відповідати типу, встановленому в модулі 
ustp); 

g_r - найменування функції обчислення градієнта (тип 
функцій повинен відповідати типу, встановленому в модулі ustp); 

х   - координати початкової точки пошуку оптимуму; 
n   - кількість змінних функції; 
eps - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, в який будуть занесені результати 

пошуку. 
 

4.2 МОДУЛІ ДОПОМІЖНИХ ПРОЦЕДУР (*.TPU) 
 
У модулі ustp задані загальні параметри для процедур 

методів оптимізації (найбільша кількість змінних задачі, типи 
масивів, типи функцій), розміщені процедури допоміжного 
характеру. А саме: 

¾ процедура GetInputName(fil) - відкриття 
текстового файлу для запису інформації (як нового, так і для 
доповнення вже існуючого), де fil – змінна імені файлу, яке 
вводиться при запуску процедури в роботу; 

¾ процедура Proverka(x,p,fil) – перевірка 
відповідності значення, де x – дійсне число, яке необхідно 
перевірити; p – ознака перевірки (якщо 0 – значення не вище 
допустимого); fil – змінна імені файлу (вхідний параметр); 

¾ процедура Sgn(c,b) – визначення знаку різниці 
двох чисел (c-b), де c ,b – дійсні числа; 

¾ процедура Stp(y,k) – піднесення числа (виразу) до 
степеня, де y – дійсне число, що підносять до степеня, k – 
степінь, до якого підносять (обов’язково ціле!). 
 

Модуль idvvod містить процедури введення вхідних даних 
для методів оптимізації (додаток Б). 
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Модуль функцій однієї змінної vibfo містить процедури: 
¾ PrintSpFunO(nf) – процедура, що виводить список 

функцій з однією змінною на екран та дозволяє вибрати функцію 
за номером; 

¾ FO(x, nf, fil) – процедура, що дозволяє зробити 
безпосереднє обчислення значення вибраної функції (за 
номером); 

¾ PrFO(x, nf, fil) - обчислення перших похідних 
вибраної функції; 

¾ ddFO(x, nf, fil) - обчислення других похідних 
вибраної функції. 

Модуль функцій декількох змінних vibfn містить 
процедури: 

¾ v_fun(nf, nn) – виведення списку функцій 
n – змінних на екран та вибирання номера функції; 

¾ f(x, nf, fil) – безпосереднє обчислення значення 
вибраної функції; 

¾ gradient(x, nf, g, fil) – обчислення складових 
градієнта (часткових похідних); 

¾ pr(x, nf, n, g, fil) – обчислення значення градієнта. 
 
4.3 ПРИКЛАДИ ВИКОРИСТАННЯ ПРОЦЕДУР 

 
Даний підрозділ комплексу складається із текстових 

файлів *.pas, які підлягають подальшій обробці (компіляція та 
компонування), та *.exe-файлів, що не потребують ніяких 
додаткових зусиль.  

 
Приклад написання програми 

 
Необхiдно знайти мiнiмум декiлькох функцiй на iнтервалах 

(1;2), (0;-3) i (-1;1), а також порiвняти отриманi результати. 
Проведемо обчислення методом “золотого” перетину з похибкою 
1e-5. 
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Програма буде мати вигляд: 
program prim; 
uses crt, UstP, VibFo, MetodOf, IDVvod; 
{*------Підключення модулів ------* 
UstP       - Установлення параметрів і типів, відкриття 
файлу для роботи. 
VibFo - Допомiжнi процедури (виведення списку функцiй на 
екран, обчислення значення функцiй та їхнiх похiдних) – 
рекомендується для тестування! 
MetodOf - Методи знаходження оптимуму функції 1- 
змінної без обмежень. 
IDVvod - Процедури введення вихідних даних для методів 
оптимізації   
} 
var 
   a,b,e:real; 
   nom:integer; 
   fil:text; 
  {$F+} {- обов'язково підключати директиву!!! } 
     {--- Основна програма ---} 
 Begin 
 Clrscr; 
   writeln('Знаходження оптимуму методом "золотого" 
перетину'); 
   {--Одержання імені файлу для введення результатів --} 
   GetInputName(fil); 
   {--Пiдключення процедури вибору функцiї--}  
    PrintSpFun(nom);  
     writeln(fil,'Функцiя (номер) - ',nom); 
   {--Введення вихідних даних --} 
   VvodIsx_GS(a,b,e,fil); 
   {--Обчислення оптимуму --} 
     GoldSech(FO,nom,a,b,e,fil); 
   close(fil); 
end. 
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Приклад написання програми 
Необхідно знайти мінімум функції  

f=(x[1]-1)2+(x[2]-3)2+4(x[3]+5)2. 

Проведемо обчислення методом найшвидшого спуску. 
Програма буде мати вигляд: 

program prim; {градієнтний, найшвидшого спуску} 
uses crt,ustp,metodg,idvvod; 
var x:mas; 
    h,eps:real; 
    n:integer; 
    fil:text; 
  {$F+} {- обов'язково підключати директиву!!! } 
{--Обчислення значення функції --} 
function zf(x:mas):real; 
 var z:real; 
 begin 
     z:=0; 
     z:=sqr(x[1]-1)+sqr(x[2]-3)+4*sqr(x[3]+5); 
     zf:=z; 
 end; 
{--Обчислення градієнта --} 
function zgr(x:mas; n:integer; var g:mas):real; 
 var vr,go:real; 
     і:integer; 
 begin 
      go:=0; 
      g[1]:=2*(x[1]-1); 
      g[2]:=2*(x[2]-3); 
      g[3]:=8*(x[3]+5); 
      for і:=1 to n do go:=go+g[і]*g[і]; 
      vr:=sqrt(go); 
      zgr:=vr; 
 end; 
{--Основна програма --} 
begin 
clrscr; 
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   writeln('Знаходження оптимуму методом найшвидшого 
спуску'); 
   {--Одержання імені файлу для занесення результатів --} 
   GetInputName(fil); 
   {--Введення вихідних даних --} 
   n:=3;  
   VvodIsx_NS(n,x,h,eps,fil); 
   {--Обчислення оптимуму --} 
   NSpusk(zf,zgr,x,n,h,eps,fil); 
   close(fil); 
end. 

 
ТЕМА 5  БІБЛІОТЕКА ПРОГРАМ, ЩО РЕАЛІЗОВАНІ 

НА СІ 
 

Програми на алгоритмічній мові Сі оформлено у вигляді 
трьох бібліотек: бібліотека методів одновимірної оптимізації, 
бібліотека методів багатовимірної оптимізації без обмежень та 
бібліотека багатовимірної оптимізації з обмеженнями. 
 

5.1  БІБЛІОТЕКА МЕТОДІВ ОДНОВИМІРНОЇ 
ОПТИМІЗАЦІЇ MONOD 

 
Бібліотека пошуку мінімуму функцій однієї змінної 

monod містить функції, що реалізують такі методи: 
¾ метод рівномірного розбиття; 
¾ метод випадкового пошуку; 
¾ методи виключення інтервалів: 

¾ метод половинного ділення; 
¾ метод “золотого” перетину; 
¾ метод Фібоначчі; 

¾ методи поліноміальної апроксимації: 
¾ метод квадратичної апроксимації; 
¾ метод кубічної апроксимації; 
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¾ методи з використанням похідних: 
¾ метод Ньютона-Раффсона; 
¾ метод середньої точки; 
¾ метод січних. 

 
Опис функцій бібліотеки 

 
1 Метод рівномірного розбиття 

#include "monod.h" 

double EquDiv(double f(double), double a, double 
b, double e); 

 
Функція EquDiv знаходить мінімум функції f на інтервалі 

(a;b) із похибкою е методом рівномірного розбиття. 
Функція повертає мінімум функції f. 
 

2 Метод випадкового пошуку 
#include "monod.h" 

double RandFind(double f(double), double a, 
double b, long n); 

Функція RandFind знаходить мінімум функції f на 
інтервалі (a;b) методом випадкового пошуку, виконавши n 
обчислень цільової функції. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

3 Метод половинного ділення  
#include "monod.h" 

double HalfDivision(double f(double), double a, 
double b, double e); 

Функція HalfDivision знаходить мінімум функції f на 
інтервалі (a;b) із похибкою е методом половинного ділення. 
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Функція повертає мінімум функції f. 
 

4 Метод “золотого” перетину 
#include "monod.h" 

double GoldCut(double f(double),double a, double 
b, double e); 

Функція GoldCut знаходить мінімум функції f на 
інтервалі (a;b) із похибкою е методом “золотого” перетину. 

Функція повертає мінімум функції f. 
5 Метод Фібоначчі 

#include "monod.h" 

double Fibonacci(double f(double), double a, 
double b,double e); 

Функція Fibonacci знаходить мінімум функції f на 
інтервалі (a;b) із похибкою е методом Фібоначчі. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

6 Метод квадратичної апроксимації  
#include "monod.h" 

double SqrApprox(double f(double), double a, 
double h,double e); 

Функція SqrApprox знаходить мінімум функції f із 
похибкою е методом квадратичної апроксимації. Пошук 
починається у точці а і проводиться із початковим кроком h. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

7 Метод кубічної апроксимації  
#include "monod.h" 

double CubApprox(double f(double), double 

df(double), double a, double h, double e); 
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Функція CubApprox знаходить мінімум функції f , що 
має похідну df, методом кубічної апроксимації. Обчислення 
проводиться із похибкою е. Пошук починається в точці а і 
проводиться із початковим кроком h. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

8 Метод Ньютона-Раффсона  
#include "monod.h" 

double NewtonRafson(double df(double), double 

ddf(double), double x0, double e); 
Функція NewtonRafson знаходить мінімум функції, що 

має першу похідну df і другу похідну ddf, методом Ньютона-
Раффсона. Обчислення проводиться із похибкою е. Пошук 
починається у точці x0. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

9 Метод середньої точки  
#include "monod.h" 

double MiddlePoint(double df(double), double a, 
double b, double e); 

Функція MiddlePoint знаходить мінімум функції із 
похідною df на інтервалі (a;b) методом середньої точки. 
Обчислення проводиться із похибкою е. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

10 Метод січних  
#include "monod.h" 

double Chords(double df(double), double a, 
double b, double e); 
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Функція Chords знаходить мінімум функції з похідною 
df на інтервалі (a;b) методом середньої точки. Обчислення 
проводиться із похибкою е. 

Функція повертає мінімум функції f. 
 

Приклад написання програми 

Необхідно знайти мінімум функції ( )
x

xxf 162 2 +⋅= . 

Проведемо обчислення методом “золотого” перетину на інтервалі 
(1;2) із похибкою 0.001. 

Програма буде мати вигляд: 
 
/* Програма, що використовує функцію обчислення 
оптимуму методом “золотого” перетину */ 
 
#include <stdio.h> 
#include "monod.h"   // підключення 
бібліотеки 
double w(double); 
 
void main() 
{ 
printf("x* = %20.11f\n", GoldCut( w, 1, 2, 
1e-3) ); 
} 
 
// обчислення функції 
double w(double x) 
{ 
return 2*x*x + 16/x; 
} 
 

 
У даному випадку найменуванням функції є w типу 

double f(double). Цей параметр ми і передаємо в 
бібліотечний модуль. 
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Якщо програма має назву main.c, заголовний файл 
знаходиться в каталозі include\, а бібліотека monod.lib у 
каталозі  library\, то відкомпілювати програму можна 
командою 

bcc –Iinclude\ -Llibrary\ main.c monod.lib 

У результаті компіляції одержимо файл main.exe. Надалі  
можна використовувати цей файл для знаходження оптимуму 
даної функції вибраним методом. 

 
5.2 БІБЛІОТЕКА МЕТОДІВ БАГАТОВИМІРНОЇ 

ОПТИМІЗАЦІЇ БЕЗ ОБМЕЖЕНЬ MULTID 
 
Бібліотека пошуку мінімуму функцій декількох змінних 

multid містить функції, що реалізують такі методи: 
¾ метод покоординатного спуску; 
¾ метод Хука-Дживса; 
¾ метод пошуку за симплексом; 
¾ симплексний метод Нелдера-Міда; 
¾ градієнтний метод Коші. 

 
Опис функцій бібліотеки 

1 Метод покоординатного спуску 
#include "multid.h" 

int CoordDescent( double f(double*), const 

double *x0, double *xr, int n, double dx, double e, 
long ns, long *ks); 

Функція CoordDescent робить пошук мінімуму функції f 
декількох змінних методом покоординатного спуску. У функцію 
передаються покажчики на масиви координат початкової точки 
x0 і точки мінімуму xr, кількість змінних n, початковий крок 
пошуку dx, допустима похибка пошуку e, максимально 
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допустима кількість обчислень функції ns, покажчик на кількість 
обчислень функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, 
або 0 у протилежному разі. 

 
2 Метод Хука-Дживса  

#include "multid.h" 

int HookJeeves(double f(double*), const double 

*x0, double *xr, int n, double dx, double e, double 
fe, long ns, long *ks); 

Функція HookJeeves робить пошук мінімуму функції f 
декількох змінних методом Хука-Дживса. У функцію 
передаються покажчики на масиви координат початкової точки 
x0 і точки мінімуму xr, кількість змінних n, початковий крок 
пошуку dx, припустима похибка пошуку e, максимально 
допустима кількість обчислень функції ns, покажчик на кількість 
обчислень функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, і 0 
у протилежному разі. 

 
3 Метод пошуку за симплексом 

#include "multid.h" 

int Simplex( double f(double*), const double 

*x0, double *xr, int n, double alpha, double e, 
long ns, long *ks); 

Функція Simplex робить пошук мінімуму функції f 
декількох змінних методом пошуку за симплексом. У функцію 
передаються покажчики на масиви координат початкової точки 
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x0 і точки мінімуму xr, кількість змінних n, початковий розмір 
симплексу alpha, допустима похибка пошуку e, максимально 
допустима кількість обчислень функції ns, покажчик на кількість 
обчислень функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, і 0 
у протилежному разі. 

 
4 Симплексний метод Нелдера-Міда  

#include "multid.h" 

int NelderMeade( double f(double*), const double 
*x0, double *xr, int n, double dx, double e, long 
ns, long *ks); 

Функція NelderMeade робить пошук мінімуму функції f 
декількох змінних методом пошуку за симплексом. У функцію 
передаються покажчики на масиви координат початкової точки 
x0 і точки мінімуму xr, кількість змінних n, початковий розмір 
симплекса dx, припустима похибка пошуку e, максимально 
допустима кількість обчислень функції ns, покажчик на кількість 
обчислень функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, і 0 
у протилежному разі. 

 
5 Градієнтний метод Коші  

#include "multid.h" 

int GradCauchy(double (*f)(double*),double 
(*df[])(double*), const double *xs,double *xr, int 
n, double ealpha, double e, long ns, long *ks); 
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Функція GradCauchy робить пошук мінімуму функції f 
декількох змінних градієнтним методом Коші. У функцію 
передаються покажчик на цільову функцію f, масив покажчиків 
на часткові похідні df, покажчики на масиви координат 
початкової точки xs і точки мінімуму xr, кількість змінних n, 
початковий крок пошуку ealpha, припустима похибка пошуку 
e, максимально допустима кількість обчислень функції ns, 
покажчик на кількість обчислень функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, і 0 
у протилежному разі. 

 
Приклад написання програми 

Необхідно знайти мінімум функції 
( ) 22 548, yyxxyxf ⋅+⋅⋅+⋅= . Проведемо обчислення методом 

Коші. 
Програма буде мати вигляд: 

 
/* Програма, що використовує функцію обчислення 
оптимуму методом Коші      */ 
 
#include <stdio.h> 
#include "multid.h"         //підключення бібліотеки (опис 
прототипів функцій) 
double f(double *);  // цільова функція 
double df1(double *); // перша частинна похідна за x 
double df2(double *); // перша частинна похідна за y 
 
double (*df[2])(double *) = { df1, df2}; 
double xs[2] = { 10., 10.}; //початкова точка пошуку 
double xr[2];   // результат обчислень 
long ks; 
/* Основна програма */ 
void main() 
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{ 
       if( GradCauchy( f, df, xs, xr, 2, 0.1, 1e-5, 10000, &ks) ) 
             printf("f(%g,%g)=%g %ld кроків \n", xr[0], xr[1], 
f(xr), ks); 
        else           
             printf("Мінімум не знайдений за %ld кроків \n", ks); 
        printf("\n"); 
} 
/*Обчислення функції */ 
double f(double *x) 
{ 
    return 8*x[0]*x[0] + 4*x[0]*x[1] + 5*x[1]*x[1]; 
} 
 
/*Обчислення першої частинної похідної */ 
double df1(double *x) 
{ 
     return 16*x[0] + 4*x[1]; 
} 
/*Обчислення другої частинної похідної */ 
double df2(double *x) 
{ 
      return 4*x[0] + 10*x[1]; 
} 
 
Якщо програма має назву main.c, заголовний файл 

зберігається в каталозі include\ , а бібліотеки monod.lib і 
multid.lib у каталозі  library\, то відкомпілювати 
програму можна командою 

bcc –Iinclude\ -Llibrary\ main.c monod.lib multid.lib 

У результаті компіляції одержимо файл main.exe. Надалі 
можна використовувати цей файл для знаходження оптимуму 
даної функції обраним методом. 
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5.3 БІБЛІОТЕКА МЕТОДІВ БАГАТОВИМІРНОЇ 
ОПТИМІЗАЦІЇ З ОБМЕЖЕННЯМИ MULTIDR  
 
Бібліотека пошуку мінімуму функцій декількох змінних із 

обмеженнями multidr містить функції, що реалізують такі 
методи: 

¾ метод штрафних функцій; 
¾ метод комплексів. 

 
1 Метод штрафних функцій  
 
#include "multidr.h" 

int Penal(double f(double*), double x0[], double 
x[], int n, double (*g[])(double*), int J, double 
(*h[])(double*), int K, double dx, double e, double 
fe, long ns, long *ks); 

 
Функція реалізує метод пошуку мінімуму функції 

декількох змінних із обмеженнями – метод штрафних функцій. У 
функцію передаються покажчик на цільову функцію f, покажчики 
на масиви координат початкової точки x0 і точки мінімуму xr, 
кількість змінних n, масив покажчиків на функції обмежень-
нерівностей g і їхня кількість J, масив покажчиків на функції 
обмежень-рівностей h та їхня кількість K, початковий крок 
пошуку dx, припустима похибка пошуку координат e, 
припустима похибка цільової функції fe, максимально допустима 
кількість обчислень функції ns, покажчик на кількість обчислень 
функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, і 0 
у протилежному разі. 



С
УМ

С
Ь

КИ
Й

 Д
Е
Р
Ж

А
В

Н
И

Й
 У

Н
ІВ

Е
Р
С

И
ТЕ

Т 61 

 
2 Метод комплексів 
 
#include "multidr.h" 

int Complexs(double f(double*), double *x, const 
double *xl, const double *xu, int n, double 

(*g[])(double*), int J, double e, double fe, long 
ns, long *ks); 

 
Функція реалізує метод пошуку мінімуму функції 

декількох змінних із обмеженнями – метод комплексів. У 
функцію передаються покажчик на цільову функцію f; 
покажчики на масиви координат точки мінімуму x, верхніх і 
нижніх границь xl і xu; кількість змінних n; масив покажчиків на 
функції обмежень-нерівностей g і їхня кількість J; припустима 
похибка пошуку координат e; припустима похибка цільової 
функції fe; максимально припустима кількість обчислень функції 
ns; покажчик на кількість обчислень функції ks. 

Якщо кількість обчислень функції f досягає значення ns, 
вважається, що мінімум не знайдений. 

Функція повертає 1, якщо знайдений мінімум функції f, і 0 
у протилежному разі. 

 
Приклад написання програми 

Необхідно знайти мінімум функції 
( ) =yxf , 30x1x2+48*104/x1+96*104/x2. Проведемо обчислення 

методом комплексів. 
Програма буде мати вигляд: 

 
/* Програма, що використовує функцію обчислення 
оптимуму методом комплексів      */ 
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#include <stdio.h> 
#include "multidr.h"         //підключення бібліотеки (опис 
прототипів функцій) 
double f(double *x); 
double g1(double *x); 
double g2(double *x); 
double g3(double *x); 
 
double (*g[])(double*) = { g1, g2, g3 }; 
double xl[] = { 0, 0 }; 
double xu[] = { 60, 70 }; 
 
double x[2]; 
long ns = 1000; 
long ks; 
 
void main() 
{ 
     if( Complexs( f, x, xl, xu, 2, g, 3, 0.001, 0.001, ns, &ks) ) 
          printf("%lf %lf", x[0], x[1]); 
      else 
          printf("Розв’язок не знайдено за %ld кроків \n", ks);  
} 
 
double f(double *x) 
{return 30*x[0]*x[1] + 48e4/x[0] + 96e4/x[1];} 
 
double g1(double *x) 
{return 110 - x[0] - x[1];} 
 
double g2(double *x) 
{return 3*x[0] - x[1];} 
 
double g3(double *x) 
{return 2/3.*x[1] - 16e3/x[1]/x[0];} 
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Якщо програма має назву main.c, заголовний файл 
зберігається в каталозі include\, а бібліотека multidr.lib у 
каталозі library\, то відкомпілювати програму можна 
командою 

bcc –Iinclude\ -Llibrary\ main.c multidr.lib 

У результаті компіляції одержимо файл main.exe. Надалі 
можна використовувати цей файл для обчислення оптимуму 
даної функції вибраним методом. 

 
ТЕМА 6  БІБЛІОТЕКА ПРОГРАМ, СТВОРЕНИХ У 

СЕРЕДОВИЩI DELPHI 5 
 
У програмний комплекс “Met_Opt” входять також 

програми, створені в середовищi Delphi 5 з використанням мови 
Object Pascal. Це: 

¾ програма, що реалiзує метод Давiдона-Флетчера-
Пауелла; 

¾ програма, що реалiзує комплексний метод; 
¾ програма, що реалiзує градієнтний метод 

Ньютона. 
Кожна з програм використовує у своїй роботі модуль 

аналiзатора математичних виразiв. Це дає можливість 
звичайному користувачеві не звертатися до складного коду 
програми, а працювати тільки через зовнішній інтерфейс. Тобто, 
щоб змінити умову задачі, потрібно лише у рядку для введення 
змінити функцію, оптимум якої потрібно знайти. 

 
6.1 ПРОГРАМА, ЩО РЕАЛIЗУЄ МЕТОД ДАВIДОНА-

ФЛЕТЧЕРА-ПАУЕЛЛА 
 
Дана програма демонструє метод пошуку оптимуму 

(мiнiмуму) функцiї вiд n змiнних Давiдона-Флетчера-Пауелла 
(ДФП). Програма є цiлком самостiйною i не потребує 
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перекомпiляцiї для рiзних функцiй. Така перевага досягнута за 
рахунок впровадження аналiзатора математичних виразiв. Для 
проведення пошуку достатньо ввести функцiю, задати початкову 
точку i натиснути кнопку "GO". Через те, що метод ДФП 
використовує градiєнт, програма автоматично визначає градiєнт 
функцiї (в аналiтичному виглядi). 

У випадку, якщо введена функцiя, що не збігається, або 
неправильно задана початкова точка, то незабаром пiсля запуску 
з'явиться вiкно про помилку. Це може бути, наприклад, 
переповнення або повiдомлення про зростання значення функцiї 
порiвняно із попередньою iтерацiєю. 

Зовнiшнiй вигляд головного вiкна програми із 
пронумерованими червоним кольором елементами керування 
наводиться на рис.6.1, а нижче наводиться таблиця (табл.6.1) iз 
поясненнями. 

 

 
 

Рисунок 6.1 - Зовнiшнiй вигляд програми 
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Таблиця 6.1 - Призначення елементiв керувння 

 
Номер 
елемента Призначення елемента керування 

1 Кнопка "Загрузить". 
За допомогою цiєї кнопки вiдбувається завантаження 
збереженого прикладу 

2 Кнопка "Сохранить". За допомогою цiєї кнопки 
проводиться зберiгання прикладу 

3 Вiкно редагування функцiї, яку потрiбно мiнiмiзувати. 
У цьому вiкнi вiдбувається введення i редагування 
функцiї, яку необхiдно мiнiмiзувати. 
Передбаченi такi операцiї: додавання (знак "+"), 
віднімання (знак "-"), множення (знак "*"), дiлення 
(знак "/"), пiднесення до степеня (знак "^"). 
Реалiзовано такi функцiї: cos(), arccos(), sin(), arcsin(), 
tan(), arctan(), exp(), ln(), || (модуль). У виразах можна 
також використовувати дужки (круглi) 

4 Вiкно введення початкової точки пошуку. Список 
змiнних заповнюється автоматично пiсля введення 
функцiї i натискання клавiшi "ENTER" (або при виходi 
фокуса з вiкна редагування функцiї) 

5 Одна з умов припинення пошуку. Максимальне 
значення градiєнта, при якому ще продовжується 
пошук 

6 Одна з умов припинення пошуку. Максимальна 
вiдстань мiж попередньою точкою пошуку i поточною, 
при якiй ще продовжується пошук 

7 Якщо даний прапорець встановлений, то через n 
iтерацiй матриця H буде оновлюватися (ставатиме 
одиничною) 
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8 Якщо даний прапорець встановлений, то на кожнiй 
iтерацiї буде вiдбуватися перевiрка на позитивну 
визначенiсть матрицi H, i при невиконаннi цiєї умови 
матриця H оновлюється 

9 Кнопка запуску пошуку. При натисканнi на дану 
кнопку вiдбувається пошук мiнiмуму зазначеної 
функцiї із зазначеною початковою точкою 

10 Вiкно виведення iнформацiї про процес пошуку. 
Виводиться результат виконання кожної iтерацiї у 
виглядi: 

"Iтерацiя # 
F(x1, x2,...,xn)=a" 

де # - номер iтерацiї; 
x1,x2,...,xn – координати точки пошуку на данiй iтерацiї; 
a – значення функцiї у данiй точцi пошуку. 
Останнiй запис i є результатом пошуку 

11 Кнопка "Очистить" служить для очищення вiкна 
виведення iнформацiї про процес пошуку 

12 Кнопка "Градиент функции" служить для перегляду 
градiєнта функцiї 

13 Кнопка "Значение функции" служить для перегляду 
значення функцiї у заданiй початковiй точцi 

14 Кнопка "Значение градиента" служить для перегляду 
значення градiєнта функцiї у заданiй початковiй точцi 

15 Кнопка виклику файлу допомоги (у якому описано все 
вищезгадане) 

 
6.2 ПРОГРАМА, ЩО РЕАЛIЗУЄ КОМПЛЕКСНИЙ 

МЕТОД 
 
Розв'язувана задача полягає в мiнiмiзацiї функцiї f(x1, x2, ..., 

xn), де x визначається явними обмеженнями 
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lj ≤ xj ≤ uj при j=1,2, ...,n,  (6.1) 

а також неявними обмеженнями  
gi ≤ bi при i=1,2, ...,m. (6.2) 

Якщо цiльова функцiя f(x) опукла i функцiї gi(x) теж 
опуклi, то задача буде мати єдиний розв'язок. Значення lj i uj є 
нижньою i верхньою границями змiнних. Якщо в конкретнiй 
задачi заданi змiннi теоретично не мають обмежень, то 
припущення про наявнiсть у них "безпечних меж" тобто меж, що 
включають оптимум, дозволить застосувати комплексний метод. 

Зовнiшнiй вигляд головного вiкна програми з 
пронумерованими елементами керування поданий на рис.6.2, 
нижче наводиться таблиця (табл.6.2) з поясненнями.  

 

 
 

Рисунок 6.2 - Зовнiшнiй вигляд головного вiкна програми 
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Таблиця 6.2 - Елементи iнтерфейсу програми, що реалізує 
комплексний метод 

Номер 
елемента Призначення елемента керування 

1 
Поле введення функцiї для мiнiмiзацiї. У цьому 

вiкнi робиться введення i редагування функцiї, яку 
необхiдно мiнiмiзувати. Допускаються такi операцiї: 

 додавання (знак "+"), вiднiмання (знак "-"), множення 
(знак "*"), дiлення (знак "/"), піднесення до степеня 
(знак "^"). 

Передбачено такi функцiї: 'ARCTAN', 'COS', 
'SIN', 'TAN', 'ABS', 'EXP', 'LN', 'LOG','SQRT', 'SQR', 
'INT', 'FRAC','TRUNC', 'ROUND', 'ARCSIN', 
'ARCCOS', 'SIGN' (за функцiональним наповненням 
аналогiчнi вiдповiдним функцiям мови Pascal) 

2 Кнопка введення функцiї. Приводить до 
активiзацiї елементiв 2,3,4 

3 Елементи для задання явних обмежень для 
кожної змiнної 

4 Елементи для задання неявних обмежень. 
Вводяться порядково. Допускається використання 
тих самих операцiй i функцiй, що й у пунктi 1. 
Додатково необхiдне використання одного із таких 
знакiв: 
"<" (менше), ">" (бiльше), "<=" (менше чи дорiвнює), 
">=" ( бiльше чи дорiвнює) 

5 Елементи для задання початкової точки. З цiєї 
точки починається пошук мiнiмуму. Точка повинна 
задовольняти явні та неявні обмеження 

6 Параметри пошуку. Щоб зрозумiти значення 
даних параметрiв, необхiдно ознайомитися з 
алгоритмом методу 
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Номер 
елемента Призначення елемента керування 

1 
Поле введення функцiї для мiнiмiзацiї. У цьому 

вiкнi робиться введення i редагування функцiї, яку 
необхiдно мiнiмiзувати. Допускаються такi операцiї: 

7 Кнопка, при натисканнi на яку стартує 
процедура пошуку 

8 Кнопка скасування пошуку. При скасуваннi, 
як наслідок, видається та точка, до якої дiйшов 
алгоритм на момент скасування. Її використання 
необхiдно при тривалiй вiдсутностi результатiв 

9 Вiкно для видачi результатiв пошуку. У ньому 
вiдображається точка мiнiмуму, значення функцiї у 
цiй точцi i кількість обчислень функцiї 

 
6.3 ПРОГРАМА, ЩО РЕАЛIЗУЄ ГРАДІЄНТНИЙ 

МЕТОД НЬЮТОНА 
 
Дана програма демонструє градієнтний метод Ньютона. 

Програма є цiлком самостiйною i не потребує перекомпiляцiї для 
рiзних функцiй. Це досягнуто за рахунок підключення 
аналiзатора математичних виразiв. Для проведення пошуку 
достатньо ввести функцiю, задати початкову точку i натиснути 
кнопку "Расчет". 

Зовнiшнiй вигляд головного вiкна програми з 
пронумерованими червоним кольором елементами керування 
наводиться на рис.6.3, а нижче наводиться таблиця (табл.6.3) iз 
роз'ясненнями. 
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5

 
 

Рисунок 6.3 - Зовнiшнiй вигляд головного вiкна програми, що 
реалізує градієнтний метод Ньютона 

 
Таблиця 6.3 - Елементи iнтерфейсу програми, що реалізує 

градієнтний метод Ньютона 

Номер 
елементу 

Призначення елемента керування 

1 Вiкно редагування функцiї, яку потрiбно 
мiнiмiзувати. У цьому вiкнi вiдбувається введення i 
редагування функцiї, яку необхiдно мiнiмiзувати. 
Передбаченi такi операцiї: додавання (знак "+"), 
віднімання (знак "-"), множення (знак "*"), дiлення 
(знак "/"), пiднесення до степеня (знак "^"). 
Реалiзовано такi функцiї: cos(), arccos(), sin(), arcsin(), 
tan(), arctan(), exp(), ln(), || (модуль). У виразах можна 
також використовувати дужки (круглi) 

2 Кнопка “Parse (разбор функции)”. Натискаємо 
цю кнопку після того як у вікні введення функції 
записали вираз, оптимум якого потрібно знайти. У 
результаті у вiкні введення початкової точки пошуку 
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з’явиться список змінних 
3 Вiкно введення початкової точки пошуку. 

Список змiнних заповнюється автоматично пiсля 
натискання кнопки “Parse”. Користувачеві 
пропонується ввести значення початкової точки 
відповідно до поданого списку змінних. З цiєї точки 
починається пошук мiнiмуму. Точка повинна 
відповідати області визначення функції 

4 Кнопка “Расчет”, при натисканнi на яку 
стартує процедура пошуку 

5 Вiкно для видачi результатiв пошуку. У ньому 
вiдображається точка мiнiмуму, тобто підсумковий 
вектор 

 
ТЕМА 7  БІБЛІОТЕКА ПРОГРАМ, ЩО РЕАЛІЗОВАНІ 

НА ФОРТРАНІ 
 
 

Бiблiотека на Фортранi подана в цьому курсi для 
ознайомлення з свiтовими розробками. Тут наведено тiльки 
кiлька пiдпрограм, з iншими Ви зможете ознайомитися за 
адресою http://www.netlib.org/  
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Усi алгоритми методiв оптимiзацiї мовою FORTRAN 
реалiзованi у виглядi пiдпрограм SUBROUTINE чи функцiй 
FUNCTION, що пiдключаються до основної програми. За 
допомогою компiлятора з мови FORTRAN gcc version 2.95.2 це 
можна зробити, наприклад, так: 

g77 -o exmpl1.exe exmpl1.f dfmin.f 

де exmpl1.exe - файл-результат дiї компiлятора, а exmpl1.f - 
основна програма, dfmin.f - пiдпрограма, що пiдключається. 
Можна досягти того самого результату, якщо цiлком скопiювати 
пiдпрограму в основну програму, у цьому випадку командний 
рядок буде мати вигляд: 

g77 -o exmpl1.exe exmpl1  

До пакета входять: 
dfmin.f - комбiнацiя алгоритму “золотого” перетину i 

квадратичної iнтерполяцiї; 
goldsear.f - алгоритм “золотого” перетину; 
gradmeth.f - алгоритм найшвидшого спуску; 
neldmead.f - алгоритм Нелдера-Мiда; 
qmin.f - квадратична iнтерполяцiя. 
Директорiя EXAMPLE мiстить приклад застосування цих 

методiв для найпростiших функцiй. Кожен приклад зберігається у 
файлi з таким же iм'ям як i вiдповiдного алгоритму +'_pr.f'. У 
 
кожному прикладi (крiм DFMIN_PR.F) мiстяться пiдпрограми 
введення iputs i виведення результату result. Введення 
органiзоване iз клавiатури, а виведення у файл. При бажаннi 
пристрiй вводу i виводу можна замiнити (для цього необхiдно 
зробити замiну в операторах WRITE i READ).  

Точнiсть, з якою необхiдно знайти мiнiмум, задана 
константою в основнiй програмi за допомогою оператора 
PARAMETER. 

У прикладах на багатовимiрну оптимiзацiю необхiдно 
зазначити кiлькiсть змiнних, це зроблено в пiдпрограмах типу 
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SUBROUTINE PRINTFUN(N), зазначене N=... У програмi 
gradmeth_pr.f використовується формула для похiдної функцiї, 
вона зазначається у пiдпрограмi SUBROUTINE 
XGRADVECT(P,S,N).  

Цi приклади можна легко модифiкувати для iнших 
функцiй, зазначивши в пiдпрограмах типу REAL FUNCTION F(P) 
необхiдну функцiю й у пiдпрограмах типу SUBROUTINE 
PRINTFUN(N) для друку нової функцiї, а також, зробивши 
необхiднi змiни в iнших частинах програми, використовуючи 
вищезазначенi зауваження.  

 
Опис процедур та їхнiх параметрiв  

 
Метод “золотого” перетину  
Пiдпрограма  

SUBROUTINE GOLDSEARCH(F,A,B,P,K,Delta,Epsilon) 
реалiзує алгоритм методу “золотого” перетину, де F- цiльова 
функцiя, яку в основнiй програмi необхідно оголосити як 
EXTERNAL F. Цільова функція в пiдпрограмi буде мати вигляд: 
 

REAL FUNCTION F(X)  
REAL X  
F=X*X-SIN(X)  
RETURN  
 
END  
де A, B - (A, B) iнтервал, на якому вiдбувається пошук; 
P- значення абсциси, у якiй досягається мiнiмум; 
K- лiчильник iтерацiй; 
Delta, Epsilon - точнiсть, з якою необхiдно знайти мiнiмум 

функцiї F (Delta - точнiсть для абсциси, Epsilon - для ординати). 
 
Квадратична апроксимацiя  
Пiдпрограма, що реалiзує алгоритм квадратичної 

апроксимацiї, має такий заголовок:  
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SUBROUTINE QMINIM(F, F1, P0, Delta, Epsilon, 

Jmax, Kmax, Pmin, H, Ymin, Error, Cond, Count) 

де F - цiльова функцiя; F1 – похідна від цільової функцiї; 
P0- початкова точка; 
Delta, Epsilon - точнiсть для абсциси й ординати точки 

мiнiмуму; 
(Pmin, Ymin) - точка мiнiмуму; 
Count - лiчильник iтерацiй; 
Cond - код закiнчення виходу із пiдпрограми. 
 
Комбiнацiя методу “золотого” перетину i послiдовної 

параболiчної iнтерполяцiї реалiзована у функцiї  
DOUBLE PRECISION FUNCTION DFMIN(AX,BX,F,TOL) 

де AX (типу DOUBLE PRECISION) - лiвий кiнець 
початкового iнтервалу; 

BX (типу DOUBLE PRECISION) - правий кiнець 
початкового iнтервалу; 

F - дійсна функцiя типу DOUBLE PRECISION, що 
обчислює F (X) для будь-якого X з iнтервалу (AX, BX); 

TOL (типу DOUBLE PRECISION) бажана довжина 
iнтервалу невизначеностi кiнцевого результату (>= 0.0); 

DFMIN - наближена абсциса мiнiмуму функцiї F. 
 
Метод найшвидшого спуску 
У цьому методi поряд зi значенням функцiї 

використовується i її градiєнт. 
Заголовок пiдпрограми, що реалiзує цей метод, має 

вигляд: 
SUBROUTINE XGRADSR (F, Y0, P0, P1, P2, Pmin, S, 

N, Jmax, Max, Delta, Epsilon, H, Ymin, Error, Cond, 

Count) 
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де F- цiльова функцiя, яку в основнiй програмi необхідно 
оголосити як EXTERNAL F. Цільова функція в пiдпрограмi буде 
мати вигляд: 

REAL FUNCTION F(P,N)  
.................  
F=  
RENURN  
END  
де N- кiлькiсть змiнних; 
Delta, Epsilon - точності, з якими необхiдно знайти 

мiнiмум; 
P0, Y0 - початкова точка i її значення; 
Jmax - максимальна кiлькiсть iтерацiй; 
Count - лiчильник iтерацiй; 
Pmin - точка, у якiй досягається мiнiмум; 
Ymin - мiнiмальне значення функцiї F. 
 
Метод Нелдера-Мiда  
Симплексний метод Нелдера i Мiда реалiзований у 

пiдпрограмi 
SUBROUTINE XNELDER(F, V, Y, N, Epsilon, Norm, 

Lo, Hi, Count) 

де F- цiльова функцiя;  
V - координати вершин симплексу; 
Y - значення функцiї у вершинах симплексу; 
Epsilon - необхiдна точнiсть;  
Norm - розмiр симплексу; 
Hi (Lo) - номер вершини симплексу, у якiй значення 

функцiї найбiльше (найменше); 
Count - лiчильник iтерацiй. 
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ТЕМА 8  ЛІНІЙНЕ ПРОГРАМУВАННЯ 
 

8.1 СИМПЛЕКС-МЕТОД РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ 
ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 

 
Задача лінійного програмування (ЗЛП) - це задача пошуку 

найбільшого (або найменшого)  значення лінійної функції  
z c x c x c xn n= + + +1 1 2 2 ...                                  (8.1) 

за умов, коли змінні  x1,x2,...,xn мають задовольняти систему 
лінійних обмежень типу рівностей або нерівностей: 

 
a x a x a x bi i in n i1 1 2 2+ + + =...  ,   i=1,2,...,m1, 
a x a x a x bi i in n i1 1 2 2+ + + ≥... ,   i= m1+1,...,m2,  (8.2) 
a x a x a x bi i in n i1 1 2 2+ + + ≤... ,     i= m2+1,...,m3. 

 
Вектор змінних  є допустимим планом ЗЛП, якщо його 

компоненти задовольняють кожне з обмежень (8.2) цієї задачі. 
Оптимальним планом ЗЛП є такий її допустимий план, при якому 
цільова функція (8.1) набуває найбільшого (найменшого) 
значення порівняно з її значеннями за будь-якого іншого 
допустимого плану. 

Розв’язати ЗЛП - означає знайти один (кілька або всі) з 
оптимальних планів і обчислити відповідне - оптимальне - 
значення цільової функції або встановити, що задача не є 
розв’язаною. 

Розв’язок  ЗЛП з двома змінними легко знайти графічним 
методом. 

Графічне розв’язування ЗЛП з трьома змінними стає менш 
наочним, а в разі більшої кількості змінних навіть неможливим. 

Загальна постановка ЗЛП охоплює велику кількість 
різноманітних конкретних варіантів, які різняться між собою як 
вимогами до цільової функції (знайти її максимум чи мінімум), 
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так і структурою систем і обмежень (самі лише нерівності або 
рівності чи поєднання рівностей і нерівностей у будь-яких 
кількісних співвідношеннях). Один із варіантів ЗЛП узято за 
стандарт. Задачу, сформульовану у відповідній формі, називають 
канонічною ЗЛП. Вона має такий вигляд: 

          z c x c x c xn n= + + + →1 1 2 2 ... max ,     
          a x a x a x bi i in n i1 1 2 2+ + + =...     i=1,2,...,m, 
          x x xn1 20 0 0≥ ≥ ≥, ,..., . 
Будь-яка ЗЛП, якщо вона не канонічна, може буде зведена 

до рівнозначної їй канонічної ЗЛП. 
Існують три правила переходу від загальної  ЗЛП до 

канонічної. 
1 Перехід від мінімізаціі до максимізації 
Задача пошуку мінімуму деякої функції рівнозначна задачі 

пошуку максимум протилежної функції: 
z c x c x c xn n= + + + →1 1 2 2 ... min ,     

z z c x c x c xn n1 1 1 2 2= − = − − − − →... max , 
де z  та z1  рівнозначні. 

2 Перехід від нерівності до рівності 
Будь-яке обмеження, що має вигляд нерівності, можна 

звести до обмеження-рівності, ввівши додаткову невід’ємну 
змінну. 

Так, нерівність вигляду 
α α α β1 1 2 2x x xn n+ + + ≤...     

рівнозначна вимогам  
α α α µ β1 1 2 2x x xn n+ + + + =... ,      µ ≥ 0  
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а нерівність вигляду 
ν ν ν σ1 1 2 2x x xn n+ + + ≥...  

рівнозначна  вимогам 
ν ν ν η σ1 1 2 2x x xn n+ + + − =... ,              π ≥ 0 . 

3 Перехід від змінних, які не мають обмежень  щодо знака 
до невід’ємних 

Нехай xj не має обмежень щодо знака. Тоді таку змінну 
можна замінити різницею двох невід’ємних змінних xj

′ і xj
′′ : 

xj  = xj
′ - xj

′′≥0,       xj
′≥0,        xj

′′≥0. 
Для розв'язання задач лінійного програмування 

розроблено багато різних методів. Одним із основних є симплекс-
метод (Дж.Данциг), що базується на спеціальному алгоритмі. Цей 
метод полягає у спрямованому перебиранні вершин допустимої 
багатогранної множини задачі лінійного програмування за 
допомогою симплекс-алгоритму, за яким значення цільової 
функції зростає чи спадає від вершини до вершини залежно від 
того, максимізується чи мінімізується цільова функція задачі. 
Початкова вершина симплекс-процесу теж визначається за 
симплекс-алгоритмом для допоміжної задачі лінійного 
програмування, яка будується за певними правилами з основної 
задачі. Простота симплекс-алгоритму робить симплекс-метод 
досить зручним. 

 
Алгоритм симплекс-методу та його реалізація за 

допомогою симплекс-таблиць 
 
Виберемо допустимий базис B={Ai1,Ai2,...,Aim} канонічної 

ЗЛП і побудуємо симплекс таблицю, в якій використовуються 
такі позначення: 

CB - вектор коефіцієнтів при базисних змінних; 
∆0 1 1= = + +C X c b c bB B i i im im... , 
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∆ j P J jC P c= −* , 
Pj - ‘j’-стовпець канонічної системи, 
∆j - відносна оцінка небазисної змінної Xj. 
 

Таблиця 8.1 – Симплекс-таблиця 
  XB   CB    B    ci 

   x1 
   ... 
   ... 

   cj 
   ... 

 ... 
 ...  

  cis 

    xis 
 ...     
 ... 

  cn 
  xn 

  Xi1  C1i   βi   a11   ...   a1j ... 0 ... ain 
  ...   ...   ...   ...   ...   ... ... ... ... ... 
  Xis   Cis   βs   as1   ...   asj ... 1 ... asn 
  ...   ...    ...   ...   ...   ... ... ... ... ... 

  Xis*   Cis*   βs*  as*1   ...   as*j ... 0 ... as*n 
  ...   ...   ...   ...   ...  ... ... ... ... ... 

  Xim   Cim   βm   a1ь   ....  amj ... 0 ... amn 
   ∆ ∆ ∆   ....   ∆ ... 0 ... ∆ 

 
1 Аналізуємо ‘∆’-рядок і перевіряємо, чи виконується 

ознака оптимальності: ∆j≥0 для всіх j=1,2,...,n. Якщо виконується, 
то поточний базис оптимальний. Оптимальне значення цільової 
функції дорівнює ∆0. 

Якщо ознака оптимальності не виконується, переходимо 
до п.2. 

2 Перевіряємо, чи немає серед стовпців Xj такого, в якому  
∆j<0 і asj ≤0 для всіх s = 1,2,...,m. 

Якщо є, робимо висновок про необмеженість зверху 
значень цільової функції на множині допустимих планів. 

Інакше - п.3. 
3 Вибираємо такий стовпець Xj*, якому відповідає 

найменша від’ємна оцінка ∆j* (якщо таких стовпців кілька, то 
вибираємо перший з них). 

Далі такий стовпець називатимемо провідним стовпцем. 
4 Проглядаємо згори вниз стовпець b і провідний стовпець 

Xj*. Якщо елемент as*j  провідного стовпця додатний, знаходимо 
відношення  βs/ as*j=θ.   Вибираємо найменше з цих відношень, 
відповідний рядок  - провідний. 
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5 Встановлюємо новий допустимий базис, який 
утворюється з поточного базису вилученням з нього вектора Xjs і 
введенням вектора Xj*. 

6 Обчислюємо елементи нової симплекс-таблиці, яка 
відповідає новому базису, після чого повертаємось до п.1, маючи 
на увазі новий базис і нову симплекс-таблицю. 

 
 

A  b 
   

C  d 
Рисунок 8.1 – Елементи 

 нової таблиці 
 
a1= (ad-bc)/d; 
a(1)

ks=1/aks  ; 
a(1)

kj=akj/aks; 
a(1)

is=-ais/aks. 
 

Приклад 
Знайти максимум функції  

Z=5x1 + 3x2 + 2x3 + 6x4→ max 
при обмеженнях 

3x1+x2+2x4+x5=700, 
2x1+2x2+x3+x6=800, 
2x2+5x3+4x4+x7=500, 

xj≥0  j=1,2,...,7. 
Побудуємо симплекс-таблицю XB={X5X6X7}. 
 
Таблиця 8.2 – Симплекс-таблиця 1 прикладу 1 

XB  CB b  5 
X1 

3 
X2 

2 
X3 

6 
X4 

0 
X5 

0 
X6 

0 
X7 

X5 0 700 3 1 0 2 1 0 0 
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X6 0 800 2 2 1 0 0 1 0 
X7 0 500 0 2 5 4 0 0 1 

   -5 -3 -2 -6 0 0 0 
 
Обчисливши елементи '∆'-рядка, помітимо, що серед чисел 

∆1,...,∆7  є від'ємні. Це означає, що поточний базис потрібно буде 
покращити. 

Найменшою з від'ємних оцінок векторів умов є оцінка 
вектора X4. Тому, щоб покращити базис, введемо до нього вектор 
X4.  Знайдемо θ: 

θ1=700/2=350,    θ3=500/4=125. 

Мінімальному з чисел θ1 та θ3 відповідає третій рядок, 
який і буде провідним. Цьому рядку відповідає базисний вектор 
X8. Його потрібно з базису вилучити. Новий базис XB={X5X6X4}. 

 
Таблиця 8.3 – Симплекс-таблиця 2 прикладу 1 

XB 
 

CB b 5 
X1 

3 
X2 

2 
X3 

6 
X4 

0 
X5 

0 
X6 

0 
X7 

X5 0 450 3 0 -5/2 0 1 0 -1/2 
X6 0 800 2 2 1 0 0 1 8 
X4 6 125 0 1/2 5/4 1 0 0 1/4 

   -5 0 11/2 0 0 0 3/2 
 
Оскільки ∆1=-5, то поточний базис підлягає поліпшенню. 

Вилучити з базису потрібно вектор X5: XB={X1X6X4}. 
 
Таблиця 8.4 – Симплекс-таблиця 3 прикладу 1 

X
B 

CB 
 

b 5 
X1 

3 
X2 

2 
X3 

6 
X4 

0 
X5 

0 
X6 

0 
X7 

X1 5 150 1 0 -5/6 0 1/3 0 -1/6 
X6 0 500 0 2 2/3 0 -2/3 1 1/3 
X4 6 120 0 1/2 5/4 1 0 0 1/4 
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  1500 0 0 4/3 0 5/3 0 2/3 
 
Всі оцінки векторів умов додатні. Отже, знайдений базис 

оптимальний. Оптимальне значення цільової функції дорівнює 
1500. 

Докладніше симплекс-метод описаний в [6, 13]. 
Сьогодні існує декілька пакетів, що реалізують симплекс-

метод. Ми подаємо на розгляд один із них – пакет LP88 [3], в 
якому реалізовані особливості розв’язання задач лінійного 
програмування. 

 
8.2 ПАКЕТ LP88 

 
LP88 - це програма, що працює на персональному 

комп'ютерi фiрми IBM (PC, XT або PC/AT) пiд керуванням 
дискової операцiйної системи ПВМ (PC DOS) версiї 2.00 i вище. 

LP88 - дозволяє формулювати i розв’язувати задачi ЛП, 
що мiстять до 255 обмежень i 2255 змiнних. LPX88 призначений 
для розв’язання розрiджених задач (менше десяти вiдсоткiв 
коефiцiєнтiв ненульовi), що містять до 510 обмежень i 2510 
перемiнних. Розрiдженi задачi ЛП великої розмiрностi звичайно 
можна розв’язати в кiлька раз швидше за допомогою LPX88, нiж 
iз використанням LP88. Припустимо, що ви в цiлому знайомi з 
поняттями, методами i термiнологiєю лiнiйного програмування. 
Бiльшiсть змістовних навчальних посiбникiв з дослiдження 
операцiй, керування або дискретної математики мiстять досить 
матерiалу з лiнiйного програмування, щоб зрозумiти даний 
посiбник. Додатки лiнiйного програмування містять завдання 
виробництва, номенклатури, укладання розкладу, керування 
запасами, готiвкою, транспортнi задачi, мережнi задачi. 

LP88 - це автономна програма на машиннiй мовi, що не 
вимагає якогось спецiального програмного забезпечення, крiм 
операційної системи DOS. 



С
УМ

С
Ь

КИ
Й

 Д
Е
Р
Ж

А
В

Н
И

Й
 У

Н
ІВ

Е
Р
С

И
ТЕ

Т 142 

У LP88 застосовується модифiкований симплекс-алгоритм 
для ефективного розв’язання задач лiнiйного програмування, при 
цьому використовуються центральний процесор, пам'ять i 
дисковод IBM PC. Крiм того, LP88 містить потужну систему 
команд для установки i збереження в пам'ятi задач, керування 
ходом обчислень i одержання роздрукованих вихiдних даних. 

LP88 можна динамiчно конфiгурувати пiд час рахунку, 
щоб щонайкраще використовувати наявну масову пам'ять, 
включаючи дискети, жорсткi диски, емулятори електронних 
дискiв (RAM) i пам'ять. 

Вихiднi данi програми можуть бути вiдразу ж надрукованi 
або ж переданi на вихiдний файл. Великi таблицi можна 
сформувати з метою використання швидких режимiв друку i 
широких кареток для друку. 

Чотири меню дозволяють Вам легко підбирати варiанти 
для:  

¾ розв’язання i повторного розв’язання задач; 
¾ формулювання, запису i пошуку задач ЛП; 
¾ перерви i змiни ходу обчислень; 
¾ одержання роздруку i вихiдних файлiв. 

Можливий як iнтерактивний, так i пакетний режим 
роботи. 

В iнтерактивному режимi керування процесом виконання 
програми здiйснюється за допомогою функцiональних клавiш 
IBM PC. У пакетному режимi керування здiйснюється через 
послiдовний файл, який містить список простих команд, що 
відіграють ту саму роль, що й функцiональнi клавiшi в 
iнтерактивному режимi. 

За допомогою екранного редактора LP88 задачi ЛП можна 
виводити на екран i подавати у виглядi електронних таблиць, 
використовуючи монiтор i клавiатуру. 

Задачi ЛП можуть вводитися в такому виглядi, як вони 
сформульованi, приводити до стандартного вигляду не потрiбно. 
Можна розв’язувати як задачу максимiзацiї, так i мiнiмiзацiї. 
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Обмеження можуть мати будь-яку комбiнацiю спiввiдношень: >=, 
= або <=. 

Змiнним привласнюються iмена за замовчуванням, якi 
користувач може замiнити. Аналогiчним способом iмена за 
замовчуванням привласнюються обмеженням, їх також можна 
замiнити. Цi iмена використовують для того, щоб точно 
позначити усi вихiднi данi на екранi дисплея та в роздруку. 

Розмiрнiсть задач можна збiльшити або зменшити пiд час 
їхнього введення або редагування. 

Коефiцiєнти задачi ЛП можуть вводитися з клавiатури за 
допомогою екранного редактора або ж iз попередньо записаного 
послiдовного файлу або ж iз командного файлу в пакетному 
режимi. 

Задачi ЛП можна зберігати на дискетах. Задачi 
записуються в компактному упорядкованому виглядi, що 
забезпечує їхнiй швидкий пошук i використання. Базиси 
розв’язків також можна зберiгати, вiдшукувати i потiм 
використовувати для ефективного повторного розв’язання задачi 
ЛП. 

Iснує кiлька варiантiв запуску симплекс-алгоритму. 
Алгоритм можна запустити з вихiдного базису, що містить 
одиничнi елементи i штучнi змiннi. Якщо збережений базис 
доступний iз попереднього розв’язку, то його також можна 
використовувати як вiдправну точку. Нарештi, алгоритм можна 
повторно запустити з кінцевої точки попереднього етапу 
обчислень. 

Значення за замовчуванням рiзних обчислювальних меж, 
допускiв i програмних керувань можуть бути змiненi 
користувачем, поки LP88 здiйснює виконання програми. 

Ви можете розпочати дiалог iз LP88, поки вiн виконує 
симплекс-алгоритм, щоб здiйснити такi операцiї: 

¾ зробити паузу пiсля наступної iтерацiї; 
¾ зробити паузу пiсля кожної iтерацiї; 
¾ знову iнвертувати базисну матрицю; 
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¾ змiнити обчислювальнi межi, допуски i програмне 
керування; 

¾ ввести в базис змiнну; 
¾ вивести на екран наведену вартість/корисність 

небазисної змiнної; 
¾ видрукувати запис опорних точок у мiру їх 

створення; 
¾ видрукувати розв’язок поточного базису; 
¾ завершити симплекс-алгоритм. 

У ходi розв’язання задачi поточний запис статусу 
обчислень зберiгається, виводиться на екран, включаючи, якщо 
дозволяє простiр, поточний базис. 

Всi арифметичнi операцiї з подвiйною точнiстю. 
Додатковий контроль за помилками за необхiдностi забезпечує 
повторне iнвертування матрицi базисних стовпцiв. 

Пакет має систему генерування професiйних звiтiв (див. 
додаток Г). Список наявних звiтних таблиць містить: 

¾ повний масив задачi; 
¾ результат прямого/двоїстого розв’язання; 
¾ розв’язання прямої задачi; 
¾ розв’язання двоїстої задачi; 
¾ аналiз чутливостi елемента вартості/ корисності; 
¾ аналiз чутливостi елементiв правої частини; 
¾ базис зворотної матрицi; 
¾ базис зворотної матрицi * небазисні стовпцi. 

Основний i двоїстий розв’язки можуть бути записанi у 
послiдовному файлi для зчитування й обробки iншими 
програмами. 

Досконала система контролю в LP88 дозволяє 
користувачам змiнювати формулювання задач, їх розв’язання й 
одержання результатiв. Таким чином, задачу ЛП можна постiйно 
змiнювати, швидко розв’язувати повторно, використовуючи 
попереднiй базис або знову запускати зворотний базис iз 
попереднього розв’язку. 
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Усi помилки виконання реєструються в LP88. Помилки 
викликають повiдомлення із зазначенням номера головного коду 
i мiсця розташування помилки в рядку програми. Потiм LP88 
повернеться в iнтерактивний режим операцiй, що дає 
користувачу можливiсть вiдновити всi данi без втрат або виводу. 

Рекомендації щодо використання вищеописаного пакета 
подані в додатку Д. 

 
ЧАСТИНА III  ПРАКТИЧНЕ ЗАСТОСУВАННЯ 

МЕТОДІВ ОПТИМІЗАЦІЇ 
 

ТЕМА 9  РЕАЛІЗАЦІЯ МЕТОДІВ ОПТИМІЗАЦІЇ В 
ПАКЕТАХ ПРИКЛАДНИХ ПРОГРАМ  

 
 

9.1 ПАКЕТ EXCEL 
 
Excel - одна iз найпотужніших програм для створення 

електронних таблиць i роботи з ними. Переваги Excel не тiльки в 
її здатностi виконувати рiзнi обчислення, це можна зробити i за 
допомогою калькулятора, а й те, що Excel дозволяє проводити 
глибокий аналiз даних i одержувати в результатi нову корисну 
iнформацiю. У кожнiй новiй версiї компанiя Microsoft пропонує 
додатковi можливостi й удосконалює старi, щоб полегшити 
роботу користувачiв iз Excel. Версії Excel 97 і вище дозволяють 
розв’язувати задачi оптимiзацiї як з обмеженнями, так i без них. 
Наприклад, пошук кiлькох параметрiв, що забезпечують деякий 
наперед заданий результат. 

Крiм того, частiше за все цiкавить не конкретний 
результат, а мiнiмально чи максимально можливий. Наприклад, 
як мiнiмiзувати витрати на перевезення продукцiї або 
максимiзувати прибуток вiд реалiзацiї товарiв i послуг. Такi 
задачi в Excel розв’язують за допомогою опції "Пошук 
розв’язку". 
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Процедуру “Пошук розв’язку” можна використовувати 
для визначення значення клітини, що впливає, яке вiдповiдає 
екстремуму залежної клітини (наприклад, витрати на рекламу, що 
забезпечують максимальний прибуток). Клітини, що впливає, i 
цiльова повиннi бути зв'язанi формулою листа, iнакше при змiнi 
значення однiєї не буде змiнюватися iнша. 

 
Приклад 9.1  Знайти мiнiмальне значення функцiї  

F(x)=f(x1,x2,x3)=(x1-1)2+(x2-3)2+4(x3+5)2  
iз заданою точнiстю ε>1e-5. Знайти точку мiнiмуму функцiї F(x), 
використовуючи початкову точку (4,-1,2). 

Для того щоб розв’язати дану задачу, скористаємося 
пакетом Excel i його процедурою "Пошук розв’язку". Запишемо 
умову задачi відповідно до Excel. Числова й аналiтична умови 
задачi подані в таблицях 9.1 i 9.2 вiдповiдно. 

 
Таблиця 9.1 - Числова умова 

 А В С 
1 4 3 9 
2 -1 -4 16 
3 2 7 196 
4     221 

 
Таблиця 9.2 - Аналiтична умова 

 А В С 
1 4 =A1-1 =B1*B1 
2 -1 =A2-3 =B2*B2 
3 2 =A3+5 =4*B3*B3 
4     =СУМM(C1:C3) 

 
Вибираємо опцiю Сервiс => Пошук розв’язку. У вiкнi 

"Пошук розв’язку", що з'явилося, встановлюємо цiльову клітину 
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С4, яка буде дорiвнювати мiнiмальному значенню, зазначаємо 
клітини А1:А3, що будуть змiнюватися. 

 
Рисунок 9.1 - Вигляд вiкна "Пошук розв’язку" 

 
Натискаємо кнопку "Параметри". У вiкнi, що з'явилося, 

встановлюємо параметри пошуку розв’язку (час пошуку (додаток 
Є), кiлькiсть iтерацiй, точнiсть, припустиме вiдхилення, вказiвка 
на метод оцiнки, на метод числового диференцiювання i на 
алгоритм оптимiзацiї). 

На рис. 9.2 поданi встановленi нами параметри для 
розв'язання даного прикладу. 

 
Рисунок 9.2 - Вигляд вiкна "Параметри пошуку розв’язку" 
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Натискаємо кнопку "ОК" i переходимо назад у вiкно 

"Пошук розв’язку". Коли всi необхiднi для розв’язання вiкна 
дiалогу заповненi, натискаємо на кнопку "Виконати". Програма 
робить обчислення. Через те що ми установили опцiю 
"Показувати результати iтерацiй" , то пiсля виконання першої 
з'являться вiкно "Поточний стан пошуку розв’язку" (рис.9.3) i 
результати обчислень (таблиця 9.3). Натиснувши кнопку 
"Зберегти сценарiй", ми можемо зберегти пiд унiкальними 
iменами результати кожної iтерацiї пошуку i потiм у будь-який 
час звертатися до них i аналiзувати. На цьому етапi ми можемо як 
призупинити процес знаходження оптимального значення, так i 
продовжити його, а також одержати додаткову iнформацiю. За 
умови, що вибрано "Продовжити", пiсля виконання кожної 
iтерацiї на екранi будуть з’являтися це вiкно i новi результати. 

 
Рисунок 9.3 - Вiкно "Поточний стан пошуку розв’язку" 

 
Таблиця 9.3 - Результати 1-ї iтерацiї пошуку розв’язку 

 
 А В С 
1 4 3 9 
2 -1 -4 16 
3 2,000002 7,000002 196,0001 
4     221,0001 

 
Результати подальших iтерацiй наведенi в таблицях 9.4 - 9.9. 
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Таблиця 9.4 - Результати 2-ї iтерацiї пошуку розв’язку 

 А В З 
1 3,232205 2,232205 4,982737 
2 0,023726 -2,97627 8,858204 
3 -5,16609 -0,16609 0,110339 
4   13,95128 
 

Таблиця 9.5 - Результати 3-ї iтерацiї пошуку розв’язку 
 А В З 
1 3,232205 2,232205 4,982737 
2 0,023726 -2,97627 8,858204 
3 -5,16609 -0,16609 0,110339 
4   13,95128 
 

Таблиця 9.6 - Результати 4-ї iтерацiї пошуку розв’язку 
 А В С 
1 1,189377 0,189377 0,035863 
2 2,747496 -0,2525 0,063758 
3 -4,55811 0,441888 0,78106 
4   0,880682 
 

Таблиця 9.7 - Результати 5-ї iтерацiї пошуку розв’язку 
 А В С 
1 1,140909 0,140909 0,019855 
2 2,812119 -0,18788 0,035299 
3 -5,01048 -0,01048 0,00044 
4   0,055594 
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Таблиця 9.8 - Результати 6-ї iтерацiї пошуку розв’язку 
 А В С 
1 1,140909 0,140909 0,019855 
2 2,812119 -0,18788 0,035299 
3 -5,01048 -0,01048 0,00044 
4   0,055594 
 

Таблиця 9.9 - Результати 7-ї iтерацiї пошуку розв’язку 
 А В С 
1 0,9999991683751 -0,0000008316249 0,0000000000007 

2 2,9999989506224 -0,0000010493776 0,0000000000011 

3 -5,0000000607915 -0,0000000607915 0,0000000000000 

4   0,0000000000018 

 
Коли процес пошуку закiнчений, на екранi з'явиться вiкно 

"Результати пошуку розв’язку" (рис.9.4). Вам пропонують 
вибрати якi данi залишити i тип звiту, а також Ви можете 
зберегти сценарiй отриманого розв’язку. Встановивши опцiї, 
натискаємо "ОК" i одержуємо звiт зазначеного типу (рис.9.5 - 
9.7). 

 

 
 
Рисунок 9.4 - Вiкно "Результати пошуку розв’язку" 
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Рисунок 9.5 - Приклад звiту за усталеністю 
 

 
 

Рисунок 9.6 - Приклад звiту за результатами 
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Рисунок 9.7 - Приклад звiту за границями 
 
У складi Microsoft Excel у папцi Examples\Solver міститься 

книга з прикладами використання процедури пошуку розв’язку 
(Solver.xls). У книзi Solverex.xls можна довiдатися про процедури 
максимiзацiї або мiнiмiзацiї цiльової функцiї, а також про 
накладення i змiну обмежень i збереження моделi оптимiзацiї. 

Листи з прикладами розрахункiв iз книги Solvsamp.xls 
можна використовувати як основу для постановки прикладних 
задач оптимiзацiї. 

 
9.2 ПАКЕТ MAPLE  

 
Maple - пакет програм, призначений для математичних 

обчислень. Дозволяє знаходити аналiтичний розв`язок, числовий 
розв`язок, будувати графiки як на площинi, так i в просторi.  

Maple має бiблiотеки:  
¾ numaprox - числовi наближення; 
¾ combinat - функцiя для роботи з 

комбiнаторикою; 
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¾ extrema - екстремуми функцiй; 
¾ linalg - лiнiйна алгебра (робота з 

матрицями); 
¾ logic - робота з булевою алгеброю; 
¾ networks - робота з графами; 
¾ numteory - теорiя чисел; 
¾ plot - графiчний пакет; 
¾ simplex - задачi лінійної оптимізації; 
¾ statss - статистичнi обчислення; 
¾ student - для студентських обчислень. 

Пiдключення бiблiотеки дозволяє бiльш оптимально 
розв`язувати поставлену задачу, наприклад, пiдключення 
бiблiотеки linalg дає можливiсть користувачу проводити 
обчислення з векторами та матрицями. 

 
Засоби оптимізації 

 
За допомогою бiблiотеки extrema знаходять екстремуми 

функції, її найбiльше та найменше значення.  
Функцiя extrema (expr, vars) знаходить екстремуми 

функції за заданою змiнною. expr - функцiя, екстремум якої 
потрiбно знайти; vars - змiнна, за якою ведеться пошук.  

Перед тим, як розпочати роботу з цiєю функцiєю, потрібен 
виклик команди reаdlib (extrema).  
Приклад:  

readlib(extrema):  
extrema(abs(x^2-2),x);  
{2} 
 

minimize(expr, vars, ranges), maximize(expr, vars, ranges)- 
обчислюють найменше та найбiльше значення функції 
вiдповiдно. Пошук може проводитися як на всiй числовiй прямiй, 
так i на заданому вiдрiзку (ranges - iнтервал, у межах якого 
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змiнюється vars). Для функцiй декiлькох змiнних обчислюються 
максимуми i мiнiмуми за окремими змiнними. 

Приклад:  
minimize(x^2+y^2+3);  

3 
minimize(x^2+y^2,{x});  

y2 
minimize(x^2+y^2,{x,y},{x=-10..10,y=10..20});  

0 
 

Симплекс - засіб 
 
Окремою задачею знаходження коренiв є засоби 

оптимізації. Один iз засобiв лінійної оптимізації, симплексний, 
реалiзовано в Maple у виглядi пакета simplex.  

 
Функції бiблiотеки simplex 

 
maximize (f, c, vartype) - обчислює максимальне значення 

при заданих умовах. f - лiнiйна функцiя, яку потрiбно 
максимiзувати; c - список лiнiйних обмежень. Функцiя повертає 
множину значень, систему лiнiйних рiвнянь, пусту множину або 
NUL, якщо кiлькiсть розв’язків необмежена.  

minimize (f, c, vartype) - обчислює мiнiмальне значення; 
використання аналогiчно до попереднього випадку. 

Приклад:  
with(simplex): 
minimize(x-y,{4x+3y=5,3x+4y<=4});  

{x=8/7, y=1/7} 
 

display(c) вiдображає набiр рiвнянь або нерiвностей в матричнiй 
формi.  

display({x+3y+z<=0, w-2y-z<=2});  
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; 

standartize(c) - перекладає набiр лiнiйних рiвнянь у лiнiйнi 
нерiвностi.  

standartize({3x+4y<=4,4x+3y=5});  
{3x+4y<=4, 4x+3y<=5, -4x-3y<=-5} 
 

Приклад. Розв'язання задач лiнiйного програмування.  
На меблевiй фабрицi iз стандартних листiв фанери 

необхiдно вирiзати заготовки трьох видiв у кiлькостi 24, 31 i 18 
штук відповідно. Кожний лист фанери може бути розрiзаний на 
заготовку двома способами. Кiлькiсть одержуваних заготовок при 
даному способi розкрою наведена в таблицi 9.10. У нiй же 
зазначенi розміри вiдходiв, що будуть отримані при даному 
способi розкрою одного листа фанери. 

 
Таблиця 9.10 - Кiлькiсть заготовок 

Вид заготовки Кiлькiсть заготовок, шт., 
при розкрою способом 

  1 2 
1 2 6 
2 5 4 
3 2 3 

Величина вiдходiв (см3) 12 16 
 
Визначити, скiльки листiв фанери i яким способом слiд 

розкроїти так, щоб було отримано не менше від потрiбної 
кількості заготовок при мiнiмальних вiдходах.  

У математичнiй формi наша задача має вигляд: 
цiльова функцiя f=12х+16у→ min, 
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де f - вiдходи, см3; 
x - кiлькiсть листiв фанери, якi потрiбно розкроїти першим 

способом;  
y - кiлькiсть листiв фанери, якi потрiбно розкроїти другим 

способом; 
 
обмеження:  

2x+6y=24, 
5x+4y=31,  
2x+3y=19. 

Розв'язати дану задачу можна за допомогою функції 
minimize. Присвоюємо змiннiй f вираз нашої функції f=12х+16у, а 
змiннiй c - систему обмежень {2x+6y=24, 5x+4y=31, 2x+3y=18}. 
Пiдключаємо бiблiотеку simplex i викликаємо функцiю 
minimize(f, c). У результатi отримали розв'язок х=3, тобто три 
листи треба розкроїти першим способом, у=4 - чотири листи 
треба розкроїти другим способом, f=100- мiнiмальне значення 
вiдходiв. Результати роботи пакета Maple показанi на рисунку 
9.13. 

 
Значна кількість алгоритмів оптимізації на сьогодні 

реалізована програмно за допомогою різних засобів. Більшість 
математичних пакетів програмного забезпечення містить 
процедури, що реалізують той чи інший оптимізаційний 
алгоритм. У даному виданні ми розглянули тільки деякі з них. 
Оглядово з певними розробками, поданими в Інтернет, можна 
ознайомитися в додатку Ж. 
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Рисунок 9.13 - Результати роботи пакета Maple 
 
 
ТЕМА 10  ЗАДАЧІ ТА ЇХ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗА 

ДОПОМОГОЮ РІЗНИХ ПІДХОДІВ 
 

10.1 ЗАДАЧА ПРО ЛIСОВУ ПОЖЕЖУ 
 
Лiсова пожежа поширюється у вузькiй долинi шириною 

2 км зi швидкiстю 32 м/хв (рис.10.1). Затримати поширення 
вогню можна шляхом побудови загороджувальної перегородки, 
що перетинає лiс по всiй ширинi долини. Один робiтник може 
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побудувати 2 м перегородки в хвилину. Витрати на 
транспортування кожного робiтника до мiсця подiй i назад 
складають 20 грн., оплата працi кожного робiтника складає 
6 грн. за годину. Вартiсть 1 км квадратного лiсу дорiвнює 
2000 грн. Скiльки робiтникiв варто послати на боротьбу з вогнем, 
щоб повнi витрати були мiнiмальнi?  

 
Рисунок 10.1 - Схема до прикладу 

 
Складемо математичну модель даної задачi. Для цього 

виразимо повнi витрати через складовi 
* вартiсть перевезення робiтникiв - Сп = 20х, грн.;  
* вартiсть будiвлi перегородки - Ссп = 6хt/60, грн., 

де t - час будiвлi перегородки, t=2000/2х, м; 
* площа фронту пожежi - S = 32*2000t, м2;  
* вартiсть 1 м2 лiсу - Сл = 2*10-3 грн/м2. 

Повнi витрати (загальна вартiсть): Спв = Сп+Ссп+Сл*S; 
Спв = 20х + 0,1х * 1000/x + 32*2000*2*10-3 *1000/x; 

Спв = 20х + 100 + 128000/x→ min. 
 

Таблиця 10.1 – Результати розв’язання задачі методом 
“золотого” перетину 

Номер 
досліду 

Інтервал Точність xmin F(xmin) Кількість 
обчислень 

1 [1;100] 1e-5 79,9999 3300,00 34 
2 [1;50] 1e-5 49,9999 3660,00 33 
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3 [1;1000] 1e-5 79,9999 3300,00 39 
 
 

Таблиця 10.2 – Результати розв’язання задачі різними 
методами  

 
Метод Інтервал Точність xmin F(xmin) 

Кількість 
обчислень 

“Золотого” 
перетину [1;50] 1e-5 49,9999 3660,00 33 

Половинного 
ділення [1;50] 1e-5 25,5000 5629,61 22 

Квадратична 
інтерполяція 1*;1† 1e-5 79,9999 3300,00 1201 

Хорд [1;50] 1e-5 79,9999 3300,00 23 
Ньютона-
Раффсона 1‡ 1e-5 79,9999 3300,00 15 
Середньої 
точки [1;100] 1e-5 80,0000 3300,00 21 

 
 

10.2 ЗАДАЧА ПРО ЗНАХОДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОЇ 
ВIДСТАНI ДЛЯ ВЛУЧЕННЯ В ЦIЛЬ 

 
Радар запеленгував ворожий лiтак, що летить на висотi 

20,000 м зi швидкiстю 500 м/с. Лiтак знаходиться якраз над 
мiнометною установкою. Швидкiсть викиду мiни дорiвнює 
приблизно 300 м/с. Мiни устаткованi часовим механiзмом, i якщо 
мiна не влучила в лiтак, вона вибухає сама через установлений 
промiжок часу. Мiна повинна вибухнути на якомога ближчiй 
вiдстанi вiд лiтака (рис.10.2). Визначити кут запуску та час 

                                                 
* Початкова точка. 
† Значення кроку зміни х. 
‡ Для цього методу потрібна лише одна точка – початкова. 
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вибуху мiни, при яких вона завдає лiтаку найбiльших ушкоджень. 
Чи влучить мiна в лiтак? 

Примiтка. - Реальнi характеристики вiйськового 
обладнання вiдрiзняються вiд наведених у задачi. Метою задачi є 
лише демонстрацiя роботи програми. Також для спрощення 
задачi мiна вважається матерiальною точкою. 

 

 
 

Рисунок 10.2 - Зображення траєкторiї польоту мiни 
 
 
Розв’язання: 
Мiнометну установку візьмемо за початок системи 

вiдлiку. 
Координати мiни залежно вiд часу будуть 

                          ,  

                                   .
 

Координати лiтака залежно вiд часу будуть 
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xs=vst , 

ys= const. 

Мiнiмiзувати будемо функцiю вiдстанi мiж мiною та 
лiтаком залежно вiд часу та кута запуску мiни: 

                        =
 

                         .
 

Пiдставивши данi, отримаємо 

        .
 

(*) 

Остання функцiя i є функцiєю мiнiмiзацiї. На рис.10.3 
наведенi графiки цiєї функцiї в двох рiзних ракурсах, з яких 
можна зробити припущення про такi її властивостi: 

¾ функцiя має мiнiмум на iнтервалi 1<a<2 та 30<t<50
; 

¾ значення функцiї в мiнiмумi знаходиться близько 
1·104; 

¾ у точцi α=0, t=0 функцiя має точку перегину. 
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а) 

 
б) 

Рисунок 10.3 - Графiки функцiї (*), збудованi за допомогою 
програми Maple 

 
Знаходження мiнiмуму функцiї за допомогою методу 

ДФП 
Для мiнiмiзації функцiї за допомогою програми з 

використанням методу ДФП вiзьмемо такi початковi данi: 
а) функцiю мiнiмiзацiї (*); 
б) за початкову точку вiзьмемо α=0,1; t=0 ; 
в) максимальне значення градiєнта 0.00000001 та 

максимальне значення вiдстанi мiж сумiжними точками 
приближення 0,00000005. 

Функцiя мiнiмiзується за 7 iтерацiй. Остання iтерацiя 
виводить такi данi: 

"Iтерацiя 7 

F(1,15548007807752; 42.2617216740335)=10292,104485981" 
Тобто оптимальний кут запуску мiни дорiвнює 

1,15548007807752 (≈66,20), а час, за який вона наближається до 
лiтака на найменшу вiдстань, дорiвнює 42,2617216740335 с. 
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Найменша вiдстань дорiвнює 10292,104485981 м, що є досить 
великою вiдстанню, щоб як-небудь пошкодити лiтак. 

Влучати в ціль мiна почне, якщо лiтак летить на висотi до 
≈8160 м (знаходиться легко за декiлька спроб). Пiдставивши в 
формулу значення висоти польоту лiтака 8160 м замiсть 
20000 м та виконавши розрахунок, одержимо останню (25) 
iтерацiю: 

"Iтерацiя 25 

F(0,927295218001539; 39,9999999458919)=4,3374950304E-7" 
Тобто оптимальний кут дорiвнює 0,927295218001539 

(≈53,13о), а час, за який мiна влучить в лiтак, буде 
39,9999999458919 с.  

 
 

10.3 ЗАДАЧА НЕЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 
“ПЛАН ВИПУСКУ МЕБЛІВ” 

 
Пiдприємство може випускати два види корпусних меблiв. 

На їх виготовлення використовується деревина трьох видiв. 
Запаси деревини на пiдприємствi, норми їхньої витрати aij 
(i=1,2,3; j=1,2), собiвартiсть сj i оптовi цiни зазначенi в таблиці 
10.3. Через брак у процесi виробництва витрачання деревини 
залежить вiд об'єму xj виробництва виробiв i в першому 
наближеннi виражається лiнiйною функцiєю aij + xj , а 
собiвартiсть продукцiї - функцiєю cj + 0,1xj . Вироби можуть 
випускатися в будь-яких спiввiдношеннях, тому що збут 
забезпечений. Пiдприємство зобов'язано з метою вивчення 
попиту населення випустити не менше двох комплектiв кожного 
виду меблiв. Скласти план випуску виробiв, що забезпечує 
одержання максимального прибутку. 
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Таблиця 10.3 – Вхідні дані задачі 
Порода Запас сировини, м3 Норми витрат на вирiб 

виду 
  1 2 

Сосна 100 10 20 
Береза 120 20 20 
Дуб 150 20 20 
Собiвартiсть, млн. грн. 5 10 

Цiна, млн. грн. 7 13 
 

Постановка задачi 
1 За показник ефективностi доцiльно взяти прибуток 

пiдприємства за операцiю (у млн. грн.).  
2 За керовані змiнні задачi слід взяти: 

x1 - кiлькiсть комплектiв корпусних меблiв 1; 
x2 - кiлькiсть комплектiв корпусних меблiв 2. 

3 Цiльова функцiя 
W = [7 - (5+0,1x1)]x1 + [13 - (10+0,1x2)] x2→max, 

або 
W = 2x1 - 0,1x1

2 + 3x2 - 0,1x2
2→max. 

 
4 Обмеження: 
4.1 Щодо використання сосни, м3: 

(10+x1)x1 + (20+x2)x2≤100. 

4.2 Щодо використання берези, м3: 
(20+x1)x1 + (20+x2)x2≤ 120. 

4.3 Щодо використання дуба, м3: 
(20+x1)x1 + (20+x2)x2≤ 150. 

4.4 Зобов'язання за контрактом, шт.:  
x1≥ 2. 
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4.5. Обласнi обмеження: 
x2≥ 2. 

Задача зводиться до знаходження невiд'ємних x1* i x2*, що 
задовольняють нелiнiйні обмеження i дозволяють знайти  
максимум нелiнiйної цiльової функцiї.  

 
 

10.4 ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТУВАННЯ 
ДИСКА ТУРБІНИ 

 
Необхiдно спроектувати диск турбiни з такими заданими 

властивостями:  
 - маса диска W повинна бути мiнiмальна; 
 - повинна задовольняти вимоги щодо мiцностi 

 
де σ0 - гранично допустимий тиск; σt i σθ  - радiальний i 
тангенцiальний тиск вiдповiдно.  

Задано обмеження на межi змiни товщини диска. Для її 
розв'язання використовувати метод випадкового пошуку i метод 
штрафних функцiй. 

Постановка задачі оптимального проектування 
Диск турбiни можна розглядати як обертовий круглий 

диск змiнної товщини (рис.10.4). Маса такого диска виражається 
за допомогою формули 

 
, (10.4.1) 

де a1 i am - внутрiшнiй та зовнiшнiй радiуси вiдповiдно; 
р - щiльнiсть; h(r) - товщина диска на вiдстанi r вiд осi обертання.  

Мiнiмум досягається добором функцiї h (r). Однак цю 
функцiю не можна змiнювати довiльно, тому що повиннi бути 
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виконанi вимоги до мiцностi диска при впливi сил, що виникають 
пiд час його обертання.  

 
Рисунок 10.4- Поперечний переріз диска парової турбіни і його 

кусково-лінійна апроксимація 
 

Рiвняння рiвноваги сил для обертового диска має вигляд 
 
, (10.4.2) 

де σt i σθ - радiальний i тангенцiальний тиск вiдповiдно, а ω - 
частота обертання диска.  

Це рiвняння справедливе в припущеннi радiальної 
симетрiї сил у площинi, ортогональній до осi обертання. 

Сили можуть бути вираженi через розмiр радiального 
змiщення u(r) за допомогою таких спiввiдношень:  

 
, (10.4.3) 

er=du/dr; eθ=u/r, (10.4.4) 

де er i eθ - радiальна i тангенцiальна деформацiї; E- модуль Юнга i 
ν - вiдношення Пуассона. 
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Пiдставляючи рiвняння (10.4.3) i (10.4.4) у (10.4.2), 
одержуємо 

 
.    (10.4.5) 

Звiдси випливає, що для визначення u(r) необхiдно знати 
геометрiю диска, тобто h=h(r), a1<=r<=am. У цьому випадку u(r) 
визначиться як розв'язок крайової задачі для рiвняння (10.4.5) iз 
граничними умовами 

. (10.4.6) 
У результатi розв'язання крайової задачі i подальшого 

застосування формул (10.4.3) i (10.4.4) можна визначити тиски σt 
i σθ. 

Крiм умови рiвноваги сил при обертаннi диска, повиннi 
задовольнятися вимоги щодо мiцностi. Вiдповiдне обмеження 
має вигляд 

 (10.4.7) 
де σ0 - гранично допустимий тиск.  

Нарештi, обмеження на межi змiни товщини диска заданi 
таким способом: 

       ,

            ,

,  

(10.4.8) 

де ε - нижня межа товщини, задана iз технологiчних розумiнь; am-
am-1=const. 

Отримана в результатi задача мiнiмiзацiї виразу (10.4.1) 
при обмеженнях (10.4.5)-(10.4.8) може бути розв'язана методами 
оптимального проектування. 

Опис алгоритму 
Значення функцiй обмежень i критерiю оптимальностi 

цiлком визначенi, якщо задана залежнiсть h(r). Щоб подати 
задачу оптимального проектування як задачу варiювання 
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багатовимiрного вектора конструктивних параметрiв, 
проводиться апроксимацiя залежностi h(r) деякою кусково-
лiнiйною функцiєю. З цiєю метою здійснюється розбиття радiуса 
диска на m частин: 

a1 < a2 <...< am-1 < am . (10.4.9) 

На кожному вiдрiзку будується лiнiйна функцiя, що 
апроксимує вiдповiдну дiлянку змiни h(r) (див. рис. 10.4). 

Якщо товщина диска задана в точках розбиття розмiрами 
h(aj)=bj, j=1,2,...,m, (10.4.10) 

то кусково-лiнiйна апроксимацiя цiлком визначена формулою 
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,1,...3 −= mj

(10.4.11) 

Пiдставляючи формулу (10.4.11) у критерiй оптимальностi 
(10.4.1), одержуємо такий вираз: 

. 

(10.4.12) 
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Таким чином, критерiй оптимальностi виражається як 
нелiнiйна функцiя кiнцевого числа змiнних, що визначають 
геометрiю диска. 

Задача розбиття диска фiксованими точками 
a1, a3, a4,..., am i змiнною a2 дає можливiсть перейти до такої 
постановки задачі оптимального проектування диска. 

Припустимо, що значення b1 = b2 i bm = bm-1 фiксованi. 
Тодi iншi проектованi параметри складають вектор 
x = (b3, b4,..., bm-2, a2) розмiрностi m-3. 

Обмеження на геометрiю диска є наслiдком (10.4.8) i 
записуються у виглядi 

bj ≥ε1, j = 3...m-2, a1+ ε3 ≤a2 ≤a3 - ε2, (10.4.13) 

де ε1, ε2, ε3 - заданi розмiри. У векторнiй формi цi обмеження 
можуть бути поданi нерiвнiстю  

l ≤ x ≤ u,  (10.4.14) 

де  
 
та                                                     .  

Щоб виразити обмеження (10.4.5) вiдповiдно до 
прийнятого розбиття, запишемо його окремо для кожної дiлянки. 
При цьому будемо брати розбиття таким, що змiною h(r) 
усерединi кожної дiлянки можна знехтувати. 

Рiвняння (10.4.5) для кожної дiлянки набуває бiльш 
простої форми: 

 
, 

що дозволяє одержати загальний розв'язок у виглядi 
 
, 

де c1 i c2 - сталі, що одержуються таким методом: 
1 У початковiй точцi  
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, 

 
, 

 
. 

 
2 Нехай rпоч = a[1]; E= 2*1010; ν=0,3. 
3 Тодi прирiвнявши eθпоч та er поч i пiдставивши числовi 

значення, одержимо 

  ,

      ,
 

отже, c1=1,4*10-3 i c2=0,084*10-3. 
Звiдси за допомогою (10.4.3) i (10.4.4) одержуємо вираз 

для сил обертання 

,

.

 

(10.4.15) 

Для проектованої конструкцiї визначаються також сили σr 
і σθ у точках r1,r2,...,rn. Обмеження (10.4.7) записується окремо 
для кожного iнтервалу [rj-1,rj]. Маємо 

   ,
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звiдки через (10.4.7) одержуємо 

. (10.4.16) 

Вектор функцiй обмежень може бути записаний у виглядi 

 
Вiдповiдно до умови (10.4.16) межi змiни цього вектора 

записуються за допомогою нерiвностi 
,  (10.4.17) 

де L=(0, 0,..., 0) i U=(τ0, τ0, τ0). 
Таким чином, завдання оптимального проектування диска 

парової турбiни зводиться до пошуку мiнiмуму критерiю 
оптимальностi (10.4.12) при обмеженнях (10.4.16) i (10.4.17) 
шляхом варiювання вектора x=(b3,..., bn-2, a2). 

У курсі наведена програма, що дозволяє знайти 
оптимальні значення параметрів профілю диска турбіни. 

Для перевiрки працездатностi програми взятi такi вихiднi 
данi: 

ω = 150 (число оборотiв диска в секунду) рад/с; 
ρ = 7800 (щiльнiсть металу) кг/м3; 
σ0 = 20*106(гранична напруга) кг/м2; 
E = 20,6*109 (модуль Юнга) кг/м2. 
 
Отриманi такi результати: 
1 При обчисленнi оптимального профiлю диска методом 

випадкового пошуку (рис.10.4.1): 
 
Число iтерацiй 500 000. 
Час обчислення 12 хв. 
Вага диска W = 789,5 кг. 
 
2 При обчисленнi оптимального профiлю диска методом 

штрафних функцiй (рис.10.4.2): 
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Час обчислення 8 хв. 
Вага диска W = 772,2 кг. 

 
Рисунок 10.4.1 - Профiль диска, отриманий методом 

випадкового пошуку 
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Рисунок 10.4.2 - Профiль диска, отриманий методом 
штрафних функцiй 

3 При обчисленнi оптимального профiлю диска методом 
випадкового пошуку з подальшим застосуванням методу 
штрафних функцiй (рис.10.4.3): 

Число iтерацiй 5 000. 
Час обчислення 3 хв. 
Вага диска W = 787,0 кг. 
 

 
 

Рисунок 10.4.3 - Профiль диска, отриманий методом 
випадкового пошуку з подальшим застосуванням методу 

штрафних функцiй 
 
З отриманих результатiв простежується, що метод 

випадкового пошуку цiлком можна використати для розв'язання 
поставленої задачi багатопараметричної оптимiзацiї. Вiн дає 
досить точний результат, хоча при цьому витрачається багато 
часу (це може iстотно позначитися при розв'язанні дiйсно 
складних задач подiбного класу). Також бачимо, що якщо 
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враховувати витрати часу, то найбiльш ефективним методом 
розв'язання даної задачi при прийнятнiй точностi отриманого 
результату є метод випадкового пошуку з невеликою кiлькiстю 
iтерацiй для входження в область оптимальних значень цiльової 
функцiї та подальше застосування методу штрафних функцiй для 
уточнення результату. 

 
 

10.5 ЗАДАЧІ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 
 

10.5.1 ЗАДАЧА ПРО ДОБОВИЙ ПЛАН ВИРОБНИЦТВА 
 
Цех випускає три види деталей, що виготовляються на трьох 

верстатах. На рис.10.5.1 показана технологічна схема 
виготовлення деталі кожного виду із зазначенням часу, 
потрібного для її оброблення на верстатах. Добовий ресурс 
робочого часу верстатів 1, 2, 3 складає відповідно 890, 920 і  
840 хвилин. Вартість однієї деталі вигляду 1, 2 і 3 дорівнює 
відповідно 3, 1 і 2 грн. 

 

З
а
г
о
т
і
в
к
и

 
Рисунок 10.5.1 - Технологічна схема виготовлення деталей 

 
 

Потрібно скласти добовий план виробництва з метою 
максимізації вартості випущеної продукції. 
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Розв'язання 
Виразимо через хij об'єм випуску j-ї деталі. Тоді 

одержуємо задачу 
3х1+х2+2х3 → max, 
х1+2х2+х3 ≤ 890, 
3х1+2х3 ≤ 920, 
х1+4х2 ≤ 840, 

х1 ≥ 0,х2 ≥ 0,х3 ≥ 0. 
Її розв'язок: х1* = 0, х2* = 210, х3* = 460. 
В таблицях 10.5.1 – 10.5.2 наведений один із способів 

запису умов задачі для подальшої роботи з нею за допомогою 
Excel. 

 
Таблиця 10.5.1 – Умова задачі в аналітичному вигляді 

 A B C D E F 
1 =0,1 =3*A1  =A1 =3*A1 =A1 
2 =211 =A2  =2*A2 =2*A3 =4*A2 
3 =462 =2*A3  =A3 =СУММ(E1:E2) =СУММ(F1:F2) 
4  =СУММ(B1:B3)  =СУММ(D1:D3)   

 
Таблиця 10.5.2 – Умова задачі в числовому вигляді 

 A B C D E F 
1 0,1 0,3  0,1 0,3 0,1 
2 211 211  422 924 844 
3 462 924  462 924,3 844,1 
4  1135,3 

{цільова функція} 
 884,1   

 
Таблиця 10.5.3 – Результати виконання процедури “Пошук 

розв’язку” 
 A B C D E F 

1 0 0  0 0 0 
2 210 210  420 920 840 
3 460 920  460 920 840 
4  1130  880   
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Отже, отримано такі результати: х1=0, х2=210, х3=460, 
f=1130. 

 

 
 

Рисунок 10.5.2 – Розв’язання задачі за допомогою Maple 
 

10.5.2 ЗАДАЧА ПРО ОДЕРЖАННЯ ДЕШЕВОГО СПЛАВУ 
МЕТАЛІВ 

 
У металургiйний цех подається латунь (сплав мiдi з 

цинком) чотирьох типiв із вмістом цинку 10, 20, 25 i 40% за 
цiною 10, 30, 40 i 60 грн. за 1 кг вiдповiдно. У яких пропорцiях 
потрiбно переплавляти цю сировину в цеху, щоб одержати сплав 
(латунь), що мiстить 30% цинку i при цьому є найдешевшим? 

Розв'язання 
Виразимо через хij масу, кг, j-го типу сировини, що 

використовується для одержання 1 кг необхiдного сплаву. Тодi 
поставлене завдання можна формалiзувати у такий спосiб: 
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10х1+30х2+40х3+60х4 → min,  
10х1+20х2+25х3+40х4= 30,  

х1+х2+х3+х4= 1,  
хj 0, j = 1,...,4.  

Її розв'язок х*=(1/3,0, 0, 2/3). Таким чином, найдешевшим 
є сплав першого i четвертого типів сировини у вiдношеннi 1:2. 

При розв’язанні симплекс-методом одержуємо: х1=0,33; 
х2=0; х3=0; х4=0,67; f=43,33. 

Запишемо умову задачi стосовно Excel. 

 
Рисунок 10.5.3 – Умова задачі в аналiтичному виглядi 

 

 
Рисунок 10.5.4 – Умова задачі в числовому виглядi 

 
При використанні пакету Excel i його процедури "Пошук 
розв'язку" отримано 

х1=0,3333; х2=0; х3=0; х4=0,6667; f=43,333333 

 
Рисунок 10.5.5 – Результати пошуку розв'язкiв 
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10.5.3 ЗАДАЧА ПРО РОЗРАХУНОК ЕЛЕКТРИЧНОЇ СИСТЕМИ 
 
Потрiбно забезпечити стабiлiзацiю напруги у межах вiд 

Uн1=36 В до Uн2=40 В при навантаженнi Rн=400 Ом на схемi 
стабiлiзатора (рис.10.5.6), якщо вхiдна напруга Uвх змiнюється вiд 
Uвх1=40 В до Uвх2=48 В. Передбачається використовувати 
стабiлiзатор iз параметрами U0=39 У, rст=18 Ом, i0=0,01 А, 
iм=0,15 А. 

Потрiбно розрахувати опiр резисторiв R0 i R1, якщо за 
критерiй ефективностi роботи схеми прийнята мiнiмальна 
потужнiсть, що розсiюється на цих резисторах. 

 

R0

Uвх

R1

Uн Rн

Iн

U0

rст

Icn
↓

↓

 
Рисунок 10.5.6 - Схема стабiлiзатора 

 
Напишемо рівняння Кірхгофа для контурів: 

( ) нст RRrU →→→ 10  і нвх RRRU →→→ 10 , 
,0)( 100 =+−+ RRIriU ’’–�  

U R i I I R Rвх ст н н н− + − + =0 1 0( ) ( ) .  
Розв’яжемо рiвняння вiдносно R1 i R0: 

R U i r I R I U i r U R Uст ст н н н ст ст н н н1 0 0 1= + − = + −( ) / ( ) / ,   
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R U I R R i I U U R R i U Rвх н н ст н вх н н ст н н0 1 1 1= − + + = − + +[ ( )] / ( ) [ ( / )] / ( / ) . 
Запишемо отриманi рiвняння для двох граничних значень 

живильної напруги Uвх: 
R U i r U R Uст н н н1 0 0 1 1min ( ) /= + − , 

R U i r U R Um ст н н н1 0 2 2max ( ) /= + − , 

R U U R R i U Rвх н н н н0 1 1 1 0 11min [ ( / )] / ( / )= − + + , 

R U U R R i U Rвх н н m н н0 2 2 1 21max [ ( / )] / ( / )= − + + . 

Пiдставимо в рiвняння числовi значення параметрiв: 
R1min=(39+0,01*18-36)400/36=35,3 Oм, 
R1max=(39+0,15*18-40)400/40=17 Ом, 
R0min=[40-36(R1/400 +1)]/(0,01+36/400) = 40-0,9R1, 
R0max=[48-40(R1/400+1)]/(0,15+40/400)= 32-0,4R1 

Тепер можна скласти обмеження для R0 i R1: 
R1≤35,3, 
R1≥17,               
R0≥40-0,9R1, 
R0≤32-0,4R1, 
R1≥0, R0≥0. 

Таким чином, якщо будуть виконуватися отриманi 
нерiвностi, то схема буде забезпечувати стабiлiзацiю напруги в 
заданих межах. 

Обмеження пропонують деяку свободу вибору 
номiнальних значень резисторiв R1 i R0. 

Вiдповiдно до умови задачi критерiєм якостi роботи 
системи є мiнiмальна потужнiсть Р, що втрачається на резисторах 
R1 i R0: 

.min)( 1
2

0
2 →++= RIRIiP ’’–�  

Приймемо для розрахунку середнi значення струмiв 
icm=0,15 A, IH=0,1 A. Тодi рiвняння цiльової функцiї набуде 
вигляду 

.min01,00625,0 10 →+= RRP  
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Таким чином, дана задача зведена до задачi лiнiйного 
програмування. 

При застосуваннi симплекс-методу для даної задачi 
одержимо: 

 
 
Таблиця 10.5.4 – Симплекс-таблиця 1 прикладу 10.6 

    PB CB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 
      P3 0 -40  -1 -0,9 1 0 0 0 
 ← P4 0 32   1  0,4 0 1 0 0 
      P5 0 35,3   0 1 0 0 1 0 
      P6 0 -17   0 -1 0 0 0 1 

   0,0625 0,01 0 0 0 0 
 
 
Таблиця 10.5.5 – Симплекс-таблиця 2 прикладу 10.6 

   PB    CB   b P1 P2 P3 P4 P5 P6 
      P3 0 -8 0 -0,5 1 1 0 0 
      P1 0,0625 32 1 0,4 0 1 0 0 
 ← P5 0 35,3 0 1 0 0 1 0 
      P6 0 -17 0 -1 0 0 0 1 

   0 -0,015 0 -0,0625 0 0 
 
 
Таблиця 10.5.6 – Симплекс-таблиця 3 прикладу 10.6 

PB CB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 
←P3 0 965 0 0 1 1 0,5 0 
    P1 -0,0625 1788 1 0 0 1 -0,4 0 
    P2 -0,01 35,3 0 1 0 0 1 0 
    P6 0 18,3 0 0 0 0 1 1 

   0 0 0 -0,0625 0,025 0 
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Таблиця 10.5.7 – Симплекс-таблиця 4 прикладу 10.6 
PB CB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 
P4 0 9,65 0 0 1 1 0,5 0 
P1 -0,0625 8,23 1 0 -1 0 -0,9 0 
P2 -0,01 35,3 0 1 0 0 1 0 
P6 0 8,3 0 0 0 0 1 1 
   0 0 0,0625 0 0,046 0 

 
Застосувавши пакет LP88, одержимо такий оптимальний 

розв'язок: 
R0= 8,23;  R1= 35,3;  P=0,867375. 
 

ВИСНОВКИ 
 
Таким чином, зібрано воєдино програми для функції 

однієї змінної і декількох змінних. Ці програми пройшли 
тестування й усі вони зберігаються в електронному підручнику, 
що допоможе студентам опановувати знання з курсу 
«Комп’ютерна реалізація методів оптимізації» як на звичайних 
практичних заняттях, так і під час дистанційного навчання. 

Одержавши навчальний матеріал в електронному вигляді з 
використанням телекомунікаційних мереж, студент може 
опановувати знання вдома, на робочому місці чи в спеціальному 
комп'ютерному класі в будь-якій точці України і зарубіжжя. 

Звичайно, будучи одним з перших, цей курс не 
позбавлений деяких недоліків як з методичної точки зору, так і з 
технічної, але він демонструє явні переваги використання 
гіпертекстових технологій для навчальних систем.  

Об'єднання методів та рекомендацій щодо використання 
розробленого програмного забезпечення, в якому реалізовані 
оптимізаційні алгоритми, в єдиний методичний посібник буде 
корисним широкому колу читачів: підприємцям, інженерам, 
економістам, фахівцям з математичного забезпечення ЕОМ, 
викладачам, аспірантам і студентам вищих навчальних закладів. 
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ДОДАТОК А  
(довідковий) 

ПЕРЕЛІК МЕТОДІВ, 
ОПИС ЯКИХ ПОДАНО У ДАНОМУ КУРСІ 

 
 
1 Методи безумовної оптимізації 
1.1 Методи одновимірної оптимізації: 

¾ a) методи виключення інтервалів: 
¾ половинного ділення; 
¾ "золотого" перетину; 
¾ Фiбоначчi; 

¾ б) методи поліноміальної апроксимації; 
¾ в) методи з використанням похідних: 

¾ хорд; 
¾ дотичних; 
¾ середньої точки. 

1.2 Методи багатовимірної оптимізації: 
a) методи нульового порядку: 

¾  покоординатного спуску; 
¾  Хука-Дживса; 
¾  симплексний метод Нелдера-Мiда. 

б) методи першого порядку: 
¾ градiєнтний покроковий; 
¾ найшвидшого спуску (метод Коші); 
¾ Ньютона; 
¾ модифікований Ньютона; 
¾ сполучених градієнтів: 

⇒ Давідона-Флетчера-Пауелла; 
⇒ Флетчера-Рівса. 

2 Методи умовної оптимізації: 
¾ а) методи прямого пошуку: 

¾ модифікований Хука-Дживса; 
¾ комплексів; 
¾ випадкового пошуку. 
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¾ б) методи штрафних функцій: 
¾ внутрішніх штрафних функцій; 
¾ зовнішніх штрафних функцій; 
¾ комбіновані штрафних функцій; 
¾ Фiако-Маккормiка; 

¾ в) методи лінеаризації: 
¾ алгоритм Франка-Вульфа. 

3 Методи розв'язання задач лiнiйного програмування: 
3.1 Графiчний метод розв'язання задач лiнiйного 

програмування. 
3.2 Симплекс-метод розв'язання задач лiнiйного 

програмування. 
4 Методи оптимiзацiї в пакетах прикладних програм: 

4.1 Excel. 
4.2 Maple. 
4.3 LP88. 
4.4 Met_Opt. 

5 Методи оптимiзацiї управлiнських процесiв: 
¾ принцип максимуму Понтрягіна; 
¾ метод Рітца. 

6 Методи оптимiзацiї на графах. 
 

 
 
Рисунок А.1 – Вигляд “Покажчика” у вікні броузера
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ДОДАТОК Б 
(довідковий) 

ПРОЦЕДУРИ МОДУЛЯ IDVVOD 
 
Даний модуль містить процедури введення вихідних даних для методів 

оптимізації 
 
{--Для методів одновимірної оптиміації--} 
 
1.1 Для методу половинного ділення 
procedure VvodIsx_PD(var a,b,e:real; var fil:text); 
1.2 Для методу "золотого" перетину 
procedure VvodIsx_GS(var a,b,e:real; var fil:text); 
1.3 Для методу Фібоначчі 
procedure VvodIsx_FC( var f:mas; var n:integer; var a,b,e:real; var fil:text); 
1.4 Для квадратичної інтерполяції 
procedure VvodIsx_Kv(var a,h,e:real; var fil:text); 
 
{--Для методів із використанням похідних--} 
 
1.5 Для методу хорд 
procedure VvodIsx_Hord(var a,b,e:real; var fil:text); 
1.6 Для методу середньої точки 
procedure VvodIsx_MP(var a,b,e:real; var fil:text); 
1.7 Для методу Hьютона-Раффсона 
procedure VvodIsx_NR(var x,e:real; var fil:text); 
 
{--Для методів прямого пошуку--} 
 
2.1 Для методу Хука-Дживса 
procedure VvodIsx_XD(n:integer; var x:mas; var h,e:real; var fil:text); 
2.2 Для методу  покоординатного спуску 
procedure VvodIsx_PS(n:integer; var x:mas; var d,d1,r:real; var m2:integer; 
                     var fil_name:text); 
2.3 Для симплексного методу Нелдера-Міда 
procedure VvodIsx_NM(n:integer; var s:mass; var k,al,be,ga,eps:real; var fil:text); 
 
{--Для градієнтних методів--} 
2.4 Для методу найшвидшого спуску 
procedure VvodIsx_NS(n:integer; var x:mas; var h,eps:real; var fil:text); 
2.5 Для методу Давідона-Флетчера-Пауелла 
procedure VvodIsx_DFP(n:integer; var x:mas; var eps:real; var fil:text);
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Опис параметрів процедур введення вхідних даних для методів 

оптимізації 
 
{--Для методів одновимірної оптимізації--} 
 
1.1 Для методу половинного ділення 
procedure VvodIsx_PD(var a,b,e:real; var fil:text); 
 
a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
1.2 Для методу "золотого" перетину 
procedure VvodIsx_GS(var a,b,e:real; var fil:text); 
 
a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
1.3 Для методу Фібоначчі 
procedure VvodIsx_FC( var f:mas; var n:integer; var a,b,e:real; var fil:text); 
 
f   - числа Фібоначчі; 
n   - кількість розбивок; 
e   - epsilon (точність); 
a,b - інтервал (a,b); 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
1.4 Для квадратичної інтерполяції 
procedure VvodIsx_Kv(var a,h,e:real; var fil:text); 
 
a   -  початкове значення; 
h   -  довжина кроку; 
e   -  точність; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
{--Для методів із використанням похідних--} 
 
1.5 Для методу хорд 
procedure VvodIsx_Hord(var a,b,e:real; var fil:text); 
 
a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
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1.6 Для методу середньої точки 
procedure VvodIsx_MP(var a,b,e:real; var fil:text); 
 
a,b - межі інтервалу пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
1.7 Для методу Hьютона-Раффсона 
procedure VvodIsx_NR(var x,e:real; var fil:text); 
 
x   - початкове значення пошуку оптимуму; 
e   - точність (похибка) пошуку; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
{--Для методів прямого пошуку--} 
 
2.1 Для методу Хука-Дживса 
procedure VvodIsx_XD(n:integer; var x:mas; var h,e:real; var fil:text); 
 
n   - кількість змінних функції; 
x   - координати початкової точки; 
h   - довжина кроку h; 
e   - похибка; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
2.2 Для методу  покоординатного спуску 
procedure VvodIsx_PS(n:integer; var x:mas; var d,d1,r:real; var m2:integer; 
                      var fil_name:text); 
n   - кількість змінних функції; 
x   - координати початкової точки; 
d   - довжина кроку; 
r   - коефіцієнт зміни кроку; 
d1  - мінімальний розмір кроку; 
m2  - максимальна кількість обчислень функції; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
2.3 Для симплексного методу Нелдера-Міда 
procedure VvodIsx_NM(n:integer; var s:mass; var k,al,be,ga,eps:real; var fil:text); 
 
n   - кількість змінних функції; 
s   - початкове наближення; 
k   - довжина кроку; 
al,be,ga - значення коефіцієнтів альфа, бета і гамма; 
eps - точність; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
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{--Для градієнтних методів--} 
2.4 Для методу найшвидшого спуску 
procedure VvodIsx_NS(n:integer; var x:mas; var h,eps:real; var fil:text); 
 
n   - кількість змінних функції; 
x   - координати початкової точки; 
h   - довжина кроку h; 
e   - похибка; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
 
2.5 Для методу Давідона-Флетчера-Пауелла 
procedure VvodIsx_DFP(n:integer; var x:mas; var eps:real; var fil:text); 
 
n   - кількість змінних функції; 
x   - координати початкової точки; 
e   - похибка; 
fil - змінна імені файлу, у який будуть виводитися результати пошуку. 
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ДОДАТОК В  
(довідковий) 

СПИСОК ПРОГРАМ 
 
1 Програми, що реалізують методи одновимірної оптимізації: 

¾ програма, яка реалізує метод половинного 
ділення; 

¾ програма, яка реалізує метод "золотого" 
перетину; 

¾ програма, яка реалізує метод Фiбоначчi; 
¾ програма, яка реалізує метод квадратичної 

інтерполяції (метод Пауелла); 
¾ програма, яка реалізує метод кубічної 

інтерполяції; 
¾ програма, яка реалізує метод хорд; 
¾ програма, яка реалізує метод дотичних; 
¾ програма, яка реалізує метод середньої точки. 

2 Програми, що реалізують методи багатовимірної оптимізації: 
a) програми, що реалізують методи нульового порядку: 

¾ програма, яка реалізує метод покоординатного 
спуску; 

¾ програма, яка реалізує метод Хука-Дживса; 
¾ програма, яка реалізує симплексний метод 

Нелдера-Мiда; 
б) програми, що реалізують методи першого порядку: 

¾ програма, яка реалізує метод найшвидшого 
спуску (метод Коші); 

¾ програма, яка реалізує метод Ньютона; 
¾ програма, яка реалізує модифікований метод 

Ньютона; 
¾ програма, яка реалізує метод Давідона-

Флетчера-Пауелла; 
¾ програма, яка реалізує метод Флетчера-Рівса. 

3 Програми, що реалізують методи умовної оптимізації; 
¾ програма, яка реалізує модифікований метод 

Хука-Дживса; 
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¾ програма, яка реалізує метод комплексів; 
¾ програма, яка реалізує метод випадкового 

пошуку;
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¾  
¾ програма, яка реалізує метод зовнішніх 

штрафних функцій; 
¾ програма, яка реалізує комбінований метод 

штрафних функцій (метод Фiако-Маккормiка); 
¾ програма, яка реалізує алгоритм Франка-

Вульфа. 
4 Програми, що реалізують методи розв'язання задач 

лiнiйного програмування: 
¾ програма, яка реалізує графiчний метод 

розв'язання задач лiнiйного програмування; 
¾ програма, яка реалізує симплекс-метод 

розв'язання задач лiнiйного програмування; 
¾ прикладний пакет LP88, що реалізує симплекс-

метод розв'язання задач лiнiйного 
програмування. 

5 Програми, що реалізують методи оптимiзацiї 
управлiнських процесiв: 

¾ програма, яка реалізує метод Рітца. 
6 Програми, що реалізують методи оптимiзацiї на графах: 

¾ програма, яка дозволяє знайти найкоротший 
шлях у графі; 

¾ програма, що дозволяє розв’язати задачу 
Прима-Краскала з різними вхідними даними. 

7 Допоміжні програми: 
¾ програма, яка дозволяє побудувати графік 

функції з однією змінною; 
¾ програма, яка реалізує лабораторне заняття. 
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ДОДАТОК Г 
(довідковий) 

ЗВІТИ LP 88 
Одержання звiтiв - Generating Reports 

OUTPUT MENU керує генеруванням звiтiв i аналiзом чутливостi. 
Натиснiть функцiональну клавiшу F8 OUTPUT MENU (меню виводу). У рядку 
функцiональної клавiшi тепер з'явиться вибiрка OUTPUT MENU (меню 
виводу). 

Натиснiть функцiональну клавiшу F1 (Primal Values) (Прямi 
значення). LP88 створить i роздрукує таблицю, яка являє собою основний 
розв’язок завдання-зразка. Ви можете одержати до 6 рiзних таблиць, 
натискаючи функцiональнi клавiшi в будь-якому порядку, поки на екранi 
висвiчується iм'я задачi. Коли закiнчите, повертайтеся до MASTER MENU, 
натиснувши функцiональну клавiшу F9 (MASTER MENU). 

 
Робота симплекс-алгоритму - To See How the Simplex 

Algorithm Works 
LP88 дозволяє побачити, як симплекс-алгоритм додає i вилучає змiннi 

доти, поки не знайдено оптимальний розв’язок або встановлено, що задача ЛП 
не може бути розв’язана. При бажаннi Ви можете записати цей процес. 

Щоб побачити, як працює алгоритм, Ви повиннi знову розв’язати 
SAMPLE, тому натиснiть клавiшу F2 Solve Problem (Розв’язати задачу). Коли 
на екранi з'явиться список допускiв i програмних запитів, дайте вiдповiдь на 
запитання в 23-му рядку: 

 
***************************************************** 

* Input Control Number (<Enter> to Run)? 14 * 
* Input New Value? Yes * 
*=============================================* 
* Введене контрольне число (<Enter>, щоб виконати)? 14 * 
* Введення нового значення? Так * 

****************************************************** 
 
LP88 видрукує рядок для обчислення кожної опорної точки, 

показуючи вхiднi i вихiднi змiннi та iншу iнформацiю. Тепер натиснiть 
клавiшу <Enter>, щоб почати процес розв’язання SAMPLE. Ви можете 
"провести" LP88 через симплекс-алгоритм за допомогою функцiональних 
клавiш, поки розв’язується SAMPLE. Для цього натиснiть функцiональну 
клавiшу F2 Step/Continue (Крок/Продовження) вiдразу ж пiсля того як LP88
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почне розв’язання SAMPLE. LP88 зробить паузу пiсля обчислення кожної 
опорної точки. Пiд час паузи iм'я задачi з'являється у верхньому лiвому куті 
екрана в реверсивному кольорi. Для виконання обчислень тiльки по однiй 
опорній точці натиснiть функцiональну клавiшу F1 Pause/Continue 
(Пауза/Продовження). Пiсля того як LP88 виконає обчислення опорної точки, 
вiн знову зробить паузу. Ви повиннi натискати функцiональну клавiшу F1 для 
кожної вiдправної точки доти, поки знову не натиснете F2. Коли Ви натиснете 
F2 вдруге, паузи припиняються i вiдновлюється безупинне виконання 
програми. 

 
Закiнчення сеансу - To End the Session 

Натиснiть функцiональну клавiшу F9 End Session (Кiнець сеансу) у 
MASTER MENU. Вам запропонують верифiкувати кiнець сеансу: 

 
************************************************* 

* Do You Want to End the Session (Y/N)? Y* 
*==========================================* 
* Ви хочете закiнчити сеанс (Так/нi)? Так * 

************************************************* 
Керування повертається до DOS. 
 

Робота в пакетному режимi - Do It All in Batch Mode 
Всi операцiї можуть бути виконанi автоматично в пакетному режимi. 

Файл BATCH.SAM на дистрибутивнiй дискетi включає набiр команд, що 
дублюють послiдовнiсть iнструкцiй, які Ви тiльки що дали LP88 в 
iнтерактивному режимi. Для виконання усiх команд з цього командного файлу 
введiть таку команду DOS: 

A>LP88 BATCH.SAM 
або 
C>LP88 BATCH.SAM,      якщо файл на диску С. 
Команди з'являються на екранi в 23-му рядку пiд час зчитування з 

BATCH.SAM та його виконання. 
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ДОДАТОК Д 
(довідковий) 

РЕКОМЕНДАЦІЇ ЩОДО ВИКОРИСТАННЯ LP 88 
 
 

Даний додаток являє собою послiдовний опис використання LP88 для 
постановки задачi ЛП, її збереження i пошуку, а також розв’язання та 
одержання друкованого звiту. Ми не намагаємося показати усе, що можна 
робити з LP88, а описуємо тiльки основнi кроки. 

Для навчання Вам потрiбно мати розмiчену резервну дискету. Крiм 
того, потрiбен друкувальний пристрiй, зв'язаний iз комп’ютером; він повинен 
бути включеним i готовим до друку. 

Для прикладу будемо використовувати таку задачу максимiзації з 
трьома обмеженнями i шiстьма змiнними:  

 
Знайти: X1, X2, X3, X4, X5 i X6, 
MAX: 2*X1 + X2 + 4*X3 - 2*X4 + X5 - X6 
за умови:  

X1 + X2 + X3 + X4 + X5 - X6 <= 100, 
X1 - 2*X3 + X4 + X6 = 25, 
5*X2 + X3 + X5 = 40. 

Усi змiннi невiд`ємнi. 
 
Нефiктивнi змiннi позначенi X1, X2 i т.д. Цiльова функцiя - це лiнiйний 

вираз, тобто її потрiбно максимiзувати. Обмеження містить лiнiйну рiвнiсть i 
двi лiнiйних нерiвностi. Нерiвностi можна перетворити в рiвностi, додавши 
фiктивну змiнну S1 у лiву частину першого i помноживши фiктивну змiнну S2 
iз другої нерiвностi. Усi змiннi, враховуючи фiктивнi, можуть бути бiльшими 
або дорівнювати нулю. 

 
Запуск програми 

Виберiть на панелi або надрукуйте у командному рядку LP88.EXE. 
Пiсля завантаження даного файлу Ви повиннi бачити на дисплеї повiдомлення 
про авторськi права на LP88, потiм лістинг варiантiв меню, доступних для 
користувача, пiд кожним iз чотирьох меню програм (рис.Д.1). 

Пiсля лiстингу меню на екранi з'явиться серiя запитань. 
Вашi вiдповiдi на цi запитання нададуть LP88 дані про конфiгурацiю 

системи на час сеансу. 
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Linear Programming for the IBM PC LPX8
MASTER MENU SETUP MENU EXECUTION MENU OUTPU

F1 SETUP MENU FILES LIST PAUSE/CONTINUE PRIMA

F2 SOLVE PROBLEM NEW PROBLEM STEP/CONTINUE DUAL V

F3 RERUN w BASIS DISPLAY EDITOR INVERT MATRIX COST R

F4 RESTART w INV SAVE PROBLEM CHANGE LIMITS RHS RA

F5 GET SOLUTION DELETE FILE PIVOT ON X INVER

F6 OLD PROBLEM OLD PROBLEM DELTA X INV*A 

F7 BATCH MODE INPUT FILE SHORT PRINTOUT SAVE S

F8 OUTPUT MENU RECORD PIVOTS SAVE BASIS SAVE B

F9 END SESSION MASTER MENU MASTER MENU MASTE

F10 HELP HELP HELP HELP

8 - Version 4.11 (C)Copyright Eastern Software Products, Inc. 1983, 1984
19750 Bytes Free
Input Storage File for Printed Output (<Enter for Printer)?

 
Рисунок Д.1 – Вигляд екрана після запуску lp88.exe 
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Щоб почати працювати з друкувальним пристроєм iз 80-символьним 
рядком (наприклад, з матричним принтером Epson LX1050+), треба вiдповiсти 
на такі запитання: 

 
*******************************************************  

* Input Storage File for Printed Output * * (<Enter for Printer>)? CON *  
* Input Line Width for Printed Output? 80 or <Enter>*  
* Input Storage File for Coefficient Array * * (<Enter for Memory>)? <Enter>*  
* Input Storage File for Inverse Array * * (<Enter for Memory>)? <Enter>*  
* WARNING: Default Drive Must NOT be Write Protected. *  

*===============================================*  
* Вхiдний файл збереження для друкування* * (<Введення для принтера>)? CON* 
* Вхiдна ширина рядка для друкування? 80 або <введення> *  
* Вхiдний файл збереження масиву коефiцiєнтiв (<Введення для пам'ятi>)? <введення> *  
* Вхiдний файл збереження масиву зворотної матрицi (<Введення для пам'ятi>)? 

<введення>*  
* ПОПЕРЕДЖЕННЯ: Дисковод за замовчуванням не повинен бути захищений вiд запису.)  

*******************************************************  
 
За вiдсутностi принтера Ви може передати вихiднi данi на екран 

дисплея, вiдповiвши на перше запитання iм'ям файлу "CON". Коли Ви 
закiнчите вiдповiдати на запитання, LP88 посилає порожнiй рядок на той 
файл/пристрiй, що Ви визначили для друку. Якщо рядок не можна записати, то 
на екранi з'явиться ОСНОВНИЙ (BASIC) код помилки i LP88 завершить 
роботу. 

Зараз Ви повиннi бачити в 23-му рядку iнструкцiю: 
*******************************************************  

* Press Function Key for MASTER Menu Selection *  
* 1SETUP *  
* 2SOLVE *  
* 3RERUN *  
* 4RESTAR *  
* 5GET SO *  
* 6OLD PR *  
* 7BATCH *  
* 8OUTPUT *  
* 9END SE *  
* 10HELP *  

*===============================================*  
* Натиснiть функцiональну клавiшу для виклику головного меню *  

*******************************************************  
Вибiрка головного меню (MASTER MENU) з'явиться в рядку 

функцiональної клавiшi внизу екрана. LP88 перебуває в iнтерактивному 
режимi i готовий виконувати команди, як тiльки Ви натиснете функцiональнi 
клавiшi. 
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Допомога - F10 - To Get Help 
Остання функцiональна клавiша F10 у кожному меню - це клавiша 

допомоги (HELP). Як тiльки Ви натиснете клавiшу F10(HELP), на екранi 
вiдтворюється повiдомлення про авторськi права на LP88 i меню програм, як i 
зараз. Активне меню завжди iдентифiковано в 23-му рядку, а меню програм 
завжди з'являється в рядку функцiональних клавiш внизу екрана. 

 
Постановка задачi ЛП - F1 - Setting Up a Linear Program 

Для введення нової задачi ЛП LP88 повинен перебувати пiд 
керуванням SETUP MENU (меню встановлення параметрів). Це здiйснюється 
натисканням функцiональної клавiшi F1 (SETUP MENU). Екран вивільниться, 
i вгорi в 2 рядках з'явиться заголовок задачi. Вибiрка MASTER MENU 
(головного меню) у рядку функцiональних клавiш буде замiнена на вибiрку 
SETUP MENU (меню встановлення параметрів). Якщо Ви ще цього не 
зробили, то натиснiть функцiональну клавiшу F1 (SETUP MODE). 

Тепер натиснiть функцiональну клавiшу F2 (нова задача). Ви 
починаєте вводити завдання-зразок, вiдповiдаючи на наступнi запитання, що 
з'являються по черзі у верхнiй частинi екрана: 
 
****************************************************  

* Name of New Problem? SAMPLE *  
* Objective (MAX or MIN)? MAX *  
* Number of Constraints? 3 *  
* Number of Nonslack Variables? 6 *  

*===============================================*  
* Iм'я нової задачi? SAMPLE *  
* Цiльова функцiя (MIN або MAX)? MAX *  
* Число обмежень ? 3 *  
* Число нефiктивних змiнних? 6 *  

****************************************************  
Вiдновлюється заголовок задачi, i Ви готовi почати введення 

коефiцiєнтiв завдання-зразка ЛП. LP88 вважає SAMPLE поточною задачею. 
Вибiрки усiх меню застосовуються до SAMPLE, поки вона виступає поточною 
задачею лiнiйного програмування. Зазначимо, що iм'я поточної задачi 
з'являється в реверсивному кольорi в заголовку задачi. Це означає, що LP88 
очiкує вiд Вас натискання однiєї з функцiональних клавiш. 

LP88 автоматично надає iмена обмеженням i змiнним нової задачi за 
замовчуванням. Iмена обмежень - Y1, Y2, Y3 та змiнних Х1, Х2, Х3, Х4, Х5 і Х6. 
Для обмежень можуть бути також створенi фiктивнi змiннi. Вiдповiдно до 
обмежень фiктивним змiнним надаються iмена S1, S2 i S3. 
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Використання екранного редактора - F3 - Using the 
Display Editor 

Найбiльш легкий спосiб введення коефiцiєнтiв задачi невеликої 
розмiрностi - використання екранного редактора LP88. Натиснiть 
функцiональну клавiшу F3 (Екранний редактор). У 23-му рядку Вас запитають 
iмена рядка i стовпця у верхньому лiвому куті секцiї масиву коефiцiєнтiв 
розмiрнiстю 10 рядкiв на 15 стовпцiв. Ця секцiя масиву разом iз вiдповiдними 
елементами рядка цiльової функцiї (RETURN) i стовпця правої частини (RHS) 
виводиться на екран для редагування. Iм'я рядка Y1 i iм'я стовпця X1 вказують 
для екранного редактора верхнiй лiвий кут задачi SAMPLE. Ви можете 
показати на екранi всю задачу, вiдповiдаючи на такі запитання: 
 
*******************************************************  

* Upper Left-Hand Corner Row ID? Y1 *  
* Upper Left-Hand Corner Column ID? X1 *  

*===============================================*  
* Верхнiй лiвий кут рядка ID? Y1 *  
* Верхнiй лiвий кут стовпця ID? X1 *  

******************************************************  
Пiсля введення iмен рядкiв i стовпцiв виникне коротка пауза, доки 

LP88 встановлює зображення на екранi. Коли на екранi з'явиться зображення, 
вiдзначте, що число обмежень тимчасово зросло до 15, а число змiнних - до 10. 
Цi доповнення дозволять Вам додати в поточну задачу новi обмеження i 
цiлочисловi змiннi. Якщо Ви коли-небудь користувалися якоюсь популярною 
програмою оброблення електронних таблиць, то робота з екранним 
редактором не викликає ускладнень. Майже все, що Ви бачите на екранi мiж 
заголовком i рядком функцiональних клавiш, можна модифiкувати за 
допомогою екранного редактора, враховуючи цiльову функцiю (MAX), iм'я 
параметрiв функцiї мети (RETURN), iмена обмежень (Y1 i т.д.), вигляд 
спiввiдношення в обмеженнях (<, =, > i т.д.). 

Усi елементи масиву коефiцiєнтiв, рядки цiльової функцiї i стовпця 
правої частини спочатку мають значення 0. Вiдповiднi елементи не 
відображені на екранi, за винятком елементiв правої частини, де на екранi 
з'являється 0. Усi обмеження поданi спочатку у виглядi рiвностей. Екранний 
редактор має курсор, що містить рядок iз шести від’ємних символiв. Ви 
можете знайти курсор на початку 4-го рядка екрана вiдразу за "MAX" (позицiя 
Home). Позицiя курсора показує компонент поточної задачi, що буде 
замiнений на данi, введенi з клавiатури. Для керування позицiєю курсора 
використовується клавiша <Enter> i клавiшi цифрової клавiатури (клавiшi 
цифрової клавiатури розмiщені в правiй частинi клавiатури ПК), клавiшi, 
позначенi стрiлочками i словами "Home" i "End". Цi клавiшi функцiонують 
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вiдповiдно до нанесених на них символів переміщення курсора вiд елемента до 
елемента. 

Введемо тепер коефiцiєнти задачі-зразка. Щоб ввести коефiцiєнт "3" 
для змiнної X1, натиснiть цифровi клавiшi "6", а потiм "2". Курсор тепер 
повинен знаходитися пiд X1 у рядку з мiткою RETURN. Видрукуйте "3" i 
перемістіть курсор на наступну позицiю. Тепер коефiцiєнт "3" з'являється на 
екранi в потрiбному мiсцi. Повторюйте процес для iнших коефiцiєнтiв задачi-
зразка. Не забувайте ввести <= i = для обмежень Y1, Y2 i Y3. 

 
Запис лiнiйної програми - F4 - To Save Linear Program 

Замiніть робочу дискету в дисководі А на відформатовану порожню 
дискету. Для запису поточної задачi перевiрте, по-перше, рядок 
функцiональної клавiшi, щоб переконатися, що система пiд керуванням 
SETUP MENU, потiм натиснiть функцiональних клавiш F4 SAVE PROBLEM 
(запис задачi). 

LP88 пiдказує Вам iм'я файлу для задачi , що записується. Iм'я файлу i 
команду SAVE перевiряють до того, як запишуть на дискету задачу. Для 
запису SAMPLE з iм'ям файлу SAMPLE треба вiдповiсти на запитання, що 
з'являються пiд заголовком задачі: 
 
*******************************************************  

* Name for Saved Problem? SAMPLE *  
* SAMPLE to be Saved as SAMPLE (Y/N)? Y *  

*===============================================*  
* Iм'я задачi, що записується? SAMPLE *  
* SAMPLE повинна бути записана як SAMPLE (ТАК/НI)? ТАК *  

*******************************************************  
Послiдовний файл SAMPLE.LP буде записаний на вибраний вами 

диск (за замовчуванням). Щоб перевiрити, чи записаний файл, потрібно дати 
вiдповідь на запитання в 4-му рядку: 
 
*****************************************  

* Name of Drive? A or <Enter> *  
*==================================*  

* Iм'я дисковода? А або <Enter>) *  
*****************************************  

Усi без винятку файли на диску виводяться на екран. SAMPLE.LP 
повинен бути серед них. 

 
Пошук лiнiйної програми - To Retrieve a Linear Program 

Переконайтеся, що SETUP MENU все ще в рядку функцiональних 
клавiш. Тепер натиснiть функцiональну клавiшу F6 OLD PROBLEM (Стара 
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задача). Введiть iм'я записаної задачi, вiдповiвши на запитання, що з'являється 
в 4-му рядку: 
**********************************  

* Old Problem Name? SAMPLE *  
*============================*  

* Iм'я старої задачi? SAMPLE *  
**********************************  

Не додавайте до iменi задачi розширення LP.  
Задача-зразок ЛП знайдена в тому виглядi, як була записана, i тепер це 

поточна задача. Ви можете переконатися, що запис i пошук SAMPLE здiйснені 
правильно, вивiвши задачу на екран за допомогою екранного редактора. 
Просто натиснiть функцiональну клавiшу F3 (Екранний редактор) i введiть, як 
i ранiше, верхнiй лiвий кут. 

 
Розв’язання задачi ЛП - F2 - To Solve a Linear Program 

У Вас на екранi в рядку функцiональних клавiш усе ще SETUP 
MENU? Якщо так, то натиснiть функцiональну клавiшу F9 (MASTER MENU), 
щоб повернутися до вибiрки головного меню (MASTER MENU). Коли на 
екранi в рядку функцiональних клавiш з'явиться головне меню (MASTER 
MENU), натиснiть функцiональну клавiшу F2 SOLVE PROBLEM (розв’язати 
задачу). 

Доки LP88 розв’язує задачу ЛП, на екранi зберiгається поточний опис 
статусу обчислень. Заголовок на екранi роздiлений на двi частини. Тепер Ви 
повиннi бачити вихiдний стан обчислень, потiм список значень за 
замовчуванням для рiзних допускiв i програмних керувань. LP88 не вимагає 
змiн у цих параметрах при розв’язаннi SAMPLE, тому Ви можете вiдповiсти на 
запитання в 23-му рядку так: 
*****************************************************  

* Input Control Number (<Enter> to Run)? <Enter> *  
*===============================================* 

* Введіть контрольне число (<Enter>, щоб виконувати програму)? <Enter> * 
******************************************************  

LP88 потрiбно 1-2 хвилини на пошук оптимального розв’язання 
SAMPLE при використаннi симплекс-методу. Коли LP88 закiнчить 
розв’язання SAMPLE, інформація на Вашому дисплеї повинна виглядати так: 
*******************************************************  

SAMPLE SOLUTION IS OPTIMAL DATE XX-XX-XXXX TIME XX:XX:XX  
MAXIMUM ENTERS: X5 BASIS X: 3 VARIABLES: 6  
PIVOTS: 3     LEAVES: BASIS   S: 0        SLACKS: 2  
LAST INV: 0  DELTA -16667      RETURN 2125    CONSTRAINTS: 3  
BASIS X3 X1 X5  
PRIMAL 175 60 225  
DUAL 35 -15 -25  
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*******************************************************  
Цей короткий виклад розв’язання задачi ЛП також посилається на 

друкувальний пристрiй або у файл, якщо це було передбачено при введенні 
початкових параметрів. Якщо дані на екрані iнші, то Ви некоректно задали 
задачу-зразок. Повернiться до того моменту, коли Ви шукали файл 
SAMPLE.LP. 

Базис розв’язання SAMPLE складається із змiнних, поданих на екранi 
в рядку BASIS. Значення їх розв’язкiв з'являться нижче в рядку PRIMAL. Усi 
iншi зміннi задачі-зразка дорiвнюють 0, включаючи фiктивнi змiннi, додані 
LP88. 

Подвійні, або тiньовi, значення обмежень з'являються одне за одним 
на екранi в рядку DUAL. Значення розв’язку подвійної змiнної для обмеження 
У1=3,5, для У2=-1,5 i для У3= -2,5. 

Поки LP88 розв’язував SAMPLE, Ви могли помiтити, що в рядку 
функцiональних клавiш MASTER MENU було замiнено на EXECUTION 
MENU. Однак, коли задача розв’язана, знову з'являється MASTER MENU. 

Ви також могли помiтити iм'я "****" серед списку базисних змiнних. 
Цим способом LP88 iдентифiкує штучну змiнну в базисi пiд час фази I у 
симплекс-алгоритмi. 

 
Запис i багаторазове використання базису 

F8 - To Save and Reuse a Basis 
LP88 дозволяє записувати i багаторазово використовувати базис 

розв’язання. Це дуже зручно при розв’язаннi задач ЛП великої розмiрностi, що 
можуть включати багато опорних точок для розв’язання зi штучного базису, 
який складається з окремих елементiв i штучних змiнних. 

Натиснiть у головному меню (MASTER MENU) клавiшу F8 (OUTPUT 
MENU) для переходу в меню виводу. Тепер натиснiть функцiональну клавiшу 
F8 Save Basis (Запис базису) у меню виводу (OUTPUT MENU). LP88 запитає 
iм'я файла базису i потiм верифiкує файл на предмет того, чи записаний він. 
Ви можете записати базис розв’язання задачi-зразка у файлi BASIS.LPB, 
вiдповiвши на такі питання: 
 
*******************************************************  

* Name for Saved Basis File? BASIS *  
* SAMPLE Basis is to be Saved as BASIS (Y/N)? Y *  

*==============================================*  
* Номер файлу базису, що записується? BASIS *  
* Базис SAMPLE повинен бути записаний як BASIS (ТАК/Нi)? ТАК *  

*******************************************************  
Не додавайте модифiкатор ".LP" до iменi файлу базису. LP88 зробить 

це автоматично. 
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Щоб використовувати записаний базис як вiдправну точку в 
симплекс-алгоритмi, натиснiть функцiональну клавiшу F3 (Rerun w Basis – 
повернутися до базису) замiсть F2 (Solve Problem - розв’язати задачу), коли Ви 
готовi розв’язувати поточну задачу. Потiм LP88 запитає у Вас iм'я 
збереженого файлу базису. 

Щоб знову розв’язати SAMPLE, використовуючи BASIS, натиснiть 
функцiональну клавiшу F3 (Rerun w Basis) i iм'я файлу BASIS на диску: 
 
*****************************  

* Name of Basis? BASIS *  
*=======================*  

* Iм'я базису? BASIS *  
*****************************  

Тепер, щоб реконструювати розв’язання, LP88 потрiбно тiльки 
повторно iнвертувати матрицю базисних стовпцiв. Коли LP88 зробить це, на 
екранi дисплея знову з'явиться розв’язок. 
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ДОДАТОК Е  
(довідковий) 

ПАРАМЕТРИ “ПОШУКУ РОЗВ’ЯЗКУ” 
 
Максимальний час 
Застосовується для обмеження часу, що відводиться на пошук 

розв’язання задачі. У поле можна ввести час (у секундах), числове 
значення якого не повинно перевищувати 32767; значення 100, 
використовуване за замовчуванням, може застосовуватися для 
розв’язання більшості простих задач. 

Ітерації 
Опція використовується для керування часом розв’язання 

задачі, шляхом обмеження кількості проміжних обчислень. У поле 
можна ввести кількість, яка не перевищує 32767; значення 100, 
використовуване за замовчюванням, застосовується для розв’язання 
більшості простих задач. 

Точність 
Використовується для задання точності, з якою визначається 

відповідність клітини цільовому значенню або наближення до 
зазначених меж. Поле повинне містити число з інтервалу від 0 (нуля) 
до 1. Низька точність відповідає введеному числу, що містить меншу 
кількість десяткових знаків, ніж число, використовуване за 
замовчуванням (наприклад, 0,0001). Висока точність збільшить час, 
який потрібен для того, щоб зійшовся процес оптимізації. Можна 
істотно прискорити процес пошуку розв’язання, якщо задати вихідні 
значення клітин моделі, які впливають, близькими до шуканих 
результатів. 

Допустиме відхилення 
Використовується для задання допуску на відхилення від 

оптимального розв’язання, якщо безліч значень клітини, яка впливає, 
обмежено безліччю цілих чисел. При зазначенні більшого допуску 
пошук розв’язку закінчується швидше. 

Лінійна модель 
Використовується для прискорення пошуку розв’язку лінійної 

задачі оптимізації або лінійної апроксимації нелінійної задачі. 
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Показувати результати ітерацій 
Використовується для припинення пошуку розв’язку, щоб 

надати можливість переглядати результатів окремих ітерацій. 
Автоматичне масштабування 
Використовується для запуску автоматичної нормалізації 

вхідних і вихідних значень, які якісно розрізняються за розмірами, 
наприклад, максимізація прибутку у відсотках стосовно вкладень, що 
обчислюються у мільйонах гривень. 

Оцінка 
Використовується для зазначення методу екстраполяції (лінійна 

або квадратична), який буде використовуватися для одержання 
вихідних оцінок значень змінних у кожному одновимірному пошуку. 

Лінійна 
Застосовується для використання лінійної екстраполяції вздовж 

дотичного вектора. 
Квадратична 
Застосовується для використання квадратичної екстраполяції, 

що дає кращі результати при розв’язанні нелінійних задач. 
Похідні 
Ця опція необхідна для зазначення методу чисельного 

диференціювання (прямі або центральні похідні), який 
використовується для обчислення частинних похідних цільових та 
обмежувальних функцій. 

Прямі 
Опція використовується для гладких безперервних функцій. 
Центральні 
Опція використовується для функцій, що мають розривну 

похідну. Незважаючи на те, що даний спосіб вимагає більшої кількості  
обчислень, він може допомогти при одержанні підсумкового 
повідомлення про те, що процедура пошуку розв’язку не може 
поліпшити поточний набір клітин, які впливають. 

Метод 
Опція використовується для вибору алгоритму оптимізації 

(метод Ньютона або сполучених градієнтів) для зазначення напрямку 
пошуку. 

 
Ньютона 
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Використовується для реалізації квазіньютонівського методу, у 
якому запитується більше пам'яті, але виконується менше ітерацій, ніж 
у методі сполучених градієнтів. 

Сполучених градієнтів 
Використовується для реалізації методу сполучених градієнтів, 

у якому запитується менше пам'яті, але виконується більше ітерацій, 
ніж у методі Ньютона. Даний метод слід використовувати, якщо задача 
досить велика і необхідно заощаджувати пам'ять, а також якщо ітерації 
дають занадто малу відмінність у послідовних наближеннях.  

Завантажити модель* 
Використовується для відображення на екрані вікна діалогу 

“Завантажити модель”, у якому можна задати посилання на область 
клітин, що містять модель, яка завантажується. 

Зберегти модель 
Використовується для відображення на екрані вікна діалогу 

“Зберегти модель”, у якому можна задати посилання на область клітин, 
призначену для збереження моделі оптимізації. Даний варіант 
передбачений для збереження на листі більш однієї моделі оптимізації 
(перша модель зберігається автоматично).† 

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
* Вікно діалогу "Завантажити модель" 
Область моделі 
Використовується для задання посилання на область моделі оптимізації, що 
завантажується. Посилання повинне адресувати область моделі цілком (недостатньо 
зазначити тільки першу клітину). 
† Вікно діалогу "Зберегти модель" 
Область моделі 
За замовчуванням пропонується область моделі, в якій поточна клітина листа є 
першою. Кількість клітин області моделі дорівнює сумі трьох додаткових клітин та 
кількості обмежень. Інакше, за область збереження моделі можна прийняти на листі 
верхню клітину вільного стовпця. 
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ДОДАТОК Ж 
(довідковий) 

ОГЛЯД РОЗРОБОК, ЩО ПОДАНІ В ІНТЕРНЕТ 
 

Існуючі види програмного забезпечення для розв'язку задач 
нелінійного програмування 

Можна виділити декілька критеріїв, за якими розділяють в Інтернет програмне 
забезпечення для розв'язання задач нелінійного програмування. Найбільш поширений 
критерій напряму пов'язаний із окремими видами задач нелінійного програмування. 
Причиною такого розподілу стало те, що програмне забезпечення подібного роду 
розроблюється в основному під конкретне завдання, яке, у свою чергу, намагаються 
звести до найбільш вивчених задач нелінійного програмування. Це пов’язане з тим, що 
такі задачі мають перевірені і чіткі алгоритми розв'язання. Однак такий напрямок 
розвитку даної області привів до того, що в Інтернет досить важко знайти універсальні 
програмні продукти, придатні для розв'язання як найбільш складних задач "глобальної 
оптимізації", так і найбільш простих задач "лінійного програмування". Таким чином, 
якщо виникає проблема розв'язання тієї чи іншої задачі нелінійного програмування і є 
плани скористатися ресурсами Інтернет для її розв'язку, треба проаналізувати свою 
задачу, визначити, з яким випадком нелінійного програмування маємо справу, 
переконатися в тому, що задача поставлена коректно і не може бути зведена до більш 
простої форми. Тільки після цього починаємо пошук існуючого програмного 
забезпечення, яке було створено для подібної задачі. Практично кожен сайт, 
присвячений проблемам нелінійного програмування та такий, що надає доступ до 
бібліотек ПЗ, намагається дотримуватися вищезазначеного критерію при збереженні і 
наданні інформації про програмні пакети з нелінійного програмування. 

Поряд із цим критерієм використовують також поділ на платне і безкоштовне 
програмне забезпечення. У першому випадку користувачу зазвичай висилають 
інструкцію щодо використання і інсталяційну програму, яка встановлює програмний 
пакет на комп'ютер користувача. При цьому побачити вихідні тексти можливості немає. 
До того ж це також неможливо і після того, як отримана ліцензія на використання. 
Наприклад, Центр оптимізаційних технологій (Optimization Technology Center [41] of 
Northwestern University and Argonne National Laboratory) пропонує платне програмне 
забезпечення для задач квадратичного програмування [42] з додатковими модулями для 
лінійної та квадратичної апроксимацій цільових функцій. Це, звичайно, дуже зручно. 
Можна, наприклад, перетворити цільову функцію для розв’язання і загальної задачі 
нелінійного програмування, але за визначену суму. Виходячи зі списку продажів 
даного програмного забезпечення, опублікованого на цьому сайті, подібними 
послугами користується чимала кількість різних компаній і приватних осіб. 
Аналогічних прикладів можна навести дуже багато. При цьому варто сказати, що в 
середовищі платного програмного забезпечення тенденція до створення універсальних 
програм виявляється набагато сильнішою. (Оскільки чим програма універсальніша, тим 
більше типів задач нелінійного
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програмування можна розв’язати за її допомогою, тим дорожче її вартість. І як 
наслідок, більше можливостей для створення її авторами нових програмних продуктів, 
які у міру накопичення зазвичай об'єднують у великі універсальні програмні пакети). 

Найбільший інтерес для нас становить безкоштовне програмне забезпечення. 
Як вже зазначалося, це в основному програми, які написані під конкретне завдання або 
ті, що реалізують окремий метод розв'язання задач нелінійного програмування. На 
відміну від платного програмного забезпечення розповсюджувачі пересилають не 
тільки опис і інсталяційну програму, але і код програми (здебільшого це тільки опис і 
код, що можна внести у свої розробки). Безкоштовно надають свої програми, як 
правило, окремі розробники, математичні асоціації і лабораторії оптимізації при різних 
НДІ. Автори безкоштовного програмного забезпечення мають свої невеликі сторінки в 
Інтернет, де подається інформація про їх діяльність. Існують сайти, що містять цілі 
каталоги посилань на подібні сторінки. Також безкоштовне програмне забезпечення, в 
якому реалізовані методи нелінійного програмування, пропонують і великі фірми. В 
основному це старі розробки, які вже дали достатній прибуток компанії, поруч із 
безкоштовним пакетом зазвичай знаходиться пропозиція одержати і більш нову, 
універсальну, зручну, але платну версію. У такий спосіб безкоштовне програмне 
забезпечення, як правило, призначене для реклами і тому досить часто являє собою 
частину якогось проекту, бібліотеку або просто вирізаний шматок коду. Щоб 
використовувати таке програмне забезпечення, треба або дуже довго розбиратися в 
програмі, або бути її розроблювачем.  

Ще одним критерієм, за яким розділяють програмне забезпечення для 
розв'язання задач нелінійного програмування в Інтернет, є авторство. В даному 
контексті можна виділити три основні групи: окремі розроблювачі та їх невеликі групи, 
різні математичні організації середніх розмірів і великі компанії. Щодо невеликих груп 
окремих розроблювачів можна сказати тільки одне - їх дуже багато. Тому 
сформулювати якусь загальну думку про цю групу досить складно. В основному 
надаються безкоштовні програмні коди, в яких реалізовано який-небудь метод 
нелінійного програмування. Опис їх програм має вкрай скорочений або заплутаний 
характер. Тому точно зрозуміти, що робить програма, найчастіше можна після аналізу 
коду або після консультації з виконавцем. Посилання на сторінки цієї групи 
зустрічаються не тільки на спеціалізованих сайтах з методів оптимізації, а й в будь-
якому місці, де була можливість їх розмістити. Серед подібних програм зустрічаються 
як на 100% робочі, так і зовсім непрацюючі. Це вже як поталанить користувачу. 

Найбільш цікавою є друга категорія розробників програмного забезпечення. 
До неї відносять математичні асоціації і товариства, центри і лабораторії оптимізації 
при різних вузах і НДІ. Це вже більш серйозні розробники. Їх програмне забезпечення 
містить в основному працездатні і перевірені програмні пакети з детальною 
документацією, яка додається, до того ж більшість із них безкоштовні. Крім того, сайти 
подібних організацій містять велику кількість додаткової інформації про проблеми 
нелінійного програмування. Це каталоги різного програмного забезпечення, яке існує в 
даній області, результати тестів цього програмного забезпечення, відповіді на 
запитання з даної теми, які найбільш часто ставляться (FAQ), списки "перевірених" 
розробників ПЗ, які співпрацювали з даною організацією та багато іншої корисної 
інформації. 
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Третя категорія складається із великих компаній, які розробляють потужні 
програмні продукти. На відміну від перших двох категорій тут домінує платне 
програмне забезпечення, крім того, дані розробки одержують потужний супровід. До 
стандартного набору методів програмного пакета можна додати за окрему плату 
величезну кількість розширених функцій, новітніх методів і т.п. Ця категорія 
розробників дає також і безкоштовне ПЗ, але ці програми схожі з тими, що 
пропонуються розробниками першої категорії, тобто це в основному частини коду 
яких-небудь великих проектів, бетта-версії, застаріле ПЗ. 

Щодо таких критеріїв поділу ПЗ як мова програмного коду і мова 
документації про нього можна сказати, що основними мовами, які використовуються 
для написання програм, є Fortran і C++. Програми, написані на інших мовах 
програмування, найчастіше просто "перекладені" (трансльовані) з основних. Основною 
мовою документації усе ще залишається англійська, тому загалом будь-який 
"неангломовний" розробник намагається дати докуметацію мінімум на двох мовах 
(рідною та англійською, іноді навіть тільки англійською). Проблема з 
російськомовними сайтами (не кажучи вже про україномовні) залишається 
невирішеною: практично всі сайти або перебувають у стадії розробки, або не 
супроводжуються після свого створення. 

 
Моделі тестування програмних продуктів для розв'язання 

задач нелінійного програмування 
З проблемою тестування будь-якого програмного продукту стикаються щораз 

при завершенні етапу кодування. Для програм, що розв’язують задачі нелінійного 
програмування, етап тестування є принциповим. Від того, як він буде пройдений, 
залежить подальша доля проекту. Тому так важливо вибрати модель тестування не 
тільки коректну, але також максимально наближену до реальних практичних задач. В 
Інтернет існують декілька великих колекцій, які містять різнопланові моделі 
тестування, а також має місце значна кількість малих колекцій моделей тестування для 
окремих задач нелінійного програмування. Нижче наведено список найбільш відомих 
збірок подібних моделей: 

� Handbook of Test Problems in Local and Global Optimization - збірник моделей 
для програмних продуктів, котрі реалізують як методи локальної, так і глобальної 
оптимізації [43]. 

� COPS (Constrained Optimization ProblemS, розробники Джорж Море (Jorge 
More) і його колеги) - збірник великомасштабних нелінійно обмежених задач 
оптимізації. У поточній версії (2.0) збірника подані моделі тестування за такими 
темами: динаміка рідини, динаміка населення, оптимальне керування та інші. Кожна 
модель супроводжується описом і формулюванням, а також результатами тестування з 
використанням найбільш відомих програмних продуктів [44]. 

� CUTE (Constrained and Unconstrained Testing Environment) - збірник 
процедур, докладно описаних методів і моделей тестування для задач лінійної і 
нелінійної оптимізації. Містить більше 800 різних типів задач. На основі даного 
збірника проводиться порівняння вже існуючих пакетів, а також нових розробок [45]. 

� Ганс Д.Міттельман і П.Спеллуккі (Hans D.Mittelmann, P.Spellucci) створили 
середовище для тестування, яке містить понад 400 задач нелінійної оптимізації з 
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обмеженнями та без них, а також програмний код, що дозволяє "підключити" Вашу 
програму до цього середовища [46]. На їх сайті також розрозміщений збірник 
стандартів програмного забезпечення [47]. 

� Клаусс Шіттковські (Klaus Schittkowski) пропонує понад 600 найменувань 
моделей тестування, заснованих на квадратичній оптимізації оцінок параметрів 
динамічних систем [48]. 

 
 

Нелінійна оптимізація в on-line 
Крім можливості придбати ПЗ з нелінійного програмування і систем для його 

тестування, в Internet пропонується також безліч додаткових, хоча і не часто 
використовуваних послуг. Наприклад, за допомогою таких сайтів Ви можете одержати 
розв’язок проблеми, яка пов’язана з постановкою і розв’язанням задачі нелінійної 
оптимізаціі. Для цього потрібно відіслати формулювання проблеми на сайт, що 
пропонує подібну послугу, зазначити свої дані для контакту і чекати на відповідь. 
(Подібні сайти досить часто модифікуються і тому кожного разу при їх використанні 
необхідно звертати увагу на такі деталі, як формат вхідних і вихідних даних, метод 
розв'язку задач і таке інше): 

� AMPL (http://www.ampl.com/ampl/TRYAMPL) - сайт, що підтримує власний 
формат даних, заснований на AMPL-мові моделювання, дозволяє розв’язувати задачі 
нелінійного програмування, які мають до 300 обмежень, поданих у вигляді рівностей і 
300 обмежень - у вигляді нерівностей, містить 8 пристроїв для розв’язку і величезну 
бібліотеку прикладів. Користувач передає умову задачі тільки в форматі AMPL. 

� BARON (http://archimedes.scs.uiuc.edu/cgi/run.pl). Дозволяє розв’язувати різні 
задачі нелінійного програмування (навіть глобального характеру). Користувач може 
передати умову своєї задачі у вигляді файлу або заповнивши форму. Для використання 
можливостей сайту потрібен пароль. 

� HIRON (http://vasbo.comtel.ru/hiron.htm). Дозволяє розв’язувати задачі 
нелінійного програмування з 2-5 обмеженнями. 

� Network-Enabled Optimization System (NEOS) Server (http://www-
neos.mcs.anl.gov/). Містить більше дюжини надійних пристроїв для розв’язання (лінійне 
і нелінійне програмування, мережеве і стохастичне лінійне програмування, безумовна й 
умовна оптимізація нелінійних функцій). Особливості: 

• функції для оптимізації беруться на С, Fоrtrаn, а також у форматі мов 
моделювання AMPL і GAMS; 

• розрахунки виконуються сервером автоматично, для трансляції 
використовують такі системи: ADIOR для Fortran, ADOL-C для C і 
відповідний транслятор для мов моделювання; 

• дані пересилаються по e-mail. 
� NIMBUS (http://nimbus.math.jyu.fi/). Cистема оптимізації недиференційовних 

функцій. 
� Numerische Mathematik Interaktiv (http://fb0445.mathematik.tu-

darmstadt.de:8081/) і OptiW³ (http://fb0445.mathematik.tu-
darmstadt.de:8081/optiwww/themen.html). Системи навчання методам лінійної і 
нелінійної оптимізації (німецький сайт). 



С
УМ

С
Ь

КИ
Й

 Д
Е
Р
Ж

А
В

Н
И

Й
 У

Н
ІВ

Е
Р
С

И
ТЕ

ТПродовження додатка Ж 159 

� UniCalc (http://www.rriai.org.ru/UniCalc/calculate.html). Розв’язує ряд 
конкретних задач лінійної і нелінійної оптимізації. 

 
Отже, різноманітність ресурсів з методів оптимізації в Internet надзвичайна. 

Постійно виникають не тільки нові ресурси, присвячені даній темі, але й нові види 
таких ресурсів. Усе говорить про те, що дана сфера дуже бурхливо розвивається. 
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