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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îñîáûé ðåæèì òðàíñïîðòà ÷àñòèö, âîçíèêàþùèé â 
ñëó÷àéíîì ïèëîîáðàçíîì ïîòåíöèàëå ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé 
ñèëû, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ÷àñòèö è êîíå÷íûì 
èõ ïåðåìåùåíèåì â âûäåëåííîì íàïðàâëåíèè. Âû÷èñëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ êîîðäèíàò 
ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö è àíàëèçèðóåòñÿ åå çàâèñèìîñòü îò ñòàòèñòè÷åñêèõ 
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà, à òàêæå àìïëèòóäû è ïåðèîäà âíåøíåé 
ñèëû. 
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×ÀÑÒÈÖ, ÄÈÑÏÅÐÑÈß. 
 

(Ïîëó÷åíî 21.10.2009, â îòðåäàêòèðîâàííîé ôîðìå – 18.11.2009) 
 
1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
 

Èçó÷åíèå ðýò÷åò-ñèñòåì, ò.å. ñèñòåì, â êîòîðûõ ÷àñòèöû èëè äðóãèå îáúåêòû 
ïðèîáðåòàþò íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ïîä âîçäåéñòâèåì íåíàïðàâëåííûõ 
(ñëó÷àéíûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ) ñèë, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Â 
÷àñòíîñòè, ðýò÷åò-ýôôåêò ëåæèò â îñíîâå ðàáîòû òàê íàçûâàåìûõ 
ìîëåêóëÿðíûõ ìîòîðîâ – íàíîóñòðîéñòâ, ïðåîáðàçóþùèõ òåïëîâóþ, 
õèìè÷åñêóþ èëè êàêóþ-ëèáî äðóãóþ ýíåðãèþ â ìåõàíè÷åñêóþ [1-3]. 
 Îáû÷íî âëèÿíèå ðýò÷åò-ñèñòåì íà ïîìåùåííûå â íèõ ÷àñòèöû ìîäåëè-
ðóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî àñèììåòðè÷íûìè, ïåðèîäè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè, 
à äèíàìèêà ýòèõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà. 
Ïðåäïîëîæåíèå î ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðèîäè÷íîñòè ðýò÷åò-ïîòåíöèàëîâ 
çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò àíàëèç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, îäíàêî íà 
ïðàêòèêå îíî íåâûïîëíèìî äàæå â ìàñøòàáå ñàìèõ ðýò÷åò-ñèñòåì. Äåëî â 
òîì, ÷òî â íàíîóñòðîéñòâàõ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ïðèñóòñòâóþò 
íåóñòðàíèìûå íåîäíîðîäíîñòè, íàðóøàþùèå ñòðîãóþ ïåðèîäè÷íîñòü 
ìîäåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òîáû èññëåäîâàòü òðàíñïîðòíûå 
ñâîéñòâà ÷àñòèö â äàííûõ ðýò÷åò-ñèñòåìàõ, äîëæåí áûòü ó÷òåí ñëó÷àéíûé 
õàðàêòåð ðýò÷åò-ïîòåíöèàëîâ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà áûëî, â ÷àñòíîñòè, 
óñòàíîâëåíî, ÷òî íåîäíîðîäíîñòè ïîíèæàþò ñðåäíþþ ñêîðîñòü äðåéôà 
÷àñòèö [4,5] è ïðèâîäÿò ê äèôôóçèîííîìó õàðàêòåðó èõ äâèæåíèÿ [6-8]. 
 Íåäàâíî íà ïðèìåðå ñëó÷àéíîãî ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà áûëî 
ïîêàçàíî [9], ÷òî â íåóïîðÿäî÷åííûõ ðýò÷åò-ñèñòåìàõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü 
íîâûé ðåæèì òðàíñïîðòà ÷àñòèö. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ðåæèìà, 
êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåíóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ÷àñòèö è 
âîçìîæíîñòüþ èõ ïåðåìåùåíèÿ íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ, 
îáíàðóæåííûé íàìè ðåæèì òðàíñïîðòà õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëåâîé ñðåäíåé 
ñêîðîñòüþ ÷àñòèö è êîíå÷íûì ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì, íà êîòîðîå îíè 
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ìîãóò áûòü ïåðåìåùåíû â âûäåëåííîì íàïðàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, áûëè 
ðàññ÷èòàíû ñðåäíåå ðàññòîÿíèå äî ïåðâîãî çâåíà ïèëîîáðàçíîãî 
ïîòåíöèàëà, êîòîðîå ÷àñòèöû íå ìîãóò ïðåîäîëåòü çà âðåìÿ ïîëóïåðèîäà 
âíåøíåé ñèëû. Â äàííîé ðàáîòå âû÷èñëÿåì åùå îäíó âàæíóþ 
õàðàêòåðèñòèêó íîâîãî òðàíñïîðòíîãî ðåæèìà – äèñïåðñèþ ýòîãî 
ðàññòîÿíèÿ è àíàëèçèðóåì åå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. 
 
2. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß 
 

Êàê è â [9], èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå áåçðàçìåðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 
÷àñòèö: 
 

 )()( tfXgX tt      (Õ0 = 0). (1) 
 

Çäåñü Xt – êîîðäèíàòà ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t; gdxxdUxg )()(  – 
ñëó÷àéíàÿ äèõîòîìè÷åñêàÿ ñèëà, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì 
ïèëîîáðàçíûì ïîòåíöèàëîì U(x) (ñì. ðèñ. 1); f(t) – ïåðèîäè÷åñêàÿ 
âíåøíÿÿ ñèëà ïåðèîäà 2T. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûé ïîòåíöèàë U(x), 
îïèñûâàþùèé âëèÿíèå ðýò÷åò-ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóåòñÿ (à) ñòàòèñòè÷åñêè 
íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè èíòåðâàëàìè sj, ðàñïðåäåëåííûìè ñ 
ïëîòíîñòÿìè âåðîÿòíîñòè p+(s) è p–(s) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÷åòíûõ (j  2n,  
n  0, ±1, …) è íå÷åòíûõ (j = 2n + 1) èíòåðâàëîâ; (á) äâóìÿ òàíãåíñàìè 
óãëîâ íàêëîíà, – g+ è g– (g+ > g– > 0);  è (â)  óñëîâèåì g+s+  g– s–, ãäå 

0
)(sspdss  – ñðåäíèå äëèíû ÷åòíûõ (s+) è íå÷åòíûõ (s–) èíòåðâàëîâ. Â 

ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäíèì óñëîâèåì ñðåäíÿÿ ñèëà L
LL

xgdxL )()21(lim , 

äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ýòîãî ïîòåíöèàëà, ðàâíà íóëþ.  
 

 
Ðèñ. 1 – Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îäíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî 
ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà (a) è ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé 
äèõîòîìè÷åñêîé ñèëû (á) 
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 Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà f(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé:  
f(t)  (–1)k + 1 f, ãäå f( > 0) – àìïëèòóäà ñèëû; k = [t/T] +1; [t/T] – öåëàÿ 
÷àñòü îòíîøåíèÿ t/T. Êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíîé äèõîòîìè÷åñêîé ñèëû 

g(x), ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèëû f(t)  òàêæå  ðàâíî  íóëþ:  0)()1(lim
0

tfdt . 

Íåñìîòðÿ íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ò.å. ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ ñðåäíèõ ñèë, â 
äàííîé ñèñòåìå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ òðàíñïîðò ÷àñòèö êàê ñ íåíóëåâîé, 
òàê è ñ íóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ [9]. 
 
3. ÒÐÀÍÑÏÎÐÒ Ñ ÍÓËÅÂÎÉ ÑÐÅÄÍÅÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ 
 

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìûõ ðýò÷åò-ñèñòåìàõ 
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 
t

X
v t

t
T lim , (2) 

 

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî âñåì ðåàëèçàöèÿì 
ñëó÷àéíîãî ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà. Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, 
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö 
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûé ðîñò tX  ( 0tX  åñëè g+ > g–) ïðè t  . 
Èíòåðåñóþùèé æå íàñ ðåæèì òðàíñïîðòà ÷àñòèö õàðàêòåðèçóåòñÿ 
êîíå÷íûì çíà÷åíèåì X  è, êàê ñëåäñòâèå, íóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 

vT  0. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [9], ýòîò ðåæèì èìååò ìåñòî â òåõ ñëó÷àÿõ, 

êîãäà âåðîÿòíîñòü )(spds  òîãî, ÷òî äëèíà èíòåðâàëîâ s2n + 1  

ïðåâûøàåò ðàññòîÿíèå   (f – g_)T, îòëè÷íà îò íóëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, 
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, åñëè ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé 
äèõîòîìè÷åñêîé ñèëû g(x) ñîäåðæàò íàñòîëüêî äëèííûå èíòåðâàëû s2n + 1, 
÷òî ÷àñòèöû íå ìîãóò èõ ïåðåñå÷ü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x çà 
âðåìÿ ïîëóïåðèîäà T. 
 Êàê ÿñíî èç ïðåäûäóùåãî èçëîæåíèÿ, ðàññòîÿíèå  
 

 
n

j
jn sl

2

1
2 , (3) 

 

îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïåðâîãî “íåïðîõîäèìîãî” èíòåðâàëà s2n + 1  
(n  0, 1, …), ðàñïîëîæåííîãî â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x, 
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ýòîãî 
òðàíñïîðòíîãî ðåæèìà. Åñëè ),( ggf , òîãäà ÷àñòèöà, ïåðâîíà÷àëüíî 
ïîìåùåííàÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò, ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè 
íàâåðíÿêà ïîïàäåò â îêðåñòíîñòü òî÷êè x  l2n, ãäå áóäåò ñîâåðøàòü 
îñöèëëèðóþùåå äâèæåíèå. Åñëè æå f > g+, òîãäà ÷àñòèöà ìîæåò ïîïàñòü â 
îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ëèøü ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, ïîñêîëüêó ñ 
êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòüþ îíà ìîæåò ïåðåìåñòèòñÿ â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü 
îñè x. 
 Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé, ðàññòîÿíèÿ l2n òàêæå 
ñëó÷àéíû. Ïîýòîìó îñíîâíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòåðèçóþùåé ýòè 
ðàññòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ èõ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P(l), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåíà â âèäå [9]: 
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ãäå (Ÿ) – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; 
0

)(spdsw  – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 

äëèíà íå÷åòíûõ èíòåðâàëîâ íå ïðåâûøàåò . Îäíèìè èç íàèáîëåå âàæíûõ 
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû l2n ÿâëÿþòñÿ åå ñðåäíåå çíà÷åíèå l  è 

äèñïåðñèÿ 2. Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî êàê 
0

)(lPldll , 

â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè p+(s) è p–(s) íàìè 
áûëà ïîëó÷åíà ïðîñòàÿ ôîðìóëà 

 
w

wss
l

1

~
, (5) 

ãäå 

 
00

)(,)(~ sspdsssspdss .  (6) 

 

 Åå àíàëèç ïîêàçàë, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ 
âîçìîæåí ïåðåõîä èç îäíîãî òðàíñïîðòíîãî ðåæèìà â äðóãîé. ×òî æå 
êàñàåòñÿ äèñïåðñèè, êîòîðàÿ ñëóæèò ìåðîé ðàçáðîñà êîîðäèíàò 
ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö, òî ðàíåå îíà íå âû÷èñëÿëàñü. 
 
4. ÄÈÑÏÅÐÑÈß ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈ ×ÀÑÒÈÖ 
 

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äèñïåðñèÿ ðàâíà 222 ll , ãäå 
 

 
0

22 )(lPldll . (7) 

 

Ïîäñòàâèâ â (7) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (4) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 
äåëüòà-ôóíêöèè, ïîëó÷àåì: 
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 
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êîòîðàÿ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (3). Èíòåãðèðîâàíèå êàæäîãî èç ýòèõ 
ñëàãàåìûõ äàåò: 
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 Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè 
ôîðìóëà (8) ïðèíèìàåò âèä: 
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Ðÿäû â (12) ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 

ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà 1
0 )1( wwn

n  ïî ïàðàìåòðó w,  ïðèâîäÿ  ê  
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Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå (5) äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ÷àñòèö 
è îïðåäåëåíèå äèñïåðñèè êîîðäèíàò èõ ëîêàëèçàöèè, 222 ll , 
ïîëó÷àåì: 
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 Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ 
ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ sj, ïîëàãàÿ, ÷òî 

sesp )( , ãäå + è – – ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ 
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ èíòåðâàëîâ. Ñîãëàñíî 
îïðåäåëåíèÿì (6) è (11), â ýòîì ñëó÷àå 
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à óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé äèõîòîìè÷åñêîé 
ñèëû, g+s+  g– s–, ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, íàïðèìåð, 

ïàðàìåòð +: +  +g+/g– . Ó÷èòûâàÿ, íàêîíåö, ÷òî ew 1 , èç 
ôîðìóë (5) è (14) íàõîäèì: 
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè   0 è    ýòè ôîðìóëû ñâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê 
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 Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àéíûõ ðýò÷åò-ñèñòåìàõ 
äèñïåðñèÿ êîîðäèíàò ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü, êàê 
ïðè  << 1 (ñëó÷àé ìàëûõ çíà÷åíèé àìïëèòóäû è/èëè ïåðèîäà âíåøíåé 
ñèëû), òàê è ïðè  >> 1. Ñîãëàñíî (19), â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñðåäíå-êâàäðà-
òè÷íîå çíà÷åíèå êîîðäèíàò ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö  èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî 
è ñðåäíåå çíà÷åíèå l , ò.å.,  ~ l . Â ïåðâîì æå ñëó÷àå äèñïåðñèÿ èãðàåò åùå 
áîëåå âàæíóþ ðîëü, ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç (18),  >> l . 
 
5. ÂÛÂÎÄÛ 
 

Èçó÷åí íîâûé ðåæèì òðàíñïîðòà ÷àñòèö, èíäóöèðóåìûé çíàêîïåðå-ìåííîé 
âíåøíåé ñèëîé â ñëó÷àéíîì ïèëîîáðàçíîì ïîòåíöèàëå. Äëÿ ýòîãî 
òðàíñïîðòíîãî ðåæèìà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëåâîé ñðåäíåé 
ñêîðîñòüþ ÷àñòèö è êîíå÷íûì èõ ïåðåìåùåíèåì â âûäåëåííîì 
íàïðàâëåíèè, íàéäåíî òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ äèñïåðñèè êîîðäèíàò 
ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö è ïðîâåäåí åå àíàëèç â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïèëîîáðàçíîãî 
ïîòåíöèàëà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé äàííîãî òðàíñïîðòíîãî ðåæèìà. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå 
çíà÷åíèå êîîðäèíàò ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâûøàòü 
ñðåäíåå ðàññòîÿíèå èõ ïåðåìåùåíèÿ â âûäåëåííîì íàïðàâëåíèè. 
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Ó ïîäàí³é ðîáîò³ âèâ÷àºòüñÿ îñîáëèâèé ðåæèì òðàíñïîðòó ÷àñòèíîê, ùî 
âèíèêàº ó âèïàäêîâîìó ïèëêîïîä³áíîìó ïîòåíö³àë³ ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ 
ïåð³îäè÷íî¿ ñèëè, ÿêèé õàðàêòåðèçóºòüñÿ íóëüîâîþ ñåðåäíüîþ øâèäê³ñòþ 
÷àñòèíîê òà ñê³í÷åííèì ¿õ ïåðåì³ùåííÿì ó âèä³ëåíîìó íàïðÿìêó. Îá÷èñëþºòüñÿ 
äèñïåðñ³ÿ êîîðäèíàò ëîêàë³çàö³¿ ÷àñòèíîê òà àíàë³çóºòüñÿ ¿¿ çàëåæí³ñòü â³ä 
ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàäêîâîãî ïîòåíö³àëó, à òàêîæ àìïë³òóäè ³ 
ïåð³îäó çîâí³øíüî¿ ñèëè. 
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