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Ïåðå÷åíü óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé

×åðåç A è B ìû îáîçíà÷àåì âåëè÷èíû, ïîñòîÿííûå ïî ïàðàìåòðàì,

ó÷àñòâóþùèì â äîêàçàòåëüñòâå. Â äîêàçàòåëüñòâå äàæå îäíîé òåîðåìû

ñèìâîëàìè A è B ìîãóò îáîçíà÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, êðîìå ñïå-

öèàëüíî îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ, êîãäà êîíñòàíòû A è B ôèêñèðóþòñÿ.

C � îòêðûòàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü;

C+ � âåðõíÿÿ êîìïëåêñíàÿ ïîëóïëîñêîñòü: C+ = {z : Im z > 0};

C− � íèæíÿÿ êîìïëåêñíàÿ ïîëóïëîñêîñòü: C− = {z : Im z < 0};

R � âåùåñòâåííàÿ îñü;

γ(r) � ôóíêöèÿ ðîñòà;

ρ(r) � óòî÷í�åííûé ïîðÿäîê, V (r) = rρ(r);

[·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà;

δS(γ(r)) � êëàññ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî γ-òèïà;

S(γ(r)) � êëàññ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî γ-òèïà;

Sδ(γ(r)) � êëàññ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè êî-

íå÷íîãî γ-òèïà;

JS(γ(r)) � êëàññ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè êîíå÷íîãî

γ-òèïà;

C(a, r) � îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a ðàäèóñà r;

B(a, r) � çàìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a ðàäèóñà r;

l∗(G) � âåðõíÿÿ ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà G;

ck(r; v) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè v;

µv � ìåðà Ðèññà ôóíêöèè v;

S(r; k, µ) =
1

k

∫∫
B(0,r)

dµ(ζ)

ζk
;
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S(r1, r2; k, µ) = S(r2; k, µ)− S(r1; k, µ), r1 ≤ r2;

S ′(r; k, µ) =
1

k

∫∫
B(0,r)

(
ζ̄

r

)k

dµ(ζ);

T (r; v) = N(r, v) +m(r, v) � õàðàêòåðèñòèêà Íåâàíëèííû ôóíêöèè v;

N(r, v) =

r∫
0

µ(t)

t
dt;

m(r, v) = 1
2π

2π∫
0
v+(reiθ dθ;

λv � ïîëíàÿ ìåðà ôóíêöèè v;

νv � ãðàíè÷àÿ ìåðà ôóíêöèè v;

D+(R1, R2) = C+(0, R2)\C+(0, R1), R1 < R2, � ïîëóêîëüöî;

S+(r; k, λ) =
1

πk

∫∫
D+(r0,r)

sin kϕ

τ k Im ζ
dλ(ζ) +

1

πkr2k
0

∫∫
C+(0,r0)

sin kϕ

Im ζ
τ k dλ(ζ) ;

S+(r1, r2; k, λ) = S+(r2; k, λ)− S+(r1; k, λ), r1 ≤ r2 ;

E(γ) � êëàññ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî γ-òèïà;

D = {ak, qk}∞k=1 � äèâèçîð;
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Ââåäåíèå

"Îäíîé èç ñàìûõ êðàñèâûõ ãëàâ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðèÿ ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé". Ýòî ñëîâà èç ïðåäèñëîâèÿ

Å. Á. Äûíêèíà ê ïåðåâîäó êíèãè Äæ. À. Õàíòà. Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-

öèè áûëè ââåäåíû â àíàëèç Ãàðòîãñîì (Hartogs) è Ô. Ðèññîì (F. Riesz),

îäíàêî, èõ èäåÿ óæå çàëîæåíà â ìåòîäå "âûìåòàíèÿ"Ïóàíêàðå (Poincar�e).

Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àé ôóíêöèé íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Â ñâîåé ìîíî-

ãðàôèè È. È. Ïðèâàëîâ [21] ïèñàë: "Ïîñëå òîãî êàê òåîðèÿ ñóáãàðìî-

íè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ðàçâèëàñü, åñòåñòâåííî âîçíèê âîïðîñ î

ïðèëîæåíèè èõ êàê áîëåå îáùåãî êëàññà ôóíêöèé ê òåîðèè àíàëèòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ýòîò íîâûé ìåòîäîëîãè÷åñêèé

ïîäõîä ê ïðîáëåìàì òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, â îñíîâå

êîòîðîãî ëåæàò ñâîéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñ îäíîé ñòîðîíû,

äà�åò óïðîùåíèå äîêàçàòåëüñòâ è îáúÿñíÿåò ðÿä ïîëîæåíèé, íà ïåðâûé

âçãëÿä íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì; ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ôîð-

ìóëèðîâàòü ðÿä ïðèíöèïîâ â íàèáîëåå îáùåì âèäå äëÿ øèðîêîãî êëàññà

ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé."Âñëåäñòâèå òåîpåìû Ðèññà î ïpåäñòàâëåíèè

òåîpèÿ ñóáãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííîé ñ îôîp-

ìèâøåéñÿ pàíåå òåîpèåé ïîòåíöèàëà. Òåîpèÿ ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ áîëåå

îáùåé òåîpèåé, òàê êàê â íåé pàññìàòpèâàþòñÿ áîëåå îáùèå ÿäpà, ÷åì â

òåîpèè ñóáãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñáëèæåíèå òóò ïpîèñõîäèò íà ïóòÿõ

pàçâèòèÿ àáñòpàêòíîé òåîpèè ñóáãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â
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êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðå-

ìåííîãî. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðîñòà ñóáãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ê ðåøåíèþ çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè è ê èçó÷åíèþ èäå-

àëîâ â êëàññàõ öåëûõ ôóíêöèé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Èññëåäîâà-

íèÿì â ýòîé îáëàñòè ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû. Îíà íàõîäèò

ñâîè ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, â òåîðèè

ïîòåíöèàëà, â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â ãåîìåòðèè. Ïîýòîìó ïî-

ëó÷åíèå ëþáîãî íîâîãî ðåçóëüòàòà â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷åé êàê äëÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê è äëÿ å�å ïðèëîæåíèé.

Â òåîðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî-

ëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ ôóíêöèé. Íàèáîëåå

èçâåñòíûå èç íèõ � ôîðìóëà Ïóàññîíà-Éåíñåíà, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ

áîëüøàÿ ÷àñòü òåîðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ

ôîðìóëû Íåâàíëèííû, Ñèìèäçó-Àëüôîðñà, Êàðëåìàíà, Á. ß. Ëåâèíà.

Òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè C+ = {z : Im z >

0}, ñîçäàííàÿ À. Ô. Ãðèøèíûì, áîëüøåé ÷àñòüþ îïèðàåòñÿ íà îòêðûòûå

èì èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ãðèøèíà ÿñíî âèäíî, ÷òî

ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïîëíîé ìåðîé ñ òî÷íîñòüþ äî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëè-

íîìà, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âåùåñòâåííîé îñè, àíàëîãè÷íî òîìó,

êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîðíÿìè ñ

òî÷íîñòüþ äî ôóíêöèè âèäà exp{P (z)}, ãäå P (z) � ïîëèíîì. Àíàëîãè÷-

íûå ôîðìóëû ïðè ðàçíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïîëó÷àëè äðóãèå ìàòåìàòèêè:

Ì. Â. Ãîâîðîâ, Ó. Õåéìàí, Ä. Èòî.
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Â òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò èõ êàíîíè÷åñêèå ïðî-

èçâåäåíèÿ. Äëÿ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà òàêèì ïðåäñòàâëå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Àäàìàðà. Äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëü-

íîãî γ-òèïà àíàëîã ýòîãî ôàêòà áûë óñòàíîâëåí Ë. Ðóáåëîì. Ìåòîäîì,

êîòîðûì ïîëüçîâàëñÿ Ë. Ðóáåë, áûë ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå öåëûõ è ìå-

ðîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ýòîò ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ðÿäà

Ôóðüå äëÿ ln |f(reiθ)| êàê ôóíêöèè îò θ, ñòàë ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëü-

çîâàòüñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ öåëûõ è ìåðîìîðôíûõ

ôóíêöèé â ðàáîòàõ Ë. Ðóáåëà è Á. Òåéëîðà. Çàòåì ê íèì ïðèñîåäèíèëèñü

Ä. Ìàéëç, Ä. Øèà è äð. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åù�å â 1927 ã. Í. È. Àõè-

åçåð èñïîëçîâàë ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîåôôèöèåíòàìè Ôóðüå è íóëÿìè

öåëîé ôóíêöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëèíäåë�åôà î òèïå öåëîé

ôóíêöèè. Ïîçäíåå íèìè ïîëüçîâàëèñü Ì. Êàðòðàéò è À. Ïôëþãåð. Îä-

íàêî, ýòî áûëè èçîëèðîâàííûå ðàáîòû áåç îñîáûõ ïðèìåíåíèé. Â. Ñ. Àçà-

ðèí (1977) ïîëó÷èë êðèòåðèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà öåëîé ôóíêöèè

â òåðìèíàõ å�å êîåôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Â 80-å ãîäû âàæíûå ðåçóëüòàòû â

ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû À. À. Êîíäðàòþêîì, êîòîðûé îáîáùèë

òåîðèþ Ëåâèíà-Ïôëþãåðà öåëûõ ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà

ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîãî γ-òèïà. Ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ

â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷èëè òàêæå À. Ô. Ãðèøèí, À. À. Ãîëüäáåðã,

È. Â. Îñòðîâñêèé, ß. Â. Âàñèëüêèâ, Í. Â. Çàáîëîöêèé è äð.

Â íà÷àëå XXI ñòîëåòèÿ ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå Ê. Ã. Ìàëþòèíûì áûë

ïåðåíåñåí íà ôóíêöèè ñóáãàðìîíè÷åñêèå â ïîëóïëîñêîñòè. Ê. Ã. Ìà-

ëþòèí è Í. Ñàäûê ðàñøèðèëè âûøåóïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòè íà δ-

ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè êîíå÷íîãî γ-òèïà. Âàæíûå ðåçóëüòàòû â

ýòîì íàïðàâëåíèè çà ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ïîëó÷åíû À. À. Êîíäðàòþêîì



11

è À. ß. Õðèñòèÿíèíûì.

C âîïðîñàìè ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàíû èíòåðïî-

ëÿöèîííûå çàäà÷è è èçó÷åíèå èäåàëîâ â ðàçíûõ êëàññàõ öåëûõ ôóíêöèé.

Âîïðîñàìè èíòåðïîëÿöèè â êëàññàõ öåëûõ ôóíêöèé çàíèìàëèñü ìíîãèå

ìàòåìàòèêè. Óêàæåì íà èññëåäîâàíèÿ À. Â. Áðàòèùåâà, À. Î. Ãåëüôîí-

äà, Â. Ë. Ãîí÷àðîâà, À. Ô. Ãðèøèíà è À. Ì. Ðóññàêîâñêîãî, Ì. Î. Åâãðà-

ôîâà, Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà, Á. ß. Ëåâèíà, À. Ô. Ëåîíòüåâà, Ê. Ã. Ìàëþ-

òèíà è ìí. äð. Äëÿ êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà çàäà÷è

èíòåðïîëÿöèè èçó÷åíû íå äîñòàòî÷íî ïîëíî. Ìû óêàæåì íà èññëåäîâà-

íèÿ C. A. Áåðåíñòåéíà è Á. A. Tåéëoðà, Ó. A. Ñêâàéåðñà, Ð. E. Õåéìàíà,

Ò. È. Àáàíèíîé, Á. Â. Âèííèöêîãî è È. Á. Øåïàðîâè÷.

Âñ�å âûøåèçëîæåííîå è îáóñëîâèëî âûáîð îáúåêòà, òåìû èññëåäîâà-

íèÿ è å�å àêòóàëüíîñòü.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ôóíêöèè, ñóáãàðìîíè÷åñêèå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, è ôóíêöèè,

ñóáãàðìîíè÷åñêèå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé, ñóáãàðìîíè-

÷åñêèõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, è ôóíêöèé, ñóáãàðìîíè÷åñêèõ â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè, ðàñïðåäåëåíèå èõ ðèññîâñêèõ è ïîëíûõ ìåð, àíàëîã

òåîðèé Ë. Ðóáåëà è À. À. Êîíäðàòþêà.
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1 Îáçîð ëèòåðàòóðû, âûáîð íàïðàâëåíèé

èññëåäîâàíèÿ

Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè áûëè ââåäåíû â àíàëèç Ãàðòîãñîì

(Hartogs) è Ô. Ðèññîì (F. Riesz), îäíàêî, èõ èäåÿ óæå çàëîæåíà â ìåòîäå

"âûìåòàíèÿ"Ïóàíêàðå (Poincar�e). Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñïðîñòðà-

íåíèå íà ñëó÷àé ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé

îäíîãî ïåðåìåííîãî. Â ñâîåé ìîíîãðàôèè È. È. Ïðèâàëîâ [21] ïèñàë:

"Íîâûé ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìàì òåîðèè ôóíêöèé êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ñâîéñòâà ñóáãàðìîíè-

÷åñêèõ ôóíêöèé, ñ îäíîé ñòîðîíû, äà�åò óïðîùåíèå äîêàçàòåëüñòâ è îáú-

ÿñíÿåò ðÿä ïîëîæåíèé, íà ïåðâûé âçãëÿä íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì;

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ôîðìóëèðîâàòü ðÿä ïðèíöèïîâ â íàèáîëåå

îáùåì âèäå äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé."

Èìååòñÿ ìíîãî êíèã, ïîñâÿùåííûõ pàçëè÷íûì àñïåêòàì òåîpèèè ñóá-

ãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìû îòìåòèì çäåñü ìîíîãpàôèè Ó. Õåéìàíà è

Ï. Êåííåäè [24], Ó. Õåéìàíà [31, 32].

Âñëåäñòâèå òåîðåìû Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé ïîòåíöèàëà. Òåîðèÿ ïî-

òåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé òåîðèåé, ÷åì òåîðèÿ òàê êàê â íåé ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ áîëåå îáùèå ÿäðà. Ñáëèæåíèå ïðîèñõîäèò íà ïóòÿõ ðàç-

âèòèÿ àáñòðàêòíîé òåîðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñóáãàpìîíè÷åñêèå ôóíêöèè åñòåñòâåííûì îápàçîì ïîÿâëÿþòñÿ â òåî-

pèè âèíåpîâñêèõ ïpîöåññîâ. Ñâÿçü òåîpèè ïîòåíöèàëà è òåîpèè ñëó÷àé-

íûõ ïpîöåññîâ èçëîæåíà â êíèãàõ Å. Á. Äûíêèíà [12], Äæ. À. Õàíòà

[23], Äæ. Ë. Äóáà [27]. Òåîpèÿ ñóáãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òåñíî ñâÿçà-
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íà è ñ äpóãèìè pàçäåëàìè ìàòåìàòèêè. Íàïpèìåp, èçâåñòíû ïpèëîæåíèÿ

òåîpèè ñóáãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ãåîìåòpèè [33].

Â ðàáîòå òåîpèÿ ñóáãàpìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé pàçâèâàåòñÿ â íàïpàâ-

ëåíèè, î êîòîpîì ïèñàë È. È. Ïpèâàëîâ, òî åñòü â òåñíîé ñâÿçè ñ òåîpèåé

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ öåëûõ è ñóáãàpìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé � äpóãîé âàæíûé àñïåêò ñîâpåìåííûõ èññëåäîâàíèé. Áîëü-

øîå ïpèìåíåíèå íàõîäèò êëàññ öåëûõ ôóíêöèé âïîëíå påãóëÿpíîãî pî-

ñòà â ñìûñëå Ëåâèíà�Ïôëþãåpà. Òåîpèÿ ôóíêöèé âïîëíå påãóëÿpíîãî

pîñòà ñîçäàíà â pàáîòàõ ýòèõ ìàòåìàòèêîâ. Åå èçëîæåíèå ïpèâåäåíî â

êíèãå [17]. Íîâûé ïîäõîä ê ýòîé òåîpèè ïîëó÷àåòñÿ â pàìêàõ , ñîçäàí-

íîé Â. Ñ. Àçàpèíûì [1] òåîpèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóáãàpìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé. Í. Â. Ãîâîpîâ [3] ïîñòpîèë òåîpèþ ôóíêöèé âïîëíå påãóëÿpíî-

ãî pîñòà â ïîëóïëîñêîñòè. Ïîñëå ââåäåíèÿ À. Ô. Ãpèøèíûì [9] ïîíÿòèÿ

ïîëíîé ìåðû ñòàëî ÿñíåå ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå ìåæäó òåîðèåé àíàëèòè÷å-

ñêèõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ïëîñêîñòè è äëÿ ïîëóïëîñêîñòè.

Èñïîëüçîâàíèå àíàëîãèè ìåæäó òàêèìè òåîðèÿìè ïîçâîëèëî [29] ïîëó-

÷èòü âàðèàíò âòîðîé îñíîâíîé òåîðåìû Ð. Íåâàíëèííû äëÿ ïîëóïëîñêî-

ñòè.

Â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ Ë. Ðóáåëà [43, 44], Ë. Ðóáåëà

è Á. Òåéëîðà [45], Ä. Ìàéëçà [38, 39], Ä. Ìàéëçà è Ä. Øèà [40], Í. Ðàî

è Ä. Øèà [41] è äð. íà÷àë øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ

èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ öåëûõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåò-

ñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ðÿäà îáùèõ çàäà÷ òåîðèè ìåðîìîðôíûõ

ôóíêöèé è óñòàíàâëèâàåò åå ñâÿçü ñ òåîðèåé ðÿäîâ Ôóðüå. Îäíèì èç

ïðåèìóùåñòâ ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
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ôóíêöèè ñ äîâîëüíî íåðåãóëÿðíûì ðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè è ôóíêöèè

áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ck(r, f) =
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ) dθ, k ∈ Z ,

âûðàæàþòñÿ îïðåäåë�åííûì îáðàçîì ÷åðåç íóëè è ïîëþñû ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèè f , òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî èññëåäîâàòü ðàñïðåäåëåíèå íóëåé è

ïîëþñîâ ýòîé ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî åù�å â 1927 ã. Í. È. Àõèåçåð ïðè-

ìåíèë ýòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íîâîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëèíäåë�åôà

î òèïå öåëîé ôóíêöèè. Ïîçæå èìè ïîëüçîâàëèñü òàêæå Ì. Êàðòðàéò è

À. Ïôëþãåð. Íî ýòî áûëè èçîëèðîâàííûå ðàáîòû áåç øèðîêèõ ïðèëîæå-

íèé. Â ðàáîòàõ æå Ë. Ðóáåëà, Á. Òåéëîðà, Ä. Ìàéëçà è äð., ïðèìåíÿâ-

øèõ òåîðèþ ðÿäîâ Ôóðüå ê èçó÷åíèþ öåëûõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé,

ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ðåøåíû âàæíûå çàäà÷è òåîðèè

ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ñòpîãî ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ è íåîãðàíè÷åí-

íàÿ ôóíêöèÿ γ(r), îïðåäåëåííàÿ íà [0,∞), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà.

Ïóñòü f � ìåðîìîðôíàÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ, Z(f) (W (f))

� ìíîæåñòâî å�å íóëåé (ïîëþñîâ), T (r, f) � íåâàíëèííîâñêàÿ õàðàêòåðè-

ñòèêà, ck(r, f) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f . Ôóíêöèÿ f íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèåé êîíå÷íîãî γ-òèïà, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïî-

ñòîÿííûå A è B òàêèå, ÷òî T (r, f) ≤ Aγ(Br) äëÿ âñåõ r > 0. Êëàññ

òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç M(γ), ÷åðåç E(γ) îáîçíà÷èì êëàññ öå-

ëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî γ-òèïà. Ìåòîäîì ðÿäîâ Ôóðüå Ðóáåë è Òåéëîð

íàøëè èñ÷åðïûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ Z(f) èW (f) ôóíêöèé

èç êëàññàM(γ). Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå, Ä. Ìàéëç ðåøèë, íå ïîä-

äàâàâøóþñÿ ðåøåíèþ íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò, ïðîáëåìó ïðåäñòàâëåíèÿ
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ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f ∈ M(γ) â âèäå ÷àñòíîãî äâóõ öåëûõ ôóíêöèé

èç êëàññà E(γ): M(γ)=E(γ)/E(γ).

Ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå ïîçâîëèë ïîñòðîèòü îáîáùåíèå èçâåñòíîé òåîðèè

Ëåâèíà�Ïôëþãåðà öåëûõ ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, ðàñïðî-

ñòðàíèòü å�å îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ íå òîëüêî íà öåëûå ôóíêöèè ñ íåðå-

ãóëÿðíûì ðîñòîì, íî è íà ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè. Â 80-å ãîäû âàæ-

íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû À. À. Êîíäðàòþêîì

[14, 15, 16].

Â ðàáîòàõ ß. Â. Âàñèëüêèâà [2] è Ê. Ã. Ìàëþòèíà [18] ðåçóëüòàòû

Ðóáåëà è Òåéëîðà áûëè îáîáùåíû íà ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ñîçäàííàÿ À. Ô. Ãðèøèíûì òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â

ïîëóïëñêîñòè ïîçâîëèëà Ê. Ã. Ìàëþòèíó [19] ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòà-

òû Ë. Ðóáåëà, Á. Òåéëîðà, Ä. Ìàéëçà íà δ-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè,

îïðåäåë�eííûå â ïîëóïëîñêîñòè. Âàæíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëå-

íèè çà ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ïîëó÷åíû À. ß. Õðèñòèÿíèíûì [35] è â

ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ À. ß. Õðèñòèÿíèíà è À. À. Êîíäðàòþêà [36, 37].

Ïåðåõîä â ïîëóïëîñêîñòü âûçûâàåò îïðåäåë�åííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå

ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Îòëè÷èå îò

ïëîñêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ óæå ïðè ïîëó÷åíèè êðèòåðèåâ ïðèíàäëåæíîñòè δ-

ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè çàäàííîìó êëàññó. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ïîëó-

ïëîñêîñòè íåâîçìîæíî íèêàêîå îáîáùåíèå îäíîãî èç êðèòåðèåâ Ðóáåëà-

Òåéëîðà. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Ê. Ã. Ìàëþòèíà è Í. Ñàäûêà [20] ïîëó÷åíû

âàæíûå ðåçóëüòàòû äëÿ δ-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíî-

ãî ðîñòà â ïîëóïëîñêîñòè.
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2 Ðÿäû ôóðüå è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå

ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

2.1 Ôóíêöèè ðîñòà

Ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå ñóá- è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, îñíîâàí-

íûé íà èñïîëüçîâàíèè ðÿäà Ôóðüå äëÿ ln |f(reiθ)| êàê ôóíêöèè îò θ, ñè-

ñòåìàòè÷åñêè ñòàë ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

öåëûõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ Ë. Ðóáåëà è Á. Òåéëîðà, Ä.

Ìàéëçà, Ä. Øåÿ è äð. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åùå â 1927 ã. Í.È. Àõè-

åçåð ïðèìåíèë ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå è íóëÿìè

öåëîé ôóíêöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëèíäåëåôà î òèïå öåëîé

ôóíêöèè. Ïîçæå èìè ïîëüçîâàëèñü Ì. Êàðòðàéò è À. Ïôëþãåð. Íî ýòî

áûëè èçîëèðîâàííûå ðàáîòû áåç îñîáûõ ïðèëîæåíèé. Â 80-å ãîäû âàæ-

íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû À. À. Êîíäðàòþêîì,

îáîáùèâøåì òåîðèþ Ëåâèíà � Ïôëþãåðà öåëûõ ôóíêöèé âïîëíå ðåãó-

ëÿðíîãî ðîñòà íà ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîãî γ-òèïà.

Îïðåäåëåíèå 0.1 Ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ è

íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ γ(r), îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóîñè R+ = [0,∞),

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γ(r)

íà ïîëóèíòåðâàëå (0,1] äîëæíûì îáðàçîì èçìåíåííûìè (â ÷àñòíîñòè,

lim
r→+0

γ(r) = 1). Èçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå áóäåò ôóíêöèåé ðîñòà.

Äàëåå ÷åðåç γ(r) âñåãäà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íåêîòîðàÿ (êàê ïðàâè-

ëî, ôèêñèðîâàííàÿ) ôóíêöèÿ ðîñòà. Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ Òèò÷ìàðøó,

ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè íàçâàíèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè. Åñ-
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ëè â íåêîòîðîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò îñíîâ-

íûõ ïåðåìåííûõ, òî îíî íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àá-

ñîëþòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ, íå îáÿçàòåëüíî îäíèõ è òåõ æå,

ìû ïîëüçóåìñÿ áóêâàìè A, B. Ìîæåò âñòðåòèòüñÿ óòâåðæäåíèå âðîäå

"|f(z)| < Aγ(Br), ñëåäîâàòåëüíî, 3|f(z)| < Aγ(Br)", êîòîðîå íå äîëæíî

âûçûâàòü íåäîðàçóìåíèé.

Îïðåäåëåíèå 0.2 Ïîðÿäêîì è íèæíèì ïîðÿäêîì ôóíêöèè ðîñòà γ íà-

çûâàþòñÿ âåëè÷èíû:

β[γ] = lim sup
r→∞

ln γ(r)

ln r
, α[γ] = lim inf

r→∞

ln γ(r)

ln r
.

Ñðåäè ôóíêöèé ðîñòà âûäåëÿåòñÿ êëàññ òàêèõ ôóíêöèé, ÷òî ôóíê-

öèÿ ln γ(r) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îòíîñèòåëüíî ln r. Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ëåììà î ïðåäñòàâëåíèè òàêèõ ôóíêöèé [13, Ïðåäëîæåíèå

5.1].

Ëåììà 0.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(r) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îòíîñèòåëüíî

ln r è íåóáûâàþùåé íà ïîëóîñè R+. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

ϕ(r) = ϕ(0) +

r∫
0

ω(t)

t
dt, r ∈ R+,

ãäå ω(t) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà R+, ω(t) ≥ 0.

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû ôóíêöèÿ ln γ(r) áûëà âûïóêëîé îòíîñèòåëüíî ln r

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ðîñòà, âàæíûõ â ïðèëîæå-

íèÿõ (íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè γ(r) = rρ, ρ > 0). Òàêèå ôóíêöèè ðîñòà

îáëàäàþò íåêîòîðûìè âàæíûìè ñâîéñòâàìè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà � ýòî

Ëåììà 5.1 èç [13].
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Ëåììà 0.2 Ïóñòü ôóíêöèÿ ln γ(r) âûïóêëà îòíîñèòåëüíî ln r. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ÷èñëî R0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî R ≥ R0 íàéäåòñÿ

σ = σ(R) > 0 òàêîå, ÷òî

γ(R)

Rσ
= inf

{
γ(r)

rσ
: r > 0

}
. (0.1)

Ñðåäè ôóíêöèé ðîñòà âàæíóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

γ(2r) ≤ Aγ(r) (0.2)

ïðè íåêîòîðîì A > 0.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ (0.2) ñîäåðæèòñÿ â Ëåììå 5.1

èç [13].

Ëåììà 0.3 Ïóñòü ôóíêöèÿ ln γ(r) âûïóêëà îòíîñèòåëüíî ln r è β[γ] <

∞, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (0.2).

Îïðåäåëåíèå 0.3 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ρ(r), r ∈ R+, íà-

çûâàåòñÿ óòî÷í�åííûì ïîðÿäêîì â ñìûñëå Áóòðó, åñëè îíà óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

−∞ < α = lim inf
r→∞

ρ(r) ≤ ρ = lim sup
r→∞

ρ(r) ≤ +∞,

lim
r→∞

ρ′(r)r ln r = 0 .

Åñëè α = ρ, òî ôóíêöèÿ ρ(r) íàçûâàåòñÿ óòî÷í�åííûì ïîðÿäêîì â

ñìûñëå Âàëèðîíà (÷àñòî � ïðîñòî óòî÷í�åííûì ïîðÿäêîì).

Ôóíêöèþ rρ(r) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (r). Òàê êàê

V ′(r) =
1

r
V (r)(ρ(r) + ρ′(r)r ln r) ,
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òî èç îïðåäåëåíèÿ óòî÷í�åííîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ V (r) ïðè

α > 0 (à èìåííî ýòîò ñëó÷àé íàñ â îñíîâíîì áóäåò èíòåðåñîâàòü â

äàëüíåéøåì) åñòü ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè áåñêîíå÷íîñòè. Îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà ôóíêöèþ

ρ(r), êàñàþòñÿ åå ïîâåäåíèÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ V (r) ïðè α > 0 áûëà ìîíîòîí-

íîé (íàïðèìåð, ρ′(r)r ln r) ≥ −ρ(r)), ò.å. áûëà ôóíêöèåé ðîñòà, ïðè÷åì

lim
r→+0

V (r) = 1.

Ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ è õîðîøî èç-

âåñòíî [17] äëÿ óòî÷í�åííîãî ïîðÿäêà â ñìûñëå Âàëèðîíà.

Ëåììà 0.4 Ïóñòü ρ(r) � óòî÷í�åííûé ïîðÿäîê â ñìûñëå Áóòðó. Åñëè

ñåãìåíò [a, b] òàêîâ, ÷òî a > 1, òî ïðè ëþáîì ε > 0 àñèìïòîòè÷åñêè,

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî B ∈ [a, b], âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Bα−ε ≤ V (Br)

V (r)
≤ Bρ+ε .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàáîòû [8]. Èìååì

V (Br)

V (r)
= Bρ(Br)rρ(Br)−ρ(r) .

Ïóñòü

ε(r) = sup
u≥r

uρ′(u) ln u .

Òîãäà

|ρ(Br)− ρ(r)| =

∣∣∣∣∣∣
Br∫
r

ρ′(u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε(r)
(B − 1)r

r ln r
.

Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ óòî÷í�åííîãî ïîðÿäêà ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäå-

íèå ëåììû.

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîëåçíà åù�å îäíà ëåììà.
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Ëåììà 0.5 Ïóñòü ρ(r) � óòî÷í�åííûé ïîðÿäîê â ñìûñëå Áóòðó. Ïðè

λ < α + 1

r∫
δ

V (t)

tλ
dt ≤ V (r)r

(α+ 1− λ)rλ
+ o

(
V (r)r

rλ

)
, r →∞ , (0.3)

à ïðè λ > ρ+ 1

∞∫
r

V (t)

tλ
dt ≤ V (r)r

(λ− ρ− 1)rλ
+ o

(
V (r)r

rλ

)
, r →∞ . (0.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî (0.4). Äåéñòâè-

òåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:
∞∫

r

tρ

tλ
V (t)

tρ
dt =

V (t)t

(ρ+ 1− λ)tλ

∣∣∣∣∞
r

−

1

(ρ+ 1− λ)

∞∫
r

[
V (t)

tλ
(ρ(t)− ρ) +

V (t)t

tλ
ρ′(t) ln t

]
dt .

Èç îïðåäåëåíèÿ óòî÷í�åííîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè

ρ(t)− ρ <
ε

2
, |tρ′(t) ln t| < ε

2
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ìû ïîëó÷èì, ÷òî

(1 + o(1))

∞∫
r

V (t)

tλ
dt ≤ V (r)r

(λ− ρ− 1)rλ
+O(1), r →∞ ,

è, íàêîíåö,
∞∫

r

V (t)

tλ
dt ≤ V (r)r

(λ− ρ− 1)rλ
+ o

(
V (r)r

rλ

)
, r →∞ .

2.2 Äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïóñòü C � ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. ×åðåç C(a, r) áóäåì îáî-

çíà÷àòü îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a, à ÷åðåç B(a, r)
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� çàìêíóòûé êðóã. Ïîä äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè D

ìû ïîíèìàåì ðàçíîñòü äâóõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèé:

v(z) = v1(z) − v2(z), ãäå vi, i = 1, 2, � ôóíêöèè ñóáãàðìîíè÷åñêèå â

îáëàñòè D.

ÅñëèD � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D, v(z) 6= −∞ òîæäå-

ñòâåííî, µ � ìåðà Ðèññà ôóíêöèè v, äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé â çàìêíó-

òîé îáëàñòè D, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà áðàòüåâ Ðîëüôà è Ôðèòüîôà

Íåâàíëèíí

v(z) =
1

2π

∫
∂D

v(z)
∂G(ζ, z)

∂n
dζ −

∫∫
D

G(ζ, z) dµ(ζ), (0.5)

ãäå G � ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè D, ∂G/∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî âíóòðåííåé

íîðìàëè.

Åñëè D = B(0, R), òî ôîðìóëà (0.5) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà-

Èåíñåíà è ïðèíèìàåò âèä:

v(z) =
1

2π

2π∫
0

v(Reiϕ) Re
Reiϕ + z

Reiϕ − z
dϕ−

∫∫
|ζ|≤R

ln

∣∣∣∣ R2 − zζ̄

R(z − ζ)

∣∣∣∣ dµ(ζ). (0.6)

Ïðè z = 0, v(0) 6= ±∞, ôîðìóëà (0.6) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Èåíñåíà:

v(0) =
1

2π

2π∫
0

v(Reiϕ) dϕ−
∫∫
|ζ|≤R

ln

∣∣∣∣Rζ
∣∣∣∣ dµ(ζ). (0.7)

Õàðàêòåðèñòèêîé Íåâàíëèííû, äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå

C(0, R) ôóíêöèè v, v(0) 6= ∞, íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

T (r, v) = m(r, v) +N(r, v), r < R,

ãäå

m(r, v) =
1

2π

2π∫
0

v+(reiϕ) dϕ, N(r, v) =

r∫
0

µ−(t)

t
dt.
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Çäåñü v+ = max{v, 0}, µ = µ+ − µ− � æîðäàíîâî ðàçëîæåíèå ðèññîâ-

ñêîé ìåðû ôóíêöèè v, µ−(t) = µ−{C(0, t)}.

Õàðàêòåðèñòèêà Íåâàíëèííû T (r, v) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

T

(
r,

q∑
j=1

vj

)
≤

q∑
j=1

T (r, vj) . (0.8)

Åñëè v � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êðóãå B(0, R), òî êàê ñëåäóåò

èç ôîðìóëû (0.6),

T (r, v) ≤M(r, v) ≤ R + r

R− r
T (R, v), 0 < r < R , (0.9)

ãäå M(r, v) = max{v(z) : |z| = r}.

Âñå ýòè ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [21, 24, 31, 32].

2.3 Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ñëåäóÿ ðàáîòå [18] ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 0.4 Êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé

â êðóãå C(0, R) ôóíêöèè v(z) íàçûâàþòñÿ ÷èñëà

ck(r, v) =
1

2π

2π∫
0

e−ikθv(reiθ) dθ, k ∈ Z, r < R .

Äëÿ çàäàííîé ìåðû µ îáîçíà÷èì

dµk(ζ) =
dµ(ζ)

ζk
, µk(r) = µk(B(0, r)) .

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå, êîòîðûå íåñêîëüêî îòëè÷àþòåñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë, ïî-

ëó÷åííûõ â ðàáîòå [18].
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Ëåììà 0.6 Ïóñòü v � äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â êðóãå C(0, R0) ôóíê-

öèÿ, v(0) = 0, µ � å�å ðèññîâñêàÿ ìåðà,

v(z) =
∞∑

k=1

rk

2

(
αke

ikθ + ᾱke
−ikθ
)

� ðàçëîæåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0.

Òîãäà äëÿ 0 < r < R0 ñïðàâåäëèâî

c0(r, v) = N(r,−v)−N(r, v); (0.10)

ck(r, v) =
rk

2
αk +

1

2k

∫∫
|ζ|≤r

r2k − τ 2k

rk
dµk(ζ), z = reiθ, ζ = τeiϕ, (0.11)

ïðè k ≥ 1 è ck = c̄−k ïðè k ≤ −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (0.10) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Èåíñåíà

(0.7). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (0.11) áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà-

Èåíñåíà (0.6). Òàê êàê ïðè 0 ≤ r < R < R0

Re
Reiφ + z

Reiφ − z
=

+∞∑
k=−∞

( r
R

)|k|
eik(θ−ϕ), z = reiθ, (0.12)

òî

1

2π

∫ 2π

0
v(Reiϕ) Re

Reiϕ + z

Reiϕ − z
dϕ =

∞∑
k=−∞

ck(R, v)
( r
R

)|k|
eikθ. (0.13)

Âîñïîëüçîâàâøèñü äàëåå ðàçëîæåíèåì ÿäðà

G(z, ζ) = ln
R

τ
+

∞∑
k=−∞

′
1

2|k|

(r
τ

)|k|(
1− τ 2|k|

R2|k|

)
eik(θ−ϕ) , (0.14)

0 ≤ r < τ ≤ R, ζ = τeiϕ,

G(z, ζ) = ln
R

r
+

∞∑
k=−∞

′
1

2|k|

(τ
r

)|k|(
1− r2|k|

R2|k|

)
eik(θ−ϕ) (0.15)

0 ≤ τ < r ≤ R,
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(øòðèõ íàä çíàêîì ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ïðè k =

0), è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ôîðìóëû

(0.6), äëÿ k ∈ N èìååì

1

2
αkr

k = ck(R)
( r
R

)k

− 1

2k

∫∫
|ζ|≤r

(r
τ

)|k|(
1− τ 2|k|

R2|k|

)
e−ikϕ dµ(ζ).

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà (R/r)k, ïîëó÷èì (0.11) ïðè r = R.
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3 Öåëûå è ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè âïîëíå

ðåãóëÿðíîãî ðîñòà

3.1 Öåëûå ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà

Òåîðèÿ öåëûõ ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (â.ð.ð.) îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèè γ(r), áëèçêîé ê ñòåïåííîé, ñîçäàííàÿ â êîíöå 30-õ ãîäîâ XX âå-

êà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà Á. ß. Ëåâèíûì è À. Ïôëþãåðîì, çàíèìàåò

âèäíîå ìåñòî â êîìïëåêñíîì àíàëèçå. Èññëåäîâàíèÿ ïî ýòîé òåîðèè ïðî-

äîëæàþòñÿ, îäíîâðåìåííî ðàñøèðÿåòñÿ êðóã åå ïðèëîæåíèé � îò òåîðèè

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ è àíàëèòè÷åñêîé

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äî òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷, ïðåä-

ñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò è òåîðèè ñóáãàðìî-

íè÷åñêèõ ôóíêöèé. À. Ô. Ãðèøèí ïåðåíåñ òåîðèþ Ëåâèíà-Ïôëþãåðà íà

ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä

ðÿäîâ Ôóðüå, À. À. Êîíäðàòþê, îáîáùèë òåîðèþ Ëåâèíà-Ïôëþãåðà öå-

ëûõ ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ïðî-

èçâîëüíîãî γ-òèïà. Ýòè îáîáùåíèÿ áûëè ñäåëàíû èì â äâóõ íàïðàâëå-

íèÿõ: 1) ðîñò ôóíêöèé èçìåðÿëñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé

ðîñòà γ(r); 2) áûëè ââåäåíû è èññëåäîâàíû êëàññû ìåðîìîðôíûõ â êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèé â.ð.ð.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàâèñèìîñòè ðîñòà ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà,

ãîëîìîðôíîé âíóòðè óãëà α ≤ arg z ≤ β := [α, β], îò íàïðàâëåíèÿ, ïî

êîòîðîìó òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè Ôðàãìåí è Ëèíäåëåô ââåëè

ôóíêöèþ

hf(θ) = lim sup
r→∞

ln |f(reiθ)|
rρ(r) α ≤ θ ≤ β ,
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êîòîðóþ íàçûâàþò èíäèêàòîðîì ôóíêöèè f(z) (îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè

ðîñòà rρ(r)).

Óñëîâèìñÿ, ÷òî çàïèñü
∗

lim
r→∞

ϕ(r) = a

áóäåò îáîçíà÷àòü ïðåäåë, êîãäà r ñòðåìèòñÿ ê ∞, ïðîáåãàÿ âñå ïîëî-

æèòåëíûå çíà÷åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E íóëåâîé

îòíîñèòåëüíîé ìeðû, ò.å. òàêîãî, ÷òî
∗

lim
r→∞

r−1mes([0, r] ∩ E) = 0 .

Îïðåäåëåíèå 0.5 Ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â óãëå (α, β), íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèåé â.ð.ð. â çàìêíóòîì óãëå [α, β], åñëè ïðåäåë

∗
lim
r→∞

ln |f(reiθ)|
rρ(r) = hf(θ)

ðàâíîìåðíî ïî θ, êîãäà r → ∞, íå ïðèíèìàÿ çíà÷åíèé èç íåêîòîðîãî

îáùåãî äëÿ âñåõ θ ∈ [α, β] ìíîæåñòâà E íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìeðû.

Îïðåäåëåíèå 0.6 Ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â óãëå (α, β), íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèåé â.ð.ð. â îòêðûòîì óãëå (α, β), åñëè îíà èìååò â.ð.ð. â

êàæäîì çàìêíóòîì óãëå [α+ ε, β − ε], ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 0.7 Öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé â.ð.ð., åñ-

ëè îíà èìååò â.ð.ð. âî âñåé ïëîñêîñòè, ò.å. â óãëå [0, 2π).

Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà {an} òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè âñåõ

θ, η ∈ [0, 2π]\N , ãäå N � ðàçâå ëèøü ñ÷åòíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

∆(θ, η) = lim
r→∞

r−ρ(r)n(r, θ, η) ,

ãäå n(r, θ, η) � ÷èñëî òî÷åê an â ñåêòîðå {z : |z| ≤ r, arg z ∈ (θ, η]}, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî {an} èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü.
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Îïðåäåëåíèå 0.8 Óãëîâîé ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà {an} íàçûâàåòñÿ

îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé ôóíêöèÿ ∆(ψ) =

∆(ψ0, ψ), ãäå ψ0 /∈ N � ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàíî.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé â.ð.ð. ñîäåðæàòñÿ â

äâóõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 0.1 (Ëåâèí-Ïôëþãåð) Äëÿ òîãî, ÷òîáû öåëàÿ ôóíêöèÿ

f(z) áûëà ôóíêöèåé â.ð.ð., íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåöå-

ëîì ρ ìíîæåñòâî åå íóëåé èìåëî óãëîâóþ ïëîòíîñòü, à ïðè öåëîì

ρ > 0 åùå äîïîëíèòåëüíî ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

δ0 = lim
r→∞

rρ

rρ(r)

cρ +
1

ρ

∑
|an|≤r

a−ρ
n

 .

Òåîðåìà 0.2 (Ëåâèí-Ïôëþãåð) Èíäèêàòîð öåëîé ôóíêöèè f(z) â.ð.ð.

ïðè íåöåëîì ρ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

hf(θ) =
π

sin πρ

2π∫
0

cos ρ(|θ − ψ| − π) d∆(ψ) ,

à ïðè öåëîì ρ > 0 � ôîðìóëîé1

hf(θ) =

θ∫
θ−2π

(θ − ψ) sin ρ(ψ − θ) d∆(ψ) + τf cos(ρ θ + θf) ,

ãäå ∆(ψ) � óãëîâàÿ ïëîòíîñòü íóëåé f(z), τf = |δ0/ρ + cρ|, θf =

arg(δ0/ρ + cρ), à cρ îáîçíà÷àåò ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà â

êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè f(z) = zm exp(P (z))E(z) (E(z) � êàíîíè-

÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå íóëåé f(z)).

1â [9], ñ. 122 ýòà ôîðìóëà ïðèâåäåíà ñ îïå÷àòêàìè
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3.2 Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà

Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà îòíîñèòåëüíî äîñòà-

òî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ðîñòà áûëè ââåäåíû À. À. Êîíäðàòþêîì.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè èçëîæåíû â êíèãå [?].

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì åãî èññëåäîâàíèé ÿâèëñÿ, ðàçðàáîòàííûé Ë. Ðó-

áåëîì è Á. Òåéëîðîì [?], ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå öåëûõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíê-

öèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèé áåñ-

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ôóíêöèé íåðåãóëÿðíî ðàñòóùèõ â îêðåñòíîñòè áåñ-

êîíå÷íîñòè.

Ñòpîãî ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ è íåîãðàíè÷åí-

íàÿ ôóíêöèÿ γ(r), îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóîñè [0,+∞), íàçûâàåòñÿ ôóíê-

öèåé ðîñòà.

Ïîðÿäêîì è íèæíèì ïîðÿäêîì ôóíêöèè ðîñòà γ íàçûâàþòñÿ âåëè-

÷èíû:

p[γ] = lim sup
r→∞

ln γ(r)

ln r
, p∗[γ] = lim inf

r→∞

ln γ(r)

ln r
.

Äàëåå ÷åðåç γ(r) âñåãäà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íåêîòîðàÿ (êàê ïðàâèëî,

ôèêñèðîâàííàÿ) ôóíêöèÿ ðîñòà. Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ Òèò÷ìàðøó, áóäåì

ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè íàçâàíèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè. Åñëè â íåêîòî-

ðîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò îñíîâíûõ ïåðåìåí-

íûõ, òî îíî íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîëî-

æèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ, íå îáÿçàòåëüíî îäíèõ è òåõ æå, ìû ïîëüçóåìñÿ

áóêâàìè A, B. Ìîæåò âñòðåòèòüñÿ óòâåðæäåíèå âðîäå "|f(z)| < Aγ(Br),

ñëåäîâàòåëüíî, 3|f(z)| < Aγ(Br)", êîòîðîå íå äîëæíî âûçûâàòü íåäîðà-

çóìåíèé.

Îïðåäåëåíèå 0.9 Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
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êîíå÷íîãî γ-òèïà, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A

è B òàêèå, ÷òî T (r, f) ≤ Aγ(Br) äëÿ âñåõ r > 0. (Çäåñü T (r, f) � õà-

ðàêòåðèñòèêà Íåâàíëèííû ôóíêöèè f(z).)

Êëàññ äàííûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè

γ îáîçíà÷èì ÷åðåçM(γ(r)). ×åðåç E(γ(r)) îáîçíà÷èì êëàññ öåëûõ ôóíê-

öèé êîíå÷íîãî γ-òèïà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå

γ(2r) ≤ Kγ(r) (0.16)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì K > 0 è âñåõ r > 0.

Ïðè óñëîâèè (0.16) À. À. Êîíäðàòþê ââåë ïîíÿòèå ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèè â.ð.ð.

Îïðåäåëåíèå 0.10 Ôóíêöèÿ f ∈ M(γ(r)) íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèåé â.ð.ð., åñëè äëÿ âñåõ η è ϕ èç [0, 2π] ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

1

γ(r)

ϕ∫
η

ln |f(reiθ)| dθ .

Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåçM o(γ(r)). ×åðåç Eo(γ(r)) îáî-

çíà÷èì ïîäêëàññ öåëûõ ôóíêöèé èç M o(γ(r)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ck(r, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikθ ln |f(reiθ)| dθ, k ∈ Z

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 0.3 (Êîíäðàòþê) Ïóñòü f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, f(0) =

1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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(i) f ∈M o(γ(r));

(ii) f ∈M(γ(r)) è äëÿ êàæäîãî k ∈ Z ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

ck(r, f)

γ(r)
= ck ;

(iii) N(r, f) = O(γ(r)), r → ∞, è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ψ èç χ ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
r→∞

1

γ(r)

2π∫
0

ψ(θ) ln |f(reiθ)| dθ ,

ãäå ψ � ëþáîå èç ïðîñòðàíñòâ C[0, 2π], Lp[0, 2π], p > 1.

À. À. Êîíäðàòþê ââåë ïîíÿòèå èíäèêàòîðà ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè

â.ð.ð.

Îïðåäåëåíèå 0.11 Åñëè f ∈M o(γ(r)), òî ôóíêöèÿ

h(θ, f) =
+∞∑

k=−∞

cke
ikθ

íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðîì ôóíêöèè f .

Îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ðîñòà γ(r), óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ (0.16)

h(θ, f) = lim sup
r→∞

ln |f(reiθ)|
γ(r)

.

À. À. Êîíäðàòþê ðàçâèë òåîðèþ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â.ð.ð., àíà-

ëîãè÷íóþ òåîðèè Ëåâèíà-Ïôëþãåðà, îäíèì èç äîñòîèíñòâ êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè f ∈ Eo(rρ(r)), òî f ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé

â.ð.ð. â ñìûñëå Ëåâèíà-Ïôëþãåðà, ò.å. òåîðèÿ Ëåâèíà-Ïôëþãåðà âêëþ-

÷àåòñÿ â òåîðèþ Êîíäðàòþêà.
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4 Ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíîãî ðîñòà öåëûõ

ôóíêöèé

Â 80-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ À. Ô. Ãðèøèí ðàçâèë òåîðèþ Ëåâèíà-

Ïôëþãåðà â äðóãîì íàïðàâëåíèè, ââåäÿ ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíîãî

ðîñòà (ì.ð.ð.) öåëîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 0.12 Îòîáðàæåíèå T (z), îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå

E, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òîæäåñòâåííûì íà áåñêîíå÷íîñòè,

åñëè

lim
z→∞
z∈E

T (z)− z

z
= 0 .

Îïðåäåëåíèå 0.13 Ïóñòü f(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ èíäèêàòîðîì hf(θ)

îòíîñèòåëüíî rρ(r). Ìíîæåñòâî E, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿð-

íîãî ðîñòà ôóíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå T (z), îïðåäå-

ëåííîå íà E, àñèìïòîòè÷åñêè òîæäåñòâåííîå íà áåñêîíå÷íîñòè, òà-

êîå, ÷òî

lim
z→∞

z∈T (E)

[
ln |f(reiθ)|

rρ(r) − hf(θ)

]
= 0 .

À. Ô. Ãðèøèí ïîêàçàë: äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷ arg z = θ áûë ì.ð.ð.

öåëîé ôóíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) áûëà

ôóíêöèåé â.ð.ð. íà ýòîì ëó÷å â ñìûñëå Ëåâèíà-Ïôëþãåðà. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ òîãî, ÷òîáû öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) áûëà ôóíêöèåé â.ð.ð., íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C áûëà åå ì.ð.ð. Ò.î. öåëàÿ

ôóíêöèÿ â.ð.ð. ðåãóëÿðíî ðàñòåò íà ñâîèõ êîðíÿõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

Ãðèøèíà.

Îïðåäåëåíèå 0.14 Ïóñòü E � ì.ð.ð. äëÿ ôóíêöèè f(z), A � ïðåäåëü-

íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè arg z(mod2π) ïðè z →∞, z ∈ E. Ïóñòü h1(θ)



32

� òðèãîíîìåòðè÷åñêè ρ-âûïóêëûé èíäèêàòîð òàêîé, ÷òî h1(θ) ≥

hf(θ), h1(θ) = hf(θ) ïðè θ ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî E, íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâîì ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî èíäèêàòîðà

h1(θ).

Ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé â.ð.ð., ìî-

æåò ðåãóëÿðíî ðàñòè íà ìíîæåñòâå E, êoòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ìíî-

æåñòâà åå êîðíåé. Äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè òàêèõ ìíîæåñòâ Ãðèøèí ââåë

ñïåöèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïóñòü E � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ñãóùåíèÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè, nE(G) � ÷èñëî òî÷åê E, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó G,

nE(C(0, r)) ≤Mrρ(r) (C(z, r) � îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z ðàäè-

óñà r). Ïóñòü K � êîìïàêò, Kσ =
⋃

z∈K

C(z, σ), Kt � ãîìîòåòèÿ ìíîæåñòâà

K ñ êîýôôèöèåíòîì t è öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, Kt
σ = (Kσ)

t. Îáî-

çíà÷èì

d̃E(K) = lim sup
t→∞

nE(Kt)

tρ(t) , dE(K) = lim sup
σ→+0

d̃E(Kσ) .

Òåîðåìà 0.4 (Ãðèøèí) Ïóñòü E � ÷àñòü ìíîæåñòâà êîðíåé öåëîé

ôóíêöèè f(z) ñ èíäèêàòîðîì hf(θ) îòíîñèòåëüíî rρ(r). Ïóñòü E �

ì.ð.ð. ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî èíäèêàòîðà h1(θ). Ïóñòü µH �

ðèññîâñêàÿ ìåðà ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè H(reiθ) = rρh1(θ). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî êîìïàêòà K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dE(K) ≤ µH(K) . (0.17)

Êëàññû ôóíêöèé, ðåãóëÿðíî ðàñòóùèõ íà ìíîæåñòâå ñâîèõ êîðíåé,

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííîé

çàäà÷è â êëàññå [ρ(r), h(θ)]r öåëûõ ôóíêöèé â.ð.ð. ñ èíäèêàòîðîì ðàâíûì
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h(θ). Ïîëíîå îïèñàíèå ýòîãî êëàññà, ïðåäñòàâëÿþùåå èçâåñòíóþ ãèïîòåçó

À. Ô. Ëåîíòüåâà, íåèçâåñòíî.

Ïðîáëåìà Ëåîíòüåâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íóæíî âûÿñíèòü, èìåþò-

ñÿ ëè ôóíêöèè f(z) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè {an}, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ

lim
n→∞

[
ln |f ′(an)|
r

ρ(rn)
n

− hf(θn)

]
= 0, an = rne

iθn , (0.18)

íî íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè â.ð.ð.

À. Ô. Ãðèøèí, èñïîëüçóÿ òåîðèþ ì.ð.ð. ïîêàçàë, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

(0.18) ìíîæåñòâî {an} ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êîðíåé íåêîòîðîé ôóíêöèè èç

êëàññà [ρ(r), h(θ)]r. (Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè

ïîëó÷åíû ðàíåå À. Â. Áðàòèùåâûì.) Îäíîâðåìåííî, À. Ô. Ãðèøèí ðåøèë

èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó â ýòîì êëàññå.

5 Ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà â

ïîëóïëîñêîñòè

5.1 Ðåãóëÿðíî ðàñòóùèå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî rρ(r)

Íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â.ð.ð. â ïî-

ëóïëîñêîñòè, ñëåäóÿ êíèãå. Îïðåäåëèì íà êâàäðàòå D = {ψ, θ : 0 ≤ ψ ≤
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π, 0 ≤ θ ≤ π} ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

g(ψ, θ) =



(cos ρ(|ψ − θ| − π)−, ψ ∈ (0, π), θ ∈ [0, π],

cos ρ(ψ + θ − π))/ sinψ,

2ρ sin ρ(θ − π), ψ = 0, θ ∈ [0, π),

−2ρ sin ρθ, ψ = π, θ ∈ (0, π],

0, ψ = θ = 0, ψ = θ = π .

Òåîðåìà 0.5 (Ãðèøèí-Ãîâîðîâ) Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z), àíà-

ëèòè÷åñêàÿ â ïîëóïëîñêîñòè C+, áûëà ôóíêöèåé â.ð.ð. â îòêðûòîé ïî-

ëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðîñòà rρ(r), íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ïðè íåöåëîì ρ ìíîæåñòâî åå íóëåé èìåëî àðãóìåíòíî-

ãðàíè÷íóþ ρ(r)-ïëîòíîñòü, à ïðè öåëîì ρ > 0 åùå äîïîëíèòåëüíî

àðãóìåíòíî-ãðàíè÷íóþ ρ(r)-ñèììåòðèþ.

Â ýòîì ñëó÷àå èíäèêàòîð ôóíêöèè f(z) ïðè íåöåëîì ρ âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé

hf(θ) =
π

sin πρ

π∫
0

g(ψ, θ) dλ(ψ), 0 < θ < π ,

à ïðè öåëîì ρ � ôîðìóëîé

hf(θ) = 2π cos ρθ

π∫
0

sin ρψ

sinψ
dλ(ψ) + 2 sin ρθ

{
σ − 1

2
aρ+

+

θ∫
0

ψ cos ρψ

sinψ
dλ(ψ) +

π∫
θ

(ψ − π) cos ρψ

sinψ
dλ(ψ)

 , 0 < θ < π ,

ãäå λ(ψ) � àðãóìåíòíî-ãðàíè÷íàÿ ïëîòíîñòü íóëåé f(z), σ � êîýôôè-

öèåíò àðãóìåíòíî-ãðàíè÷íîé ñèììåòðèè, à aρ � êîýôôèöèåíò èç êà-

íîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ôóíêöèé â.ð.ð. â çàìêíóòîé

ïîëóïëîñêîñòè.
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5.2 Ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â

ïîëóïëîñêîñòè

Â 90-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïåðâûé àâòîð ýòîé ñòàòüè ïåðåíåñ òåîðèþ

À. Ô. Ãðèøèíà íà ïîëóïëîñêîñòü, ââåäÿ ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíîãî

ðîñòà ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè. Òàêæå êàê è â ñëó÷àå

ïëîñêîñòè ýòî ïîíÿòèå îêàçàëîñü âåñüìà ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ðÿ-

äà èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ â êëàññàõ ôóíêöèé â.ð.ð. â ïîëóïëîñêîñòè,

òàê è ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèé â.ð.ð. â ïîëóïëîñêîñòè ñ çàäàííûì èíäè-

êàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå 0.15 Îòîáðàæåíèå T (z), îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå

E ⊂ C+, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òîæäåñòâåííûì íà áåñêîíå÷-

íîñòè, åñëè

T (E) ⊂ C+, limz→∞
z∈E

T (z)

z
= 1 , sup

z∈E

T (z)− z

=z
<∞ .

Êàê è âñëó÷àå ïëîñêîñòè ââåäåì îïðåäåëåíèå ì.ð.ð. äëÿ ôóíêöèè

f(z), àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 0.16 Ïóñòü f(z) �ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â ïîëóïëîñ-

êîñòè, ñ èíäèêàòîðîì hf(θ) îòíîñèòåëüíî r
ρ(r). Ìíîæåñòâî E, íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ôóíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâó-

åò îòîáðàæåíèå T (z), îïðåäåëåííîå íà E, àñèìïòîòè÷åñêè òîæäå-

ñòâåííîå íà áåñêîíå÷íîñòè, òàêîå, ÷òî

lim
z→∞

z∈T (E)

[
ln |f(reiθ)|

rρ(r) − hf(θ)

]
= 0 .

Îïðåäåëåíèå 0.17 Ïóñòü E � ì.ð.ð. äëÿ ôóíêöèè f(z), A � ïðåäåëü-

íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè arg z ∈ (0, π) ïðè z →∞, z ∈ E. Ïóñòü h1(θ)
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� òðèãîíîìåòðè÷åñêè ρ-âûïóêëûé îãðàíè÷åííûé (íåïðåðûâíûé) èíäè-

êàòîð íà îòðåçêå [0, π] òàêîé, ÷òî h1(θ) ≥ hf(θ), θ ∈ (0, π) (θ ∈ [0, π])

è h1(θ) = hf(θ) ïðè θ ∈ A \ {0;π} (θ ∈ A). Òîãäà ìíîæåñòâî E, íà-

çûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî

èíäèêàòîðà h1(θ) â îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè C+ (â çàìêíóòîé ïîëó-

ïëîñêîñòè C+).

Ñâÿçü ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñ êëàññè÷åñêèì ðàñêðûâàåòñÿ ñëåäó-

þùèìè äâóìÿ òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 0.6 Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) áûëà ôóíêöèåé â.ð.ð. â îò-

êðûòîé ïîëóïëîñêîñòè C+ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðîñòà rρ(r), íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñÿ ïîëóïëîñêîñòü C+ áûëà åå ì.ð.ð.

Òåîðåìà 0.7 Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) áûëà ôóíêöèåé â.ð.ð. â çà-

ìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè C+ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðîñòà rρ(r), íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñÿ ïîëóïëîñêîñòü C+ áûëà åå ì.ð.ð. è åå

èíäèêàòîð hf(θ) áûë íåïðåðûâåí íà îòðåçêå [0, π].

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå öåëûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëíàÿ ôóíêöèÿ, àíà-

ëèòè÷åñêàÿ â ïîëóïëîñêîñòè, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé â.ð.ð., ìîæåò ðå-

ãóëÿðíî ðàñòè íà ìíîæåñòâå E, êòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ìíîæåñòâà åå

êîðíåé. Äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè òàêèõ ìíîæåñòâ áûëè ââåäåíû õàðàêòå-

ðèñòèêè àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè ââåäåíû À. Ô. Ãðèøèíûì.

Ïóñòü E ⊂ C+ � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñ òî÷êàìè ñãóùåíèÿ íà áåñêî-

íå÷íîñòè è íà âåùåñòâåííîé îñè,

n+
E(G) =

∑
an∈E∩C(0,1)

=an +
∑

an∈E\C(0,1)

sin arg an ,
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n+
E(C(0, r)) ≤Mrρ(r) .

Ïóñòü K � êîìïàêò, à ôóíêöèÿ d+
E(K) îïðåäåëÿåòñÿ êàê è õàðàêòåðèñòè-

êà dE(K) çàìåíîé ìåðû nE íà ìåðó n+
E.

Òåîðåìà 0.8 Ïóñòü E � ÷àñòü ìíîæåñòâà êîðíåé àíàëèòè÷åñêîé â

C+ ôóíêöèè f(z), ln |f(z)| ≤ M |z|ρ(|z|), ñ èíäèêàòîðîì hf(θ) îòíîñè-

òåëüíî rρ(r). Ïóñòü E � ì.ð.ð. ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî èíäèêàòî-

ðà h1(θ), îãðàíè÷åííîãî íà îòðåçêå [0, π]. Ïóñòü µH � íåâàíëèííîâñêàÿ

ìåðà ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè H(reiθ) = rρh1(θ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòà K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d+
E(K) ≤ µH(K) . (0.19)

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C+, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2.1)

ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f(z) â.ð.ð., êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü â

òî÷êàõ ìíîæåñòâà E è èìååò èíäèêàòîð hf(θ) = h1(θ), θ ∈ [0, π].

Ïðè ýòîì êîðíè ôóíêöèè f(z), îòëè÷íûå îò òî÷åê ìíîæåñòâà E, "õîðî-

øî"îòäåëåíû îò ìíîæåñòâà E è îáðàçóþò ñëàáî ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâà â

ïîëóïëîñêîñòè (èëè êîð÷å WR+(ρ(r)) [27])

Êëàññû ôóíêöèé, ðåãóëÿðíî ðàñòóùèõ íà ìíîæåñòâå ñâîèõ êîðíåé,

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííîé

çàäà÷è â êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â.ð.ð. ñ èíäèêàòîðîì ðàâíûì

h(θ). Ýòè çàäà÷è ðåøåíû ïåðâûì àâòîðîì äëÿ îãðàíè÷åííîãî èíäèêàòîðà

è íåïðåðûâíîãî èíäèêàòîðà íà îòðåçêå [0, π].
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6 Äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âïîëíå

ðåãóëÿðíîãî ðîñòà â ïîëóïëîñêîñòè

6.1 Äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè êîíå÷íîãî

γ-òèïà â ïîëóïëîñêîñòè

Ïóñòü Jδ = JS − JS � êëàññ δ-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â C+. Äëÿ

ôèêñèðîâàííîé ìåðû λ ïîëîæèì

dλk(ζ) =
sin kϕ

sinϕ
τ k−1 dλ(ζ) (ζ = τeiϕ), λk(r) = λk

(
C(0, r)

)
,

ãäå
sin kϕ

sinϕ
äëÿ ϕ = 0, π îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

λ(r) = λ(C(0, r)).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè v ∈ Jδ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëà-

ìè:

ck(r, v) =
2

π

π∫
0

v(reiθ) sin kθ dθ, k ∈ N .

Ïóñòü v = v+ − v− è λ � ïîëíàÿ ìåðà ôóíêöèè v. Ïóñòü λ = λ+ − λ−

� æîðäàíîâî ðàçëîæåíèå ìåðû λ. Ïîëîæèì

m(r, v) :=
1

r

π∫
0

v+(reiϕ) sinϕdϕ, N(r, r0, v) := N(r, v) :=

r∫
r0

λ−(t)

t3
dt ,

T (r, r0, v) := T (r, v) := m(r, v) +N(r, v) +m(r0,−v) ,

ãäå r0 > 0 � ïðîèçâîëüíîå, ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, r0 < r; ìîæíî ñ÷èòàòü

r0 = 1.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðîñòà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

lim inf
r→∞

γ(r)

r
> 0 . (0.20)
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Îïðåäåëåíèå 0.18 Ôóíêöèÿ v ∈ Jδ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êîíå÷íîãî

γ-òèïà, åñëè ñóùåñòâóþ êîíñòàíòû A,B > 0 òàêèå, ÷òî

T (r, v) ≤ A

r
γ(Br), r > r0 .

Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ δ-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êî-

íå÷íîãî γ-òèïà ÷åðåç Jδ(γ(r)). ×åðåç JS(γ(r)) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé êëàññ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî γ-òèïà.

Åñëè óñëîâèå (0.20) íå âûïîëíÿåòñÿ, ìû èñïîëüçóåì äðóãóþ õàðàê-

òåðèñòèêó äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà ôóíêöèé

T (r, v) := m(r, v) +N
(
r,
r

2
, v
)

+m
(r

2
,−v

)
.

Âñå óòâåðæäåíèÿ è â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿþò ñèëó.

Îïðåäåëåíèå 0.19 Ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà λ èìååò êîíå÷íóþ γ-

ïëîòíîñòü, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A è B òà-

êèå, ÷òî

N(r, λ) :=

r∫
r0

λ(t)

t3
dt ≤ A

r
γ(Br)

äëÿ âñåõ r > r0.

Îïðåäåëåíèå 0.20 Ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà λ â ïîëóïëîñêîñòè íàçûâà-

åòñÿ ìåðîé êîíå÷íîãî γ-òèïà, åñëè åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû A è B òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ r > 0,

λ(r) ≤ Arγ(Br) . (0.21)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà 0.9 Ïóñòü γ � ôóíêöèÿ ðîñòà è ïóñòü v ∈ Jδ. Òîãäà ñëåäóþ-

ùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû :
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(i) v ∈ Jδ(γ(r));

(ii) ìåðà λ+(v) (èëè λ−(v)) èìååò êîíå÷íóþ γ-ïëîòíîñòü è

|ck(r, v)| ≤ Aγ(Br), k ∈ N ,

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ A,B è âñåõ r > 0.

6.2 Äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî

ðîñòà ïîëóïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå 0.21 Ôóíêöèÿ v ∈ Jδ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðå-

ãóëÿðíîãî ðîñòà îòíîñèòåëüíî γ(r), åñëè äëÿ âñåõ η è ϕ èç îòðåçêà

[0, π] ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

1

γ(r)

ϕ∫
η

v(reiθ) sin θ dθ . (0.22)

Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ δ-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

â.ð.ð. îòíîñèòåëüíî γ(r) ÷åðåç Jδ(γ(r))o. ×åðåç JS(γ(r))o îáîçíà÷èì

êëàññ èñòèííî-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â.ð.ð. èç Jδ(γ(r))o.

Ïóñòü L̃∞[0, π] � áàíàõîâî ïîäïðîñòðàíñòâî L∞[0, π] ïîðîæäåííîå ñå-

ìåéñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé âñåõ îòðåçêîâ èç [0, π]. Ïî òåîðå-

ìå Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíñòè C[0, π] ⊂ L̃∞[0, π]. Îáîçíà÷èì

÷åðåç L[0, π] ëþáîå èç ïðîñòðàíñòâ C[0, π], L̃∞[0, π] èëè L1[0, π]. Ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà ïîëó÷åíà â [20].

Òåîðåìà 0.10 Ïóñòü v ∈ Jδ. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû :

(i) v ∈ Jδ(γ(r))o;
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(ii) v ∈ Jδ(γ(r)) è äëÿ âñåõ k ∈ N ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

ck(r, v)

γ(r)
= ck ; (0.23)

(iii) ìåðà λ−(v) èìååò êîíå÷íóþ γ-ïëîòíîñòü è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ

èç L[0, π] ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

1

γ(r)

π∫
0

ψ(θ)v(reiθ) sin θ dθ .

Çäåñü λ(v)=λ+(v)−λ−(v) � ïîëíàÿ ìåðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè

v è ck(r, v) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè v.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè v èç êëàññà JS(γ(r))o, òî îãðàíè÷åíèå íà ìåðó

λ−(v) â (iii) îòñóòñòâóåò (λ−(v) ≡ 0).

6.3 Èíäèêàòîð äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

âïîëíå ðåãóëÿðíîãî γ-ðîñòà

Ñëåäóÿ Êîíäðàòþêó ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 0.22 Ïóñòü v ∈ Jδ(γ(r))o, à ck îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

(3.4). Òîãäà ôóíêöèÿ

h(θ, v) =
∞∑

k=1

ck sin kθ

íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðîì ôóíêöèè v.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè è åe ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó L2[0, 2π]

ìû ïîêàæåì íèæå Íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà î ïèêàõ Ïîéÿ [?].

Ëåììà 0.7 Ïóñò ψ1, ψ2, ψ � ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

îò r íà ëó÷å [r0,∞) òàêèå, ÷òî îòíîøåíèå ψ2(r)/ψ1(r) âîçðàñòàåò è

lim sup
r→∞

ψ(r)

ψ1(r)
= ∞, lim sup

r→∞

ψ(r)

ψ2(r)
= 0 .
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn}, rn →∞ (n→∞),

÷òî ïðè r = rn âûïîëíÿåòñÿ

ψ(t)

ψ1(t)
≤ ψ(rn)

ψ1(rn)
, r0 ≤ t ≤ rn,

ψ(t)

ψ2(t)
≤ ψ(rn)

ψ2(rn)
, rn ≤ t <∞ .

Òåîðåìà 0.11 Ïóñòü ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò êëàññó Jδ(γ(r))o. Òîãäà

èíäèêàòîð h(θ, v) ïðèíàäëåæèò L2[0, π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (0.16) ñëåäóåò [16], ÷òî ïîðÿäîê β := p[γ] <∞.

Òîãäà limr→∞ γ(r)/r
k = 0 äëÿ âñåõ k > β. Èç íåðàâåíñòâà |ck(r, v)| ≤

Aγ(r) è ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå [14] ïðè r > r0

ck(r, v) = ck(r0, v)

(
r

r0

)k

+
2rk

π

r∫
r0

λk(t)

t2k+1 dt, k ∈ N ,

ïîëó÷àåì

ck(r, v) = −2rk

π

∞∫
r

λk(t)

t2k+1 dt, k > β . (0.24)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê èíòåãðàëó â (0.24), ïî-

ëó÷àåì äëÿ âñåõ k > β

ck(r, v) = − 1

πkrk

∫∫
C+(0,r)

sin kϕ

=ζ
τ k dλ(ζ)− rk

πk

∫∫
|ζ|≥r

sin kϕ

τ k=ζ
dλ(ζ), ζ = τeiϕ .

(0.25)

Ïîëîæèì λ̃ = |λ|,

N1(r, v) :=

r∫
r0

λ̃(t)

t3
dt .

Èç òåîðåìû 0.9 ñëåäóåò, ÷òî ìåðà λ̃ èìååò êîí÷íóþ γ-ïëîòíîñòü. Èç (0.25)

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|ck(r, v)| ≤
1

πrk

r∫
0

tk−1 dλ̃(t) +
rk

π

∞∫
r

dλ̃(t)

tk+1 , k > β .
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî

íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ k > β

|ck(r, v)| ≤
(k + 1)rk

π

∞∫
r

λ̃(t)

tk+2 dt−
k − 1

rkπ

r∫
0

tk−2λ̃(t) dt =

(k + 1)rk

π

∞∫
r

dN1(t)

tk−1 − k − 1

rkπ

r∫
0

tk+1 dN1(t) =

(k2 − 1)

π


∞∫

r

(r
t

)k

N1(t) dt+

r∫
0

(
t

r

)k

N1(t) dt

− 2k

π
rN1(r) .

(0.26)

Ïóñòü lim sup
r→∞

N1(r)/r
β−ε = ∞ äëÿ âñåõ ε > 0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 0.7 ê

ôóíêöèÿì ψ(r) = N1(r), ψ1(r) = rβ−ε, ψ2(r) = rβ+ε, íàõîäèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {rn}, rn →∞ (n→∞), òàêóþ, ÷òî

N1(t) ≤
(
t

rn

)β−ε

, r0 ≤ t ≤ rn; N1(t) ≤
(
t

rn

)β+ε

, rn ≤ t <∞ . (0.27)

Èñïîëüçóÿ (0.27), ïîëó÷èì èç (0.26)

|ck(rn, v)| ≤
2k

π
N(rn)

{
k2 + β − εk

(k − ε)2 − β2 − 1

}
≤

Ak

π
γ(rn)

{
k2 + β − εk

(k − ε)2 − β2 − 1

}
, k > β .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè k > β

|ck| = lim
r→∞

|ck(r, v)|
γ(r)

= lim
n→∞

|ck(rn, v)|
γ(rn)

≤ Ak

π

{
k2 + β − εk

(k − ε)2 − β2 − 1

}
.

Ò.ê. ε > 0 ëþáîå ÷èñëî, òî

|ck| ≤
Ak

π

{
β2 + β

k2 − β2

}
, k > β .
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Âûâîäû

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóá- è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà â ïîëóïëîñêîñòè. Òåõíè÷åñêèì àïïàðàòîì ïðè

èçó÷åíèè êëàññîâ òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïîëíîé ìåðû, êîòîðûé

áûëà ðàçðàáîòàíà À. Ô. Ãðèøèíûì [9, 10]. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ïîëíîé

ìåðû è ìåòîä ðÿäîâ Ôóðüå, Ê. Ã. Ìàëþòèí [18, 19] ïîëó÷èë ðÿä ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñóá- è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

ïðîèçâîëüíîãî ãàììà-ðîñòà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ðåçóëüòàòîâ Ë. Ðóáåëà, Á. Òåéëîðà, Ä. Ìàéëçà. Òðåòèé ðàçäåë

ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðàáîò Ê. Ã. Ìàëþòèíà è Í. Ñàäûêà

è ïîñâÿù�eí òåîðèè ðîñòà ñóá- è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïî-

ëóïëîñêîñòè. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà À. À. Êîíäðàòþêàà óòâåðæäàåò, ÷òî

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f ïîðÿäêà γ ðåãó-

ëÿðíî ðàñòóò íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìà 0.10 ÿâëÿåòñÿ íîâîé òåîðåìîé

òàêîãî òèïà.

Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè âàæíûì ðåçóëüòàòîì òðåòüåãî ðàçäåëà

ÿâëÿåòñÿ è òåîðåìà 0.11, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïðèíàäëåæíîñòü èäèêàòîðà

h(θ, v) êëàññó L2[0, π].

Â òðåòüåì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàëè ïðè îïðåäåëåíèè êëàññîâ ðàñ-

òóùèõ ôóíêöèé, ÷òî ôóíêöèÿ ðîñòà γ(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.5).

Îíî íåîáõîäèìî, åñëè ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðîñòà

êëàññè÷åñêóþ íåâàíëèííîâñêóþ õàðàêòåðèñòèêó T (r, v), ò.ê. íåðàâåíñòâî

T (r, v) ≤ Aγ(Br)/r óæå íàêëàäûâàåò ýòî îãðàíè÷åíèå íà ôóíêöèþ ðîñòà

γ. Åñëè ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé, áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé

íà ôóíêöèþ ðîñòà (íàïðèìåð, ñëó÷àé γ(r) = rρ, 0 < ρ < 1), òî ìû äîëæ-
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íû èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíóþ õàðàêòåðèñòèêó, ÷åì íåâàíëèííîâñêàÿ,

à èìåííî v ∈ Jδ(γ(r)), åñëè

m(r2, v) +m(r1,−v) +

r2∫
r1

λ−(t)

t3
dt ≤ A

r1
γ(Br1) +

A

r2
γ(Br2)

äëÿ âñåõ r2 > r1 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå óòâåðæäåíèÿ íàøåé ðàáîòû

èìåþò ìåñòî, à èõ äîêàçàòåëüñòâî àâòîìàòè÷åñêè ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííûå

âûøå ðàññóæäåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå è îïðåäåëåíèå, äàííîå âûøå, ñîâïàäà-

þò åñëè ôóíêöèÿ ðîñòà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.5).

Ââåäåííîå â ñòàòüå îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà, â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèÿ

v ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè è γ(r) = rρ, ñîâïàäàåò

ñ îïðåäåëåíèåì ââåäåííûì Ë. È. Ðîíêèíûì [22] è îòëè÷àåòñÿ îò îïðå-

äåëåíèÿ ôîðìàëüíîãî ïîðÿäêà, ââåäåííîãî À. Ô. Ãðèøèíûì [8], è ýê-

âèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé îïðåäåëåíèé ïîðÿäêà Å. Òèò÷ìàðøà è Í. Â.

Ãîâîðîâà [3]. Îäíàêî, âñå ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò ïðè ρ > 1. Êà÷åñòâåí-

íîå èõ îòëè÷èå âîçíèêàåò ïðè ρ ≤ 1. Â ýòîì ñëó÷àå íàøå îïðåäåëåíèå

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå øèðîêèì, ò.å. ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà â ñìûñëå À. Ô. Ãðèøèíà èëè Òèò÷ìàðøà�Ãîâîðîâà ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ äàííîãî â ñòàòüå.
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