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Задачи о растяжении и изгибе изотропной среды с одним или несколькими 
I\риволинейными разрезами рассматривались в [ 1 - 3 ]. Дваякопериодические задачи 
для: изотропной среды с разрезами содерЖатся: в [•-s]. В данной работе дается 
решение первой основной задачи теории упругости для: анизотропной среды, ослаб­
ленной двоююпериодической системой групп криволинейных разрезов общего вида. 
Представление решений двоююпериодической задачи находится при помощи пре­
дельного перехода из соответствующих соотношенпй для анизотропной среды с раз­
резами. Строится: макромодель регулярной структуры: 

1. Постановка задачи, Рассмотрим упругую анизотропную среду с пе­
риодической структурой. Пусть ro1 и ro2 (Im ro 1=0, Im ro 2/ ro1>0) -основ­
ные ее периоды. Будем предполагать, что в пределах каждого nараллело­
грамма перподов имеется группа из k пепересекающихся разрезов и эти 
группы конгруэнтны одна другой. 

Пусть l;=loo; (j=1, 2, ... , k) - ыоптур j-ro разреза в пределах основ­
ного параллелограмма периодов, Z=l00 =UZ;. 
Область, занятую средой, обозначим через D, граница области D - сово­
купность всех lm"==loo (mod ro 1, ro2). Будем предполагать, что loo;- простые 
гладкие кривые Ляпунова. 

Под первой о·сновной двоякопериодичеекой задачей для описавной 
структуры понимаем краевую задачу об определении напряжений в D, 
когда на берегах разрезов заданы одинаковые в конгруэнтных точках па­
грузки Xn±(t)+iYп±(t), а в области D действуют средние напряжения S 1, 

s2 и s12 (фиг. 1). 
Будем считать, что нагрузки Xп±(t)+iYп±(t) непрерывны .по Гельде­

ру, самоуравновешены; знак плюс 'Относится к левому берегу при поло­
жительном rнаправлении движения от начаЛа разреза а; к концу- Ь;. 

Известно, что напряжения в плоской анизотропной среде выражаются 
через аналитические функции своих аргументов Ф 1 (z 1 ) и Ф 2 (z 2 ) [ 9 ]. В ус­
ловиях групnо·вой симметрии эти функции дваякопериодичны в D. 

Краевое условие для определеН'Ия фующпи Ф1 (z,) и Фz(zz) получим, 
дифференцируя краевое условие первой основной задачи в форме 
Д. И. Шермана [ 10 ] по направлению s - каеательному к l. Имеем 

( 1.1) 

/-Lt - !12 /-Lt cos 'Ф - sin 'Ф( )
tv = Re t + ~Lv Im t (v~t,2), t Е Z, а 'Ф = . 

f.l2 - !12 /!2 cos ф - sin ')J 

Ь( )= !lt-!12 p,,cos-ф-sin')J F±(t)= Xn±(t)+p,2Yn±(t) 
'Ф /!2- !12 /!2 cos ф- sin 'Ф ' (/-Lz- !12) (!!2cos 'Ф- sin ')J) 

Верхний знаi> в (1.·1) относится к левому берегу разреза, ф- угол меж­
ду положительным направлением нормали к l в точке t и осью ох1 , 1-L• и 
fl• -·характеристические чпсла, зависящие от упругих свойств среды [9 ]. 
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Уелонимел ниже при обозначении кривых и областей, лежащих в аф­
финных плоскостях z, 'И Zz, приписывать к обозначениям их прообразов 
в плосRости z=x,+ixz штрих и два штриха соответственно. 

г-------хu 

1 if С(. 1 

/t~bj v.~ ;___ft_ 
1 yr: 1 

1 а. х.-1 
L~--------Y 

Фиг. 1 

Учитывал сказа'НIIое, приходим к следующей краевой задаче. Опреде­
лить регулярные двояRопери:одичеокие функции Ф, (z,) и Ф.(z2), соответ­
ственно в областях D' и D11 , по краевому условию (1:1) и некоторым до­
полнительным условиям (о которых будет сRазано в п. 3). 

Представим ~комые функции в виде 

Ф,(z,)=-1 -.Jp(t)t(tгz 1)dt,+A, z,ED' (1.2)
2m 

!'. 

Фz(zz) . 2:i Jq(t)t(t2-z2 )dt2+B, z2ED" 
l" 

tv=Re t+f..l.v Im t, Zv=Re z+fJ.v Im z (v=l, 2) 

Здесь функции p(t)={p1(t), tEl1} и q(t)={qJ(t), tEl;} подлежат опре­
делению (предполагаем их непрерывными по Гельдеру на (а1Ь1)); А и В­
неопределенные пока :rюнстанты; t(zv) - даета-функция Вейерштрасса, 
построенная на nериодах m1v=ffit и ffizv=Re mz+f..l.v Im ffiz. 

Из (1.2) следуют необходимые и дос1:аточньrе условия двоякой nе­
риодичности функций Фt (z,) и Фz(zz) 

Jp(t)dt~=O, Sq(t)dt2=0 (1.3) 
!' !" 

Механичеекий ·смысл этих равенств будет выяснен ниже. 
Определим: константы А и В из условия, чтобы nредставления (1.2) 

обеспечивали существование в D заданных средних напряжений S,, Sz 
и Stz· . 

Имеем, учитывая выражеюiя для компощ:штов главного вектора сил, 
действующих iВдоль произвольной дУГИ в D ["], и наличие в среде напря­
жений S,, Sz, S,z 

z+O>v 
Re[QJ,(Zt)+<pz(Zz)], =Pv (V=1,2) (1.4) 

Re[ fJ.,ф,.(z,) +fJ.zQJ2 (z2)] :+o.v Р/~; QJv (zv) = JФv (zv) dzv 
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Интегрируя (1.2) и учитывал свойства сигма-фушщий Вейерштрасса 
a(z) [ 11 ], получаем 

<р1 (zt+ы,.t) -<р~ (zt) =Awk1+aбk1 (1.5) 

<pz (zz+ыk2) -<р2 (z2) =Вшk2+Ьб1<2 

61<v=~* (zv+ffihv) -~ (zv) = 2~ ( ffi;v) (l<,v=t,2) 

а=­1 -. Jttp(t)dt\,
2л~ 

l' 

Из (1.4) и (1.5) rнаходим необходимые комбинации постоянных А и В 
и условие С'()lвместности системы (1.4) 

(J2 1 
Rе(А+В)=---Rе(абн+Ьбtz) (1.6)

2 ffit 

't12 1 
Re(~-ttA+~-tzB) =--- -Re(a~-tt6н+Ь~-tzбt2)

2 ffit 

Re(f.t 12A+~-t22B) = ~- - 1-Re[af.tt (~-tдбн-2лi)+
2 Ны 1 

+b~-tz (~-tzHб12 -2лi)], 't12=S12+Sz cos r:x, a2 =S2 sin r:x 

а1 sin r:x=St+2SI2 cosa+S2 cos2a, lm(a+b) =0 ( 1.7) 

В (1.6) а1 , а2 и 't1z- средние нормальвые и сдвигающие напряжение 
на шrощадRах, перпен·щшулнрных координатным осям. 

Таким образом, представле:в:ия ( 1.2) с учетом (1.3), (1.6) и ( 1.7) опи­
сывают класс задач с двоююпериодическиrм распределением напряжений 
в D и обеспечивают сущеетвование :в структуре заданных средних напря­

жений S1, Sz и S12· 
2. Основван система сивгулярвых ивтеrральпых уравнений. Переходя 

в (1.2) R предельным значениям 1И подставляя их в краевое условие (1.1) 
на l, после иреобразований получим 

q(t)=Ft(t)-a(1jY)p(t)-b(,P}p(t), Ft(t) F+(t)-F-(t) (2.1) 

л~ Jp(t)~(t-to)dt+ Jp(t)K1 (t,t0)dt+ 
1 1 

+ Jp(t)K2 (t, t0 )dt+M{p(t), t6}=N(to), toEl; (i=\,2, ... ,11.) (2.2) 

2 'К( t)=~l {a(tгtto)o(tz-tzo)}-(t- b(,P)}~(t-t )dt1 

rп t, о , dt n crz(t-to) . Ь('Фо) z zo dt1 

http:1-Re[af.tt
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Имеем далее 
sin('I\Jo-'1\J)

[a('ljJ)-a('I\Jo)]~(tгt2o)=CA(t,to) l l +O(It-tol 2)
t-to 

sin ('Ф-'Фо)
[b('ljJ)-b('Фo) nu2~t2o)=CA(t, to) l l + O(lt-tol 2)

t-to 

А (t, t 0 ) = [ (J.1.2 cos 'ljJ-sin 'Ф) (J.1.2 cos '\jJu-sin 'Фо) (cos 8+J.1.2 sin 8)] _, 

С.= (J.Lгil-2) (J.I-2-J.Lt) , t-to=lt-toleie (t,t.el) 

J.Lz-P,z 

В ои.лу предположений относительно дуг li отсюда следует, что ядра К1 
и к2 в (2.2) :могут обладать лишь не более чем ~лабой особенностью [ 12 ]. 

Таким образом (2.2) представляет собой систему из k-сингулярных 
уравнений относительно k неизвестных функций p1(t). Непрерывность по 
Гельдеру функций p1(t) в любой внутрЕjННеЙ точке l 1 следует из предполо­
Жеll!ИЙ о характер.е нагрузRи Xn±(t)+iYn±(t). Заме·тим, Ч'ТО в случае пря­
молинейных параллельных трещин или трещин, лежащих на одной пря­
мой, 1jJ='IjJ0 и уравнение (2.2) ~ущественно уnр<~щается. 

3. Скачок смещений. Уеловин однозначности смещения. Используя вы­
ражения смещений iВ среде через фу;нкции Q}t('ZI) и QJz(zz) [9], находим с 
учетом ( 1.2) с:каЧIКИ смещений ~а и ~v на l1 (а;" - упругие постоянные 
в законе Гука [ 8 ]): 

to to 

~a(to)=2Re{L, Jp(t)dt,+Lz Jq(t)dtz} (3.1)<J=1,2, ... ,"1 

to to 

~v(to)=2 Re { Q~ Jp(t)dt1+Qz Jq(t)dtz} 
а1 а1 

Условил однозначности смещений выражаются равенствами 

~и ( Ь1) =~v (Ь1) =0 U=l. z..... hJ (3.2) 

http:J.I-2-J.Lt
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Если главный вектор внешней нагрузки, действующей на l=Ul;, равен 
нулю, ro условия двоююй периоди'!ности (1.3) вытекают из условий од­
нозна'IНОGТИ смещений (3.2). 

В это.м случае из (1.1) и (2.1) находим 

R= JF1 (t) dt2=0 (3.3) 
l" 

Далее, из (2.1) и (1.1) находим 

Отсюда с J'leT{)M (3.3) заключаем, что первое и второе равенства в 
(1.3) равноеильны. Раскрывал условия (3.2), получаем после преобразо­
ваний 

(1=1,2, ••. ,11.) 

(3.4) 

Из (3.4) непосредственно выте'Кает (1.3). Утверждение доказано. 
Условие совместности (1.7) выполилетел автоматически, если главный 

момент внешней нагрузки на l равен нулю. Это следует иэ равенства, по­
лученного с У'!6Том (1.1), (2.1) и (1.5) 

Re[2ni(a1+bt) ]=+J[х2(Х,.+-Х,.-)-х1 (У,.+_у,.-) ]ds+ 
l 

Тюшм образ{)М, ословпая система (2.2) в совокуП1Iости с k дополни­
тельными услооиями (3.4) полностью определяет решение р (t). Функция 
q(t) определяется из (2.1), функции Фv(zv)- по формулам (1.2). 

4. Решение дл11 изотропной среды. Оно может быть получено иэ соот­
'ветствующих соотношений для ани•зотро'l]ной среды путем предельного 
перехода. Опуская rромоэдRие выкладЮI, приведем -получающиеся при 
этом представления компленсных nоте1щиалов Ф (z) и Ч' (z): 

1Ф (z) =А- - -.Jffi (t) ~ (t-z) dt, Jffi (t) dt=O (4.1)
2щ 

l 

'Y(z)=B+-.1--s-ffi(tn(t-z)df+-:-1 sF1(t)~(t-z)dt+ 
2ю ю 

l l 

+~J [fp(t-z)-pt(t-z)]ffi(t)dt
2щ 

1 

Здесь p(z) -эллиптическая пе-функция Вейерштрасса [н], p,(z) ­
специальная мераморфная функция [7 ], ffi(t)={ffi1(t), tel1} -искомая 
функция на l. 
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Основную •систему оJШгулярных уравнений для изотроnной среды 
с разревами :м:ожио получить, подставив предельные значения представ­

лений (4.1) в соотве·rетвующее (1.1) краевое условие на l: 

2ReФ±(t)-{ t :t ф±(~)+'l'±(t) }ещ'=Х,.±-iУ,.± 
5. Макро:модель структуры. Определение макромодели дано в [13]. Ис­

пользуя формулы для средних деформаций е,, е2, e,z и повvрота фундамен­
тальной ячейки ro: 

ro 1e1 =и (z+ro,) -u(z), ro 1 (e1z+ro) =v (z+ro,) -v(z) 

he,+H(e,гro) =u(z+roz) -u{z), Hez+h(e,z+ro) =v(z+roz) -v(z) 

а также ·соо·rноmения (1.4)-·(1.6) и (3.1), получаем после иреобразований 

4nан . .
e,=a,,a,+a,zaz+a,6,;,z+ ---Re (~aJ.t,+~bJ.tz) (5.1)

Hro, 

4лаz2 ( ia ib )ez=a,zcr,+azza2+azu'tt2 ----Re -+-
Hro, !lt !lz 

2 + + 4~ан R (. 2 . 2)e,z=a,ua, azu<Jz ne<r,z--Н е la!J-, +lb!J.2 
ro, 

Введем стандартлы~ решения системы (2.2) рщ, р<2 >, р<з> и ооответст­
вующие им функци:онады а, Ь по формулам (IЮлаrаем, что берега разре­
зов СiВободны от сил) 

р (t) =а,р<о (t) +azp<2>(t) +т,zр<3 > (t) (5.2) 

а=а,а, +azaz+'t,zaз, Ь=а, Ь,+а2Ьz+т,zЬз 

Здесь фуmщионалы а;, Ь1 соответствуют стандартному решению 
p(i) (t), i=1, 2, 3. 

Учитывая (5.2), получаем ив (5.1) закон Гука для макромоделв 
структуры 

е,= <aн>a,+<a,z)a2+<a,u>т,z (5.3) 

ez=<az, >а,+<az2>az+ <аzв) 't"tz 

2е12= <а61 )о,+ <aez> az+ <aee>'t12 

<ан)=ан [1 + 4:n;Re(iatJ.I.t+ibtJ.I.z) ]•
Hro 1 

4пан . 

(а,в> = <ав,> =а,в + -- Re (iaзl.l.t + ibзf.Lz),


Hw 1 

ВелИЧJИВ:Ы <a;k) представляют собой макроскопические упругие пара­
метры структуры. 

Доказатель'СТВО симметрии ма·трицы коэффициентов (а;п> проводится 
аналоmrчно [13 ]. 

6. Аuюиsотропваи среда е двоикопериодической системой при:моливей­
ных разреsов. Будем: предполагать, что в пределах параллелоrрам:ма пе­
риодов :имеется одив: разрез длиной 2L. 

http:aJ.t,+~bJ.tz
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Используя разложение дзета~фушщии Вейерштрасса в степенной ряд 
rн. 7 ] и учитьrвая, что '1\J=Фo=n/2, приоодим (2.2) к уравнению 

О~Л.<1 

m,n 

Нижний индекс при дзета~фушщmи в праБой части (6.1) указывает на 
то, что она :nостроена на периодах ffi 1z и ffizz. 

В предельном rCJIIYЧae :И'зотропной среды (6.1) переходит в сингуляр~ 
ное урав:нение для rи:зотропн<Jй среды с разрезами, полуqенное в [7 ]. 

Применяя 'К ура.внению (6.1) процедуру работы П, сведем его к си~ 
стеме линейных алгебра1Иqос,ких урав:нений · (дополнительRое условие од~ 
нозпащности смещений выполняется автоматически) 

00 

Aнt-.I: (CnAAn+Cn~o*An)=iN,. (А=О,I,З, ... ) 

n=i 

1 00 л. 2j+2 

С"=-~(-)~ Ка·,.3n.n 2 2 3 

j=O 

2 1 

N,.=-;;: JN(~) U~o(~))'1-~2 d~ 
-1 
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Здесь N (;) , К;, К;* и Л определены в ( 6.1); величины ain~< определены 
в (7]. Неизвестные А являются :коэффициентами· разложения · 

Во(;)= 1i 1-;z 8 (i) =.Е АлТk (S) 
k=! 

в ряд по полиномам Чебышева первого рода. 

7. Результаты расчетов. Расчеты проводшшсь дпл квадратной решетки с перио­
дами ro 1=2, ro 2=2i. Материал- стеклопластик АГ-4С с параметрами Е1 =2.1-105 -кгjсм2 , 
Е2 =1.6·105 кгjсм. 2, G=0.42·102 кгjсм 2, V2=0.01 (~-t,=2.128 i, !J- 2=0.539 i). В пределах 

паралпелограмма периодов имеется од­

на трещина длины 2L вдоль дуги эллип­
z N са 

~+1 ~+1 
Xt=Rt COS --<р, Xo=Rz sin--<p

2 2 . 
(-1.;;;~.;;;1) 

На фиг. 2. приведены графики ве­
лиЧины (On - напряжение нормального 

разрыва, r=lz-c!), N=crnirjL на nро­
должении за вершину трещины с (кри­
вая 1 соответствует началу с=а, кривая 
2- концу трещины с=Ь) в функции от 
угла <р при Rt=Rz=2, 01=I, Oz=Ttz=O. 

1 ~l 
oL-------~------~~~ 

145° 90° 
Фиг. 2 

0.5 

о 
sP 

90° 
"\. 

"\. 

' \ 
1 
1 

1 

oL " 
'f 

1 1 
1 1 
1 1 

45° 80° -0.5 

Фиг. 3 Фиг. 4 

На фиг. 3 даны графики эффективных макрадараметров ан/<ан> (пу.Iiктир), 
a2J(a22) (сплошные кривые), авв!<авв> (штрихпунктирные кривые) в функции от 
угла <р. 

Кривые мавропараметров (а 1 в>/а 11 (штрихпунктир), (аzв>/ан (сплошные кривые) 
и (а 12 >1а 12 (пунктир) даны на фиг. 4. На фиг. 4 и 3 l(ривые 1 и 2 относятел к значе­

, нилм R1/Rz=0.5 и 1 соответетвенно (Rz=2). Кривые 1 и 2 для величины ан/<ан) 
практически совпадают. 

Таким образом макромоделъ данной структуры существенно анизотропна, пара· 
метры (а16>/а 11 и {а26) ja~ 1 могут достигать весьма больПIИХ значений. Характерна 
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