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Роздiл 1

Векторна алгебра

1.1 Декартовi координати на прямiй, площинi i
в просторi.

Вiссю називається пряма, на якiй обрано початок вiдлiку, додатний
напрям i одиницю довжини (масштаб). Вiдрiзок, обмежений двома до-
вiльними точками осi, називається напрямленим, якщо вказано, яка з
двох вибраних точок є початок, а яка — кiнець. Напрямлений вiдрiзок,
обмежений точками A i B, початком якого є точка A, позначається AB.
Напрямком вiдрiзка вважається напрямок вiд початку до кiнця.

Величиною напрямленого вiдрiзка деякої осi називається число, що
дорiвнює довжинi цього вiдрiзка, взятої зi знаком плюс, якщо напрями
вiдрiзка i осi спiвпадають, i зi знаком мiнус, коли напрями протилежнi.
Величина напрямленого вiдрiзка AB позначається через AB (без риски).
Вiдстанню мiж точками A i B є модуль величини напрямленого вiдрiз-
ка AB, тобто |AB|. Якщо початок i кiнец напрямленого вiдрiзка спiв-
падають, то його величина дорiвнює нулю, а сам вiдрiзок називається
нульовим.

Очевидно, що для будь-яких трьох точок A, B, C деякої осi, величини
напрямлених вiдрiзкiв AB, BC i AC зв’язанi спiввiдношенням

AB +BC = AC (1.1)

Вкажемо спосiб, за допомогою якого положення точок на довiльно
вибранiй прямiй можна визначити заданням чисел. Нехай дана довiльна
пряма. Вiдмiтимо на нiй яку-небудь точку O i оберемо додатний напрям
та одиницю довжини (тим самим перетворимо пряму у вiсь).
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Декартовою координатою точки M на осi називається число x, що
дорiвнює величинi напрямленого вiдрiзка OM . Точка O називається по-
чатком координат. Запис M(x) означає, що точка M має координату
x.

Твердження 1.1.1. Для будь-яких двох точок M1(x1) та M2(x2) де-
якої осi справедлива рiвнiсть M1M2 = x2 − x1.

Доведення. На пiдставi тотожностi (1.1)M1M2 = OM2−OM1, звiд-
ки M1M2 = x2 − x1, що й потрiбно довести.

Твердження 1.1.2. Якщо M1(x1) i M2(x2) — довiльнi точки осi, то
вiдстань мiж ними |M1M2| = |x2 − x1|.

Доведення. Згiдно з попереднiм твердженням M1M2 = x2 − x1, але
вiдстань мiж точками M1, M2 є модуль величини напрямленого вiдрiзка
M1M2, отже |M1M2| = |x2 − x1|.

Якщо на прямiй введена координатна система, то кожна точка цiєї
прямої має одну певну координату; навпаки, яке б дiйсне число x ми
не взяли, на прямiй завжди знайдеться одна цiлком визначена точка з
координатою x.

Якщо вказано спосiб, що дозволяє визначити положення точок пло-
щини заданням впорядкованних наборiв з двох дiйсних чисел, то кажуть,
що на площинi введено систему координат. Розглянемо найпростiшу i
найбiльш вживану систему координат, яка називається декартовою пря-
мокутною.

Декартова прямокутна система координат визначається заданням
двох взаємно перпендикулярних осей iз спiльним масштабом, що зану-
мерованi в певному порядку. Точка перетину осей називається початком
координат, а самi вiсi — координатними осями, причому першу з них
називають вiссю абсцис, а другу — вiссю ординат.

Позначимо початок координат буквою O, а вiсь абсцис — буквами
Ox, вiсь ординат — буквами Oy. Нехай M — довiльна точка площини.
Опустимо з точки M перпендикуляри на координатнi вiсi. Основи цих
перпендикулярiв позначимо через Mx та My (рис. 1).

Координатами точки M в заданiй системi координат називаються
числа x = OMx, y = OMy, де OMx — величина напрямленого вiдрiзка
OMx осi абсцис; OMy — величина напрямленого вiдрiзка OMy осi ор-
динат. Число x називається першою координатою, або абсцисою точки
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M , число y називається другою координатою, або ординатою точки M .
Запис M(x, y) означає, що точка M має абсцису x i ординату y.

Якщо задана система декартових прямокутних координат, то кожна
точка площини в цiй системi має одну цiлком визначену пару координат
(x, y). Навпаки, якi б не були два дiйснi числа x, y, на площинi знайдеться
одна цiлком визначена точка, абсцисою якої в данiй системi є x, а орди-
натою – y. Щоб побудувати точку по її координатах (x, y), потрiбно на
осi абсцис вiдкласти вiд початку координат напрямлений вiдрiзок OMx,
величина якого дорiвнює x, а на осi ординат — напрямлений вiдрiзок
OMy, величина якого дорiвнює y, провести через Mx пряму, паралельну
осi y, через My — пряму, паралельну осi x, i знайти точку M як точку
перетину проведених прямих.

Двi координатнi осi разом роздiляють площину на чотири частини,
якi називаються координатними четвертями, або квадрантами, i ну-
мерують за певним правилом, яке показано на рис. 2.

Нехай M — деяка точка з координатами (x, y). Якщо
x > 0, y > 0, то M лежить в першому квадрантi;
x < 0, y > 0, то M лежить в другому квадрантi;
x < 0, y < 0, то M лежить в третьому квадрантi;
x > 0, y < 0, то M лежить в четвертому квадрантi.
Коли вказано спосiб, що дозволяє визначити положення точок про-

стору заданням впорядкованих наборiв з трьох дiйсних чисел, то кажуть,
що в просторi введено систему координат.

Декартова прямокутна система координат в просторi визначається
заданням трьох взаємно перпендикулярних осей iз спiльним масштабом,
занумерованих в якому-небудь порядку.

Точка перетину осей називається початком координат, а самi вiсi —
координатними осями, причому перша з них називається вiссю абсцис,
друга — вiссю ординат, третя — вiссю аплiкат. Початок координат по-
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значимо буквою O, вiсь абсцис — буквами Ox, вiсь ординат — буквами
Oy, вiсь аплiкат — буквами Oz. Нехай M — довiльна точка простору;
Mx, My, Mz — основи перпендикулярiв, що опущенi з точки M на осi
Ox, Oy, Oz, вiдповiдно (рис. 3).

Координатами точки M в заданiй системi називаються числа x =
= OMx, y = OMy, z = OMz, де OMx — величина напрямленого вiдрiзка
OMx осi абсцис; OMy — величина напрямленого вiдрiзка OMy осi орди-
нат i OMz — величина напрямленого вiдрiзка OMz осi аплiкат. Число x
називається першою координатою, або абсцисою точки M , y — другою
координатою, або ординатою точки M , z —третьою координатою, або
аплiкатою точки M . Запис M(x, y, z) означає, що точка M має абсци-
су x, ординату y та аплiкату z.

w

xM

yM

zM

M

M

yM

xM xy

y

x

00

z

3.Рис 4.Рис

Якщо задана система декартових прямокутних координат, то кожна
точка простору в цiй системi має одну цiлком визначену впорядковану
трiйку координат (x, y, z). Навпаки, якi б не були три дiйснi числа x, y, z,
в просторi знайдеться одна цiлком визначена точка, абсцисою якої є x,
ординатою — y, аплiкатою — z. Щоб побудувати точку M по її коорди-
натах (x, y, z), потрiбно на осi абсцис вiдкласти вiд початку координат
напрямлений вiдрiзок OMx, величина якого дорiвнює x, на осi ординат
— вiдрiзок OMy, величина якого дорiвнює y, на осi аплiкат — вiдрiзок
OMz, величина якого дорiвнює z, провести через Mx площину, що пер-
пендикулярна до осi Ox, через My — площину, що перпендикулярна до
осi Oy, через Mz — площину, що перпендикулярна до осi Oz, i знайти
точку M як точку перетину проведених площин.

Площина, що проходить через прямi Ox, Oy, називається коорди-
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натною площиною xy. Двi iншi площини, що проходять через вiсi коор-
динат, називаються координатними площинами xz та yz. Три площини
xy, xz, yz разом подiляють простiр на вiсiм частин, якi називаються
координатними октантами.

Зауваження. На прямiй, площинi i в просторi можна ввести iншi
системи координат.

Наприклад, на площинi косокутна декартова система координат
визначається заданням двох осей Ox, Oy iз спiльним масштабом, що пе-
ретинаються в точцi O пiд будь-яким кутом, крiм 0o та 180o. Нехай M —
довiльна точка площини. Проведемо через M прямi, що паралельнi осям
Ox, Oy, i позначимо точки їх перетину з цими осями вiдповiдно через
Mx i My (рис. 4). Координатами точки M в заданiй системi називаються
числа x = OMx, y = OMy, де OMx — величина напрямленого вiдрiзка
OMx осi Ox, OMy — величина напрямленого вiдрiзка OMy осi Oy. Пря-
мокутна система координат є окремим випадком косокутної системи.

Аналогiчно можна ввести косокутну декартову систему координат в
просторi.

В подальшому, коли не сказано iнакше, ми будемо розглядати тiль-
ки прямокутнi декартовi системи координат, тому слово «прямокутнi»
часто будемо пропускати.

1.2 Найпростiшi задачi аналiтичної геометрiї на
площинi.

1.2.1 Вiдстань мiж точками.

Нехай на площинi xy (система координат декартова) данi двi точки
A1(x1, y1) i A2(x2, y2). Виразимо вiдстань мiж точками A1, A2 через ко-
ординати цих точок. Припустимо, що x1 ̸= x2 i y1 ̸= y2. Проведемо через
точки A1 i A2 прямi, що паралельнi осям координат Oy i Ox, вiдповiдно,
вони перетнуться в точцi A (рис. 5). Тодi

|A1A| = |y2 − y1|, |AA2| = |x2 − x1|.

За теоремою Пiфагора

|A1A2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Вправи.
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1) Довести, що остання формула справедлива, якщо

1) x1 = x2, y1 ̸= y2; 2) x1 ̸= x2, y1 = y2; 3) x1 = x2, y1 = y2.

2) Довести, що вiдстань мiж двома точкамиA1(x1, y1, z1),A2(x2, y2, z2)
простору, в якому введена декартова система координат, обчислю-
ється за формулою

|A1A2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

3) Знайти вiдстань мiж двома точками площини, якi заданi своїми
координатами в косокутнiй декартовiй системi координат.

x x

y
y

1
x

2
x
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y

2
y
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A
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5.Рис 6.Рис

1.2.2 Подiл вiдрiзка у даному вiдношеннi.

Нехай на площинi xy (система координат декартова) є двi рiзнi точки
A1(x1, y1) i A2(x2, y2). Знайдемо координати (x, y) точки A, що дiлить
вiдрiзок A1A2 у вiдношеннi λ2 : λ1.

Нехай вiдрiзок A1A2 не паралельний осi Ox (рис. 6.). Спроектуємо
точки A,A1, A2 на вiсь Oy. Одержимо

Ā1Ā

ĀĀ2
=
A1A

AA2
=
λ2
λ1

звiдси
y1 − y

y − y2
=
λ2
λ1

i
y =

λ1y1 + λ2y2
λ1 + λ2

. (1.2)
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Якщо вiдрiзок A1A2 паралельний осi Ox, то y = y1 = y2. Той же
результат дає формула (1.2), яка, таким чином, справедлива при будь-
якому розташуваннi точок A1, A2.

Аналогiчно знаходиться абсциса x точки A:

x =
λ1x1 + λ2x2
λ1 + λ2

. (1.3)

Отже, ми отримали наступнi формули для координат точки A:

x =
λ1x1 + λ2x2
λ1 + λ2

, y =
λ1y1 + λ2y2
λ1 + λ2

. (1.4)

Якщо A — середина вiдрiзка A1A2, то λ1 = λ2 i x = x1+x2
2 , y = y1+y2

2 .

Зауваження. Очевидно, що координата x точки A, що дiлить вiдрiзок
A1A2 на прямiй у вiдношеннi λ2 : λ1 (рис.6.1.) знаходиться за формулою
(1.3), де A1(x1), A2(x2).

A1
A

2
A

0 x

.1.6.Рис

Вправа. Нехай A1(x1, y1, z1) i A2(x2, y2, z2) — двi рiзнi точки просто-
ру (система координат косокутна декартова). Довести, що координати
(x, y, z) точки A, що дiлить вiдрiзок A1A2 у вiдношеннi λ2 : λ1 виража-
ються за допомогою формул

x =
λ1x1 + λ2x2
λ1 + λ2

, y =
λ1y1 + λ2y2
λ1 + λ2

, z =
λ1z1 + λ2z2
λ1 + λ2

. (1.5)

У частковому випадку, коли A — середина вiдрiзка A1A2 формули
(1.5) мають вигляд

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

, z =
z1 + z2

2
.

1.3 Паралельний перенос.

Введемо на площинi декартовi координати x, y. Перетворення при
якому довiльна точка (x, y) переходить у точку (x + a, y + b), де a i
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A

A
B

B

A¢

B¢

a
r

7.Рис 8.Рис

b — сталi, називається паралельним переносом. Паралельний перенос за-
дається формулами x′ = x+a, y′ = y+b, де (x′, y′) — координати точки,
в яку переходить точка (x, y) при паралельному переносi. Паралельний
перенос точки A в точку A′ будемо позначати так: A→ A′.

Властивостi паралельного переносу.

1. Паралельний перенос зберiгає вiдстань мiж вiдповiдними точками.

Дiйсно, нехай A→ A′, B → B′ i нехай A(x1, y1), B(x2, y2).

Тодi
A′(x1 + a, y1 + b), B′(x2 + a, y2 + b)

i
|A′B′|2 = (x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 = |AB|2.

2. При паралельному переносi точки пересуваються по паралельних
прямих на одну i ту ж вiдстань.

Дiйсно, нехайA→ A′,B → B′,A(x1, y1),B(x2, y2), тодiA′(x1+a, y1+b),
B′(x2 + a, y2 + b).

Розглянемо випадок, коли чотирикутник AA′B′B не вироджується
у вiдрiзок (рис. 7.) Середина вiдрiзка AB′ має координати

x =
x1 + x2 + a

2
, y =

y1 + y2 + b

2
.

Тi ж координати має i середина вiдрiзка A′B, тому дiагоналi чо-
тирикутника AA′B′B перетинаються i точкою перетину дiляться
навпiл. Звiдси AA′B′B — паралелограм. Отже, вiдрiзки AA′, BB′

паралельнi i рiвнi, що i доводить дане твердження.

Зазначимо, що AB i A′B′ також паралельнi. Отже, має мiсце на-
ступна властивiсть.
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3. При паралельному переносi кожна пряма переходить в паралельну
пряму.

Вправа. Довести властивостi 2, 3 у випадку виродження чотири-
кутника AA′B′B у вiдрiзок.

4. Якi б не були двi точки A i A′ iснує, i притому єдиний, паралельний
перенос, при якому точка A переходить в точку A′.

Доведення. Доведемо iснування. Нехай A(a, b), A′(a′, b′). Пара-
лельний перенос, що задається формулами x′ = x + a′ − a, y′ =
= y + b′ − b, переводить точку A в A′.

Доведемо єдинiсть. Припустимо, що паралельний перенос x′ = x+α,
y′ = y + β, також переводить точку A(a, b) в точку A′(a′, b′). Тодi
a′ = a + α, b′ = b + β, звiдки α = a′ − a, β = b′ − b, i єдинiсть
доведена.

Перетворення f називається тотожним (позначається через id),
коли f(A) = A для будь-якої точки A площини.

Композицiєю двох вiдображень f i g (позначається через g◦f) пло-
щини на себе, називається послiдовне виконання двох перетворень:
(g ◦ f)(A) = g(f(A)).

Нехай f — вiдображення площини на себе. Оберненим вiдображен-
ням (позначається через f−1) називається таке вiдображення, що
f−1 ◦ f = id.

5. Композицiя двох паралельних переносiв є паралельний перенос.

6. Тотожне перетворення є паралельний перенос.

7. Перетворення, обернене до паралельного переносу, є паралельний
перенос.

8. Композицiя паралельних переносiв (як взагалi композицiя перетво-
рень) пiдкоряється асоцiативному закону, тобто (f ◦g)◦h = f ◦(g◦h)
для будь-яких паралельних переносiв f, g, h.

9. Якщо f, g — паралельнi переноси, то g ◦ f = f ◦ g.
Властивiсть 9 означає, що композицiя паралельних переносiв ко-
мутативна.

Вправа. Довести властивостi 5, 6, 8, 9.



16 РОЗДIЛ 1. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА

Паралельним переносом в просторi називається таке перетворення,
при якому довiльна точка (x, y, z) переходить в точку (x+a, y+b, z+c),
де a, b, c — сталi. Паралельний перенос в просторi задається фор-
мулами x′ = x+ a, y′ = y + b, z′ = z + c.

Властивостi паралельного переносу в просторi доводяться так са-
мо, як i на площинi. Новою для паралельного переносу в просторi
є властивiсть

10. При паралельному переносi в просторi кожна площина переходить
або в себе, або в паралельну їй площину.

Вправи.

1. Довести властивiсть 10.

2. Нехай A1A2A3A4 — довiльний чотирикутник; B1, B2 — середини
его дiагоналей. Довести, що |A1A2|2+ |A2A3|2+ |A3A4|2+ |A4A1|2 =
= |A1A3|2 + |A2A4|2 + 4|B1B2|2.

1.4 Вектори.

1.4.1 Абсолютна величина i напрям вектора.

Два променi називаються спiвнапрямленими, коли їх можна сумiсти-
ти паралельним переносом. Два променi на однiй прямiй називаються
доповняльними, коли вони мають єдину спiльну точку.

Два променi l та l1 називаються протилежно напрямленими, коли
промiнь l спiвнапрямлений з променем l2, що є доповняльним до променя
l1.

Променi, якi лежать на прямих, що перетинаються, на площинi (в
просторi) або на мимобiжних прямих простору, не є нi спiвнапрямлени-
ми, нi протилежно напрямленими.

Вiдрiзок, обмежений точками A, B, називається напрямленим, коли
сказано, яка з цих точок є початком вiдрiзка, а яка — кiнцем. Напрямком
вiдрiзка вважається напрямок вiд початку до кiнця.

Вектором називається напрямлений вiдрiзок. Початок вектора на-
зивається точкою його прикладення.

Зображається вектор вiдрiзком зi стрiлкою, що розташована бiля кiн-
ця вектора (рис. 8). Позначається вектор через

−−→
AB чи AB (коли хочуть

пiдкреслити, що A — початок вектора, а B — його кiнець) або через −→a ,
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ā, a , коли в даному контекстi точка прикладення вектора значення не
має.

Напрямом вектора
−−→
AB називається напрям променя AB, тобто про-

меня з початком A, який має в собi точку B.
Довжиною (модулем) вектора

−−→
AB називається довжина напрямле-

ного вiдрiзка AB.

Вектори
−−→
AB i

−−→
CD називаються однаково напрямленими (спiвнапрям-

леними), коли променi AB i CD спiвнапрямленi. Вектори
−−→
AB i

−−→
CD на-

зиваються протилежно напрямленими, коли протилежно напрямленi
променi AB i CD.

Два вектори називаються рiвними, коли вони сумiщаються паралель-
ним переносом.

Рiвнi вектори мають однаковi довжини i однаковi напрями. Справе-
дливе i протилежне: якщо вектори мають однаковi напрями i довжини,
то вони дорiвнюють один одному.

Вектор, у якого початок i кiнец спiвпадають, називається нульовим
i позначається через 0⃗. Нульовий вектор не має певного напряму. Абсо-
лютна величина нульового вектора вважається рiвною нулю. Всi нульовi
вектори рiвнi мiж собою.

Iз властивостей паралельного переносу випливає, що з будь-якої то-
чки можна вiдкласти вектор, рiвний даному вектору, i притому тiльки
один. Отже, якщо задана система координат на площинi або в просторi,
то кожний вектор можна вiдкласти вiд початку координат O. Таким чи-
ном, виникає природна вiдповiднiсть мiж точками площини (простору)
i векторами: A→ −→

OA (рис. 9).
Вектор

−→
OA називається радiус-вектором точки A.

x

x

y y

a
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A

0

0

y ¢

x¢

9.Рис 10.Рис
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1.4.2 Координати вектора.

Введемо на площинi (в просторi) косокутну декартову систему коор-
динат. Нехай в просторi данi двi точки A(x1, y1, z1) i B(x2, y2, z2). Тодi
координатами вектора

−−→
AB називається набiр чисел:

a1 = x2 − x1, a2 = y2 − y1, a3 = z2 − z1,
−−→
AB = (a1, a2, a3).

Перевiримо коректнiсть визначення: рiвнi вектори мають рiвнi ко-
ординати.

Дiйсно, нехай вектор
−−→
ÃB̃ дорiвнює вектору

−−→
AB. Вектори рiвнi, коли

вони сумiщаються паралельним переносом. Тому A(x1+c1, y1+c2, z1+c3)
i B(x2+ c1, y2+ c2, z2+ c3). Отже ã1 = (x2+ c1)− (x1+ c1) = x2−x1 = a1.
Аналогiчно ã2 = a2, ã3 = a3

Вiрне i обернене твердження: якщо у векторiв рiвнi вiдповiднi коор-
динати, то рiвнi i самi вектори.

Вправи.

1. Перевiрити, що координати нульового вектора дорiвнюють нулю.

2. Перевiрити, що координати радiус-вектора точки A спiвпадають з
координатами точки A.

3. Якщо вектор a заданий своїми координатами в прямокутнiй декар-
товiй системi координат, a = (a1, a2, a3), то |a | =

√
(a1)2 + (a2)2 + (a3)2.

Зауваження. Координати вектора залежать вiд вибору системи ко-
ординат.

Приклад. Нехай в системi координат Oxy вектор a = (1, 0). Тодi в
системi координат Ox′y′ (рис. 10), вектор a =

(√
2
2 ,

√
2
2

)
.

Виникає питання: як зв’язанi мiж собою координати вектора в рiзних
системах координат? Ми дамо вiдповiдь на це питання пiзнiше.

1.4.3 Застосування векторiв.

Нехай потрiбно вивчити траєкторiю L руху точки A (рис. 11). Коорди-
нати точки A спiвпадають з координатами вектора

−→
OA — радiус-вектор

цiєї точки. Позначимо r⃗ = r⃗(t), де t — час, радiус-вектор довiльної точки
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кривої L (r⃗ = r⃗(t) називається вектор-функцiєю). Вивчаючи властивостi
вектор-функцiї r⃗(t) можна дослiджувати траєкторiю руху точки A.

Приклад. Точка рухається по колу радiуса R зi сталою кутовою
швидкiстю ω. Знайдемо радiус-вектор цiєї матерiальної точки (рис.12).

x = R cosωt, y = R sinωt, тобто r(t) = (R cosωt,R sinωt).

1.4.4 Лiнiйнi операцiї над векторами.

Нехай дано два вектори a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3). Сумою век-
торiв a i b називається вектор c = a + b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

Операцiя додавання векторiв пiдкоряється законам:

1. Комутативному: a + b = b + a .

2. Асоцiативному: a + (b + c) = (a + b) + c.

Для доведення досить порiвняти вiдповiднi координати векторiв,
що стоять в правiй i лiвiй частинах рiвностей.

Для операцiї додавання векторiв мають мiсце наступнi правила.

3. Правило трикутника:
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC (рис. 13).

Доведення. НехайA(x1, y1, z1),B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3). Тодi
−−→
AB =

= (x2−x1, y2−y1, z2−z1),
−−→
BC = (x3−x2, y3−y2, z3−z2) i

−−→
AB+

−−→
BC =

= (x3 − x1, y3 − y1, z3 − z1) =
−→
AC.

4. Правило паралелограма:
−−→
AB +

−−→
AD =

−→
AC (рис. 14).
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Доведення. За властивiстю 3 буде
−−→
AB+

−−→
BC =

−→
AC, але

−−→
BC =

−−→
AD.

Фiзична iнтерпретацiя властивостi 4 — знаходження рiвнодiючої
сили, коли на матерiальну точку дiє кiлька сил.

Рiзницею векторiв a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3) називається
такий вектор c = (c1, c2, c3), який в сумi з вектором b дає вектор
a , тобто c+b = a . Звiдси знайдемо координати вектора c = a−b.
Отже, c1 = a1 − b1, c2 = a2 − b2, c3 = a3 − b3, тобто a − b =
= (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3).

5.
−−→
AB −−−→

AD =
−−→
DB (рис. 15). Довести самостiйно.

A

A

B

B

D
0

15.Рис 16.Рис

Добутком вектора a = (a1, a2, a3) i числа λ називається вектор
λa = aλ = (λa1, λa2, λa3).

Властивостi множення вектора на число.

1. λ(µa) = (λµ)a ;

2. (λ+ µ)a = λa + µa ;

3. λ(a + b) = λa + λb.
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Для доведення цих властивостей досить порiвняти вiдповiднi ко-
ординати векторiв, що стоять в правiй i лiвiй частинах рiвностей.

4. |λa | = |λ| · |a |. Причому напрям вектора λa спiвпадає з напрямом
вектора a , коли λ > 0, i протилежний напряму вектора a , коли
λ < 0.

Доведення. 1) Нехай 0 < λ < 1. На променi OA разглянемо точ-
ку B, яка дiлить вiдрiзок OA у вiдношеннi λ

1−λ (рис. 16). Нехай
O(0, 0, 0), A(a1, a2, a3), B(b1, b2, b3). Тодi за формулами подiлу вiд-
рiзка у даному вiдношеннi (1.5)

b1 =
(1− λ)0 + λa1

λ+ 1− λ
= λa1,

аналогiчно
b2 = λa2, b3 = λa3,

тобто, b = λa , де b =
−−→
OB, a =

−→
OA.

2) Нехай λ > 1. На променi OB розглянемо точку A, яка дiлить
вiдрiзок OB у вiдношеннi 1

λ−1 (рис. 17).

Нехай O(0, 0, 0), A(a1, a2, a3), B(b1, b2, b3). Тодi за формулами (1.5)

a1 =
(λ− 1)0 + 1b1

λ− 1 + 1
=
b1

λ
,

звiдки b1 = λa1, аналогiчно b2 = λa2, b3 = λa3, тобто b = λa , де
b =

−−→
OB, a =

−→
OA.

3) Випадок λ < 0 розглянути самостiйно.

Таким чином, ми з’ясували геометричний змiст множення вектора
на число.

1.4.5 Колiнеарнi вектори.

Два вектори називаються колiнеарними, якщо вони лежать на однiй
або на паралельних прямих. Iз властивостi 4 множення вектора на число
випливає, що два вектори колiнеарнi, коли їх координати пропорцiйнi.

Покажемо, що вiрне i обернене твердження: якщо два вектори a i b
колiнеарнi, то їх координати пропорцiйнi.



22 РОЗДIЛ 1. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА

A

A B

B

A¢

B¢

a
r

b

r

0
0

C

18.Рис17.Рис

Доведення. Якщо a = 0, то a = 0b. Нехай a ̸= 0. Через те, що a i b
колiнеарнi, вони лежать на однiй або на паралельних прямих. Не втра-
чаючи загальностi, можна вважати, що a i b лежать на однiй прямiй.
Розглянемо два випадки.

1. a i b спiвнапрямленi. Введемо вектор c = |b|
|a |a , що спiвнапрямле-

ний з a i для якого |c| = |b|. Отже, c = b. Тому b = λa , де λ = |b|
|a | .

2. a i b протилежно напрямленi. Розглянемо вектор c = − |b|
|a |a ; c

спiвнапрямлений з b i |c| = |b|, тому c = b. Звiдси b = λa , де λ = − |b|
|a | .

Отже, має мiсце

Твердження 1.4.1. Вектори a i b колiнеарнi тодi i тiльки тодi, коли
їх координати пропорцiйнi: b = λa.

Вправи.

1. Довести, що медiани трикутника, в свою чергу, можуть задавати
сторони деякого трикутника.

2. Нехай задано радiус-вектори вершин трикутника. Знайти радiус-
вектори точки перетину медiан i точки перетину бiсектрис трику-
тника.

3. Задано правильний n-кутник A1, . . . , An, центр якого розташова-
ний у точцi O. Довести, що

−−→
OA1 +

−−→
OA2 + . . .+

−−→
OAn = 0⃗.

4. В просторi задано замкнений опуклий многогранник. Позначимо
через Si i n i вiдповiдно площу i одиничну нормаль i-ї гранi, що
напрямлена зовнi. Довести:

S1n1 + S2n2 + . . .+ Sknk = 0
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1.4.6 Розкладання вектора по двох неколiнеарних векто-
рах.

Твердження 1.4.2. Якщо вектори a i b неколiнеарнi, то кожний век-
тор c, що розташований в площинi a i b, допускає, i притому єдине,
представлення: c = λa + µb

Доведення. Якщо c = 0, то c = 0 · a + 0 · b. Нехай вектор c не-
нульовий. З кiнця вектора c проведемо прямi, що паралельнi a i b. Цi
прямi перетинають прямi OA i OB в деяких точках A′ i B′ (рис. 18). За
правилом паралелограма

−−→
OC =

−−→
OA′ +

−−→
OB′. Але

−−→
OA′ i

−→
OA колiнеарнi,

тому
−−→
OA′ = λa . Аналогiчно,

−−→
OB′ = µb. Отже, c = λa + µb.

Доведемо єдинiсть розкладання. Нехай є два розкладання: c = λa+µb
i c = λ1a + µ1b. Вiднiмаючи цi рiвностi почленно, одержимо

0 = (λ− λ1)a + (µ− µ1)b.

Але цi рiвностi можливi лише при умовi λ−λ1 = 0, µ−µ1 = 0, оскiльки,
вектори a i b неколiнеарнi. Єдинiсть доведено.

1.4.7 Розкладання вектора по трьох некомпланарних век-
торах.

Три вектори в просторi називаються компланарними, якщо рiвнi їм
вектори iз спiльним початком лежать в однiй площинi.

Зауваження.

1. Якщо вектори a, b, c некомпланарнi, то нiякi два з них неколiне-
арнi.

2. Якщо a i b — неколiнеарнi вектори, а вектор c лежить в площинi
цих векторiв, то a, b, c компланарнi.

Твердження 1.4.3. В просторi кожний вектор d розкладається по
трьох некомпланарних векторах a, b, c, причому це розкладання єдине:

d = λa + µb + νc

Доведення. Прикладемо до довiльної точки O чотири вектори
−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC i

−−→
OD, що рiвнi векторам a , b, c i d вiдповiдно, i позначимо через
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α площину, в якiй лежать вектори
−→
OA i

−−→
OB (рис. 19). Якщо точка D

лежить на прямiй OC, то
−−→
OD = ν

−−→
OC. Звiдси d = νc.

Якщо точка D не лежить на прямiй OC, то проведемо пряму, па-
ралельну прямiй OC. Вона перетне площину α в деякiй точцi D′. Век-
тори

−−→
OC i

−−→
D′D колiнеарнi. Тому

−−→
D′D = ν

−−→
OC. Вектор

−−→
OD′ лежить в

площинi α з векторами
−→
OA i

−−→
OB. Тому

−−→
OD′ = λ

−→
OA + µ

−−→
OB. Оскiльки

−−→
OD =

−−→
OD′ +

−−→
D′D, то

−−→
OD = λ

−→
OA+ µ

−−→
OB + ν

−−→
OC, або d = λa + µb + νc.

Iснування розкладання вектора d доведено.
Доведемо єдинiсть розкладання. Припустимо, що iснує iнше розкла-

дання d = λ′a + µ′b + ν ′c. Тодi (λ − λ′)a + (µ − µ′)b + (ν − ν ′)c = 0.
Через те, що a , b, c некомпланарнi, остання рiвнiсть можлива лише при
λ = λ′, µ = µ′, ν = ν ′.
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Дамо нову iнтерпретацiю координат вектора (розглянемо випадок
площини). Нехай дано косокутну систему координат, e1, e2 — одиничнi
вектори, що мають напрями координатних осей; a — довiльний вектор.
Тодi a = a1e1+a

2e2 (рис. 20). Координати вектора, що визначенi ранiш,
не що iнше, як коефiцiєнти в розкладеннi вектора a по векторах e1, e2.
Аналогiчне твердження правильне для випадку простору.

Введемо позначення a = aie i = a1e1 + a2e2 + a3e3. В подальшому,
коли iндекс стоїть зверху i знизу, вiн означає пiдсумовування; у випадку
площини iндекс i змiнюється вiд 1 до 2, а у випадку простору - вiд 1 до
3.

1.4.8 Деякi вiдомостi з лiнiйної алгебри.

Нехай G — деяка множина, елементи a⃗, b⃗, c⃗ ∈ G, R — поле дiйсних
чисел, λ, µ, ν ∈ R.
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1. На множинi G введено операцiю додавання: a⃗+ b⃗ = c⃗, тобто задано
вiдображення декартового добутку G×G→ G, яке парi елементiв
(⃗a, b⃗) ∈ G×G ставить у вiдповiднiсть елемент c⃗ ∈ G.

Операцiя додавання задовольняє двом умовам:

а) комутативному: a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;

б) асоцiативному: a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗.

2. Є нульовий елемент, що задовольняє умовi a⃗+ 0⃗ = a⃗

3. Для кожного елемента a⃗ є обернений елемент, який позначають
(−a⃗) i який задовольняє умовi a⃗+ (−a⃗) = 0⃗.

Властивостi 1.– 3. означають, що множина G є комутативною гру-
пою вiдносно операцiї додавання.

4. Введено операцiю множення чисел на елементи множини G, тобто
задано вiдображення G ×R → G, яке парi (⃗a, λ) ∈ G ×R ставить
у вiдповiднiсть елемент λa⃗ ∈ G.

Операцiя множення (на число) задовольняє наступним аксiомам:
а) λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b

б) (λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗

в) µ(λa⃗) = (µλ)⃗a

г) 1 · a⃗ = a⃗

Множина G, на якiй задано цi операцiї, що задовольняють перелiче-
ним умовам, називається дiйсним лiнiйним (векторним) простором.

Елементи векторного простору називаються векторами.

Приклади.

1. Вектори на площинi (в просторi) утворюють лiнiйний (векторний)
простiр.

2. Розглянемо полiноми вiд одного змiнного, степiнь яких 6 n. Їх
можна додавати, множити на дiйсне число. Цi полiноми утворюють
лiнiйний простiр.

3. Множина всiх неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1] утворює лi-
нiйний простiр. Операцiя додовання функцiй задається додован-
ням їх значень в кожнiй точцi: (f + g)(x) = f(x)+ g(x), аналогiчно
задається множення на число: (λf)(x) = λf(x), де x ∈ [0, 1].
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Вправа. В прикладах 1.–3. перевiрити виконання аксiом лiнiйного
простору.

НехайG— лiнiйний простiр, e1, e2, . . . , en, . . .— його елементи. Вираз
λ1e1 + λ2e2 + . . . + λnen = λie i, (i = 1, . . . , n) називається лiнiйною
комбiнацiєю елементiв e i, де i = 1, n.

Елементи e1, . . . , en простору G називаються лiнiйно незалежними,
коли з того, що лiнiйна комбiнацiя цих елементiв λie i = 0, i = 1, n
витiкає, що λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

Елементи e1, . . . , en лiнiйного простору G називаються базисом, ко-
ли вони лiнiйно незалежнi i кожний вектор iз цього простору є лiнiйна
комбiнацiя елементiв e1, . . . , en.

Кiлькiсть векторiв, що входять в базис, називається вимiрнiстю лi-
нiйного простору.

Приклади.

1. Iз твердження 1.4.1 виходить, що неколiнеарнi вектори лiнiйно за-
лежнi.

2. Iз тверджень 1.4.2, 1.4.3 випливає, що кожнi два неколiнеарнi век-
тори площини є базис площини; кожнi три лiнiйно незалежнi век-
тори є базис простору; кожнi чотири вектори простору лiнiйно за-
лежнi.

3. Базисом простору полiномiв вiд одного змiнного степеня 6 n є
1, x, x2, . . . , xn. Дiйсно, якщо a0 + a1x + . . . + anx

n = 0, то a0 =
= a1 = . . . = an = 0. Отже, вимiрнiсть цього простору дорiвнює
n+ 1.

4. Простiр всiх неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1] (позначається
через C[0, 1]) — нескiнченновимiрний.

Аналiтична геометрiя вивчає лiнiйнi простори вимiрностi 2 i 3 над
полем дiйсних чисел, в яких введено скалярний добуток векторiв.

1.5 Скалярний добуток векторiв.

Нехай в просторi задано прямокутну декартову систему координат.
Скалярним добутком векторiв a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3) (поз-

начається через
⟨
a , b

⟩
) називається число⟨
a , b

⟩
= a1b1 + a2b2 + a3b3.
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Властивостi скалярного добутку.

1.
⟨
a ,a

⟩
= |a |2;

2.
⟨
a , b

⟩
=
⟨
b,a

⟩
;

3.
⟨
λa , b

⟩
= λ

⟨
a , b

⟩
;

4.
⟨
a + b, c

⟩
=
⟨
a , c

⟩
+
⟨
b, c

⟩
;

Справедливiсть властивостей безпосередньо витiкає iз визначення
скалярного добутку.

Доведемо коректнiсть визначення, тобто незалежнiсть його вiд вибо-
ру системи координат. Дiйсно,⟨

a + b,a + b
⟩
=
⟨
a ,a

⟩
+ 2
⟨
a , b

⟩
+
⟨
b, b

⟩
,

звiдси ⟨
a , b

⟩
=

|a + b|2

2
− |a |2

2
− |b|2

2
.

Таким чином, скалярний добуток
⟨
a , b

⟩
виражається через довжини

векторiв a , b i a + b, i тому не залежить вiд вибору системи координат.

Висвiтлимо геометричний змiст скалярного добутку.
Оскiльки скалярний добуток не залежить вiд вибору системи ко-

ординат, виберемо її спецiальним способом: додатний напрям осi x спiв-
падає з напрямом a ; площина xy спiвпадає з площиною, що натягнута
на вектори a i b; додатний напрям осi y вибрано так, щоб вектор b лежав
у пiвплощинi y > 0; вiсь z перпендикулярна до площини xy (рис. 21). В
цiй системi координат a = (|a |, 0, 0), b = (|b| cosφ, |b| sinφ, 0), де φ — кут
мiж векторами a i b, тобто кут мiж променями, що задають напрями
векторiв i якi виходять iз однiєї точки. Тодi⟨

a , b
⟩
= |a ||b| cosφ.

Звiдси витiкає, що вектори a , b перпендикулярнi тодi i тiльки тодi,
коли

⟨
a , b

⟩
= 0. Перпендикулярнi вектори часто називаються ортого-

нальними.
Фiзичний змiст скалярного добутку.

1. A =
⟨
F, S

⟩
, де A — робота, F — сила, S — прямолiнiйний шлях,

що пройдено пiд дiєю цiєї сили.

2. E = mῡ2

2 = m
2

⟨
ῡ, ῡ

⟩
, де E — кiнетична енергiя, ῡ — швидкiсть.
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Знайдемо вираження скалярного добутку через координати векторiв
в косокутнiй системi координат. Можна вважати, що базиснi вектори ко-
сокутної системи координат, в свою чергу, заданi своїми координатами
в деякiй прямокутнiй системi координат. Тому всi властивостi скаляр-
ного добутку для векторiв в косокутнiй системi координат лишаються
вiрними. Розглянемо двовимiрний випадок (рис. 22).

Нехай a = a1e1 + a2e2, b = b1e1 + b2e2.
Тодi ⟨

a , b
⟩
=
⟨
a1e1 + a2e2, b1e1 + b2e2

⟩
=

= a1b1
⟨
e1, e1

⟩
+ a1b2

⟨
e1, e2

⟩
+ a2b1

⟨
e2, e1

⟩
+ a2b2

⟨
e2, e2

⟩
=

=
⟨
e i, ej

⟩
aibj .

Позначимо
⟨
e i, ej

⟩
= gij , тодi

⟨
a , b

⟩
= gija

ibj , де матриця G = (gij)
має вигляд

G =

(
g11 g12
g21 g22

)
=

(
|e1|2 |e1||e2| cosφ

|e2||e1| cosφ |e2|2
)
.

Якщо базиснi вектори e1, e2 одиничнi i ортогональнi, то матриця G

— одинична, тобто G =

(
1 0
0 1

)
.

Самостiйно зробити те ж саме для тривимiрного простору.
Розглянемо прямокутну систему координат. Нехай e1, e2, e3 — оди-

ничнi вектори, що мають напрями осей координат. Тодi

⟨
e i, ej

⟩
= δij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j,

де δij називається символом Кронекера.

Нехай вектор a = a1e1+a
2e2+a

3e3. З’ясуємо геометричний змiст a1, a2, a3:
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a1 =
⟨
a , e1

⟩
= |a | cosφ1,

a2 =
⟨
a , e2

⟩
= |a | cosφ2,

a3 =
⟨
a , e3

⟩
= |a | cosφ3,

де φi = (aˆe i) — кут мiж векторами a i e i, i = 1, 2, 3 (рис. 23).
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Косинуси кутiв φi називаються напрямними косинусами вектора a .
Легко бачити, що cos2 φ1 + cos2 φ2 + cos2 φ3 = 1.

1.5.1 Проекцiя вектора на вiсь.

Нехай вектор b задає напрям осi в просторi, a — довiльний вектор
простору.

Ортогональною проекцiєю вектора a на вiсь l (позначається через
Prba) називається вектор, який одержується так: iз початку i кiнця век-
тора a опускаємо перпендикуляри на вiсь l, одержуємо вiдповiднi точки
початку i кiнця вектора проекцiї Prba (рис. 24).

Вiдкладемо вектор, що дорiвнює вектору a , вiд основи перпендикуля-
ра, який опущено з початку вектора a на вiсь l. Проекцiя цього вектора
на вiсь спiвпадає з проекцiєю вектора a .

Тому
|Prba | = |a || cosφ|, φ = (aˆb).

P rba = ±|a || cosφ| b
|b|

В останнiй формулi береться знак (+) , коли вектори Prba i b спiв-
напрямленi. Але тодi cosφ > 0 i | cosφ| = cosφ. Знак (−) береться,
коли вектори Prba i b протилежно напрямленi, але тодi cosφ < 0 i
| cosφ| = − cosφ. Тому Prba = |a | cosφ

|b| b. Помножимо чисельник i зна-
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менник останньої формули на |b|, одержимо

Prba =
|a ||b| cosφ

|b||b|
b =

⟨
a , b

⟩⟨
b, b

⟩b
Вправа. Довести, що

1.) Prb(a1 + . . .+ an) = Prba1 + . . .+ Prban;

2.) Prb(αa) = αPrba
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1.5.2 Проекцiя вектора на площину.

Ортогональною проекцiєю вектора a на площину π (позначається че-
рез Prπa) називається вектор, початок i кiнець якого спiвпадають вiдпо-
вiдно з основами перпендикулярiв, що опущенi з початку i кiнця вектора
a на площину π (рис. 25). Нехай n — пряма, що перпендикулярна до пло-
щини π, вона називається нормаллю. Легко бачити, що Prπa = a−Prna
(рис. 26). Напрямлений вектор нормалi, який називається нормальним
вектором, будемо позначати через n .

Отже,

Prπa = a −
⟨
a ,n

⟩⟨
n ,n

⟩n .
Вправа. Довести, що Prπ(a1 + . . .+ an) = Prπa1 + . . .+ Prπan.

1.6 Орiєнтацiя площини i простору.

Нехай на площинi (або в просторi) задано два базиси

e = {e1, e2}, e ′ = {e ′
1, e

′
2} (e = {e1, e2, e3}, e ′ = {e ′

1, e
′
2, e

′
3}).
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В базисi важливий порядок векторiв: {e1, e2} i {e2, e1} — рiзнi базиси
площини.

Будь-який вектор площини є лiнiйна комбiнацiя базисних векторiв,
тому

e ′
1 = a11e1 + a21e2, e ′

2 = a12e1 + a22e2. (1.6)

Розглянемо матрицю A =

(
a11 a21
a12 a22

)
, рядки якої — координати векто-

рiв e1 i e2 в базисi e ′
1, e ′

2. Матриця A називається матрицею переходу
вiд першого базису до другого.

Введемо поняття визначника (детермiнанта) матрицi A, вiн позна-
чається через detA або |A|. Якщо A = (a), то detA = a, якщо A =

=
(
a11 a21
a12 a22

)
, то detA = a11a

2
2 − a21a

1
2. Пишуть ще

detA =

∣∣∣∣ a11 a21
a12 a22

∣∣∣∣ .
Якщо

A =

 a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33


то detA = a11

∣∣∣∣ a22 a32
a23 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣ a12 a32
a13 a33

∣∣∣∣+ a31

∣∣∣∣ a12 a22
a13 a23

∣∣∣∣ .
Зауваження. Якщо e i e′ — базиси, то визначник матрицi переходу
вiд першого базису до другого detA ̸= 0.

Доведення. Розглянемо двовимiрний випадок. Припустимо, що detA = 0.
Тодi рядки матрицi A пропорцiйнi, тобто

a12 = λa11, a22 = λa21. (1.7)

Пiдставимо (1.7) в другу рiвнiсть системи (1.6), одержимо

e ′
2 = λ(a11e1 + a21e2) = λe ′

1,

тобто вектори e ′
1 i e ′

2 колiнеарнi, а це суперечить тому, що e ′
1 i e ′

2 утво-
рюють базис площини. Одержана суперечнiсть доводить, що detA ̸= 0.

Справедливiсть зауваження в тривимiрному випадку випливає iз вла-
стивостей визначникiв.
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Отже, визначник матрицi переходу вiд одного базису до iншого зав-
жди вiдрiзняється вiд нуля, але вiн може бути як додатним так i вiд’єм-
ним.

Приклади.

1. e ′
1 = −e1, e ′

2 = −e2 (рис. 27).

A =

(
−1 0
0 −1

)
, detA = 1.

2. e ′
1 = e1, e ′

2 = −e2 (рис. 28).

A =

(
1 0
0 −1

)
, detA = −1.

3. e ′
1 = e2, e ′

2 = e1 (рис. 29).

A =

(
0 1
1 0

)
, detA = −1.

4. e ′
1 = −e1, e ′

2 = −e2, e ′
3 = −e3 (рис. 30).

A =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , detA = −1.
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5. e ′
1 = e1, e ′

2 = e2, e ′
3 = −e3 (рис. 31).

A =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , detA = −1.

6. e ′
1 = −e1, e ′

2 = −e2, e ′
3 = e3 (рис. 32).

A =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , detA = 1.
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Два базиси e i e ′ називаються еквiвалентними (e ∼ e ′), якщо ви-
значник матрицi переходу вiд першого базизу до другого додатний.

1.6.1 Деякi вiдомостi з алгебри.

Нехай є деяка множина. Кажуть, що на цiй множинi задано вiдно-
шення еквiвалентностi (∼) мiж її елементами a, b, c, . . ., коли виконую-
ться вимоги:

1. a ∼ a — рефлексивнiсть,

2. a ∼ b⇒ b ∼ a — симетричнiсть,

3. a ∼ b, b ∼ c⇒ a ∼ c — транзитивнiсть.

Якщо на множинi задано вiдношення еквiвалентностi, то всi елемен-
ти такої множини подiляються на неперетиннi класи еквiвалентних один
одному елементiв.

Приклади.
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1. Розглянемо множину всiх прямих на площинi. Вiдношення еквiва-
лентностi задано так: двi прямi еквiвалентнi, якщо вони паралельнi
або спiвпадають. Множина всiх прямих на площинi розпадається
на класи паралельних прямих.

2. Класи однаково напрямлених променiв задають напрям вектора.

Нехай є двi квадратнi матрицi A = (aki ), B = (bjs) n-го порядку.
Добутком двох квадратних матриць називається така матриця C = (cki ),
елементи якої cki = asi b

k
s , де пiдсумовування проводиться по s. Пишуть

AB = C.

Приклад. Нехай A =

(
cosφ1 sinφ1

− sinφ1 cosφ1

)
,

B =

(
cosφ2 sinφ2

− sinφ2 cosφ2

)
, тодi

AB =

(
cosφ1 sinφ1

− sinφ1 cosφ1

)(
cosφ2 sinφ2

− sinφ2 cosφ2

)
=

=

(
cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2 cosφ1 sinφ2 + sinφ1 cosφ2

− sinφ1 cosφ2 − cosφ1 sinφ2 − sinφ1 sinφ2 + cosφ1 cosφ2

)
=

=

(
cos(φ1 + φ2) sin(φ1 + φ2)
− sin(φ1 + φ2) cos(φ1 + φ2)

)
.

Властивостi добутку матриць.

1. det(AB) = detA · detB.

2. Для кожної матрицi A, такої, що detA ̸= 0, iснує обернена ма-
триця A−1, тобто така, що AA−1 = A−1A = E, де E — одинична

матриця, E =

 1 0
. . .

0 1

, i detA−1 = 1
detA .

Приклад.

A =

(
1 0
0 −1

)
, A−1 =

(
1 0
0 −1

)
.
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Вправа. Користуючись визначенням оберненої матрицi (AA−1 =
= A−1A = E), знайти матрицю, що обернена до матрицi

A =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
.

Повернемося до базисiв i перевiримо, чи задовольняє введене вище
визначення еквiвалентностi базисiв вимогам рефлексивностi, симетри-
чностi i транзитивностi.

1. Рефлексивнiсть. Перехiд вiд базису e до базису e здiйснюється за

допомогою матрицi A =

(
1 0
0 1

)
, detA = 1 > 0. Тому e ∼ e .

2. Симетричнiсть. Зауважимо, що коли A — матриця переходу вiд
базису e до базису e ′, то A−1 — матриця переходу вiд базису e ′ до
базису e . Нехай e ∼ e ′, тодi detA > 0, де A — матриця переходу вiд
базису e до базису e ′. Але A−1 — матриця переходу вiд базису e ′

до базису e i detA−1 = 1
detA > 0. Отже, доведено, що iз e ∼ e ′

випливає e ′ ∼ e .

3. Транзитивнiсть. Нехай A — матриця переходу вiд базису e до
базису e ′, B — матриця переходу вiд базису e ′ до базису e ′′. I
нехай e ∼ e ′, e ′ ∼ e ′′, тобто detA > 0, detB > 0.

Покажемо, що матриця C переходу вiд базису e до базису e ′′ до-
рiвнює BA. Проведемо обчислення для двовимiрного випадку.

Нехай A =

(
a11 a21
a12 a22

)
, B =

(
b11 b21
b12 b22

)
, тодi e ′

1 = a11e1 + a21e2,

e ′
2 = a12e1 + a22e2; e ′′

1 = b11e
′
1 + b21e

′
2, e ′′

2 = b12e
′
1 + b22e

′
2.

Пiдставимо вирази e ′
1, e ′

2, що данi першою системою, у другу, одер-
жимо e ′′

1 = c11e1 + c21e2, e ′′
2 = c12e1 + c22e2, де cki — елементи

матрицi BA.

Але det(AB) = detAdetB > 0, тому e ∼ e ′′. Отже, доведено, що
iз e ∼ e ′, e ′ ∼ e ′′ випливає e ∼ e ′′.

Таким чином, всi базиси роздiляються на два неперетиннi класи.
Якщо зафiксувати деякий базис e1, e2, то всi базиси, перехiд вiд e1, e2

до яких здiйснюється за допомогою матрицi з додатним визначником,
утворюють один клас; всi базиси, перехiд до яких здiйснюється за допо-
могою матрицi з вiд’ємним визначником, утворюють другий клас.
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Доведення. Нехай e ′, e ′′ — два таких базиса, що детермiнанти ма-
триць переходу A, B вiд фiксованого базису e до базисiв e ′, e ′′ мають
один i той же знак, тобто detAdetB > 0. Тодi матриця переходу вiд e ′

до e ′′ є матриця C = BA−1, детермiнант якої detC = detB
detA > 0 Отже,

базиси e ′, e ′′ належать одному класу еквiвалентностi.

Зауваження. Задати орiєнтацiю на площинi або в просторi — це озна-
чає вибрати базиси iз одного класу.
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Приклади.

1. Базиси e i e ′ належать одному класу, тобто задають одну i ту ж
орiєнтацiю площини. (рис. 33).

2. Базиси e i e ′ належать рiзним класам, тобто задають рiзнi орiєн-
тацiї площини. (рис. 34).

3. Базиси e i e ′ задають рiзнi орiєнтацiї площини. (рис. 35).
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Якщо базиси задають одну i ту ж орiєнтацiю площини, то напрям
найкоротшого оберту вiд першого вектора до другого один i той же.
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Умовимося, що коли найкоротший оберт вiд першого вектора бази-
су до другого здiйснюється проти годинникової стрiлки, то базис задає
додатну орiєнтацiю площини; якщо ж цей оберт здiйснюється за годин-
никовою стрiлкою, то базис задає вiд’ємну орiєнтацiю. Звичайно, при
цьому фiксуємо пiвпростiр, з якого ми дивимося на базис.

Розглянемо просторовий випадок. Нехай у просторi задано базис e1,
e2, e3 i трiйку некомпланарних векторiв a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3),
c = (c1, c2, c3). Щоб з’ясувати, чи задає базис a , b, c ту ж орiєнтацiю,
що i базис e1, e2, e3, потрiбно записати матрицю переходу вiд базису
e1, e2, e3 до базису a , b, c:

A =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 ;

якщо detA > 0, то базис a , b, c задає ту ж орiєнтацiю, що й e1, e2, e3;
якщо detA < 0, то базис a , b, c задає протилежну орiєнтацiю.

Нехай впорядкована трiйка векторiв задовольняє так званому прави-
лу правої руки, тобто з кiнця третього вектора найкоротший оберт вiд
першого до другого видно проти годинникової стрiлки. Часто таку трiй-
ку векторiв використовують для задання додатньої орiєнтацiї простору
(рис. 36).

Впорядкованi трiйки векторiв, що одержуються iз трiйки e1, e2, e3 за
допомогою циклiчної перестановки векторiв, задають одну i ту ж орiєн-
тацiю простору. Тобто або всi трiйки {e1, e2, e3}, {e2, e3, e1}, {e3, e1, e2}
задають додатну орiєнтацiю простору, або всi — вiд’ємну.

Запишемо, наприклад, матрицю переходу A вiд базису e1, e2, e3 до
базису e2, e3, e1:

e ′
1 = e2, e ′

2 = e3, e ′
3 = e1

A =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , detA = 1.

Базиси {e2, e1, e3}, {e1, e3, e2}, {e3, e2, e1} задають орiєнтацiю про-
тилежну тiй, яку задає базис {e1, e2, e3}.

Запишемо, наприклад, матрицю переходу A вiд базису e1, e2, e3 до
базису e2, e1, e3:

e ′
1 = e2, e ′

2 = e1, e ′
3 = e3
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A =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , detA = −1.

1.7 Векторний добуток. Змiшаний добуток.

1.7.1 Векторний добуток.

Задамо в просторi додатню орiєнтацiю.
Векторним добутком векторiв a i b називають вектор c (позна-

чається через c = a ×b, або c = a ∧b, або c = [a , b]), який задовольняє
наступним умовам:

1. |c| = |a ||b| sin(aˆb), тобто модуль вектора c чисельно дорiвнює
площi паралелограма, побудованого на векторах a , b;

2. c⊥a , c⊥b, тобто c напрямлений перпендикулярно до площини цьо-
го паралелограма;

3. впорядкована трiйка векторiв a , b, c задає додатну орiєнтацiю про-
стору.

Iз визначення випливає, що вектори a i b колiнеарнi тодi i тiльки
тодi, коли a × b = 0 ; зокрема a × a = 0 .

Нехай орiєнтацiю задає базис e1, e2, e3, що складається iз взаємно
ортогональних i одиничних векторiв. Такий базис називається ортонор-
мованим. Тодi

e1×e2 = e3 = −(e2×e1), e2×e3 = e1 = −(e3×e2), e3×e1 = e2 = −(e1×e3).
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Властивостi векторного добутку.
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1. a × b = −b × a — косокомутативнiсть (рис. 37).

Доведення. Нехай у просторi задано прямокутну декартову си-
стему координат, i нехай a × b = c, отже вектори a , b, c задають
додатну орiєнтацiю простору. Тому, якщо

a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3),

то ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Оскiльки (b×a)⊥b, (b×a)⊥a i |b×a | = |a ×b|, то b×a = λc, де
λ = ±1. Вектори b, a , b ×a задають додатну орiєнтацiю простору,
тобто

0 <

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

a1 a2 a3

λc1 λc2 λc3

∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

a1 a2 a3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Але

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

a1 a2 a3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ < 0, тому λ = −1.

Отже, a × b = −b × a .

2. (λa)× b = λ(a × b).

Довести самостiйно.

3. (a + b)× c = a × c + b × c.

Доведення. Якщо c = 0, то властивiсть має мiсце. Нехай c ̸= 0. Не
втрачаючи загальностi (по властивостi 2), будемо вважати, що |c| = 1.

Позначимо через π площину, що перпендикулярна до вектора c, а
через a ′ — проекцiю вектора a на площину π (рис. 38). Площа парале-
лограма, натягнутого на вектори a i c, дорiвнює площi паралелограма,
натягнутого на вектори a ′ i c, тому |a × c| = |a ′ × c|. Вектори a × c i
a ′ × c перепендикулярнi до однiєї i тiєї ж площини. Найкоротший оберт
вiд вектора a до вектора c, i вiд a ′ до вектора c видно проти годинни-
кової стрiлки з однiєї i тiєї ж сторони. Отже, a × c = a ′ × c.



40 РОЗДIЛ 1. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА

Довести, що напрями векторiв a × c i a ′ × c спiвпадають, можли-
во аналiтично. Виберемо в просторi прямокутну декартову систему ко-
ординат так, щоб c = (0, 0, 1). Введемо позначення: d = a × c. Тодi
a = (a1, a2, a3), d = (d1, d2, d3) i

0 <

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

0 0 1
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣ = a2d1 − a1d2 (1.8)

a ′ = (a1, a2, 0), a ′ × c = λd , λ = ±1.

Але вектори a ′, c, a ′×c задають додатну орiєнтацiю простору, отже

0 <

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 0
0 0 1
λd1 λd2 λd3

∣∣∣∣∣∣ = −λ(a1d2 − a2d1) (1.9)

Iз (1.8), (1.9) випливає, що λ = 1, тобто доведено, що напрями a × c
i a ′ × c спiвпадають. Аналогiчно можливо показати, що b × c = b ′ × c i
(a + b)× c = (a + b)′ × c.

Доведемо, що (a+b)′×c = a ′×c+b ′×c, |a ′×c| = |a ′|, |b ′×c| = |b ′|,
|(a + b)′ × c| = |(a + b)′|. Вектор a ′ × c одержується iз вектора a ′

обертом останнього на кут π/2 в площинi, перепендикулярнiй до вектора
c, i з кiнця вектора c оберт вiд вектора a ′ до вектора a ′ × c видно по
годинниковiй стрiлцi; тобто трiйка a ′, a ′×c, c задає додатну орiєнтацiю
простору. Аналогiчне твердження вiрне для векторiв b ′×c i (a+b)′×c,
тобто паралелограм, натягнутий на вектори a ′, b ′, обертається на кут
π/2 в площинi, що перпендикулярна до вектора c, i займає положення
паралелограма, натягнутого на вектори a ′×c i b ′×c. Отже, (a+b)′×c =
= a ′ × c + b ′ × c.

Оскiльки a ′ × c = a × c, b ′ × c = b × c, (a + b)′ × c = (a + b) × c,
то (a + b)× c = a × c + b × c.

Твердження лишається iстинним i у випадку, коли хоч один iз век-
торiв a , b колiнеарний вектору c.

Знайдемо вираження векторного добутку через координати векторiв.
Нехай ортонормований базис e1, e2, e3 задає додатну орiєнтацiю просто-
ру i a = a1e1 + a2e2 + a3e3, b = b1e1 + b2e2 + b3e3. Тодi iз властивостей
векторного добутку випливає, що

a × b = (a1e1 + a2e2 + a3e3)× (b1e1 + b2e2 + b3e3) =
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= (a1b2 − a2b1)e1 × e2 + (a1b3 − a3b1)e1 × e3 + (a2b3 − a3b2)e2 × e3 =

= (a2b3 − a3b2)e1 + (a3b1 − a1b3)e2 + (a1b2 − a2b1)e3,

тобто a × b = (a2b3 − a3b2; a3b1 − a1b3; a1b2 − a2b1).
Остання формула записується у виглядi символiчного визначника

так:

a × b =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = e1

∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣− e2

∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣+ e3

∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ .
(1.10)

Якщо векторний добуток дорiвнює нулю, то координати векторiв
пропорцiйнi, тобто вектори колiнеарнi.

Зауваження.

1. Векторний добуток не є справжнiй вектор, це так званий псев-
довектор.

Справа в тому, що векторний добуток залежить вiд орiєнтацiї про-
стору; якщо змiнити орiєнтацiю простору, то векторний добуток
змiнить напрям на протилежний. Наприклад, псевдовектором є
вектор напруги магнiтного поля в електродинамiцi, вектор момен-
тiв в механiцi.

2. Скалярний i векторний добуток — пов’язанi з однiєю операцiєю
над кватернiонами.

Кватернiон — четвiрка чисел з трьома уявними одиницями:

a0 + ia1 + ja2 + ka3, a0, a1, a2, a3 ∈ R, i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik.

Розглянемо добуток двох чисто уявних кватернiонiв:

(a1i+ a2j + a3k)(b1i+ b2j + b3k) = (a2b3 − a3b2)i+ (a3b1 − a1b3)j+

+(a1b2 − a2b1)k − (a1b1 + a2b2 + a3b3),

але a1b1 + a2b2 + a3b3 — скалярний добуток векторiв (a1, a2, a3) i
(b1, b2, b3), а (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) — векторний
добуток тих же векторiв.

Приклад. Розглянемо обертання твердого тiла навколо осi з куто-
вою швидкiстю ω. Тодi лiнiйна швидкiсть υ точки твердого тiла, що зна-
ходиться на вiдстанi |r | вiд осi обертання, де r — радiус-вектор точки,
дорiвнює υ = r × ω (рис. 39).
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1.7.2 Геометричнi застосування векторного добутку.

Нехай r1, r2, r3 — радiус-вектори вершин △A1A2A3 (рис. 40). Тодi

−−−→
A1A2 = r2 − r1,

−−−→
A1A3 = r3 − r1

i
S△A1A2A3 =

1

2
|(r2 − r1)× (r3 − r1)|.

Формула Лагранжа:

|a × b|2 =
⟨
a ,a

⟩⟨
b, b

⟩
−
⟨
a , b

⟩2
.

Доведення.

|a × b|2 = |a |2|b|2 sin2 φ = |a |2|b|2(1− cos2 φ) = |a |2|b|2 −
⟨
a , b

⟩2
.

Вправа. Довести формулу Лапласа:

⟨
a × b, c × d

⟩
=

∣∣∣∣ ⟨a , c ⟩ ⟨
a ,d

⟩⟨
b, c

⟩ ⟨
b,d

⟩ ∣∣∣∣ .
Зауважимо, що формула Лагранжа — окремий випадок формули Ла-

пласа. Вектор a × (b × c) називається подвiйним векторним добутком.
Для будь-яких векторiв a , b i c справедлива формула

a × (b × c) = b
⟨
a , c

⟩
− c
⟨
a , b

⟩
. (1.11)

Дiйсно, виберемо в просторi спецiальну декартову систему коорди-
нат: вiсь Oz направимо вздовж вектора c, а вiсь Oy вiзьмемо у площинi
векторiв b i c.
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Тодi a = (x, y, z), b = (0, y′, z′), c = (0, 0, z′′). За формулою (1.10)

b × c = (y′z′′, 0, 0), a × (b × c) = (0, zy′z′′,−yy′z′′).

З iншого боку, оскiльки
⟨
a , c

⟩
= zz′′,

⟨
a , b

⟩
= yy′ + zz′, то

b
⟨
a , c

⟩
= (0, y′zz′′, z′zz′′), c

⟨
a , b

⟩
= (0, 0, yy′z′′ + zz′z′′).

Iз одержаних рiвностей випливає формула (1.11).

Вправи.

1. Довести, що (a × b)× c ̸= a × (b × c).

2. Довести тотожнiсть Якобi

(a × b)× c + (b × c)× a + (c × a)× b = 0 .

Тривимiрний векторний простiр з операцiєю векторного добутку, що
задовольняє тотожностi Якобi, є найпростiший приклад алгебри Лi.

1.7.3 Змiшаний добуток.

Змiшаним добутком векторiв a , b i c (позначається через (a , b, c))
називається (a , b, c) =

⟨
a × b, c

⟩
.

Якщо в просторi задано ортонормований базис e1, e2, e3, який має
додатну орiєнтацiю, i координати векторiв a , b, c в цьому базисi дорiв-
нюють вiдповiдно a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3), то

a × b =

(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣) ,
(a , b, c) = c1

∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣− c2
∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣+ c3
∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Зауважимо, що якщо вектори a , b, c некомпланарнi, то a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 — матриця переходу вiд базису e1, e2, e3 до базису a ,

b, c. Отже, якщо базис a , b, c задає додатну орiєнтацiю, то (a , b, c) > 0,
вiд’ємну — (a , b, c) < 0. Обернене також iстинне.

Вправа. Довести, що
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1)
⟨
a × b, c

⟩
=
⟨
a , b × c

⟩
;

2) (a , b, c) = (c,a , b) = (b, c,a) = −(b,a , c) = −(c, b,a) = −(a , c, b).

1.7.4 Геометричний змiст змiшаного добутку.

За означенням⟨
a × b, c

⟩
= (a , b, c) = |a × b||c| cosφ,

де φ = ((a × b)ˆc).
Розглянемо паралелепiпед, що натягнений на вектори a , b, c (рис.41).

Площа основи паралелепiпеда S = |a × b|, а висота H = |c|| cosφ|.
Звiдси об’єм паралелепiпеда, натягненого на вектори a , b, c, дорiвнює
V = |(abc)|.
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Зауважимо, що (a , b, c) = V , якщо базис a , b, c задає додатну орiєн-
тацiю простору; (a , b, c) = −V , коли базис a , b, c задає вiд’ємну орiєн-
тацiю простору.

Нагадаємо, що рiвнiсть нулю скалярного добутку є критерiй ортого-
нальностi двох векторiв. Рiвнiсть нулю векторного добутку — критерiй
колiнеарностi векторiв. Рiвнiсть нулю змiшаного добутку трьох векторiв
є необхiдною i достатньою умовою компланарностi цих векторiв.

Зауваження.

1. Скалярний добуток двох векторiв — це скаляр. Змiшаний добуток
трьох векторiв — це так званий псевдоскаляр, оскiльки змiшаний
добуток залежить вiд орiєнтацiї простору.

2. Векторний добуток — це бiвектор.

Двi пари векторiв (a, b), (c, d) називаються еквiвалентними, якщо
вони задають одну i ту ж площину, однакову орiєнтацiю на нiй i
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рiвнi площi паралелограмiв, що натягненi на вектори a, b i c, d.
Вiдповiднi класи еквiвалентностi називаються бiвекторами. Бiве-
ктори в тривимiрному просторi утворюють тривимiрний простiр,
що дає нам можливiсть ставити у вiдповiднiсть кожному бiвектору
вектор.

3. Змiшаний добуток (a,b, c) — це тривектор.

Точнiше, трiйки векторiв a,b, c i a1,b1, c1 еквiвалентнi, коли вони
задають одну i ту ж орiєнтацiю простору i мають рiвнi об’єми вiд-
повiдних паралелепiпедiв. Сукупнiсть еквiвалентних трiйок векто-
рiв утворює клас еквiвалентностi, який називається тривектором.
Тривектори в тривимiрному просторi утворюють одновимiрний лi-
нiйний простiр (кожнiй трiйцi векторiв ставиться у взаємну одно-
значну вiдповiднiсть число). Тривектори в 4-вимiрному просторi
утворюють 4-вимiрний простiр (кожнiй трiйцi векторiв ставиться
у вiдповiднiсть вектор по аналогiї iз векторним добутком в триви-
мiрному просторi).

Геометричнi застосування змiшаного добутку.

1. Розглянемо плоский трикутник, заданий координатами своїх вер-
шин у деякiй прямокутнiй системi координат:

A1(x1, x2), A2(y1, y2), A3(z1, z2),

S△A1A2A3 =
1

2

∣∣A1A2 ×A1A3

∣∣ ;
A1A2 = (y1 − x1, y2 − x2), A1A3 = (z1 − x1, z2 − x2)

S△A1A2A3 =
1

2
abs

∣∣∣∣ y1 − x1 y2 − x2
z1 − x1 z2 − x2

∣∣∣∣ .
Знайдемо площу △A1A2A3 використовуючи змiшаний добуток. Пе-
ренесемо паралельно △A1A2A3, так, щоб вiн лежав у площинi z = 1.
Тодi A1(x1, x2, 1), A2(y1, y2, 1), A3(z1, z2, 1). Користуючись вiдомою
формулою для обчислення об’єму VT тетраедра, VT = 1

3Sh, де S —
площа основи (в даному випадку S — площа △A1A2A3), а h — ви-
сота (в даному випадку h = 1), маємо VT = 1

3S. Звiдси одержуємо
формулу для обчислення об’єму VP паралелепiпеда, натягнутого
на вектори

−−→
OA1,

−−→
OA2,

−−→
OA3,

VP = 6VT = 2S.
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Оскiльки VP обчислюється i за допомогою змiшаного добутку:

VP = (
−−→
OA1,

−−→
OA2,

−−→
OA3),

то

S△A1A2A3 =
1

2
abs

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 1
y1 y2 1
z1 z2 1

∣∣∣∣∣∣ . (1.12)

2. Розглянемо тетраедр, радiус-вектори вершин якого є r1, r2, r3, r4.
Тодi r2−r1, r3−r1, r4−r1 — вектори, що задають ребра тетраедра.
Об’єм VT тетраедра, враховуючи сказане вище, обчислюється за
формулою

VT =
1

6
|(r2 − r1, r3 − r1, r4 − r1)| .

Вправи.

1. Довести, що

(a , b, c)2 =

∣∣∣∣∣∣
⟨
a ,a

⟩ ⟨
a , b

⟩ ⟨
a , c

⟩⟨
b,a

⟩ ⟨
b, b

⟩ ⟨
b, c

⟩⟨
c,a

⟩ ⟨
c, b

⟩ ⟨
c, c

⟩
∣∣∣∣∣∣ .

2. Знайти формулу для обчислення об’єму тетраедра, заданого коор-
динатами своїх вершин, аналогiчну формулi (1.12).

1.7.5 Основнi формули сферичної тригонометрiї.

Розглянемо сферу одиничного радiуса iз центром в точцi O. Нехай
A,B,C — довiльнi точки сфери; r1, r2, r3 — їх радiус-вектори; α, β, γ —
довжини дуг BA, CA, AB, вiдповiдно, (кожна з дуг висiкається на сферi
площиною, що проходить через точку O i кiнцi дуги) (рис. 42). Кутом
мiж дугами великих кiл на сферi будемо називати кут мiж їх довжинами.
Тодi |r1× r2| = sin γ, |r1× r3| = sinβ; вектор r1× r2 перпендикулярний
до площини OAB, вектор r1 × r3 перпендикулярний до площини OAC.
Тому ⟨

r1 × r2, r1 × r3

⟩
= sin γ sinβ cosA,

де A — внутрiшнiй кут сферичного трикутника ABC. З iншого боку, за
формулою Лапласа⟨
r1 × r2, r1 × r3

⟩
= |r1|2

⟨
r2, r3

⟩
−
⟨
r1, r2

⟩⟨
r1, r3

⟩
= cosα− cos γ cosβ.
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Порiвнюючи двi останнi формули, ми одержимо теорему косинусiв
сферичної тригонометрiї :

cosα = cosβ cos γ + sinβ sin γ cosA.

За формулою (1.11)

(r1 × r2)× (r1 × r3) = r1

⟨
r1 × r2, r3

⟩
− r3

⟨
r1 × r2, r1

⟩
.

Використовуючи властивостi змiшаного добутку, одержимо

(r1 × r2)× (r1 × r3) = r1(r1r2r3).

Тому |(r1×r2)×(r1×r3)| = |(r1r2r3)|. З iншого боку, |(r1×r2)×(r1×r3)| =
= sin γ sinβ sinA. Порiвнюючи двi останнi рiвностi, одержуємо

sin γ sinβ sinA = |(r1r2r3)|.

Аналогiчно знаходимо, що

sinα sin γ sinB = |(r1r2r3)|, sinα sinβ sinC = |(r1r2r3)|.

З останнiх трьох рiвностей випливає теорема синусiв сферичної триго-
нометрiї :

sinA

sinα
=

sinB

sinβ
=

sinC

sin γ
.

1.8 Перетворення координат.

1.8.1 Перетворення координат вектора при переходi до
нового базису.

Нехай e1, e2, e3 i ẽ1, ẽ2, ẽ3 — два базиси, не обов’язково ортонормо-
ванi.

Розкладемо вектори ẽ1, ẽ2, ẽ3 по базису e1, e2, e3:

ẽ1 = c11e1 + c21e2 + c31e3 = cj1ej ,

ẽ2 = c12e1 + c22e2 + c32e3 = cj2ej , (1.13)

ẽ3 = c13e1 + c23e2 + c33e3 = cj3ej .

Отже, ẽ i = cjiej .
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Довiльний вектор a можна розкласти як по базису e1, e2, e3, так i
по базису ẽ1, ẽ2, ẽ3:

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 = ajej (1.14)

a = ã1ẽ1 + ã2ẽ2 + ã3ẽ3 = ãiẽ i (1.15)

Розглянемо як зв’язанi мiж собою координати aj i ãi (j, i = 1, 2, 3).
Пiдставимо у (1.15) вираз для ẽ i iз (1.13) i одержимо

a = ãicjiej = (cji ã
i)ej (1.16)

Вирази (1.14) i (1.16) — це розкладання вектора a по базису e1, e2, e3.
Але вектор по данному базису розкладається єдиним способом. Тому

aj = cji ã
i. (1.17)

Отже, одержано формули перетворення координат вектора при пе-
реходi до нового базису:

a1 = c11ã
1 + c12ã

2 + c13ã
3,

a2 = c21ã
1 + c22ã

2 + c23ã
3,

a3 = c31ã
1 + c32ã

2 + c33ã
3.

Позначимо через C матрицю переходу вiд базису e1, e2, e3 до базису
ẽ1, ẽ2, ẽ3:

C =

 c11 c21 c31
c12 c22 c32
c13 c23 c33

 .

Нагадаємо, що detC ̸= 0 (див. 1.6).
Перехiд вiд нових координат ãi до старих aj здiйснюється за допо-

могою транспонованої матрицi

Ct =

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 , detCt ̸= 0.

Системи (1.13), (1.17) в матричнiй формi записуються вiдповiдно

ẽ = Ce , a = Ctã .

Перехiд вiд старих координат aj до нових ãi здiйснюється за допо-
могою матрицi (Ct)−1, оберненої до матрицi Ct:

ã = (Ct)−1a .
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1.8.2 Поняття коварiантних та контраварiантних коорди-
нат вектора.

Вектор у просторi можна визначити як впорядкований набiр трьох чи-
сел, який при переходi до нової системи координат змiнюється по закону
(1.17). Зауважимо, що векторний добуток має iнший закон перетворення
при переходi до нової системи координат.

Розглянемо поряд з базисом e1, e2, e3 дуальний (взаємний) базис,
вектори якого

e1 =
e2 × e3

(e1e2e3)
, e2 =

e3 × e1

(e1e2e3)
, e3 =

e1 × e2

(e1e2e3)

перепендикулярнi до площин тригранного кута з ребрами, що напрям-
ленi по векторах e1, e2, e3. Базис e1, e2, e3 задає ту ж орiєнтацiю, що
i e1, e2, e3. Зауважимо, що коли базис e1, e2, e3 ортонормований, то e i

спiвпадають з e i (i = 1, 2, 3).
Довiльний вектор a можна розкласти як по базису e1, e2, e3: a =

= aie i, так i по базису e1, e2, e3: a = aie i, (i = 1, 2, 3). З’ясуємо геоме-
тричний змiст ai (i = 1, 2, 3). Зауважимо, що

⟨
e i, ej

⟩
= δij . Дiйсно,

⟨
e1, e1

⟩
=
⟨ e2 × e3

(e1, e2, e3)
, e1

⟩
= 1,

⟨
e1, e2

⟩
=
⟨ e2 × e3

(e1, e2, e3)
, e2

⟩
= 0,

аналогiчно для iнших значень iндексiв.
Будемо вважати, що вектори e1, e2, e3 одиничнi. Розглянемо скаляр-

ний добуток
⟨
a , e1

⟩
=
⟨
a1e1 + a2e2 + a3e3, e1

⟩
= a1. Оскiльки e1 —

одиничний вектор, a1 — величина ортогональної проекцiї вектора a на
вiсь, що має напрям вектора e1 (рис. 43).
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43.Рис 44.Рис

Числа a1, a2, a3 називаються контраварiантними координатами век-
тора a ; числа a1, a2, a3 називаються коварiантними координатами век-
тора a .
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Коварiантнi координати вектора можна визначити пiсля введення в
лiнiйному просторi операцiї скалярного добутку.

Знайдемо зв’язок мiж коварiантними i контраварiантними координа-
тами одного i того ж вектора:

ak =
⟨
aie i, ek

⟩
= a1

⟨
e1, ek

⟩
+ a2

⟨
e2, ek

⟩
+ a3

⟨
e3, ek

⟩
.

Позначимо
⟨
e i, ej

⟩
через gij , очевидно, що gij = gji. Тодi

ak = g1ka
1 + g2ka

2 + g3ka
3.

Таким чином, шуканий зв’язок задається формулою ak = gika
i. Не-

хай a , b — довiльнi вектори: a = aie i, b = bjej ;⟨
a , b

⟩
=
⟨
aie i, bjej

⟩
= aibj

⟨
e i, ej

⟩
= aibjδ

j
i = aibi. (1.18)

Розглянемо, чим вiдрiзняється ко- i контраварiантнi координати век-
тора. При переходi до нового базису контраварiантнi координати змiню-
ються за формулою (1.17). Коварiантнi змiнюються за iншим законом.
Знайдемо його. Iз формул (1.18) випливає, що⟨

a , b
⟩
= akb

k = ãib̃
i. (1.19)

За формулами перетворення контраварiантних координат вектора (1.17):

bk = cki b̃
i. (1.20)

Пiдставимо вираз (1.20) у формулу (1.19):

(akc
k
i )̃b

i = ãib̃
i.

Звiдси з огляду на довiльнiсть вектора b одержимо формули пере-
творення коварiантних координат вектора ãi = cki ak.

1.8.3 Перетворення координат вектора при переходi вiд
ортонормованного до ортонормованного базисiв.

Зупинимося бiльш докладно на випадку, коли базиси e1, e2, e3 i
ẽ1, ẽ2, ẽ3, ортонормованi, тобто виконуються умови:⟨

e i, ej

⟩
= δij ,

⟨
ẽ i, ẽj

⟩
= δij .
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де δij =
{

1, i = j
0, i ̸= j

. У цьому випадку на коефiцiєнти матрицi C накла-
даються умови:

(c11)
2+(c21)

2+(c31)
2 = 1, (c12)

2+(c22)
2+(c32)

2 = 1, (c13)
2+(c23)

2+(c33)
2 = 1,

оскiльки
⟨
ẽ i, ẽ i

⟩
= 1, i = 1, 2, 3;

c11c
1
2 + c21c

2
2 + c31c

3
2 = 0, c11c

1
3 + c21c

2
3 + c31c

3
3 = 0, c12c

1
3 + c22c

2
3 + c32c

3
3 = 0,

оскiльки
⟨
ẽ i, ẽj

⟩
= 0, i ̸= j, i = 1, 2, 3.

В матричному виглядi цi умови записуються так: CCt = E, де E —
одинична матриця. Матриця C, що задовольняє рiвностям CCt = CtC =
= E, називається ортогональною.

Розглянемо двовимiрний випадок. Нехай e1, e2 i ẽ1, ẽ2 — ортонор-
мованi базиси;

C — матриця переходу вiд e1, e2 до ẽ1, ẽ2,

C =

(
c11 c21
c12 c22

)
.

Тодi (c11)2 + (c21)
2 = 1, (c12)

2 + (c22)
2 = 1, c11c

1
2 + c21c

2
2 = 0, тобто

чотири коефiцiєнти матрицi C зв’язанi трьома рiвняннями.
Нехай φ = (e1ˆ e1). Коефiцiєнти c11, c

2
1 — це координати вектора ẽ1

в базисi e1, e2, тому c11 = cosφ, c21 = sinφ (рис. 44).
Коефiцiєнти c12, c22 можна знайти iз системи рiвнянь c12 cosφ+c22 sinφ = 0,

(c12)
2 + (c22)

2 = 1.
Система має два розв’язки:
1) c12 = − sinφ, c22 = cosφ; 2) c12 = sinφ, c22 = − cosφ.

У першому випадку базис ẽ1, ẽ2, задає ту ж орiєнтацiю, що базис
e1, e2, у другому — протилежну.

Справдi, у першому випадку

C =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
, detC = 1 > 0,

у другому випадку

C =

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
, detC = −1 < 0,

Нехай на площинi задано вектор a . Тодi вiдносно базису e1, e2 век-
тор a = a1e1 + a2e2, а вiдносно ẽ1, ẽ2 вектор a = ã1ẽ1 + ã2ẽ2.
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Нехай матриця переходу вiд базису e1, e2 до базису ẽ1, ẽ2

C =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
.

Тодi Ct =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
i перехiд вiд нових координат ãi до

старих aj запишеться так:{
a1 = cosφ ã1 − sinφ ã2

a2 = sinφ ã1 + cosφ ã2.

Розв’язавши цю систему рiвнянь вiдносно a1, a2 одержимо формули
переходу вiд старих координат до нових:{

ã1 = cosφa1 + sinφa2

ã2 = − sinφa1 + cosφa2.

1.8.4 Перетворення координат точок при переходi до но-
вої системи координат.

Нехай на площинi задано двi косокутнi системи координат i де-
яка точка P , координати якої дорiвнюють в старiй системi координат
(x1, x2), в новiй — (x̃1, x̃2) (рис. 45). З’ясуємо, як зв’язанi мiж собою
старi i новi координати точки:

OP = x1e1 + x2e2; ÕP = x̃1ẽ1 + x̃2ẽ2; OP = OÕ + ÕP . (1.21)

Нехай в системi координат x1Ox2 буде Õ(b1, b2), або OÕ = b1e1+b
2e2

i ẽ1 = c11e1 + c21e2, ẽ2 = c12e1 + c22e2. Пiдставляючи знайденi вирази у
формулу (1.21), одержимо

x1e1 + x2e2 = b1e1 + b2e2 + x̃1(c11e1 + c21e2) + x̃2(c12e1 + c22e2),

де cji — коефiцiєнти матрицi C, причому detC ̸= 0. Звiдси шуканi фор-
мули мають вигляд

x1 = c11x̃
1 + c12x̃

2 + b1,

x2 = c21x̃
1 + c22x̃

2 + b2.

Самостiйно записати аналогiчнi формули для тривимiрного просто-
ру.
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Розглянемо окремий випадок, коли старий i новий базиси ортонормо-
ванi. Тодi, якщо обидва базиси задають одну i ту ж орiєнтацiю площини,
буде

x1 = x̃1 cosφ− x̃2 sinφ+ b1,

x2 = x̃1 sinφ+ x̃2 cosφ+ b2. (1.22)

Якщо базиси задають протилежну орiєнтацiю, то

x1 = x̃1 cosφ+ x̃2 sinφ+ b1,

x2 = x̃1 sinφ− x̃2 cosφ+ b2.

Запишемо формули переходу вiд старих координат до нових у ви-
падку, коли базиси задають однакову орiєнтацiю. Для цього досить в
рiвняннях (1.22) замiнити φ на −φ (при умовi, що b1 i b2 перенесенi в
лiвi частини рiвностей):

x̃1 = (x1 − b1) cosφ+ (x2 − b2) sinφ;

x̃2 = −(x1 − b1) sinφ+ (x2 − b2) cosφ.

Замiна φ на −φ зв’язана з тим, що ми мiняємо мiсцями стару i нову
системи координат i тепер найменший оберт вiд першого вектора старої
системи координат до першого вектора нової системи координат буде на
кут −φ.
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Роздiл 2

Прямi i площини

2.1 Рiвняння прямої i площини.

При вивченнi прямих i площин ми будемо виходити iз аналогiї мiж
прямою на площинi i площиною в просторi.

Нехай задано пряму в просторi. Одержимо iї рiвняння. Нехай a
— напрямний вектор прямої (тобто ненульовий вектор, що паралельний
прямiй), r — радiус-вектор довiльної точки P прямої, r0 — радiус-вектор
деякої фiксованої точки P0, що лежить на прямiй (рис. 46). Тодi вектори
r − r0 i a колiнеарнi, тобто r − r0 = ta , t ∈ R, причому якщо точка P
пробiгає всi точки прямої, то параметр t приймає всi можливi значення
(−∞ < t < +∞), i навпаки.

Рiвняння
r = r0 + ta , −∞ < t < +∞, (2.1)

називається параметричним рiвнянням прямої.
Запишемо його в координатному виглядi.

Нехай

r0 = (x0, y0, z0), a = (a1, a2, a3), r = (x, y, z).

Тодi (2.1) покоординатно записується у виглядi
x = x0 + a1t,
y = y0 + a2t,
z = z0 + a3t.

(2.2)

Рiвняння (2.2) називаються параметричними рiвняннями прямої.
Такий же вигляд мають рiвняння прямої i в косокутнiй системi коорди-
нат, оскiльки ми при доведеннi нiде не використовували прямокутнiсть
системи координат.

55
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2.1.1 Механiчний змiст прямої.

Якщо в початковий момент часу матерiальна точка має швидкiсть υ
i на неї не дiє сила, то точка рухається рiвномiрно i прямолiнiйно.

Оскiльки вектори r−r0 i a колiнеарнi, то їх координати пропорцiйнi,
тобто

x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

. (2.3)

Рiвностi (2.3) називаються рiвняннями прямої в канонiчному вигля-
дi. Це символiчний запис, якщо деякi ai обертаються на нуль. Якщо де-
якi ai дорiвнюють нулю, то рiвняння (2.3) утрачають змiст i їх потрiбно
розумiти символiчно, точнiше, запис x−xi

0 означає x = xi i т.п.
Рiвняння (2.3) можна переписати так:

x−x0
a1

= y−y0
a2

,

y−y0
a2

= z−z0
a3

.

Нехай r1, r2 — радiус-вектори двох рiзних фiксованих точок, що
лежать на прямiй; тодi a = r2−r1 — напрямний вектор прямої. Рiвнян-
ня (2.1) приймає вигляд

r = r1 + t(r2 − r1).

Одержане рiвняння називається рiвнянням прямої, що проходить
через двi точки.

Якщо r1 = (x1, y1, z1), r2 = (x2, y2, z2), то a = (x2−x1, y2−y1, z2−z1),
i рiвняння прямої, що проходить через двi точки, можна записати так:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

. (2.4)

Розглянемо випадок площини, на якiй задано прямокутну декартову
систему координат.

Тодi x−x0
a1

= y−y0
a2

— рiвняння прямої в канонiчному виглядi на пло-
щинi.

При a1 ̸= 0 iз цього рiвняння випливає, що

y − y0 =
a2

a1
(x− x0),

a2

a1
= tgφ,

де φ — кут, який утворює пряма з додатним напрямом осi Ox, 0 6 φ 6 π
(рис. 47).

Вправа. Записати рiвняння прямої на площинi, що вiдтинає на осях
координат вiдрiзки, якi мають величини a ̸= 0 i b ̸= 0. Воно називається
рiвнянням прямої у вiдрiзках на осях.
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2.1.2 Загальне рiвняння площини у просторi i прямої на
площинi.

Розглянемо площину в просторi (пряму на площинi), в якому зада-
на прямокутна декартова система координат. Нехай r — радiус-вектор
довiльної точки площини (прямої на площинi), r0 — радiус-вектор де-
якої фiксованої точки площини (прямої на площинi), n — напрямний
вектор прямої, яка перпендикулярна до площини (до прямої на площи-
нi) (рис. 48). Ця пряма називається нормаллю, а вектор n — вектором
нормалi або нормальним вектором.
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Оскiльки вектор r − r0 належить площинi (прямiй), то r − r0 пер-
пендикулярний до n , i тому⟨

r − r0,n
⟩
= 0 (2.5)

Одержане рiвняння є рiвнянням площини в просторi (прямої на пло-
щинi).

1. Розглянемо випадок простору.
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Нехай r0 = (x0, y0, z0), n = (n1, n2, n3), r = (x, y, z). Тодi рiвнян-
ня (2.5) набуде вигляду

n1(x− x0) + n2(y − y0) + n3(z − z0) = 0,

або, якщо ввести позначення c = −n1x0 − n2y0 − n3z0,

n1x+ n2y + n3z + c = 0. (2.6)

Рiвняння (2.6) називається загальним рiвнянням площини у про-
сторi.

2. Розглянемо випадок площини.

Нехай r0 = (x0, y0), n = (n1, n2), r = (x, y). Тодi рiвняння (2.5)
набуде вигляду

n1(x− x0) + n2(y − y0) = 0,

або, якщо ввести позначення c = −n1x0 − n2y0,

n1x+ n2y + c = 0 (2.7)

Рiвняння (2.7) називається загальним рiвнянням прямої на пло-
щинi.

Таким чином, ми показали, що кожна площина в просторi (кожна
пряма на площинi) має рiвняння вигляду

ax+ by + cz + d = 0 (ax+ by + c = 0),

де a, b, c, d — сталi.
Доведемо обернене твердження:
кожне рiвняння вигляду ax + by + cz + d = 0, a2 + b2 + c2 ̸= 0

(ax + by + c = 0, a2 + b2 ̸= 0), є рiвняння деякої площини в просторi
(прямої на площинi).

Доведення.
Розглянемо випадок простору.
Нехай є рiвняння ax+by+cz+d = 0 i a2+b2+c2 ̸= 0. Нехай x0, y0, z0

— який-небудь розв’язок цього рiвняння: ax0+by0+cz0+d = 0. За допо-
могою останнього спiввiдношення наше рiвняння можливо перетворити
так: ax+by+cz−ax0−by0−cz0 = 0, або a(x−x0)+b(y−y0)+c(z−z0) = 0.
Останнє рiвняння являє собою рiвняння площини, що проходить через
точку P0(x0, y0, z0) перпендикулярно до вектора n = (a, b, c).
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Отже, ми довели, що рiвняння вигляду ax + by + cz + d = 0, де
a2+ b2+ c2 ̸= 0, є рiвняння деякої площини, а коефiцiєнти a, b, c являють
собою координати вектора, що перпендикулярний до площини.

Замiтимо, що i в косокутнiй системi координат рiвняння площини у
просторi (прямої на площинi) буде також лiнiйним. Це зразу випливає
з того, що координати точок в рiзних декартових системах координат
зв’язанi лiнiйними залежностями.

Розглянемо лiнiйну функцiю трьох змiнних: f(x, y, z) = ax+ by + cz.
Тодi площина — множина точок, на яких функцiя f приймає деяке ста-
ле значення h. Множина точок простору {(x, y, z) : ax + by + cz = h}
називається поверхнею рiвня функцiї f .

Аналогiчно пряма на площинi — це лiнiя рiвня лiнiйної функцiї двох
змiнних f(x, y) = ax+ by.
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2.1.3 Параметричне рiвняння площини.

Нехай задано деяку площину в просторi. Нехай r0 — радiус-вектор
деякої фiксованої точки P0, що належить площинi; r — радiус-вектор
довiльної точки P площини; a , b — неколiнеарнi вектори, що лежать у
площинi (рис. 49). Тодi вектори a , b утворюють базис площини, а вектор
r −r0 лежить в площинi, тому r −r0 = ua +υb. Якщо точка P пробiгає
всi точки площини, то параметри u, υ приймають всi можливi значення
(−∞ < u <∞, −∞ < υ <∞), i навпаки.

Рiвняння r = r0 + ua + υb, де −∞ < u < ∞, −∞ < υ < ∞, нази-
вається параметричним рiвнянням площини.

Нехай в просторi задано прямокутну декартову систему координат.
Якщо r = (x, y, z), r0 = (x0, y0, z0), a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), то
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останнє рiвняння можна записати в координатному виглядi:
x = x0 + ua1 + υb1,
y = y0 + ua2 + υb2,
z = z0 + ua3 + υb3.

Запишемо рiвняння цiєї ж площини у векторному виглядi. Вектор
a × b являє собою нормальний вектор площини. Отже,⟨

r − r0,a × b
⟩
= 0, тобто (r − r0,a , b) = 0

— рiвняння площини, що проходить через точку P0 i яка паралельна не-
колiнеарним векторам a , b. В координатному виглядi останнє рiвняння
записується так: ∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

2.1.4 Рiвняння площини, що проходить через три точки.

Нехай задано площину в просторi, в якому введено прямокутну де-
картову систему координат. Нехай точки P1, P2, P3 належать площинi
i не лежать на однiй прямiй, r i = (xi, yi, zi) — радiус-вектор точки Pi,
i = 1, 2, 3. Тодi вектори r2 − r1 i r3 − r1 лежать в однiй площинi i не-
колiнеарнi. Позначимо через r = (x, y, z) радiус-вектор довiльної точки
площини. Тодi її рiвняння можна записати так:

(r − r1, r2 − r1, r3 − r1) = 0.

Це рiвняння площини, що проходить через три точки.
В координатному виглядi це рiвняння записуєтся наступним чином:∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

2.1.5 Загальне рiвняння прямої в просторi.

Нехай в просторi задано пряму. Проведемо через неї двi рiзнi площи-
ни: a1x + b1y + c1z + d1 = 0, a2x + b2y + c2z + d2 = 0. Тодi рiвняння
прямої записується у виглядi:{

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

(2.8)
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Навпаки, система (2.8) задає деяку пряму в просторi, коли нормальнi
вектори площин n1 = (a1, b1, c1) i n2 = (a2, b2, c2) неколiнеарнi, тобто
n1 × n2 ̸= 0 .

Система рiвнянь (2.8) називається загальними рiвняннями прямої в
просторi.

Розглянемо перехiд вiд канонiчних рiвнянь прямої в просторi до за-
гальних:

x− x0
m1

=
y − y0
m2

=
z − z0
m3

— канонiчнi рiвняння.
Їх можна розглядати як систему двох лiнiйних рiвнянь:

x−x0
m1 = y−y0

m2 ,

x−x0
m1 = z−z0

m3 .

Одержана система — рiвняння прямої в загальному виглядi. Площини,
що задають пряму, паралельнi осям координат: перша площина пара-
лельна осi Oz, друга — осi Oy.

Розглянемо перехiд вiд рiвнянь прямої у загальному виглядi до ка-
нонiчних рiвнянь.

Нехай {
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

(2.9)

— загальнi рiвняння прямої, n1 × n2 ̸= 0 . Щоб записати канонiчне
рiвняння прямої, потрiбно знати координати точки, що лежить на пря-
мiй, i напрямний вектор прямої.

Напрямний вектор ми знаємо: m = n1 × n2. Координати точки, що
лежить на прямiй, знайдемо, розв’язавши систему рiвнянь (2.9). Якщо,

наприклад,
∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ̸= 0, то, поклавши в (2.9) z = 0, знайдемо x1, y1,

що являють собою розв’язок системи (2.9), i точка (x1, y1, 0) — точка,
що лежить на прямiй.

Приклад. Нехай загальнi рiвняння прямої є x = 0, y − 1 = 0. Запи-
шемо рiвняння цiєї ж прямої в канонiчному виглядi:

n1 = (1, 0, 0), n2 = (0, 1, 0), m = n1 × n2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = k .

Точка M(0, 1, 0) лежить на прямiй.
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Тому
x

0
=
y − 1

0
=
z

1

— канонiчне рiвняння нашої прямої;
x = 0,
y = 1,
z = t.

— параметричнi рiвняння прямої.

2.2 Вiдстань вiд точки до прямої i площини. Вiд-
стань мiж прямими.

Визначення 2.2.1. Вiдстанню вiд точки до площини (прямої) нази-
вається довжина перпендикуляра, опущеного iз даної точки на площину
(пряму).

2.2.1 Вiдстань вiд точки до площини (прямої на площи-
нi).

Нехай у просторi задано площину n1x+n2y+n3z+ c = 0 (на площинi
пряму n1x+ n2y + c = 0). ⟨

r − r0,n
⟩
= 0

— рiвняння тiєї ж площини (прямої) у векторному виглядi, де

r = (x, y, z), r0 = (x0, y0, z0), n = (n1, n2, n3),

або r = (x, y), r0 = (x0, y0), n = (n1, n2).

Нехай P1(x1, y1, z1) — деяка точка простору ( P1(x1, y1) — точка пло-
щини ); r1 — радiус-вектор точки P1 (рис. 50).

Нехай нормаль n одинична: |n | = 1. Тодi

|P1P | = |r1 − r0|| cosφ| = |
⟨
r1 − r0,n

⟩
|

(де φ — кут мiж векторами r1 − r0 i n). Якщо нормаль напрямлена
в той же пiвпростiр, в якому лежить точка P1, то cosφ > 0; якщо в
протилежний, то cosφ < 0.
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Таким чином, вiдстань вiд точки до площини (прямої)

d = |
⟨
r1 − r0,n

⟩
|,

якщо |n | = 1.
Якщо в рiвняннi площини (прямої)

⟨
r1 − r0,n

⟩
= 0 нормаль n не

одинична, то

d =

∣∣∣∣⟨r1 − r0,
n
|n |

⟩
∣∣∣∣ .

Для точок пiвпростору, в який напрямлена нормаль, h = ⟨r1−r0,
n
|n |⟩ > 0;

для другого пiвпростору h < 0; h називається вiдхиленням точки P1 вiд
площини (прямої), заданої рiвнянням ⟨r − r0,n⟩ = 0.

Повернемося до координатного запису. Вiдстань d вiд точки P1(x1, y1, z1)
до площини n1x+ n2y + n3z + c = 0 дорiвнює

d =

∣∣∣∣∣ n1x1 + n2y1 + n3z1 + c√
(n1)2 + (n2)2 + (n3)2

∣∣∣∣∣ .
Аналогiчно вiдстань вiд точки P1(x1, y1) до прямої n1x+ n2y + c = 0

на площинi

d =

∣∣∣∣∣n1x1 + n2y1 + c√
(n1)2 + (n2)2

∣∣∣∣∣ .
Приклад. Знайти вiдхилення початку координат O вiд площини

x+ y + z − 1 = 0 i вiдстань вiд O до цiєї площини.
Розв’язування. Початок координат O(0, 0, 0), вiдхилення

h =
x1 + y1 + z1 − 1√

3
= − 1√

3
< 0,

вiдстань
d = |x1 + y1 + z1 − 1√

3
| = 1√

3
.
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Нехай n1x + n2y + h = 0 — загальне рiвняння прямої на площинi,
причому (n1)2 + (n2)2 = 1. Тодi n1 = cosφ, n2 = sinφ (рис. 51). Напря-
мимо нормаль у ту пiвплощину, де не лежить початок координат. Тодi
вiдхилення h початку координат вiд прямої вiд’ємне. Позначимо через
d вiдстань вiд початку координат до прямої, d = −h.

Рiвняння x cosφ + y sinφ = d називається нормальним рiвнянням
прямої.

Розглянемо площину n1x+n2y+n3z+h = 0, де (n1)2+(n2)2+(n3)2 = 1.
Якщо нормаль напрямлена у пiвпростiр, що не має в собi початку ко-
ординат, то вiдхилення початку координат O(0, 0, 0) вiд площини h < 0.
Позначимо через d вiдстань вiд точки O(0, 0, 0) до площини, d = −h,
d > 0. Якщо φ1, φ2, φ3 — кути, якi утворює нормаль вiдповiдно з
осями Ox, Oy, Oz, то n1 = cosφ1, n2 = cosφ2, n3 = cosφ3. Рiвнян-
ня x cosφ1 + y cosφ2 + z cosφ3 = d називається нормальним рiвнянням
площини.

Зауваження. Щоб знайти вiдстань мiж паралельними площинами
(прямими), потрiбно взяти довiльну точку однiєї площини (прямої) i
знайти її вiдстань до другої площини (прямої).

2.2.2 Вiдстань вiд точки до прямої в просторi.

Нехай у просторi задано пряму з напрямним вектором a i точку P1

з радiус-вектором r1 (рис. 52). Знайдемо вiдстань d вiд точки P1 до
прямої. Нехай P0 — деяка точка на прямiй, r0 — радiус-вектор точки
P0. Площа паралелограма, натягненого на вектори r1 − r0, a дорiвнює
|a | · d = |(r1 − r0)× a | (рис. 52). Звiдси

d =
|(r1 − r0)× a |

|a |
.

2.2.3 Вiдстань мiж мимобiжними прямими.

Мимобiжними називаються прямi, якi не паралельнi i не перетина-
ються.

Вiдстанню d мiж мимобiжними прямими l1 i l2 називається

d = inf
P∈l1, Q∈l2

|PQ|

Зауваження. Вiдстань мiж двома множинами не завжди досягається.
Якщо точка P належить гiперболi, а точка Q — асимптотi, то inf |PQ| = 0,
але не iснує точок, де ця вiдстань досягається.
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Повернемося до мимобiжних прямих l1, l2. Нехай P1 ∈ l1, P2 ∈ l2.
Через точку P1 проведемо пряму l′2, паралельну прямiй l2. Через прямi
l1, l′2 проведемо площину π1. Через точку P2 проведемо пряму l′1, пара-
лельну прямiй l1, а через прямi l2, l′1 — площину π2. Площини π1 i π2
паралельнi (рис. 53). Вiдстань мiж цими паралельними площинами π1 i
π2 є вiдстань мiж мимобiжними прямими l1, l2.

Через пряму l1 i нормаль n до площини π1 проведемо площину α.
Через пряму l2 i нормаль n проведемо площину β. Площини α i β пе-
ретинаються по прямiй a, яка перетинає пряму l1 в точцi A, пряму l2 —
в точцi B. Пряма a перпендикулярна до паралельних площини π1 i π2,
отже, пряма a перпендикулярна до прямих l1 i l2.

Доведемо, що довжина вiдрiзка AB є вiдстань мiж мимобiжними
прямими l1, l2. Введемо у просторi прямокутну систему координат на-
ступним чином. Точку A приймемо за початок координат, вiсь x напря-
мимо по прямiй l1, площину π1 приймемо за координатну площину xy,
додатний напрям осi z задамо вектором AB. Тодi точки прямої l1 мають
координати (t, 0, 0), при t = 0 одержуємо точку A. Точки прямої l2 ма-
ють координати (ατ, βτ, c), де c = |AB|, при τ = 0 одержимо точку B.
Оскiльки l1, l2 — мимобiжнi прямi, β ̸= 0.

Вiдстань мiж довiльними точками прямих l1 i l2 задовольняє нерiв-
ностi

√
(ατ − t)2 + (βτ)2 + c2 > c = |AB|, причому рiвнiсть досягається

лише коли ατ − t = 0, βτ = 0, тобто коли τ = t = 0. Таким чином,
вiдстань мiж прямими l1, l2 досягається в точках A i B.

Нехай r1 — радiус-вектор точки P1, r2 — радiус-вектор точки P2, e
— напрямний вектор прямої l1, f — напрямний вектор прямої l2. Розгля-
немо паралелепiпед натягнутий на вектори r2 − r1, e , f (рис. 54).

Об’єм паралелепiпеда можна обчислити двома способами:

V = |(r2 − r1, e , f )|, V = Sosnh,
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де Sosn = |e × f |, h = d.
Звiдси

d =
|(r2 − r1, e , f )|

|e × f |
.

Вправа. Записати останню формулу в координатному виглядi.

2.2.4 Рiвняння загального перпендикуляру двох мимобi-
жних прямих.

Загальний перпендикуляр до мимобiжних прямих l1 i l2 — це пряма
перетину площин α i β. Рiвняння площини α буде⟨

r − r1, (e × f )× e
⟩
= 0,

оскiльки (e×f )×e — вектор нормалi до площини α i площина проходить
через точку P1.

Аналогiчно рiвняння площини β буде
⟨
r − r2, (e × f )× f

⟩
= 0.

Отже, рiвняння загального перпендикуляру до мимобiжних прямих
є { ⟨

r − r1, (e × f )× e
⟩
= 0,⟨

r − r2, (e × f )× f
⟩
= 0.

За допомогою змiшанного добутку цi рiвняння можна записати у
виглядi {

(r − r1, e × f , e) = 0,
(r − r2, e × f , f ) = 0.
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2.3 Кути мiж прямими i площинами.

2.3.1 Кут мiж прямими. Умови паралельностi i перпен-
дикулярностi прямих.

Нехай у просторi задано двi прямi l1, l2. Перенесемо паралельно прямi
l1, l2 так, щоб їх образи l′1, l′2 проходили через початок координат. Кутом
φ мiж прямими l1, l2 називається менший з кутiв, що утворенi прямими
l′1, l′2, 0 6 φ 6 π/2.

Якщо a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) — напрямнi вектори прямих
l1, l2, то

cosφ =
|
⟨
a , b

⟩
|

|a ||b|
,⟨

a , b
⟩
= 0 — умова перпендикулярностi прямих; a × b = 0 — умова

паралельностi прямих (окремий випадок паралельностi — спiвпадання
прямих).

2.3.2 Кут мiж площинами. Умови паралельностi i перпен-
дикулярностi площин.

Кутом мiж площинами a1x+b1y+c1z+d1 = 0, a2x+b2y+c2z+d2 = 0
називається кут φ мiж їх нормалями:

cosφ =
|
⟨
n1,n2

⟩
|

|n1||n2|
,

де n i = (ai, bi, ci) (i = 1, 2) — напрямний вектор нормалi,
⟨
n1,n2

⟩
= 0 —

умова перпендикулярностi площин; n1 × n2 = 0 — умова паралельностi
площин.

Вправа. Записати умови збiжностi площин, заданих рiвностями

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Зауважимо, що коли z = 0, одержимо умову збiжностi прямих на пло-
щинi.

2.3.3 Кут мiж прямою i площиною. Умови паралельностi
i перпендикулярностi прямої i площини.

Кутом мiж прямою i площиною називається кут π
2 − φ, де φ — кут

мiж нормаллю до площини i прямою.
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Нехай n = (n1, n2, n3) — вектор нормалi до площини, a = (a1, a2, a3)
— напрямний вектор прямої. Кут β мiж прямою i площиною знаходимо
з умови

sinβ =
|
⟨
n ,a

⟩
|

|n ||a |
,⟨

n ,a
⟩
= 0 — умова паралельностi прямої i площини(окремий випадок

паралельностi — пряма лежить в площинi); a × n = 0 — умова перпен-
дикулярностi прямої i площини.

2.4 Жмуток прямих (площин). В’язка прямих (пло-
щин).

Жмуток прямих на площинi — сукупнiсть всiх прямих, що проходять
через фiксовану точку.

Жмуток площин в просторi — сукупнiсть всiх площин, що прохо-
дять через фiксовану пряму.

В’язка прямих в просторi — сукупнiсть всiх прямих, що проходять
через фiксовану точку.

В’язка площин в просторi — сукупнiсть всiх площин, що проходять
через фiксовану точку.

Розглянемо жмуток прямих на площинi (рис. 55).
Нехай a1x+ b1y+ c1 = 0, a2x+ b2y+ c2 = 0 — двi неспiвпадаючi прямi

жмутка; n1 = (a1, b1), n2 = (a2, b2) — вектори їх нормалей; P0 — точка
перетину прямих. Будь-яка пряма жмутка задається рiвнянням

λ1(a1x+ b1y + c1) + λ2(a2x+ b2y + c2) = 0, (2.10)

де
λ1, λ2 ∈ R; λ21 + λ22 ̸= 0.

Доведення. Рiвняння (2.10) лiнiйне, отже, це рiвняння деякої пря-
мої на площинi. Координати точки P0 задовольняють рiвнянню (2.10),
тому що вони задовольняють рiвнянням a1x+b1y+c1 = 0, a2x+b2y+c2 = 0,
отже, пряма (2.10) є пряма жмутка. Покажемо, що рiвняння (2.10) задає
всi прямi жмутка, коли λ1, λ2 пробiгають дiйснi значення, якi одночасно
не дорiвнюють нулю. Вектор n = λ1n1 + λ2n2 — вектор нормалi прямої
(2.10); вектори n1, n2 утворюють базис площини, отже, кожен вектор
площини є лiнiйна комбiнацiя цих векторiв. Якщо λ1, λ2 пробiгають всi
можливi значення, то n пробiгає всi вектори площини. Таким чином,
рiвняння (2.10) задає всi прямi жмутка.
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Жмуток прямих на площинi — однопараметрична множина прямих.

55.Рис 56.Рис

0
P

Приклад. Записати рiвняння прямої, що проходить через точку пе-
ретину прямих x+y = 1, 2x+3y = 2 перпендикулярно до прямої x+y = 0.

Розв’язування. λ1(x+ y− 1)+ λ2(2x+3y− 2) = 0 — всi прямi, що
проходять через точку перетину прямих x + y = 1, 2x + 3y = 2. Вибе-
ремо iз цього жмутка пряму, що перпендикулярна до прямої x+ y = 0.
Умова перпендикулярностi —

⟨
n1,n2

⟩
= 0, де n1 = (λ1+2λ2, λ1+3λ2),

n2 = (1, 1). Звiдси λ1 = −5
2λ2. Пiсля пiдстановки λ1 в рiвняння жмутка

одержимо шукане рiвняння: x− y = 1.
Самостiйно розглянути жмуток площин в просторi.

Розглянемо в’язку прямих в просторi.
Нехай P0(x0, y0, z0) — точка, через яку проходять всi прямi в’язки;

a = (a1, a2, a3) — одиничний напрямний вектор прямої. Тодi система
рiвнянь 

x = x0 + a1t,
y = y0 + a2t,
z = z0 + a3t.

де ai приймають всi можливi значення (i = 1, 2, 3), але такi, що

(a1)2 + (a2)2 + (a3)2 = 1,

задає в’язку прямих в просторi. В’язка прямих в просторi — двопараме-
трична множина.

Самостiйно розглянути в’язку площин в просторi.
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Роздiл 3

Опуклi множини

3.1 Приклади опуклих множин.

Опуклою множиною на площинi чи в просторi називається така мно-
жина, яка разом з довiльними двома рiзними точками, що належать
множинi, має в собi вiдрiзок, що їх з’єднує.

Приклади.

1. Вiдрiзок є опукла множина.

2. Трикутник є опукла множина. Тiлесний трикутник — фiгура, що
складається iз трикутника i обмеженої ним частини площини.

3. Чотирикутник може бути опуклим або неопуклим (рис. 56).

Введемо деякi топологiчнi поняття.

Околом точки на площинi називається внутрiшнiсть кола з центром
у цiй точцi. Околом точки в просторi називається внутрiшнiсть кулi iз
центром у цiй точцi.

Точка P називається граничною точкою деякої множини M , коли в
будь-якому околi цiєї точки є як точки, що належать M , так i точки, що
M не належать.

Множина, що має в собi всi граничнi точки, називається замкненою.
Точка називається внутрiшньою точкою множини, якщо разом з нею

множинi належить деякий її окiл.
Множина, всi точки якої суть внутрiшнi, називається вiдкритою.
Порожня множина вважається вiдкритою.

71
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Далi ми будемо розглядати опуклi множини, якi є або вiдкритими,
або замкненими.

Приклади.

1. Розглянемо круг. Точки круга, що не належать колу, яке його обме-
жує, є внутрiшнi точки.

2. Внутрiшнiсть квадрата з двома сумiжними вершинами, очевидно,
не буде опуклою множиною.

Сукупнiсть граничних точок утворює границю множини.
Множина називається обмеженою, коли вона розмiщується в деякiй

кулi досить великого радiуса.

Нехай задано двi точки P1 i P2 з радiус-векторами вiдповiдно r1 i r2.
Рiвняння прямої, що проходить через точки P1, P2

r = r1 + t(r2 − r1), −∞ < t < +∞.

Якщо t = 0, то r = r1, якщо t = 1, то r = r2. Отже, рiвняння вiдрiзка
P1P2 буде

r = r1 + t(r2 − r1), 0 6 t 6 1. (3.1)

Перепишемо останнє рiвняння в бiльш симетричнiй формi. Для цього
введемо позначення: 1− t = λ1, t = λ2. Рiвняння (3.1) набуде вигляду

r = λ1r1 + λ2r2,

де λ1, λ2 > 0 i λ1 + λ2 = 1.
Якщо в точках P1, P2 розташувати вiдповiдно маси λ1, λ2, де λ1+λ2 = 1,

то r = λ1r1 + λ2r2 — радiус-вектор центра мас. Мiняючи маси λ1, λ2,
але лишаючи λ1 + λ2 = 1, одержимо, що центр мас пробiгає всi точки
вiдрiзка P1P2.

Нагадаємо, що для заданної прямої на площинi двi точки лежать в
однiй пiвплощинi тодi i тiльки тодi, коли вiдрiзок, що з’єднує цi точки,
не перетинає задану пряму.

Доведемо, що пiвплощина i пiвпростiр є опуклi множини. Пряма
на площинi (площина в просторi) задається рiвнянням

⟨
r − r0,n

⟩
= 0.

Пiвплощину (пiвпростiр) можна задати нерiвностями
⟨
r − r0,n

⟩
> 0.

Нехай точки P1, P2 з радiус-векторами r1, r2 належать нашiй множинi.
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Тодi
⟨
r1 − r0,n

⟩
> 0 i

⟨
r2 − r0,n

⟩
> 0. Потрiбно довести, що кожна

точка вiдрiзка P1P2 належить нашiй множинi, тобто її радiус-вектор
задовольняє нерiвностi

⟨
r − r0,n

⟩
> 0.

Радiус-вектор довiльної точки вiдрiзка P1P2 має вигляд r = λ1r1+λ2r2,
де λ1, λ2 > 0 i λ1 + λ2 = 1.

Розглянемо вираз⟨
λ1r1 + λ2r2 − r0, n

⟩
=
⟨
λ1r1 + λ2r2 − (λ1 + λ2)r0, n

⟩
=

= λ1
⟨
r1 − r0,n

⟩
+ λ2

⟨
r2 − r0,n

⟩
> 0,

це i значить, що точки вiдрiзка лежать на пiвплощинi (на пiвпросторi).
Перетином множин U1 i U2 (позначається через U1

∩
U2) називається

сукупнiсть точок, що належать множинi U1 i множинi U2.

Лема 3.1.1. Перетин опуклих множин — опукла множина.

Доведення. Нехай V1, V2 — опуклi множини. Нехай точки P , Q
належать множинi V1

∩
V2, тобто P ∈ V1 i P ∈ V2, Q ∈ V1 i Q ∈ V2. Тому

вiдрiзок PQ належить i V1 i V2, тобто належить перетину.

Iз леми 3.1.1 випливає, що множина, координати точок якої задо-
вольняють системi нерiвностей

a1x+ b1y + c1z + d1 > 0,
−−−−−−−−−−−
aix+ biy + ciz + di > 0

є опуклою, оскiльки кожна нерiвнiсть akx + bky + ckz + dk > 0 задає
пiвпростiр i множина є перетин цих пiвпросторiв.

Приклади.

1. Пряма, промiнь, вiдрiзок — це всi опуклi множини на прямiй.

2. Розглянемо всi опуклi множини площини, якi задаються системою
нерiвностей

{
a1x+ b1y + c1 > 0,
a2x+ b2y + c2 > 0.

(3.2)
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57.Рис 58.Рис

1. Прямi l1, l2, що заданi вiдповiдно рiвностями a1x + b1y + c1 = 0,
a2x+ b2y + c2 = 0, перетинаються. Розв’язок системи (3.2) — тiле-
сний кут (рис. 57).

2. Прямi l1, l2 паралельнi i не збiгаються. Тодi можливi три випадки:

а) розв’язок системи (3.2) — пуста множина (рис. 58);

б) розв’язок системи (3.2) — пiвплощина (рис. 59);

в) розв’язок системи (3.2) — полоса (рис. 60).

1
l

1
l

2
l

2
l

59.Рис 60.Рис

3. Прямi l1, l2 збiгаються. Можливi два випадки:

а) розв’язок системи (3.2) — пiвплощина (рис. 61);

б) розв’язок системи (3.2) — пряма (рис. 62).

Вправи.

1. Якi множини на площинi можуть бути розв’язками системи aix+biy+ci > 0,
i = 1, 2, 3?
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2. Якi множини в просторi можуть бути розв’язками системи

aix+ biy + ciz + di > 0 (i = 1, 2; i = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3, 4)?

21
, ll 21

, ll

61.Рис 62.Рис

Нехай X i Y — деякi множини на площинi (в просторi).
Околом Uδ(P ) точки P множини X називається перетин вiдкритого

круга (вiдкритої кулi) Dδ(P ) радiуса δ iз центром в точцi P з множиною
X, тобто Uδ(P ) = Dδ(P ) ∩X.

Вiдображення f називається неперервним у точцi P , якщо

∀ε > 0 ∃δ > 0 : f(Uδ(P )) ⊂ Uε(f(P )).

Вiдображення, неперервне в кожнiй точцi своєї областi визначення,
називається неперервним.

Вiдображення f : X → Y називається гомеоморфiзмом (або топо-
логiчним), якщо: 1) f — взаємно-однозначне, 2) f i f−1 — неперервнi
вiдображення.

Вправа. Показати, що вiдношення гомеоморфностi є вiдношенням
еквiвалентностi.

Приклад. Покажемо, що вiдкритий iнтервал гомеоморфний прямiй.
1. Вiдкритий iнтервал гомеоморфний вiдкритому пiвколу. Вiдобра-

ження можна задати, наприклад, так: x = cos t, y = sin t (0 < t < π).
Самостiйно довести, що виписанi формули задають гомеоморфiзм.

2. Вiдкрите пiвколо гомеоморфне прямiй. Вiдображення задається
так, як показано на рис. 63: f(P ) = Q. Самостiйно довести, що f —
гомеоморфiзм.

Оскiльки вiдношення гомеоморфностi є транзитивним, то з 1.2. ви-
пливає, що вiдкритий iнтервал гомеоморфний прямiй.
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63.Рис 64.Рис
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Вправа. Довести, що внутрiшнiсть круга гомеоморфна площинi.
Вказiвка. Вiдобразити внутрiшнiсть круга на вiдкриту пiвсферу, по-

тiм вiдобразити вiдкриту пiвсферу на площину.

Зауваження. В елементарнiй геометрiї рiвнi фiгури — це фiгури, якi
сумiщаються рухом. У топологiї множини топологiчно еквiвалентнi,
коли вони гомеоморфнi. Це (як i будь-яке iнше) вiдношення еквiвален-
тностi визначає розбиття множин, що розглядаються, на класи, що
не перетинаються.

Опуклою кривою на площинi називається границя опуклої множи-
ни, що має внутрiшнi точки. Опуклою поверхнею називається границя
опуклої множини, що має внутрiшнi точки в просторi.

Зауваження. Границя опуклої множини не завжди є опукла множи-
на.

Вправа. Знайти всi рiзнi топологiчнi типи опуклих кривих на пло-
щинi, опуклих поверхонь в просторi. Кривi, поверхнi належать одному
топологiчному типу, коли вони гомеоморфнi мiж собою.

3.2 Опукла оболонка.

Опуклою оболонкою множини M (позначається через convM) нази-
вається перетин усiх опуклих множин, що мiстять в собi M , тобто convM
— це така опукла множина, яка лежить в будь-якiй опуклiй множинi, що
має в собi M .

Приклади.

1. M — двi точки A i B; convM — вiдрiзок AB.

2. M — три точки A, B, C, що не лежать на однiй прямiй; convM —
тiлесний трикутник ABC.
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3. M — чотири точки площини, нiякi три з яких не лежать на однiй
прямiй; convM — або опуклий тiлесний чотирикутник, або тiлесний
трикутник (рис. 64).

4. M — коло i точка A, що лежить поза колом; convM зображена на
рис. 65, де AB i AC — дотичнi до кола.

5. M — коло i точки A, B, розташованi в рiзних пiвпросторах вiдно-
сно площини, в якiй лежить коло; convM — два тiлесних конуси,
що склеєнi основами, якщо основи перпендикулярiв, що опущенi з
точок A, B на площину кола, попадають в середину круга (рис. 66).

A

A

B

B

C

65.Рис
66.Рис

НехайM — опукла множина, A— точка. Конусом з вершиною в точцi
A i основоюM (позначається через C(M,A)) називається сукупнiсть всiх
вiдрiзкiв, що з’єднують точку A з точками множини M .

Лема 3.2.1. Якщо M — опукла множина, то опукла оболонка множи-
ни, що складається з множини M i точки A, є конус C(M,A), тобто

conv(M,A) = C(M,A).

Доведення. Конус C(M,A) лежить в опуклiй оболонцi, оскiльки M
i A належать опуклiй оболонцi, а тому вiдрiзки, що з’єднують точку A
з точками множини M , також належать опуклiй оболонцi.

Лишилося показати, що конус C(M,A) — опукла множина. Нехай P ,
Q — довiльнi точки конуса C(M,A). Значить, P , Q лежать на вiдрiз-
ках, що з’єднують точку A з точками P , Q множини M (рис. 67). Але
множина M опукла, тому вiдрiзок PQ належить M . Вiдрiзки, що з’єд-
нують точку A з точками вiдрiзка P Q, належать конусу C(M,A), отже,
тiлесний трикутник PAQ належить C(M,A), таким чином, вiдрiзок PQ
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належить конусу C(M,A). Оскiльки конус C(M,A) — опукла множина,
вiн має в собi опуклу оболонку. Таким чином, конус C(M,A) є опукла
оболонка.

Нехай на площинi або в просторi є скiнченна кiлькiсть точокA1, A2, . . . , An

з радiус-векторами вiдповiдно r1, r2, . . . , rn. Знайдемо опуклу оболонку
цiєї множини точок; тобто, знаючи r1, r2, . . . , rn, знайдемо r — радiус-
вектор будь-якої точки опуклої оболонки точок A1, A2, . . . , An. Згадаємо,
що рiвняння вiдрiзка A1A2 є r = λ1r1 + λ2r2, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1.
Кажучи iншими словами, остання рiвнiсть задає радiус-вектор довiльної
точки опуклої оболонки двох точок A1, A2.

A

AP

Q

P
Q

67.Рис 68.Рис

Теорема 3.2.1. Опуклою оболонкою скiнченної кiлькостi точок A1, A2, . . . , An

буде множина точок, радiус-вектор яких може бути записаний у ви-
глядi

r = λ1r1 + . . .+ λnrn,

де λi > 0, (i = 1, . . . , n), λ1 + . . .+ λn = 1.

Доведення. Скористаємося методом математичної iндукцiї.

1) Для n = 2 твердження справедливе, оскiльки рiвняння вiдрiзка
A1A2 — опуклої оболонки точок A1, A2, є r = λ1r1 +λ2r2, λ1, λ2 >
0, λ1 + λ2 = 1.

2) Припустимо, що твердження правильне для n−1 точокA1, A2, . . . , An−1,
тобто

R = µ1r1 + . . .+ µn−1rn−1 (3.3)

(µ1, . . . , µn−1 > 0, µ1 + . . .+ µn−1 = 1),

де R — радiус-вектор довiльної точки опуклої оболонки точокA1, A2, . . . , An−1.
Доведемо, що твердження правильне для n точокA1, A2, . . . , An−1, An.
Нехай conv(A1, . . . , An−1) =M .
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За лемою 3.2.3. conv(M,An) = C(M,An). Нехай r — радiус-вектор
деякої точки конуса. Тодi r = αR + βrn, α, β > 0, α + β = 1.
Пiдставимо в останню рiвнiсть вираз (3.3). Одержимо

r = α(µ1r1 + . . .+ µn−1rn−1) + βrn.

Позначимо: αµ1 = λ1, . . . , αµn−1 = λn−1, β = λn. Тодi

r = λ1r1 + . . .+ λnrn, λi > 0 (i = 1, . . . , n);

λ1 + λ2 . . .+ λn−1 = α(µ1 + . . .+ µn−1) + β = α+ β = 1.

Таким чином, iз правильностi твердження для k = n− 1 випливає
його iстиннiсть для k = n. Отже, твердження теореми справедливе
для будь-якого n > 2.

Механiчний змiст опуклої оболонки. Якщо в точках A1, . . . , An

розташувати маси λ1, . . . , λn вiдповiдно, то точка A з радiус-вектором r
— центр мас точок A1, . . . , An.

Опуклою оболонкою скiнченної кiлькостi точок A1(r1), . . . , An(rn)
є геометричне мiсце центрiв будь-яких розподiлень мас λ1, . . . , λn, що
розташованi в цих точках, якщо λ1 + . . .+ λn = 1.

3.3 Опорна пряма та опорна площина.

Нехай M — опукла множина на площинi.

Визначення 3.3.1. Опорною прямою множини M називається така
пряма, яка

1. має з межею множини M спiльнi точки;

2. M повнiстю лежить в замкненiй пiвплощинi, що обмежена цiєю
прямою.

Самостiйно дати визначення опорної площини множини, розташова-
ної в просторi.

Приклад. Нехай M — тiлесний трикутник, що зображено на рис. 68.
Через точку A проходить єдина опорна пряма. Через вершини трикутни-
кiв проходить нескiнченно багато опорних прямих (рис. 68).
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Теорема 3.3.1. Через кожну межову точку опуклої множини на пло-
щинi (в просторi) проходить опорна пряма (площина).

Доведення. Розглянемо випадок площини. Нехай P — деяка фi-
ксована межова точка опуклої множини M . Розглянемо сукупнiсть усiх
променiв, що виходять з точки P i проходять через внутрiшнi точки
множини M (рис. 69). Назвемо цю сукупнiсть променiв конусом CP .

Доведемо, що множина CP опукла. Нехай променi l1, l2 належать
CP , на цих променях розташованi точки Q1, Q2 — внутрiшнi точки мно-
жини M . Оскiльки M — опукла множина, вiдрiзок Q1Q2 належить M ;
оскiльки Q1, Q2 — внутрiшнi точки M , то круги досить малого радiуса
з центрами в точках Q1, Q2 належать M ; оскiльки M — опукла множи-
на, то досить вузька смуга, всерединi якої розташований вiдрiзок Q1Q2,
належить M . Значить, всi точки вiдрiзка Q1Q2 є внутрiшнi точки мно-
жини M , отже, конусу CP належать всi променi, якi проходять через
точку P i точки вiдрiзка Q1Q2, тобто тiлесний плоский кут Q1PQ2 нале-
жить CP . Таким чином, якщо довiльнi точки X1, X2 належать CP , то
тiлесний кут X1PX2 належить CP , отже, вiдрiзок X1X2 належить CP ,
i опуклiсть CP доведено.

Оскiльки CP — опуклий кут на площинi та менше або дорiвнює π.
Таким чином, множина M лежить у опуклому кутi CP з вершиною
в точцi P . Через вершину кута, який менше або дорiвнює π, проходить
опорна пряма l. Вона є опорною прямою множини M в точцi P (рис. 70).
Самостiйно довести теорему для просторового випадку.
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70.Рис

Наведена теорема при природних обмеженнях допускає обернення.

Теорема 3.3.2. Замкнена множина M на площинi (в просторi) з не-
пустою внутрiшнiстю, у якої через кожну межову точку проходить
хоча б одна опорна пряма (площина), є опуклою.
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Доведення. Розглянемо плоский випадок. Кожна опорна пряма мно-
жини M визначає замкнену пiвплощину, що має в собi M . Нехай M —
перетин всiх таких пiвплощин; M — замкнена, опукла множина, що має
в собi M . Покажемо, що M i M спiвпадають. Припустимо протилежне.
Нехай точка P1 належить M , але не належить M , P2 — внутрiшня точка
M . Всерединi вiдрiзка P1P2 є межова точка P0 множини M . За умовою
теореми через P0 проходить опорна пряма l0, яка не спiвпадає з прямою
P1P2. Множина M лежить у замкненiй пiвплощинi, що визначається
прямою l0 i якiй належить точка P2. За визначенням множини M вона
лежить у тiй же пiвплощинi. Ми прийшли до суперечностi з припущен-
ням, що точка P1 належить M i не належить M .

Доведення в просторовому випадку практично дослiвно повторює
сказане. Iз доведених теорем випливає, що опуклi множини можна ви-
значити двома способами.

I. Множина M опукла, якщо з того, що точки P , Q належать M ,
випливає, що вiдрiзок PQ лежить в M .

II. Замкнена множина M опукла, коли через кожну межову точку
проходить опорна пряма (площина).

Пiвплощина задається лiнiйною нерiвнiстю. Система лiнiйних нерiвно-
стей задає опуклу множину. Навпаки, кожна замкнена опукла множина
на площинi може бути задана системою нерiвностей (взагалi кажучи,
нескiнченною).

Приклад. Круг не можна задати скiнченною кiлькiстю лiнiйних не-
рiвностей.

Нехай e1, e2, e3 — довiльний базис в тривимiрному евклiдовому про-
сторi, утворений одиничними векторами;

e1 =
e2 × e3

(e1, e2, e3)
, e2 =

e3 × e1

(e1, e2, e3)
, e3 =

e1 × e2

(e1, e2, e3)

— дуальний базис.
Дуальнiсть базисiв вiдповiдає двом способам задання опуклих мно-

жин.
Розглянемо тригранний тiлесний кут, який утворено базисними оди-

ничними векторами e1, e2, e3. Цей тiлесний кут на одиничнiй сферi iз
центром у вершинi кута вирiзає сферичний трикутник, сторонами якого
є дуги великiх кiл, якi є перетином сфери з гранями тригранного кута.
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Дуги великих кiл на сферi грають ту ж роль, що й прямi на площинi.
Найкоротша лiнiя, що з’єднує двi точки на площинi, — вiдрiзок; на сферi
— менша з дуг великого кола. Множина на сферi називається опуклою,
якщо з будь-якими точками множинi належить менша з дуг великого
кола, що з’єднує цi двi точки.

Сферичний трикутник — опуклий. Розглянемо плоский трикутник.
Його можна задати трьома точками — вершинами трикутника, а можна
трьома сторонами, якi є опорними прямими трикутника.

Нехай сферичний трикутник задано вершинами. Задамо його опор-
ними прямими — дугами великих кiл. Опорнi прямi — перетин сфери з
гранями тригранного кута, утвореного векторами e1, e2, e3.

Кожному великому колу можна поставити у вiдповiднiсть пару точок
наступним чином: через центр сфери проводимо пряму, перпендикуляр-
ну до площини, в якiй лежить велике коло; ця пряма перетне сферу в
двох дiаметрально протилежних точках; цi точки i ставимо у вiдповiд-
нiсть великому колу.

Отже, якщо грань тригранного кута задана векторами e1, e2, то одна
iз дуальних точок — це точка перетину променя, що проходить через
центр сфери в напрямi вектора e3 = e1×e2

(e1,e2,e3)
зi сферою. Аналогiчно

для iнших граней.
Таким чином, знаючи базис e1, e2, e3, ми одержали дуальний базис

e1, e2, e3 так: вiд задання трикутника через вершини перейшли до за-
дання його через опорнi прямi.

3.3.1 Зв’язок мiж опуклими множинами i опуклими фун-
кцiями.

Функцiя y = f(t) називається опуклою, коли

f(λ1t1 + λ2t2) 6 λ1f(t1) + λ2f(t2),

де λ1, λ2 > 0, λ1+λ2 = 1, для будь-яких t1, t2, тобто функцiя називається
опуклою, якщо будь-яка хорда графiка функцiї лежить над графiком.

Функцiя y = f(t) називається увiгнутою, коли

f(λ1t1 + λ2t2) > λ1f(t1) + λ2f(t2),

де λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, для будь-яких t1, t2.

Вправа. Довести, що множини M1, M2 — опуклi, де

M1 :

{
y > f(t),
t1 6 t 6 t2,

y = f(t) — деяка опукла функцiя;
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M2 :

{
y > g(t),
y 6 kt+ b,

y = g(t) — деяка опукла функцiя, k, b ∈ R

(рис. 71).
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Розглянемо замкнену обмежену опуклу множину M на площинi. Не-
хай P0 — довiльна точка границi множини, l — опорна пряма, що прохо-
дить через точку P0. Введемо на площинi прямокутну систему координат
так, що вiсь t паралельна прямiй l. Будемо проводити прямi, якi перпен-
дикулярнi до прямої l. Знайдуться межовi точки Q0, R0, множини M ,
такi, що прямi, перпендикулярнi до прямої l i якi проходять через точки
Q0, R0, — опорнi прямi для множини M .

У загальному випадку перетини опорних прямих з опуклою множи-
ною можуть складатися з вiдрiзкiв. Але будь-яким завгодно малим по-
воротом пряму l можна перевести в пряму l′, таку, що перпендикулярнi
до неї опорнi прямi мають з фiгурою тiльки по однiй спiльнiй точцi.

Межа L опуклої множиниM точками Q0, R0 дiлиться на двi частини,
кожну з яких прямi, паралельнi осi y, перетинають в однiй точцi; отже,
кожну частину межi L можна вважати графiком деякої функцiї. Нехай
це будуть функцiї y = f(t) i y = g(t) (рис. 72). Функцiя y = f(t) є
опуклою, а функцiя y = g(t) — увiгнутою.
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Вправа.

1. Якщо є функцiя y = f(t) класу C2, тобто у функцiї iснують перша
i друга похiдна, така, що f ′′ > 0, то функцiя опукла.

2. Якщо функцiя y = f(t) — опукла i класу C2, то f ′′ > 0.

3. Якщо функцiя y = f(t) належить класу C2 i f ′′ 6 0, то функцiя
увiгнута.

4. Якщо функцiя y = f(t) є увiгнута i належить класу C2, то f ′′ 6 0.

Довести.

3.4 Вiддiлимiсть опуклих множин.

Нехай M1, M2 — опуклi множини, що не перетинаються на площинi,
M1 ∩M2 = ∅. З’ясуємо, коли iснує пряма, що вiддiляє множини, тобто
така пряма, що M1 лежить в однiй вiдкритiй пiвплощинi, що визначає-
ться цiєю прямою, а M2 — в другiй.

Приклади.

1. M1 (рис. 73) не є опукла, i прямої, що вiддiляє множини M1 i M2,
немає.

2. M1 — внутрiшнiсть круга; M2 — опорна пряма круга з межею:
M1 ∩M2 = ∅; M1 i M2 — опуклi множини. Прямої, що вiддiляє M1

i M2, не iснує (рис. 74).

3. M1 :

{
y > 1

x ,
x > 0;

M2 : y 6 0;

M1 ∩ M2 = ∅; множини M1 i M2 опуклi i замкненi. Прямої, що
вiддiляє M1 i M2, немає (рис. 75).

Теорема 3.4.1. Нехай M1, M2 — замкненi опуклi множини, що не пе-
ретинаються на площинi, одна з яких обмежена. Тодi M1, M2 вiддiли-
мi, тобто iснує така пряма на площинi, що M1 i M2 лежать в рiзних
вiдкритих пiвплощинах, що визначаються цiєю прямою.

Вiдстань ρ мiж довiльними множинами M1, M2 обчислюється за
формулою

ρ(M1,M2) = inf
X∈M1,Y ∈M2

|XY |.
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Зауважимо, що ранiше ми так само визначали вiдстань вiд точки до
прямої i площини, вiдстань мiж прямими.

Вернемося до розглянутих вище прикладiв. В прикладах 2 i 3 вiд-
стань мiж множинами M1, M2 дорiвнює нулю, але вона не досягається
нi в якiй парi точок. Вимоги теореми забезпечують те, що вiдстань мiж
множинами досягається на деякiй парi точок. Приклад 1 показує, що
вимога опуклостi множини iстотна: вiдстань мiж множинами M1 i M2

досягається на деякiй парi точок, але множини не вiддiлимi, оскiльки
M1 — неопукла множина.

Доведення. Нехай точка X(x1, x2) ∈M1, точка Y (y1, y2) ∈M2. Роз-
глянемо функцiю чотирьох змiнних

f(X,Y ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

тобто f(X,Y ) = |XY |.
Доведення проведемо для випадку, коли M1 i M2 — обмеженi мно-

жини.
Загальний випадок, сформульований у теоремi, зводиться до цього

випадку, оскiльки у випадку необмежностi множини M2 при наближеннi
точки Y до нескiнченностi, значення функцiї f прямує до нескiнченностi.

Згадаємо теорему Веєрштраса: неперервна функцiя y = f(x), що
задана на вiдрiзку, досягає свого найбiльшого i найменшого значень.

Iстинне також твердження, аналогiчне теоремi Веєрштраса: непе-
рервна функцiя кiлькох змiнних, що задана на обмеженiй замкненiй
множинi, досягає свого найбiльшого та найменшого значень.

Отже, iснують точкаX0 ∈M1 i точка Y0 ∈M2, такi, що f(X0, Y0) 6 f(X,Y ),
де X — довiльна точка множини M1, Y — довiльна точка множини M2.
Отже, ρ(M1,M2) = f(X0, Y0) = ρ0; ρ0 > 0, оскiльки M1 ∩M2 = ∅.

Ясно, що точки X0, Y0 лежать на межах множини M1 i M2, вiдповiд-
но. Справдi, якщо хоч би одна з цих точок була внутрiшньою точкою
множини, ми б розглянули вiдрiзок X0Y0 i знайшли на ньому точки
X ′

0, Y
′
0 , такi, що |X ′

0Y
′
0 | < |X0Y0|.
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Проведемо прямi l1 i l2, перпендикулярнi до вiдрiзка X0Y0 i якi про-
ходять через точки X0, Y0, вiдповiдно. Доведемо, що l1, l2 — опорнi прямi
множин M1, M2, вiдповiдно. Нехай l1 — не опорна пряма множини M1.
Отже, точки множини M1 лежать в обох пiвплощинах, якi визначаються
прямою l1. Нехай точка C множини M1 лежить в тiй же пiвплощинi,
обмеженiй прямою l1, що i пряма l2. Проведемо пряму a через точки C i
X0. Вiдрiзок CX0 належить множинi M1, оскiльки вона опукла. Опусти-
мо перпендикуляр iз точки Y0 на пряму a, нехай точка A — основа пер-
пендикуляра. Якщо точка C належить вiдрiзку X0A, то |X0Y0| > |CY0|,
що суперечить твердженню: |X0Y0| — вiдстань мiж множинами M1 i M2.
Якщо точка C не належить вiдрiзку X0A (рис. 76), розглянемо вiдрiзок
AY0. Оскiльки множинi M1 належить вiдрiзок CX0, то точка A нале-
жить множинi M1, але |X0Y0| > |AY0|; одержали суперечнiсть з тим, що
|X0Y0| — вiдстань мiж множинами M1, M2.
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Аналогiчно можна довести, що пряма l2 є опорною прямою множини
M2.

Прямi l1 i l2 паралельнi. Нехай точка K дiлить пополам вiдрiзок
X0Y0. Проведемо через точку K пряму l, яка паралельна прямим l1, l2.
Пряма l вiддiляє множини M1, M2.

Аналогiчна теорема iстинна для просторового випадку.

3.5 Найпростiша задача лiнiйного програмуван-
ня.
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Задача. Цех випускає вироби двох типiв. Якщо цех буде випускати
тiльки вироби першого типу, вiн випустить 100 екземплярiв; якщо цех
буде випускати тiльки вироби другого типу, вiн випустить 300 екземпля-
рiв. ВТК може перевiрити 150 виробiв (не суттєво, якого типу). Вироби
1-го типу коштують в два рази дорожче, нiж вироби 2-го типу. Скiль-
ки i яких виробiв повинен випускати цех, щоб одержати максимальний
прибуток.

Розв’язування. Нехай x— кiлькiсть виробiв 1-го типу, якi необхiдно
випустити, щоб одержати максимальний прибуток; y — кiлькiсть виробiв
2-го типу, що дають максимальний прибуток. Тодi iз умови задачi маємо:

x+ y 6 150; 3x+ y 6 300; x > 0; y > 0; (3.4)

f = 2x+ y — вартiсть випущених виробiв.
Таким чином, щоб розв’язувати задачу, потрiбно знайти максимум

лiнiйної функцiї двох змiнних f = 2x+y, аргументи якої задовольняють
системi лiнiйних нерiвностей (3.4). Система (3.4) задає опуклу множину
M (рис. 77). Розглянемо пряму l, що задана рiвнянням 2x + y = h.
Змiнюючи h, одержимо сiм’ю паралельних прямих, серед яких є пряма
l0 з рiвнянням 2x+ y = h0, що є опорною прямою множини M (рис. 77).

Зауваження. Розглянемо опуклий многокутник на площинi. Через ко-
жну точку його межi проходить опорна пряма. Якщо точка є внутрi-
шня точка сторони многокутника (не спiвпадає з вершиною), то через
неї проходить єдина опорна пряма, яка має в собi сторону многокутни-
ка. Якщо точка є вершина многокутника, через неї проходить мно-
жина опорних прямих, в тому числi i прямi, на яких лежать сторо-
ни многокутника, якi виходять з даної вершини. Таким чином, кожна
опорна пряма опуклого многокутника є опорна пряма в деякiй вершинi
многокутника.

Розглянемо опуклий многогранник. Через кожну точку його межi
можна провести опорну площину. Через точку межi, яка не лежить на
ребрi можна провести єдину опорну площину — площину гранi. Через
внутрiшню точку ребра можна провести множину опорних площин; це
частина жмутка площин, що проходять через пряму, яка має в собi ребро
многокутника. Через вершину проходить множина опорних площин —
частина в’язки площин з центром в цiй вершинi. Аналогiчно плоскому
випадку будь-яка опорна площина опуклого многогранника в довiльнiй
точцi є опорною в однiй iз вершин многогранника.

Все сказане має мiсце i для опуклих многогранникiв у багатовимiр-
ному просторi.
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На пiдставi зауваження опорна пряма l0 проходить через вершину P
многокутника M . Максимальний прибуток пiдприємства h0 досягається,
таким чином, при x i y, що є розв’язком системи рiвнянь

x+ y = 150; 3x+ y = 300,

звiдси x = 75, y = 75.
Найпростiшою задачею лiнiйного програмування є задача знаход-

ження максимуму лiнiйної функцiї f = aix
i, що досягається на опуклому

многограннику, який задано системою лiнiйних нерiвностей

aki x
i + dk > 0; xi > 0; i = 1, 2 (i = 1, 2, 3); k = 1, . . . ,m.

Найбiльше значення лiнiйної функцiї, якщо воно не дорiвнює нескiн-
ченностi, завжди досягається у вершинi багатогранника. Тому рiшення
задачi зводиться до перебору вершин.

Задачi.
1. Транспортна задача. Є два родовища вугiлля, на першому добу-

вають 1000 т. вугiлля, на другому — 1500 т. I є три споживачi, яким
необхiдно: I-му — 900 т. вугiлля, II-му — 1100 т., III-му — 500 т. Вiдомо,
що вартiсть транспортування вугiлля вiд i-го родовища до j-го спожи-
вача дорiвнює cij . Скiльки потрiбно везти вугiлля з першого родовища i
скiльки з другого кожному споживачу, щоб загальна вартiсть транспор-
тування була найменшою?

Вказiвка. Потрiбно знайти мiнiмум функцiї

f =
∑
ij

cijxij ,

де xij — кiлькiсть вугiлля, яке везуть з i-го родовища до j-го споживача,
де i = 1, 2; j = 1, 2, 3.

2. Деяка продукцiя виробляється в пунктах A i B, звiдки перевози-
ться в пункти I, II, III. В пунктi A виробляється 250 одиниць продукцiї,
а в пунктi B — 350 одиниць. У пункт I потрiбно перевiзти 150 одиниць,
у пункт II — 240, у пункт III — 210. Вартiсть перевезення однiєї одиницi
продукцiї дається таблицею.

Скласти оптимальний план перевезення.
3. Пiдприємство для виробництва двох видiв продукцiї повинно вико-

ристати три види сировини, що є в наявностi в наступних кiлькостях: 17
одиниць виду A, 9 одиниць виду B та 8 одиниць виду C. На виробництво
однiєї одиницi першого виду продукцiї потрiбно витратити 2 одиницi си-
ровини виду A та 2 одиницi виду C, а для другого виду продукцiї на
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Пункт споживання
Пункт виробництва

I II III

A 4 3 5

B 5 6 4

кожну одиницю виходу йде 2 одиницi сировини A i 3 одиницi сировини
виду B. Прибуток, що одержує пiдприємство вiд реалiзацiї одиницi пер-
шого виду продукцiї, дорiвнює трьом умовним одиницям, а для другого
виду продукцiї — чотирьом. Потрiбно спланувати роботу пiдприємства
так, щоб забезпечити найбiльший прибуток.

4. На тваринницькiй фермi вiдгодовують худобу. Нехай вiдомо, що
кожнiй тваринi потрiбно щоденно видавати не менше 6 одиниць речо-
вини A, 8 одиниць речовини B та 12 одиниць речовини C (наприклад,
жири, бiлки, вуглiводи). Для вiдгодовування тварин можна закупити
два види кормiв (наприклад, макуха та комбiкорм). Одиниця маси пер-
шого корму має в собi 2 одиницi речовини A, 2 одиницi речовини B та 4
одиницi речовини C, а вартiсть його дорiвнює 3 грн. Для другого кор-
му вiдповiдно дорiвнюють 3, 2, 1 одиницям та 2 грн. Потрiбно скласти
рацiон, при якому була б забезпечена добова потреба в речовинах A, B
i C, причому вартiсть його була б найменшою.

5. В кожнiй з чотирьох посудин є по 1 л. сумiшi кислоти з водою.
Процентний змiст кислоти в них дорiвнює 10, 30, 60, 80 %, вiдповiдно.
Лаборанту потрiбно одержати 50 % сумiшi кислоти з водою. Яка най-
бiльша кiлькiсть сумiшi може бути ним виготовлена зливанням сумiшi
iз даних посудин?

6. Потрiбно виготовити сплав, що має 40 % олова. На складi є три
сплави з 60, 10 та 40% вмiстом олова. Цiна кожного iз сплавiв, що є в
наявностi, дорiвнює 4,3; 5,8; 5,5 грн., вiдповiдно. Якi сплави i в якому
спiввiдношеннi потрiбно взяти на складi, щоб 1 кг нового сплаву був
якомога дешевший?

7. Малюк може з’їсти торт за 10 хв., банку варення — за 8 хв., ка-
струлю молока — за 15 хв.. Карлсон може з’їсти торт за 2 хв., банку
варення — за 8 хв., каструлю молока — за 4 хв.. За який найменший час
Малюк та Карлсон разом можуть з’їсти снiданок iз торта, банки варення
та каструлi молока?
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Роздiл 4

Криволiнiйнi координати та
способи задання кривих i
поверхонь

Згадаємо, що коли (x1, x2) — косокутнi декартовi координати на пло-
щинi, то координатними лiнiями x1 = const, x2 = const є прямi i через
кожну точку площини проходять двi координатнi лiнiї. Якщо (x1, x2, x3)
— косокутнi декартовi координати у просторi, то координатнi поверх-
нi x1 = const, x2 = const, x3 = const є площини i через кожну точку
простору проходить три координатнi поверхнi.

4.1 Полярна система координат на площинi.

Виберемо на площинi точку O, промiнь l з початком в точцi O i орiєн-
тацiю, тобто додатний напрям вiдлiку кутiв (рис. 78). Нехай P — довiль-
на точка площини, OP — радiус-вектор точки P . Нехай ρ = |OP | (ρ > 0),
φ — кут, який утворює радiус-вектор OP з вiссю l (0 6 φ < 2π). Тодi
(ρ, φ) — полярнi координати точки P . Точка O називається полюсом,
промiнь l — полярною вiссю полярної системи координат.

Розглянемо прямокутну декартову площину (ρ, φ). Область змiни по-
лярних координат ρ, φ— це пiвсмуга, верхня границя якої не досягається
(рис. 79).

Полярнi координати мають особливiсть у полюсi. Точцi O не можна
поставити у вiдповiднiсть єдину пару чисел (ρ, φ), оскiльки для O буде
ρ = 0, а φ не визначено.

91
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Координатнi лiнiї: φ = const — променi, що виходять з полюса O
пiд кутом φ до осi l; ρ = const — кола радiуса ρ з центром у точцi O
(рис. 80).
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Зауважимо, що всi променi φ = const проходять через спiльну точку
— полюс полярної системи координат, на вiдмiну вiд декартової системи
координат, де через кожну точку площини проходить рiвно одна пряма
кожного сiмейства координатних лiнiй.

Знайдемо зв’язок мiж декартовими та полярними координатами то-
чки при спецiальному виборi декартової системи, а саме: за додатну пiв-
вiсь Ox приймемо полярну вiсь, за початок координат — полюс O, вiсь
Oy направимо так, щоб з нею спiвпадала вiсь Ox при поворотi на кут π

2
в додатному напрямi. Тодi {

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,

де (x, y) — декартовi координати точки P , (ρ, φ) — полярнi координати
точки P (рис. 81).

Рiвняння будь-якої прямої у декартовiй системi координат має вигляд

ax+ by + c = 0, a2 + b2 ̸= 0. (4.1)
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З’ясуємо, який вигляд буде мати рiвняння прямої в полярнiй системi
координат. Пiдставимо у рiвняння (4.1) рiвностi{

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ

одержимо рiвняння прямої в полярнiй системi координат:

ρ(a cosφ+ b sinφ) + c = 0. (4.2)

Перетворимо рiвняння (4.2):

ρ(a cosφ+ b sinφ) + c√
a2 + b2

= 0.

Введемо кут φ0 такий, що

cosφ0 =
a√

a2 + b2
, sinφ0 =

b√
a2 + b2

i позначимо h = c√
a2+b2

(h є вiдстань вiд початку координат до нашої
прямої).

Тодi рiвняння прямої в полярнiй системi координат має вигляд

ρ cos(φ− φ0) + h = 0.

Розглянемо рiвняння кривих в полярнiй системi координат.
1. ρ = φ, φ > 0 — спiраль Архiмеда (рис. 82).
2. ρ = eφ, −∞ < φ < +∞ — логарифмiчна спiраль (рис. 83).

82.Рис

83.Рис

0
0

Параметричнi рiвняння логарифмiчної спiралi в прямокутнiй декар-
товiй системi координат, що зв’язана з полярною системою координат
так, як було описано вище, наступнi:{

x = eφ cosφ,
y = eφ sinφ.
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Нехай на площинi задано криволiнiйнi координати u1, u2. Геометри-
чне мiсце точок, для яких одна iз координат приймає фiксоване значен-
ня, називається координатною лiнiєю.

Вправи.

1. Виразити полярнi координати через декартовi.

2. Знайти вiдстань мiж точками P1(ρ1, φ1) i P2(ρ2, φ2) в полярнiй си-
стемi координат.

3. Записати в полярнiй системi координат рiвняння кола радiуса r з
центром в точцi (a, b).

4.2 Криволiнiйнi координати в просторi.

4.2.1 Цилiндрична система координат.

Нехай у площинi π задано полярну систему координат. Вiсь Oz пер-
пендикулярна до π, проходить через полюс O i орiєнтована так, що з
кiнця Oz додатнє обертання в площинi π видно як обертання проти го-
динникової стрiлки. Нехай P — довiльна точка простору, точка P —
основа перпендикуляра, який опущено з точки P на площину π, а точ-
ка Pz — основа перпендикуляра, який опущено з точки P на вiсь Oz
(рис. 84). Нехай полярнi координати точки P суть (ρ, φ), а координата
точки Pz є z. Тодi три числа (ρ, φ, z) називаються цилiндричними коор-
динатами точки P , ρ > 0, 0 6 φ < 2π, −∞ < z < +∞.
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z z
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0
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P

zP

0

84.Рис 85.Рис

Розглянемо координатнi поверхнi цилiндричної системи: ρ = const —
сiмейство прямих кругових цилiндрiв, вiссю яких є вiсь Oz; φ = const —
пiвплощини, що обмеженi вiссю Oz; z = const — площини, що перпенди-
кулярнi до осi Oz.
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Особливими точками цилiндричної системи координат є точки осi
Oz, оскiльки для них не визначена координата φ. Через кожну точку осi
Oz проходять всi координатнi поверхнi сiмейства φ = const.

Одержимо формули переходу вiд цилiндричних координат до прямо-
кутних декартових координат. Площину π приймемо за площину Oxy,
додатну пiввiсь Ox сумiстимо з полярною вiссю, вiсь Oy направимо так,
щоб найкоротший поворот вiд Ox до Oy вiдбувався в додатному напрямi,
вiсь Oz залишимо на мiсцi (рис. 85).

Тодi 
x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,
z = z.

Вправи.

1. Знайти вiдстань мiж точками P1(ρ1, φ1, z1) i P2(ρ2, φ2, z2) в цилiн-
дричнiй системi координат.

2. Записати рiвняння довiльної площини в цилiндричнiй системi ко-
ординат.

4.2.2 Сферична система координат.

Нехай на площинi π задано полярну систему координат. Вiсь Oz пер-
пендикулярна до π, проходить через полюс O i орiєнтована так само, як
у випадку цилiндричних координат. Нехай P — довiльна точка просто-
ру. Нехай ρ = |OP |, φ — полярний кут, що вiдповiдає точцi P — основi
перпендикуляра, який опущено з точки P на площину π, ψ — кут мiж
радiус-вектором OP точки P та площиною π, причому ψ > 0, якщо P
розташована у пiвпросторi z > 0, ψ < 0 — в протилежному випадку
(рис. 86). Тодi три числа (ρ, φ, ψ) називаються сферичними координата-
ми точки P , ρ > 0, 0 6 φ < 2π, −π

2 6 ψ 6 π
2 , φ називається довготою, ψ

— широтою точки P .
Iнодi за третю координату приймають кут ψ′, який радiус-вектор OP

точки P утворює з додатним напрямом осi Oz, 0 6 ψ1 6 π, ψ′ = π
2 − ψ1.

Координатнi поверхнi сферичної системи координат: ρ = const — сi-
мейство концентричних сфер з центром у полюсi; φ = const — сiмейство
пiвплощин, що обмеженi вiссю Oz; ψ = const — сiмейство кругових ко-
нусiв, вiссю яких є вiсь Oz (в це сiмейство входять вiсь Oz i площина π).

Особливими точками сферичної системи координат є точки осi Oz,
для цих точок кут φ не визначений однозначно.
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Знайдемо зв’язок мiж прямокутними декартовими i сферичними ко-
ординатами точки. Площину π приймемо за площину Oxy, полярну вiсь
— за додатну пiввiсь Ox, вiсь Oy напрямимо так, щоб найкоротший по-
ворот вiд Ox до Oy вiдбувався в додатному напрямi, вiсь Oz залишимо
на мiсцi. Тодi 

x = ρ cosφ cosψ,
y = ρ sinφ cosψ,
z = ρ sinψ.

Розглянемо сферу ρ = const. Меридiани на сферi — це лiнiї перетину
сфери з площинами φ = const. Паралелi — це лiнiї перетину сфери з
конусами ψ = const (рис.87).
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Нехай у просторi задано криволiнiйнi координати u1, u2, u3. Геоме-
тричне мiсце точок, для яких одна з координат приймає фiксоване зна-
чення, називається координатною поверхнею. Геометричне мiсце точок,
для яких двi координати приймають стале значення, називається коор-
динатною лiнiєю.

Паралелi, меридiани i променi, що виходять з полюса, — координатнi
лiнiї сферичної системи координат.

Вправа. Знайти координатнi лiнiї цилiндричної системи координат.
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4.3 Способи задання кривих i поверхонь.

Згадаємо, як ми задавали пряму i площину.

1. Параметричне задання.

Параметричне задання прямої:

r = r0 + at, −∞ < t < +∞,

де r = (x, y, z) — радiус-вектор довiльної точки прямої, r0 = (x0, y0, z0)
— радiус-вектор фiксованої точки прямої, a = (a1, a2, a3) — напрям-
ний вектор прямої.

В координатнiй формi: 
x = x0 + a1t,
y = y0 + a2t,
z = z0 + a3t.

Параметричне задання площини:

r = r0 + ua + υb, −∞ < u, υ < +∞,

де r = (x, y, z) — радiус-вектор довiльної точки площини, r0 —
радiус-вектор фiксованої точки площини, a , b — неколiнеарнi век-
тори, що лежать в площинi.

В координатнiй формi:
x = x0 + a1u+ b1υ,
y = y0 + a2u+ b2υ,
z = z0 + a3u+ b3υ.

2. Неявне задання.

Пряма на площинi задається як множина точок, координати яких
задовольняють рiвнянню ax+ by + c = 0, де a2 + b2 ̸= 0.

Площина: ax+ by + cz + d = 0, де a2 + b2 + c2 ̸= 0.

Пряма в просторi:
{
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.
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3. Явне задання.

Рiвняння прямої на площинi, що не перпендикулярна до осi Ox,
можна записати у виглядi

y = ax+ b.

Прямi, якi паралельнi осi Oy, перетинають таку пряму в однiй то-
чцi.

Рiвняння площини, яка не перпендикулярна до площини Oxy, мо-
жна записати у виглядi

z = ax+ by + c.

Прямi, якi паралельнi осi Oz, перетинають таку площину в однiй
точцi.

Зауважимо, що явне задання є окремим випадком як параметри-
чного так i неявного задання. Справдi, нехай пряма на площинi
задана явно: y = ax + b. Виберемо параметром декартову коорди-
нату x i одержимо параметричне задання прямої{

x = t,
y = at+ b.

Неявне задання прямої є наступним:

y − ax− b = 0.

Для площини z = ax+ by + c параметричне задання буде
x = u,
y = v,

z = au+ bv + c.

Неявне задання площини є

ax+ by + c− z = 0.
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4.3.1 Поняття кривої.

Нагадаємо, що взаємно однозначне i неперервне вiдображення, обер-
нене до якого також неперервне, називається топологiчним вiдображен-
ням (гомеоморфiзмом).

Нехай L — множина точок на площинi або в просторi, P — довiльна
точка множини L.

Околом Uδ(P ) точки P в L називається перетин вiдкритої кулi Dρ(P )
(в тривимiрному випадку) або круга (в двовимiрному випадку) з цен-
тром в точцi P з множиною L, тобто Uδ(P ) = Dρ(P ) ∩ L.

Множина L називається вiдкритою, якщо разом з кожною своєю то-
чкою вона має в собi деякий її окiл.

Множина називається зв’язною, якщо її не можна представити у ви-
глядi об’єднання двох вiдкритих непустих множин, що не перетинаю-
ться.

Образ вiдкритого iнтервалу при топологiчному вiдображеннi його на
площину або в простiр називається елементарною кривою, тобто елемен-
тарна крива гомеоморфна вiдкритому iнтервалу. Ранiше ми показали,
що вiдкритий iнтервал гомеоморфний прямiй. Отже, елементарна крива
є гомеоморфною i прямiй.

Множину точок простору (або площини) будемо називати вкладеною
кривою, якщо ця множина зв’язна i кожна її точка має окiл, що є еле-
ментарною кривою.

Приклади.
1. Коло не є елементарною кривою, оскiльки воно не є гомеоморфним

iнтервалу.
2. Лемнiскатою Бернуллi (рис.88) називається крива, яка в деякiй

прямокутнiй системi координат задається рiвнянням вигляду

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2)2 = 0.

P

88.Рис 89.Рис

Вправа. Записати це рiвняння в полярнiй системi координат.
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Розглянувши початок координат, впевнитися, що ця крива не є вкла-
деною кривою.

Зануреною кривою називається геометричне мiсце точок в просторi,
яке є образ вкладеної кривої при неперервному вiдображеннi, причому
неперервне вiдображення локально є топологiчним.

Занурена крива може мати самоперетини.

Приклад. Лемнiската Бернуллi є зануреною кривою (рис. 89).
Локальне дослiдження будь-якої кривої може бути зведено до роз-

глядання елементарної кривої.

4.3.2 Поняття поверхнi.

Приклад. Внутрiшностi круга i квадрата топологiчно еквiвалентнi, тоб-
то гомеоморфнi.

Дiйсно, розтягуємо вiдрiзок OA до OB (рис. 90). В рiзних напрямках
розтягування рiзне. Самостiйно записати це топологiчне вiдображення.

0

0
A

B

90.Рис
91.Рис

Елементарна поверхня — це образ внутрiшностi круга при топологi-
чному вiдображеннi його в просторi, тобто елементарна поверхня гомео-
морфна внутрiшностi круга.

Приклад. Розглянемо поверхню яка задана рiвнянням z = x2 + y2.
Ця поверхня гомеоморфна площинi. Але площина гомеоморфна вiдкри-
тому кругу. Гомеоморфiзм вiдкритого круга та площини встановлюється
так: спочатку показують, що вiдкритий круг гомеоморфний вiдкритiй
пiвсферi (можна розглянути ортогональне проектування пiвсфери на
площину (рис. 91)), потiм так як показано на рис. 92, встановлюємо
гомеоморфiзм вiдкритої пiвсфери i площини. Самостiйно аналiтично за-
писати вказанi вiдображення пiвсфери на площину i показати, що вони
топологiчнi.
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Отже, поверхня, що заданя рiвнянням z = x2 + y2 є елементарною
поверхнею (рис. 93).

x
y

z

0

92.Рис
93.Рис

Вкладеною поверхнею називається зв’язна множина, для будь-якої
точки якої iснує окiл, гомеоморфний вiдкритому кругу.

Приклад. Сфера є вкладеною поверхнею, оскiльки окiл довiльної
точки сфери гомеоморфний вiдкритому кругу. Але сфера не гомеоморф-
на площинi i не є елементарною поверхнею.

Зауваження. Як вiдомо з топологiї, кожна вкладена крива гомеоморф-
на або прямiй, або колу. Вкладених поверхонь значно бiльше. Дiйсно,
тор є вкладеною поверхнею, але вiн не гомеоморфний нi площинi, нi
сферi.

Зануреною поверхнею називається геометричне мiсце точок в про-
сторi, яке є образом вкладеної поверхнi при неперервному вiдображен-
нi, причому неперервне вiдображення локально є топологiчним. Iншими
словами, ця поверхня може мати самоперетини.

Приклад зануреної поверхнi, що не є вкладеною, наведено на рис. 94
(верхньої гранi куба немає).

94.Рис 95.Рис
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4.3.3 Параметричне задання кривих.

Розглянемо елементарну криву, що одержана при топологiчному вiд-
ображеннi iнтервалу (a, b) у простiр. Кожнiй точцi t iнтервалу ставиться
у вiдповiднiсть радiус-вектор r(t) точки кривої.

Рiвняння r = r(t), a < t < b, називається параметричним рiвнянням
кривої.

Координатний запис цього рiвняння має вигляд
x = x(t),
y = y(t),
z = z(t).

Параметрично задаються також вкладенi i зануренi кривi, при цьому
область змiни параметра не обов’язково буде вiдкритим iнтервалом.

Приклад. Нехай на площинi задано прямокутну декартову систему
координат i полярну систему координат, якi зв’язанi так:{

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ.

Рiвняння кола радiуса R з центром на початку координат в полярнiй
системi координат буде

ρ = R, 0 6 φ < 2π.

Параметричне задання цього ж кола в декартовiй системi координат:
x = R cosφ,
y = R sinφ,
0 6 φ < 2π.

Параметрично задану криву можна тлумачити як траєкторiю руху ма-
терiальної точки, де t — час.

4.3.4 Параметричне задання поверхонь.

Нехай F — елементарна поверхня, D2 — круг; u, v — координати пло-
щини, в якiй лежить круг D2; x, y, z — декартовi координати в просторi.

Кожнiй точцi (u, v) внутрiшностi круга D2 ставиться у вiдповiднiсть
радiус-вектор r(u, v) точки поверхнi.
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Рiвняння r = r(u, v), де (u, v) ∈ D2, називається параметричним
рiвнянням поверхнi.

В координатному виглядi рiвняння записується так
x = x(u, v),
y = y(u, v),
z = z(u, v).

Параметрично задаються також вкладенi i зануренi поверхнi, при
цьому область змiни параметрiв u, v не завжди спiвпадає з внутрiшнiстю
круга.

Приклади.

1. Розглянемо в просторi прямокутнi декартовi i сферичнi координа-
ти, якi зв’язанi рiвняннями

x = ρ cosφ cosψ,
y = ρ sinφ cosψ,
z = ρ sinψ.

1.1. Нехай ρ = const = R, а 0 6 φ < 2π, −π
2 6 ψ 6 π

2 . Тодi
x = R cosφ cosψ,
y = R sinφ cosψ,
z = R sinψ.

є параметричнi рiвняння сфери радiуса R з центром на початку
координат.

Розглянемо на сферi меридiани φ = const i паралелi ψ = const.
Цi лiнiї задають криволiнiйну систему координат на сферi, яка має
особливостi в пiвнiчному i пiвденному полюсах (рис. 95).

Нехай r = r(u, v) — параметричне задання деякої поверхнi.
Якщо u = const, то r = r(u, v) — радiус-вектор однiєї змiнної, тобто
r = r(u, v) задає криву при u = const. Змiнюючи значення u, одер-
жимо сiмейство кривих на поверхнi. Аналогiчно, r = r(u, v) задає
iнше сiмейство кривих на поверхнi при v = const. Лiнiї u = const,
v = const називаються координатними лiнiями на поверхнi, а u, v
— криволiнiйними координатами точок поверхнi.
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1.2. Нехай ψ = const = ψ0, а 0 6 ρ < +∞, 0 6 φ < 2π. Тодi
x = ρ cosφ cosψ0,
y = ρ sinφ cosψ0,

z = ρ sinψ0

є параметричне рiвняння конуса.

2. Розглянемо в просторi прямокутнi декартовi i цилiндричнi коорди-
нати, якi зв’язанi рiвняннями

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,
z = z.

Нехай ρ = const = R, а 0 6 φ < 2π, −∞ < z < +∞. Тодi
x = R cosφ,
y = R sinφ,
z = u,

0 6 φ < 2π, −∞ < u < +∞

є параметричнi рiвняння прямого кругового цилiндра радiуса R,
вiссю якого служить вiсь Oz. Кола u = const i прямолiнiйнi твiрнi
цилiндра утворюють криволiнiйну систему координат на цилiндрi
без особливостей.

Зауважимо, що не будь-який радiус-вектор r = r(u, v) задає по-
верхню.

Приклад. 
x = u+ v,
y = u+ v,
z = u+ v,

−∞ < u, v < +∞.

Позначимо u+ v через t. Одержимо
x = t,
y = t,
z = t,

−∞ < t < +∞.
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Це рiвняння задає пряму в просторi.
Таким чином, необхiднi додатковi умови на радiус-вектор r = r(u, v),

щоб вiн задав поверхню. Щоб уникнути вироджених, неприємних випад-
кiв, щоб поверхнi мали бiльш звичайний вигляд, область змiни радiус-
вектора повинна задовольняти додатковим вимогам. Цi умови будуть
одержанi в курсi диференцiальної геометрiї.

4.3.5 Неявне задання кривих i поверхонь.

Неявно заданою кривою на площинi називається геометричне мiсце
точок на площини, координати яких x, y задовольняють рiвнянню f(x, y) = 0.

Приклади.

1. ax+ by + c = 0.

2. (x− a)2 + (y − b)2 − r2 = 0.

3. (x2 + y2)(x2 + y2 − 1) = 0 (рис. 96).

4. x3 + y3 − 3axy = 0 — лист Декарта (рис. 97).
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y y
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1

96.Рис 97.Рис

Зауваження. Приклад 3 показує, що для того, щоб неявне задання ви-
значало криву в розумiнi данного вище визначення, необхiднi додатковi
умови. Цi умови ми розглянемо в курсi диференцiальної геометрiї.

Неявно заданою поверхнею називається геометричне мiсце точок в
просторi, координати яких x, y, z задовольняють рiвнянню F (x, y, z) = 0.

Приклади.

1. x2 + y2 + z2 −R2 = 0
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2. (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 −R2 = 0

3. x2 + y2 − 1 = 0 — круговий цилiндр з вiссю обертаня Oz.

4. f(x, y) = 0 — цилiндр з твiрною, паралельною осi Oz.

5. (x2 + y2)(x2 + y2 + z2 − 1) = 0 — сфера радiуса 1 з центром на
початку координат i вiсь Oz.

Зауваження. Приклад 5 показує, що для того, щоб рiвняння F (x, y, z) = 0
задавало поверхню в розумiннi данного вище визначення, необхiднi до-
датковi умови.

4.3.6 Явне задання кривих i поверхонь.

Крива на площинi називається явно заданою, якщо вона є графiк
функцiї y = f(x).

Приклади.

1. y = kx+ b.

2. y = x2.

Прямi, паралельнi осi y, перетинають таку криву в однiй точцi i за-
дають топологiчне вiдображення кривої на iнтервал осi Ox.

Поверхня називається явно заданою, якщо вона є графiк функцiї
z = f(x, y). Точки такої поверхнi мають координати (x, y, f(x, y)).

Приклади.

1. y = ax+ by + c.

2. z = x2 + y2.

Вiдображення такої поверхнi на область площини Oxy задається ор-
тогональним проектуванням у напрямку осi Oz. Довiльна пряма, пара-
лельна осi Oz, перетинає i поверхню, i площину в однiй точцi, цi точки
ставляться у вiдповiднiсть одна однiй.

Явне задання — це окремий випадок як параметричного, так i неяв-
ного задання.
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Дiйсно, нехай крива задана явно:

y = f(x).

Вiдповiдне параметричне задання буде{
x = t,

y = f(t).

Неявне:
y − f(x) = 0.

Нехай поверхня задана явно:

z = f(x, y).

Вiдповiдне параметричне задання буде
x = u,
y = v,

z = f(u, v)

Неявне:
z − f(x, y) = 0.

4.3.7 Зв’язки мiж рiзними способами задання кривих.

Приклад. Розглянемо рiзнi способи задання кола радiуса R з цен-
тром на початку координат (рис. 98).
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Неявне задання:
x2 + y2 = R2.



108 РОЗДIЛ 4. КРИВОЛIНIЙНI КООРДИНАТИ

Параметричне задання: 
x = R cos t,
y = R sin t,
0 6 t < 2π.

Явне задання верхнього пiвкола:

y =
√
R2 − x2,

явне задання нижнього пiвкола:

y = −
√
R2 − x2.

В околi точки A (рис. 98) коло також можна задати явно:

x =
√
R2 − y2.

Нехай деяка крива задана параметрично:{
x = f1(t),
y = f2(t).

Як перейти до явного задання? Потрiбно виключити t з двох рiвнянь
x = f1(t), y = f2(t).

Наприклад, t = f−1
1 (x) i y = f2(f

−1
1 (x)) — явне задання кривої, або

t = f−1
2 (y) i x = f1(f

−1
2 (y)).

Повернемося до розглянутого вище прикладу. Щоб одержати з па-
раметричного задання кола явне задання верхнього пiвкола, з першого
рiвняння знайдемо t = arccos x

R i пiдставимо в друге рiвняння, одержимо

y = R sin(arccos
x

R
) = R

√
1− x2

R2
=
√
R2 − x2.

4.3.8 Зв’язки мiж рiзними способами задання поверхонь.

Нехай поверхня задана неявно: F (x, y, z) = 0. Взагалi кажучи, для
будь-якої точки поверхнi iснує окiл, який можна задати явно. Якщо
прямi, що паралельнi осi Oz, перетинають окiл не бiльше нiж в однiй
точцi, то її можно задати так: z = f(x, y); якщо прямi, що паралельнi
осi Oy, перетинають окiл в однiй точцi, то y = φ(x, z) в цьому околi;
якщо прямi, що паралельнi осi Ox, перетинають окiл в однiй точцi, то
x = g(y, z) в цьому околi. Достатнiсть умови iснування явного задання
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будуть сформульованi в курсi диференцiальної геометрiї. Але в цiлому
поверхню (наприклад, сферу, тор) задати явно не можна.

Щоб перейти вiд параметричного задання поверхнi
x = x(u, v),
y = y(u, v),
z = z(u, v)

до неявного, потрiбно виключити з трьох рiвнянь u, v.
Щоб перейти вiд параметричного задання поверхнi до явного, по-

трiбно, використовуючи два рiвняння, виразити u, v через вiдповiднi
декартовi координати i пiдставити цi вирази в третє рiвняння.

Приклад. 
x = R cosu cos v,
y = R cosu sin v,
z = R sinu

— параметричнi рiвняння сфери. Пiднесемо цi рiвняння до квадрату й
додамо, одержимо неявне задання сфери:

x2 + y2 + z2 = R2.

Явне задання верхньої пiвсфери:

z =
√
R2 − x2 − y2,

явне задання нижньої пiвсфери:

z = −
√
R2 − x2 − y2.

4.4 Спецiальнi класи поверхонь.

4.4.1 Поверхнi обертання.

Розглянемо на площинi Oxz криву L, що задана параметрично:{
x = f1(t),
z = f2(t).

Будемо обертати площину, в якiй розташована крива L, навколо осi
Oz. Крива L утворить поверхню, яка називається поверхнею обертання
(рис. 99). Зауважимо, що коли крива L перетинає вiсь Oz, то на поверхнi
можуть бути особливi точки, в яких немає дотичної площини.
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Знайдемо рiвняння поверхнi обертання. Довiльна точка P кривої L
при поворотi на кут φ займе положення P (φ) (при обертаннi площини,
в якiй лежить крива L, точка P змалює коло). Нехай точки P , P (φ)
— основи перпендикулярiв, що опущенi з точок P , P (φ), вiдповiдно, на
площину Oxy (рис. 100). Якщо (f1(t), 0, f2(t)) — координати точки P , то
(f1(t), 0, 0), (f1(t) cosφ, f1(t) sinφ, 0) — координати точок P , P (φ), вiд-
повiдно. Тодi (f1(t) cosφ, f1(t) sinφ, f2(t)) — координати довiльної точки
P (φ) поверхнi. Таким чином, параметричнi рiвняння поверхнi обертан-
ня: 

x = f1(t) cosφ,
y = f1(t) sinφ,
z = f2(t).

Розглянемо координатнi лiнiї на поверхнi обертання: меридiани φ = const
— образи кривої L при поворотi площини, в якiй вона лежить; t = const
— кола, що лежать в перерiзi поверхнi площинами z = const.

Приклади.

1. Нехай L — пiвколо на площинi Oxz радiуса R з центром на початку
координат: 

x = R cos t,
z = R sin t,
−π

2 6 t 6 π
2 .

Тодi поверхня обертання — сфера, її рiвняння:
x = R cos t cosφ,
y = R cos t sinφ,
z = R sin t,
−π

2 6 t 6 π
2 ,

0 6 φ < 2π.

2. Нехай L — пряма, що паралельна осi Oz i знаходиться на вiддалi
R вiд неї: 

x = R,
z = t,

−∞ < t < +∞.

Тодi поверхня обертання — прямий круговий цилiндр, його рiвнян-
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ня: 
x = R cosφ,
y = R sinφ,

z = t,
−∞ < t < +∞,
0 6 φ < 2π.

Вправи.

1. Написати рiвняння поверхнi, яка одержується при обертаннi навко-
ло осi Oz прямої, що проходить через початок координат i утворює
кут φ з вiссю Ox.

2. Написати рiвняння поверхнi, яка одержується при обертаннi нав-
коло осi Oz кола радiуса R з центром в точцi (a, 0, 0), a > R, що
лежить в площинi Oxz. Перейти вiд параметричного задання по-
верхнi до неявного.

4.4.2 Цилiндричнi поверхнi.

Нехай в просторi задано деяку криву L i пряму l. Поверхня, що утво-
рена прямими, якi проходять через точки кривої L паралельно прямiй l,
називається цилiндричною.

Крива L називається напрямною. Прямi, якi паралельнi прямiй l,
називаються твiрними цилiндричної поверхнi.

Не втрачаючи загальностi, можна вважати криву L плоскою, оскiль-
ки завжди напрямною можна взяти криву, що лежить в площинi, яка
перетинає цилiндр пiд прямим кутом до твiрної.

Нехай крива L лежить в площинi Oxy i задана неявно:

F (x, y) = 0 (4.3)

Нехай напрямний вектор a прямої l не паралельний площинi Oxy,
тобто a3 ̸= 0. Можна вважати, що a3 = 1 i a = (a1, a2, 1). Нехай P (x0, y0)
— довiльна точка кривої L, тобто координати точки P задовольняють
рiвнянню (4.3):

F (x0, y0) = 0 (4.4)

Рiвняння прямої, яка паралельна прямiй l i проходить через точку
P : 

x = x0 + ta1,
y = y0 + ta2,

z = t,
−∞ < t < +∞.



112 РОЗДIЛ 4. КРИВОЛIНIЙНI КООРДИНАТИ

Виразимо x0, y0 через x, y, z:{
x0 = x− a1z,
y0 = y − a2z.

Пiдставимо одержанi вирази для x0 i y0 в рiвностi (4.4), одержимо
неявне рiвняння цилiндричної поверхнi:

F (x− a1z, y − a2z) = 0.

Нехай напрямна крива L задана параметрично: r = r(t), a — напрям-
ний вектор твiрних цилiндричної поверхнi. Тодi параметричне задання
цилiндричної поверхнi

R(t, u) = r(t) + ua (−∞ < u < +∞) (рис. 101).
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4.4.3 Конiчнi поверхнi.

Нехай L — деяка крива у просторi, O — фiксована точка.
Поверхня, яка утворена прямими, що проходять через точку O i то-

чки кривої L, називається конiчною.
Крива L називається напрямною. Прямi, що проходять через точки

L i точку O — твiрними, точка O — вершиною конуса.
Запишемо рiвняння конiчної поверхнi, якщо L лежить в площинi

z = 1, а вершина конуса O розташована на початку координат. Рiвняння
кривої L: {

F (x, y) = 0,
z = 1.

(4.5)
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Нехай точка P (x0, y0, z0) лежить на кривiй L, координати точки P
задовольняють рiвнянню (4.5), тобто{

F (x0, y0) = 0,
z0 = 1.

(4.6)

Рiвняння прямої, що проходить через точки O(0, 0, 0) i P (x0, y0, z0):
x = x0t,
y = y0t,
z = t.

Отже, {
x0 =

x
z ,

y0 =
y
z .

Пiдставимо в рiвняння (4.6) вирази для x0, y0, одержимо неявне рiвнян-
ня конiчної поверхнi:

F (
x

z
,
y

z
) = 0.

Вправа. Написати рiвняння конуса, вершина якого не спiвпадає з
початком координат.
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Вираз F (x, y, z) = 0 називається однорiдним порядку m, якщо

F (tx, ty, tz) = tmF (x, y, z).

Функцiя F (xz ,
y
z ) = 0 — однорiдна порядку 0.

Справедливе обернене твердження: якщо лiва частина рiвняння F (x, y, z) = 0
однорiдна, то рiвняння визначає конус.
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Дiйсно, розглянемо рiвняння F (x, y, z) = 0, причому F (tx, ty, tz) =
= tmF (x, y, z).

Нехай точка P (x0, y0, z0) задовольняє рiвнянню F (x, y, z) = 0. Точка
P1(tx0, ty0, tz0), що лежить на прямiй, яка проходить через точки P i
O(0, 0, 0), також задовольняє рiвнянню F (x, y, z) = 0 з огляду на одно-
рiднiсть F . Отже, рiвняння F (x, y, z) = 0 задає конус з вершиною на
початку координат.

Нехай напрямна конуса L задана параметрично r = r(t), точка A(r0)
— вершина конуса, R — радiус-вектор довiльної точки конуса. Тодi R−r0 =
= u(r(t)− r0) (рис. 102) i параметричне рiвняння конiчної поверхнi

R(t, u) = r0 + u(r(t)− r0).

Якщо вершина конуса розташована на початку координат, то r0 = 0 i
останнє рiвняння набуде вигляду

R(t, u) = ur(t).



Роздiл 5

Кривi i поверхнi 2-го порядку

В прямокутнiй декартовiй системi координат рiвняння будь-якої пря-
мої на площинi лiнiйне, тобто має вигляд

ax+ by + c = 0, a2 + b2 ̸= 0,

рiвняння будь-якої площини у просторi також лiнiйне, тобто має вигляд

ax+ by + cz + d = 0, a2 + b2 + c2 ̸= 0.

Рiвняння прямої на площинi (площини у просторi) лiнiйнi в будь-якiй
декартовiй системi координат, оскiльки формули переходу вiд однiєї си-
стеми координат до другої лiнiйнi. В криволiнiйнiй системi координат
вигляд рiвнянь прямої i площини iнший. Наприклад, рiвняння прямої в
полярнiй системi координат має вигляд ρ cos(φ − φ0) + h = 0, нелiнiйне
вiдносно φ. Перейдемо до вивчення кривих i поверхонь 2-го порядку, якi
будемо розглядати як геометричнi мiсця точок на площинi або в про-
сторi, координати яких в декартовiй системi координат задовольняють
рiвнянню другого порядку. А саме, загальне рiвняння кривої другого
порядку має вигляд

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0,

де aij(i, j = 1, 2, 3) — довiльнi дiйснi числа i a211 + a212 + a222 ̸= 0.

Загальне рiвняння поверхнi 2-го порядку має вигляд

a11x
2+2a12xy+2a13xz+a22y

2+2a23yz+a33z
2+2a14x+2a24y+2a34z+a44 = 0,

Тут aij(i, j = 1, . . . , 4) — довiльнi дiйснi числа i

a211 + a212 + a213 + a222 + a223 + a233 ̸= 0.

115
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При переходi вiд однiєї декартової системи координат до другої, ко-
ординати точок змiнюються лiнiйно. Тому рiвняння 2-го порядку перехо-
дить в рiвняння не вище 2-го порядку. Але оскiльки воно в однiй системi
координат є суттєво квадратним, то воно квадратне в будь-якiй системi
координат. Таким чином, визначення кривої i поверхнi другого порядку
не залежить вiд вибору декартової системи координат.

У подальшому будемо вважати, що на площинi або в просторi задана
прямокутна система координат.

5.1 Канонiчнi рiвняння кривої 2-го порядку.

5.1.1 Елiпс.

Розглянемо криву, що задана неявно рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
= 1, де a > 0, b > 0, a ̸= 0, b ̸= 0. (5.1)

Ця крива називається елiпсом, а рiвняння (5.1) — канонiчним рiвнян-
ням елiпса.

Зауважимо, що коли a = b, рiвняння (5.1) задає коло з центром на
початку координат з радiусом a.

Точки P , Q, що лежать вiдносно прямої l в рiзних пiвплощинах, си-
метричнi вiдносно прямої l, якщо PQ ⊥ l i |PO| = |OQ| (рис. 103).

Точки P , Q симетричнi вiдносно точки O, коли |PO| = |OQ|, точки
P,O,Q на однiй прямiй i O лежить мiж P i Q (рис. 104).
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Пряма l є вiсь симетрiї деякої кривої, якщо при осьовiй симетрiї
вiдносно прямої l крива переходить у себе.

Точка O є центр симетрiї деякої кривої, якщо при центральнiй си-
метрiї вiдносно точки O крива переходить у себе.
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Повернемося до кривої, що задана рiвнянням (5.1). Якщо рiвнян-
ню (5.1) задовольняють координати точки A(x, y), то йому задовольня-
ють i координати точок A′(x,−y), A′′(−x, y), A′′′(−x,−y). Отже, x, y є осi
симетрiї кривої, що задана рiвнянням (5.1), а точка O(0, 0) є центр си-
метрiї кривої. Тому досить побудувати частину кривої, що розташована
в першому квадратi, i ми будемо мати уявлення про форму кривої.

Знайдемо точку перетину кривої з осями координат: y = 0, x = ±a,
x = 0, y = ±b. З рiвняння (5.1) випливає, що |x| 6 a, |y| 6 b (рис. 105).
Параметри a i b називаються пiвосями елiпса.

Перетворення площини. Стискання (розтягування).

Розглянемо перетворення площини, при яких точка P (x, y) перехо-
дить у точку P ′(x′, y′), причому x′ = ax, y′ = by, де a > 0, b > 0.

Це перетворення називається перетворенням стискання (розтягуван-
ня) вздовж координатних осей i є окремим випадком афiнних перетво-
рень, якi будуть вивчатися далi.

Якщо a = b, то перетворення площини називається гомотетiєю.

Знайдемо образ прямої
{
x = a1t+ b1
y = a2t+ b2

при перетвореннi стискання.

У формули
{
x′ = ax
y′ = by

пiдставимо x = a1t + b1, y = a2t + b2 i одер-

жимо знову рiвняння прямої. Отже, при стисканнi (розтягуваннi) пряма
переходить в пряму.

Довести самостiйно, що при стисканнi (розтягуваннi) вiдрiзок AB
переходить у вiдрiзок A′B′, де A′ — образ A, B′ — образ B.
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Повернемося до елiпса. Знайдемо образ кола x2 + y2 = 1 при пе-

ретвореннi стискання. З формул
{
x′ = ax
y′ = by

знаходимо x = x′

a , y = y′

b ,
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пiдставимо одержанi значення x, y в рiвняння кола, пiсля чого одержимо

(x′)2

a2
+

(y′)2

b2
= 1.

Знаючи, що елiпс одержується при стисканнi (розтягуваннi) кола,
його легко намалювати (рис. 106).

Доведемо, що внутрiшнiсть елiпса — опукла множина. Доведемо спо-
чатку, що круг x2 + y2 6 1 — опукла множина. Нехай точки P1, P2 на-
лежать кругу. Тодi вiдрiзок P1P2 також належить кругу. Це випливає
з того, що iз всiх вiдрiзкiв, що з’єднують вершину O (центр круга) з
точками основи P1P2 трикутника OP1P2 найбiльшу довжину має одна з
бокових сторiн трикутника (для доведення останього твердження досить
опустити з точки O висоту OH) (рис. 107).
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Внутрiшнiсть елiпса — образ внутрiшностi круга при перетвореннi
стискання. Але при стисканнi вiдрiзок переходить у вiдрiзок. Тому вну-
трiшнiсть елiпса — опукла множина.

Елiпс — опукла крива.
Розглянемо рiзнi способи задання елiпса:
x2

a2
+ y2

b2
− 1 = 0 — неявне задання елiпса;

y = b
√

1− x2

a2
— явне задання частини елiпса, що розташована у

верхнiй пiвплощинi;

y = −b
√

1− x2

a2
— явне задання частини елiпса, що розташована у

нижнiй пiвплощинi;{
x = a cos t
y = b sin t

, 0 6 t 6 2π — параметричне задання елiпса.

Окремим випадком елiпса є коло; це крива 2-го порядку, її канонiчне
рiвняння x2 + y2 = a2. З iншого боку, коло — геометричне мiсце точок,
вiдстань яких вiд фiксованої точки є величина стала i дорiвнює a (a > 0).
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Знайдемо геометричне мiсце точок, сума вiдстаней до двох фiксова-
них точок F1, F2 є величина стала i дорiвнює 2a.

Нехай на площинi введена прямокутна декартова система координат
так, що F1(−c, 0), F2(c, 0), де c > 0 (рис. 108).
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Сума вiдстаней довiльної точки M(x, y) вiд точок F1, F2 не може
бути менша за вiдстань мiж точками F1, F2. Ця сума дорiвнює вiдстанi
мiж F1, F2 (тобто a = c) тодi i тiльки тодi, коли точка M знаходиться
на вiдрiзку F1F2. Отже, геометричне мiсце точок, сума вiдстаней вiд
яких до двох фiксованих точок F1, F2 є величина стала i дорiвнює 2c, є
вiдрiзок F1F2.

Нехай 2a > 2c, тобто a > c. Точка M(x, y) належить шуканому гео-
метричному мiсцю точок в тому i тiльки тому випадку, коли√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a. (5.2)

Спростимо одержане рiвняння:

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2, (5.3)

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − cx, (5.4)

a2x2 − 2a2cx+ a2c2 + a2y2 = a4 − 2a2cx+ c2x2, (5.5)

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2). (5.6)

Позначимо через b величину
√
a2 − c2 (a2 − c2 > 0). Одержимо

b2x2 + a2y2 = a2b2,

або
x2

a2
+
y2

b2
= 1. (5.7)
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Ми довели, що з рiвняння (5.2) випливає (5.7). Доведемо, що форму-
ла (5.2) — наслiдок рiвностi (5.7). Тим самим доведено, що вирази (5.2)
i (5.7) еквiвалентнi, тобто шукане геометричне мiсце точок — елiпс.

Нехай x, y — два числа, для яких виконується рiвнiсть (5.7). Вико-
нуючи попереднi викладки у зворотньому порядку, одержимо iз рiвно-
стi (5.7) спочатку рiвнiсть (5.6), потiм (5.5), яку запишемо у виглядi

a2[(x− c)2 + y2] = (a2 − cx)2.

Добуваючи корiнь з обох частин цiєї рiвностi, одержимо

a
√

(x− c)2 + y2 = |a2 − cx|,

Але на пiдставi (5.7) |x| 6 a i c < a. Отже, |cx| < a2, a2 − cx > 0 i
|a2 − cx| = a2 − cx. Так ми приходимо до рiвностi (5.4), потiм одержимо
рiвняння (5.3) i запишемо його у виглядi

(x+ c)2 + y2 = [2a−
√

(x− c)2 + y2]2,

звiдси √
(x+ c)2 + y2 = |2a−

√
(x− c)2 + y2|.

Розглянемо величину (x−c)2+y2 = x2−2cx+c2+y2. З огляду на (5.7)
x2 6 a2, y2 6 b2, тобто y2 6 a2 − c2, або c2 + y2 6 a2, далi |cx| < a2, тому
|2cx| < 2a2. Отже, (x− c)2 + y2 < 4a2. Тому√

(x+ c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2.

Звiдси зразу випливає рiвнiсть (5.2).
Має мiсце i обернене твердження: кожен елiпс має ту властивiсть,

що сума вiдстаней вiд будь-якої його точки до деяких двох фiксованих
точок, якi називаються фокусами, є величина стала. Ця властивiсть на-
зивається фокальною.

Дiйсно, нехай
x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > b, (5.8)

— рiвняння довiльного елiпса; F1, F2 — точки з координатами вiдповiд-
но (−

√
a2 − b2, 0), (

√
a2 − b2, 0). Геометричне мiсце точок, сума вiдстаней

яких до точок F1, F2 дорiвнює 2a, задається рiвнянням (5.8), тобто спiв-
падає з розглянутим елiпсом.

Розглянемо множину елiпсiв, що заданi рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
= h.
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1. Нехай h > 0, тодi останнє рiвняння можна записати так:

x2

(a
√
h)2

+
y2

(b
√
h)2

= 1. (5.9)

Пiвосi елiпса, заданого рiвнянням (5.9) при фiксованому h, суть
a′ = a

√
h, b′ = b

√
h. Елiпси (5.9) гомотетичнi i одержуються один з

другого за допомогою перетворення гомотетiї з центром на початку
координат.

Приклад. Нехай P ′(x′, y′) — точка, в яку переходить точка P (x, y)
при гомотетiї {

x′ =
√
hx,

y′ =
√
hy.

(5.10)

Знайдемо образ кривої, заданої рiвнянням (5.1) при гомотетiї (5.10):
x = x′

√
h
, y = y′√

h
. Пiдставимо вирази для x, y у рiвняння (5.1) i одер-

жимо (5.9).

2. Нехай h = 0. Тодi одержимо рiвняння

x2

a2
+
y2

b2
= 0,

яке задає єдину точку.

3. Нехай h < 0, зокрема h = −1. Одержимо рiвняння

x2

a2
+
y2

b2
= −1,

яке задає порожню множину.

5.1.2 Гiпербола.

Розглянемо геометричне мiсце точок, що задовольняють рiвнянню
xy = 1 (рис. 109), або

y =
1

x
(5.11)

Нехай система координат Ox′y′ одержується iз системи Oxy за допо-
могою повороту останьої на кут φ (рис. 109). Тодi{

x = x′ cosφ− y′ sinφ,
y = x′ sinφ+ y′ cosφ.
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Якщо φ = π
4 , формула набуде вигляду{

x = 1√
2
(x′ − y′),

y = 1√
2
(x′ + y′).

Пiдставивши останнiй вираз у (5.11), одержимо

(x′)2

2
− (y′)2

2
= 1. (5.12)

Розглянемо криву, що задана рiвнянням

4.
x2

a2
− y2

b2
= 1, (5.13)

Ця крива називається гiперболою.

Якщо a = b, гiпербола називається рiвнобiчною.
Крива (5.13) при перетвореннi стискання (розтягування) x = a√

2
x′,

y = b√
2
y′ перейде у криву (5.12).

Таким чином, крива (5.13) — деформована рiвнобiчна гiпербола. Точ-
ка O(0, 0) — центр симетрiї кривої, оскiльки якщо рiвнянню (5.13) задо-
вольняє точка (x, y), то йому задовольняє точка (−x,−y), Ox i Oy —
осi симетрiї кривої, оскiльки якщо рiвнянню (5.13) задовольняє точка
(x, y), то йому задовольняють точки (x,−y) i (−x, y). З формули (5.13)
випливає, що x2

a2
> 1, тобто |x| > a (a > 0), i якщо y = 0, то x = ±a

(рис. 110).

Рівнобічна гіпербола

Гіпербола

x

y

0

110.Рис

Доведемо, що множина
{
xy > 1,
x > 0

— опукла. З курсу математично-

го аналiзу вiдомо, що функцiя y = f(x) — опукла (у внутрiшнiй точцi
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областi визначення), коли f ′′ > 0 (в цiй точцi). У нашому випадку y = 1
x ,

y′′ = 2
x3 , оскiльки x > 0, y′′ > 0 i функцiя y = 1

x — опукла. При стискан-

нi (розтягуваннi)опуклiсть зберiгається, тому множина

{
x2

a2
− y2

b2
> 1

x > 0
,

опукла.

5. Розглянемо iншi приклади кривих другого порядку.
Рiвняння x2

a2
− y2

b2
= 0 задає пару прямих оскiльки його можна записа-

ти
(
x
a − y

b

) (
x
a + y

b

)
= 0; x

a −
y
b = 0, x

a +
y
b = 0 — дiагоналi прямокутника

(рис. 111).
Дiагоналi прямокутника (див. рис. 111) розбивають площину на чо-

тири областi:
в областях 1, 3 виконується

(
x
a − y

b

) (
x
a + y

b

)
> 0,

в областях 2, 4 виконується
(
x
a − y

b

) (
x
a + y

b

)
< 0.

Отже, враховуючи, що |x| > a, вiтка гiперболи (5.13) лежить у за-
штрихованiй областi (рис. 111).

x

y

0 aa-

b

b-

1

2

3

4

111.Рис

Пряма l називається асимптотою кривої γ, якщо вiдстань вiд точки
P кривої γ до прямої l прямує до нуля при вiддаленнi точки у нескiн-
ченнiсть.

Доведемо, що прямi y = ± b
ax — асимптоти гiперболи (5.13). Вра-

ховуючи симетрiю, досить розглянути вiтку гiперболи, що розташова-
на у 1-му квадратi, i довести, що пряма y1 = b

ax — асимптота кривої
y = b

a

√
x2 − a2,

y1 − y =
b

a
x− b

a

√
x2 − a2 =

ab

x+
√
x2 − a2

;

lim
x→∞

(y1 − y) = 0.

Звiдси випливає, що пряма y = b
ax — асимптота кривої y = b

a

√
x2 − a2 i

крива лежить пiд прямою (рис. 112).
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x

y

0

a

b

112.Рис

Розглянемо сiмейство гiпербол

x2

a2
− y2

b2
= h. (5.14)

1. Нехай h > 0, останнє рiвняння можна записати так:

x2

(a
√
h)2

− y2

(b
√
h)2

= 1.

Одержали сiмейство гiпербол, пiвосi яких змiнюються зi змiною h,
а асимптоти не змiнюються (рис. 113).

x

y

0

113.Рис

2. Нехай h < 0, рiвняння (5.14) запишемо так:

y2

(b
√
−h)2

− x2

(a
√
−h)2

= 1.

Одержали сiмейство гiпербол, що лежать в областях 2, 4 (рис.111, 114).

Двi гiперболи, що визначаються умовами x2

a2
− y2

b2
= 1 i −x2

a2
+ y2

b2
= 1

в однiй i тiй же системi координат i при одних i тих же значеннях a, b,
називаються спряженими одна до другої.
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x

y

0

114.Рис

Двi гiперболи з рiзними значеннями h не перетинаються. Якщо h
змiнюється вiд −∞ до +∞, то гiперболи i асимптоти покривають всю
площину один раз.

Розглянемо рiзнi способи задання гiперболи:
x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0 — неявне задання гiперболи;

x = a
b

√
b2 + y2 — явне задання правої вiтки гiперболи (5.13);

x = −a
b

√
b2 + y2 — явне задання лiвої вiтки гiперболи (5.13);{

x = a ch t,
y = b sh t.

, −∞ < t < +∞ — параметричне рiвняння правої вiтки

гiперболи.
Елiпс складається з однiєї зв’язної компоненти. Гiпербола складає-

ться з двох зв’язних компонент, i кожна зв’язна компонента гiперболи
задається явно.

Гiпербола має геометричну властивiсть, подiбну геометричнiй вла-
стивостi елiпса. А саме, геометричним мiсцем точок, для яких модуль
рiзницi вiдстаней вiд двох фiксованих точок площини, що називаються
фокусами, — величина стала i рiвна 2a, є гiпербола.

Довести самостiйно.
Гiпербола має фокальну властивiсть, аналогiчну фокальнiй власти-

востi елiпса.

5.1.3 Парабола.

Розглянемо геометричне мiсце точок, координати яких задовольня-
ють рiвнянню 2-го порядку:

6.
y2 = 2px. (5.15)

Крива y = x2 нам добре вiдома, її називають параболою, x = y2

2p — та-
кож парабола, y2 = 2px, p > 0 (рис. 115), крива однозначно проектується
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на вiсь Oy.
Самостiйно довести, що множина точок, координати яких задоволь-

няють нерiвностi y2 − 2px < 0, опукла.

x

y

0

115.Рис

Якщо p змiнюється вiд 0 до +∞, то параболи покривають пiвплощину
x > 0, крiм додатньої пiвосi абсцис.

Парабола y2 = 2px, p > 0, одержується з параболи y2 = x шляхом
стискання (розтягування) вiдносно осi Ox. Рiвняння (5.15) задає пара-
болу явно. Ox — вiсь симетрiї параболи (5.15).

Вправа. Знайти геометричне мiсце точок, координати яких задо-
вольняють рiвнянням

7. x2 − 1 = 0;

8. x2 + 1 = 0;

9. x2 = 0.

5.2 Канонiчнi рiвняння поверхонь 2-го порядку.

Розглянемо сiмейство поверхонь

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= h.

1. Нехай h = 1,

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 − рiвняння елiпсоїда. (5.16)

ТочкаO(0, 0, 0) — центр симетрiї поверхнi, оскiльки якщо точка P (x, y, z)
лежить на поверхнi (5.16), то i точка P ′(−x,−y,−z) лежить на поверх-
нi (5.16).
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Площини x = 0, y = 0, z = 0 є площинами симетрiї поверхнi,
оскiльки якщо точка P (x, y, z) належить поверхнi, то i точки P ′(−x, y, z),
P ′′(x,−y, z), P ′′′(x, y,−z) належать поверхнi.

Iз рiвняння (5.16) випливає, що |x| 6 a, |y| 6 b, |z| 6 c (a, b, c > 0).
Якщо a = b = c = R, то (5.16) — рiвняння сфери радiуса R з центром

на початку координат.
Розглянемо сферу радiуса 1 з центром на початку координат, задану

рiвнянням
x2 + y2 + z2 = 1, (5.17)

i перетворення стискання простору вiдносно координатних площин
x′ = ax,
y′ = by,
z′ = cz.

Пiсля такого перетворення сфера (5.17) перейде в елiпсоїд (5.16).
Розглянемо перерiз поверхнi (5.16) площиною z = 0, отримуємо
x2

a2
+ y2

b2
= 1, z = 0 — елiпс, пiвосi якого a, b.

Самостiйно розглянути перерiз елiпсоїда (5.16) площинами x = 0, y = 0.
Вiсь Ox перетинає елiпсоїд в точках (a, 0, 0), (−a, 0, 0); вiсь Oy — в

точках (0, b, 0), (0,−b, 0); вiсь Oz — в точках (0, 0, c), (0, 0,−c).

Вправа. Довести, що множина точок, координати яких задовольня-
ють нерiвностi

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
6 1,

опукла.
Вказiвка. Скористатися тим, що елiпсоїд — образ сфери при стискан-

нi простору.
Розглянемо перерiз елiпсоїда площиною, паралельною координатнiй

площинi Oxy: {
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1,

z = ρ.

Звiдси {
x2

a2
+ y2

b2
= 1− ρ2

c2
,

z = 0.
(5.18)

— рiвняння ортогональної проекцiї перерiзу на площину Oxy, в да-
ному випадку проекцiя перерiзу i сам перерiз сумiщаються паралельним
переносом. В загальному випадку це невiрно.
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Приклад. Розглянемо перерiз елiпсоїда (5.16) площиною

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x+ y + z − 1 = 0.

Рiвняння ортогональної проекцiї перерiзу на площину Oxy суть його
проекцiї x2

a2
+ y2

b2
+ (1−x−y)2

c2
= 1, z = 0. Перерiз i проекцiя його не сумi-

щаються рухом у просторi. Це зв’язано з тим, що площина перерiзу не
паралельна координатнiй площинi Oxy.

Повернемося до рiвнянь (5.18). Якщо |ρ| > c, то нема точок, коор-
динати яких задовольняли б рiвнянням (5.18). Якщо |ρ| = c, то рiвнян-
ням (5.18) задовольняють координати точки O(0, 0, 0). Якщо |ρ| < c, то
рiвняння (5.18) описують сiмейство гомотетичних елiпсiв

x2(
a
√
1− ρ2

c2

)2 +
y2(

b
√

1− ρ2

c2

)2 = 1,

максимальнi пiвосi яких дорiвнюють a, b при ρ = 0 (рис. 116).

x

x

x

x

y

y

y

y

z

z

0

a

a

b

b

116.Рис 117.Рис

Якщо a = b, то рiвняння (5.18) описує елiпсоїд обертання

x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1,
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оскiльки площини z = ρ перерiзають цей елiпсоїд по колах. Елiпсоїд
x2+y2

a2
+ z2

c2
= 1 одержується при обертаннi дуги елiпса

{
x2

a2
+ z2

c2
= 1,

y = 0, x > 0
,

навколо осi Oz.
Нагадаємо, що коли поверхня одержується за допомогою обертання

кривої
{
x = f1(t)
z = f2(t)

, навколо осi Oz, то рiвняння поверхнi можна запи-
сати так: 

x = f1(t) cosφ,
y = f1(t) sinφ,
z = f2(t),

0 6 φ < 2π.

Параметричне задання дуги елiпса записується у виглядi
x = a cos t,
y = 0,

z = c sin t,
−π

2 6 t 6 π
2 .

Звiдси одержуємо параметричне задання елiпсоїда обертання:
x = a cos t cosφ,
y = a cos t sinφ,
z = c sin t,

−π
2 6 t 6 π

2 , 0 6 φ < 2π.

Параметричне задання довiльного елiпсоїда має слiдуючий вигляд:
x = a cos t cosφ,
y = b cos t sinφ,
z = c sin t,

−π
2 6 t 6 π

2 , 0 6 φ < 2π.

Топологiчна будова елiпсоїда: елiпсоїд гомеоморфний сферi. Гомео-
морфiзм можна задати так: оскiльки елiпсоїд — опукле тiло, то кожен
промiнь, що виходить з його центра, перетинає його в однiй точцi. Роз-
глянемо сферу з тим же центром. Промiнь, що виходить iз центра, пере-
тинає сферу в точцi P , а елiпсоїд — в точцi P ′. Точки P i P ′ поставимо
у вiдповiднiсть одна однiй. Ця вiдповiднiсть буде взаємо однозначною i
неперервною в обидвi сторони. Можна задати гомеоморфiзм по-iншому:
розглянути параметричне задання елiпсоїда та сфери, поставити у вiд-
повiднiсть точки з однаковими значеннями параметрiв t, φ.
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2. Нехай h = 0. Рiвнянню

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0

задовольняє тiльки точка O(0, 0, 0).

3. Нехай h = −1. Не iснує дiйсних точок, що задовольняють рiвнянню

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= −1.

При h > 0, рiвняння x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= h описує сiмейство гомотетичних

елiпсоїдiв, пiвосi яких a′ = a
√
h, b′ = b

√
h, c′ = c

√
h при h→ 0 стягую-

ться в точку. Якщо h змiнюється вiд 0 до +∞, то елiпсоїди покривають
весь простiр, тобто через одну точку простору проходить один елiпсоїд
сiмейства.

Розглянемо сiмейство поверхонь

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= h (a, b, c > 0).

4. Нехай h = 1:
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (5.19)

— рiвняння однопорожнистого гiперболоїда.

Координатнi площини є площини симетрiї поверхнi однопорожнисто-
го гiперболоїда.

Застосуємо метод перерiзiв для з’ясування форми поверхнi.
Розглянемо перерiз поверхнi (5.19) площинами, паралельними Oxy,

тобто площинами z = ρ (оскiльки Oxy — площина симетрiї поверхнi
(5.18), то можна розглянути лише випадок, коли ρ > 0):{

x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1,

z = ρ.

{
x2

a2
+ y2

b2
= 1 + ρ2

c2
,

z = 0
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— ортогональна проекцiя перерiзу на площину Oxy; цi системи рiвнянь
описують сiмейства гомететичних елiпсiв

x2

(a
√

1 + ρ2

c2
)2

+
y2

(b
√

1 + ρ2

c2
)2

= 1,

z = 0, пiвосi яких

a′ = a

√
1 +

ρ2

c2
, b′ = b

√
1 +

ρ2

c2

мiнiмальнi пiвосi дорiвнюють a, b при ρ = 0, при ρ → +∞ a′, b′ → +∞
(рис. 117).

Розглянемо перерiзи поверхнi (5.19) площинами y = ρ (ρ > 0) (рис. 118),

x

xy

zz

aa

b

b
1

2

3

4

0

118.Рис 119.Рис

{
x2

a2
− z2

c2
= 1− ρ2

b2
,

y = 0

— рiвняння ортогональної проекцiї перерiзу на площинуOxz, цi рiвняння
описують сiмейство гiпербол з однаковими асимптотами.

Якщо 0 6 ρ < b, то гiперболи сiмейства розташованi в областях 1, 3.
Якщо ρ = b, то останнi рiвняння описують пару прямих асимптот.
Якщо ρ > b, то гiперболи сiмейства розташованi в областi 2, 4 (рис. 119).
Таким чином, перерiзом поверхнi (5.19) площиною y = 0 є гiпербола.

Перетинаючи поверхню (5.19) площинами y = ρ (ρ > 0) i збiльшуючи
поступово ρ, бачимо, що в перерiзi лежать гiперболи, доки ρ < b. Якщо
ρ = b, то в перерiзi лежать двi прямi, що перетинаються, якщо ρ > b, то
в перерiзi знову гiперболи.

Якщо обертати навколо осi Oz вiтку гiперболи{
x2

a2
− z2

c2
= 1,

y = 0,
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то одержимо однопорожнистий гiперболоїд обертання

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1.

Запишемо параметричнi задання правої вiтки гiперболи:
x = a ch t,
y = 0,

z = c sh t,
−∞ < t < +∞.

Звiдси можна одержати параметричне задання однопорожнистого гi-
перболоїда обертання:

x = a ch t cosφ,
y = a ch t sinφ,
z = c sh t,

−∞ < t < +∞, 0 6 φ < 2π.

Таким чином, можна одержати наступне параметричне задання до-
вiльного однопорожнистого гiперболоїда:

x = a ch t cosφ,
y = b ch t sinφ,
z = c sh t,

−∞ < t < +∞, 0 6 φ < 2π.

5. Нехай h = 0,
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0 (5.20)

— рiвняння конуса.

x

y

z

0

c

120.Рис
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Якщо координати точки P0(x0, y0, z0), x20+y
2
0+z

2
0 > 0 задовольняють

рiвнянню (5.20), то координати точки P0(tx0, ty0, tz0) також задовольня-
ють рiвнянню (5.20). Але 

x = tx0,
y = ty0,
z = tz0,

суть параметричнi рiвняння прямої, що проходить через початок коор-
динат. Тому, якщо точка P0 належить поверхнi, то пряма, що проходить
через точки O(0, 0, 0) i P0(x0, y0, z0), належить поверхнi.

Перерiз поверхнi (5.20) площиною z = c є елiпс:

x2

a2
+
y2

b2
= 1, z = c.

Провiвши всi прямi, що з’єднують початок координат з точками елi-
пса одержимо конус (5.20), перерiз площиною y = 0 є прямi

x2

a2
− z2

c2
= 0, y = 0.

Якщо обертати пряму 
x = at,
z = ct,

−∞ < t < +∞,

навколо осi Oz, то одержимо конус обертання, його параметричнi рiвнян-
ня: 

x = at cosφ,
y = at sinφ,
z = ct,

−∞ < t < +∞, 0 6 φ < 2π.

Запишемо параметричнi рiвняння довiльного конуса, заданого в ка-
нонiчному виглядi, тобто у виглядi (5.20):

x = at cosφ,
y = bt sinφ,
z = ct,

−∞ < t < +∞, 0 6 φ < 2π.

Однопорожнистий гiперболоїд x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1 зв’язаний з кону-

сом x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0 так, як гiпербола зв’язана iз своїми асимптотами,
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тобто при прямуваннi на нескiнченнiсть вiдстань мiж точками однопоро-
жнистого гiперболоїда i конусом прямує до нуля, тому конус називають
асимптотичним.

Площина z = 0 є площиною симетрiї конуса i однопорожнистого гi-
перболоїда, тому досить вести розгляд у пiвпросторi z > 0. Але коли
z > 0, то однопорожнистий гiперболоїд i конус можна задати явно:

z = c

√
x2

a2
+
y2

b2
− 1, z = c

√
x2

a2
+
y2

b2
.

Самостiйно довести, що

lim√
x2+y2→+∞

(
c

√
x2

a2
+
y2

b2
− 1− c

√
x2

a2
+
y2

b2

)
= 0.

Сiмейство поверхонь, що задано рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= h, h > 0

є сiмейство однопорожнистих гiперболоїдiв з одним i тим же асимптоти-
чним конусом. При h → 0 елiпси, що лежать в перерiзах однопорожни-
стих гiперболоїдiв площиною z = 0, стягується i при h = 0 перетворюю-
ться в точку, i ми одержимо асимптотичний конус.

6. Нехай h = −1,
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1 (5.21)

— рiвняння двопорожнистого гiперболоїда.

Поверхня симетрична вiдносно координатних площин.
Розглянемо перерiз поверхнi площиною z = ρ, ортогональна проекцiя

перерiзу на площину Oxy має рiвняння{
x2

a2
+ y2

b2
= −1 + ρ2

c2
,

z = 0.
(5.22)

Якщо −c < ρ < c, то рiвняння (5.22) задають порожню множину.
Отже, в областi −c < z < c нема точок поверхнi (5.21). Якщо |ρ| = c, то
рiвняння (5.22) задають точку. Якщо |ρ| > c, то рiвняння (5.22) описують
сiмейство гомотетичних елiпсiв (рис. 121), пiвосi яких спiвпадають з
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a′ = a

√
ρ2

c2
− 1, b′ = b

√
ρ2

c2
− 1.

Розглянемо перерiз поверхнi (5.21) площинами y = ρ. Ортогональнi
проекцiї перерiзiв на площину, якi задаються рiвняннями

z2(
c
√

1+ ρ2

b2

)2 − x2(
a
√

1+ ρ2

b2

)2 = 1,

y = 0

(5.23)

є гiперболи. При ρ = 0 одержимо гiперболу з мiнiмальними пiвосями,
що дорiвнюють a, c. Якщо −∞ < ρ < +∞, то гiперболи (5.23) покри-
вають частину площини Oxz, що обмежена гiперболою, яка є перерiзом
поверхнi (5.21) площиною y = 0 (рис. 122).

x

xx

y

y

z

z

0

0

0 a
b

l

121.Рис 122.Рис

Вправа. Конус x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0 є асимптотичний конус поверх-

нi (5.21). Довести наведений факт самостiйно.
Випадок однопорожнистого i двопорожнистого гiперболоїдiв у про-

сторi аналогiчний випадку спряженних гiпербол на площинi.
Якщо −∞ < h < +∞, то поверхнi сiмейства

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= h

покривають весь простiр, через кожну точку простору проходить одна
поверхня сiмейства.
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Конус x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0 розбиває простiр на три областi. Однопорожни-

стий гiперболоїд (5.19) лежить поза порожнинами конуса. Двопорожни-
стий гiперболоїд (5.21) лежить всерединi порожнин конуса (рис. 123).

Якщо обертати навколо осi Oz гiперболу{
x2

a2
− z2

c2
= −1,

y = 0,

то одержимо двопорожнистий гiперболоїд обертання

x2 + y2

a2
− z2

c2
= −1.

x

y

z

0

123.Рис 124.Рис

Вправи.

а) Записати параметричне рiвняння двопорожнистого гiперболоїда обертан-
ня, загального двопорожнистого гiперболоїда, який задано рiвнян-
ням (5.21).

б) Довести, що множина точок простору, координати яких задоволь-
няють нерiвностям

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
6 −1, z > 0

опукла. Звiдси випливає, що зв’язнi компоненти двопорожнистого
гiперболоїда — опуклi поверхнi (як границi опуклої множини).

7.

z =
x2

a2
+
y2

b2
(5.24)

— рiвняння елiптичного параболоїда.
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Застосуємо метод перерiзiв для з’ясування форми поверхнi. Перерi-
зами поверхнi площинами z = h є кривi, ортогональнi проекцiї яких на
площину Oxy задаються рiвняннями{

x2

(a
√
h)2

+ y2

(b
√
h)2

= 1,

z = 0.

Якщо h < 0, то рiвняння задають порожню множину, якщо h = 0, то
рiвняння задають точку O(0, 0, 0), якщо h > 0, то останнє рiвняння опи-
сує сiмейство гомотетичних елiпсiв, якi покривають площину Oxy з ви-
колотою точкою O(0, 0, 0).

Перерiз поверхнi площиною y = 0 є парабола z = x2

a2
(рис. 124).

Перетин поверхнi площиною x = 0 є парабола

{
z = y2

b2
,

x = 0.

Тут Oxy, Oxz — площини симетрiї поверхнi (5.24). Зауважимо, що
центра симетрiї у поверхнi немає.

Розглянемо перерiз поверхнi площиною x = ρ, рiвняння ортогональ-
ної проекцiї перерiзу на площинуOyz суть рiвняння параболи z− ρ2

a2
= y2

b2
,

x = 0. Якщо −∞ < ρ < +∞, то останнi рiвняння описують сiмейство
парабол, що одержуються одна з одної за допомогою паралельного пе-
реносу вздовж осi (рис. 125).

00

z z

y

y

x

125.Рис 126.Рис

Елiптичний параболоїд (5.24) можна одержати, якщо переносити па-
ралельно параболу, яка є перерiз (5.24) площиною x = 0, так, щоб вер-
шина параболи ковзала вздовж параболи, що є перерiз поверхнi (5.24)
площиною y = 0 (рис. 126).

Якщо обертати параболу {
z = x2

a2
,

y = 0
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навколо осi Oz одержимо елiптичний параболоїд обертання

z =
x2 + y2

a2
.

Параметричне рiвняння параболи z = x2

a2
суть{

x = r,

z = r2

a2
,

звiдси параметричне рiвняння елiптичного параболоїда обертання
x = r cosφ,
y = r sinφ,

z = r2

a2
,

−∞ < r < +∞, 0 6 φ < 2π.

Вправа. Самостiйно довести, що множина точок, координати яких
задовольняють нерiвностi z > x2

a2
+ y2

b2
опукла.

Звiдси буде випливати, що елiптичний параболоїд — опукла поверх-
ня.

Приклад. Границя рiдини, що обертається навколо осi, — парабо-
лоїд обертання.

8.

z =
x2

a2
− y2

b2
(5.25)

— рiвняння гiперболiчного параболоїда.

Перерiзом поверхнi площиною y = 0 є парабола
{
z = x2

a2
,

y = 0,
площи-

ною x = 0 — парабола

{
z = y2

b2
,

x = 0.

Якщо розглянути перерiз поверхнi площинами x = ρ (−∞ < ρ < +∞),
то можна побачити, що гiперболiчний параболоїд одержується при па-
ралельному переносi параболи, що є перерiзом (5.25) площиною x = 0,
вздовж параболи, яка є перерiзом поверхнi (5.25) площиною y = 0.

Розглянемо перерiз поверхнi (5.25) площинами z = h(−∞ < h < +∞),
ортогональнi проекцiї перерiзiв на площину Oxy утворюють сiмейство
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гiпербол (при h = 0 пару прямих) з одними i тими ж асимптотами
(рис. 127, а): {

x2

a2
− y2

b2
= h,

z = 0.

Зовнiшнiй вигляд гiперболiчного параболоїда нагадує сiдло (рис. 127, б).

x

x y

y

z

a b

127.Рис

Є бiльш складнi сiдлоподiбнi поверхнi. Зокрема, поверхня, задана
рiвнянням z = x3 − 3xy2, називається мавпиним сiдлом (рис. 128).

x

y

r

F

l

P d

128.Рис 129.Рис

Сiмейство сiдлоподiбних поверхонь задається рiвняннями

z = Reωn,

де n — натуральне число, бiльше або дорiвнює 2б ω = x + iy, Re —
дiйсна частина комплексної функцiї. При n = 2 одержуємо гiперболiчний
параболоїд, при n = 3 — мавпине сiдло.

Нагадаємо, що рiвняння φ(x, y) = 0 задає у просторi цилiндр з на-

прямною
{
φ(x, y) = 0,

z = 0
i твiрними, паралельними осi Oz.

Розглянемо сiмейство поверхонь, заданих рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
= h.
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9. При h = 1 одержимо рiвняння елiптичного цилiндра

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

10. При h = 0 рiвняння
x2

a2
+
y2

b2
= 0

задає вiсь z.

11. При h = −1 рiвняння
x2

a2
+
y2

b2
= −1

задає порожню множину, тобто немає точок з дiйсними координа-
тами, якi задовольняють цьому рiвнянню.

12.
x2

a2
− y2

b2
= 1

— рiвняння гiперболiчного цилiндра.

13.
x2

a2
− y2

b2
= 0

— рiвняння площин, що перетинаються.

14.
y2 = 2px

— рiвняння параболiчного цилiндра.

15.
x2 = a2

— рiвняння паралельних площин.

16.
x2 = 0

— рiвняння площин, що спiвпадають.

17.
x2 = −a2

— рiвняння задає порожню множину.
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5.3 Геометричнi властивостi кривих 2-го поряд-
ку.

Ми вже показали, що геометричне мiсце точок, сума i модуль рiзницi
вiдстаней яких вiд двох фiксованих точок — величина стала, є вiдповiдно
елiпс i гiпербола.

Навпаки, сума вiдстаней вiд довiльної точки P (x, y) кривої

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > b

до точок F1(−
√
a2 − b2, 0) i F2(

√
a2 − b2, 0) дорiвнює 2a.

Будь-яка гiпербола
x2

a2
− y2

b2
= 1

має властивiсть:
|ρ1 − ρ2| = 2a,

де ρ1, ρ2 — вiдстанi вiд довiльної точки гiперболи до двох фiксованих
точок F1(−

√
a2 + b2, 0) i F2(

√
a2 + b2, 0). Ця властивiсть називається фо-

кальною.
Таким чином, елiпс i гiпербола мають аналогiчнi властивостi, а пара-

болу з цiєї точки зору ми не розглядали. Попробуємо включити параболу
в одну систему з елiпсом та гiперболою.

Вправа. Описати геометричне мiсце точок площини, для яких вiд-
ношення вiдстаней вiд фiксованої точки i фiксованої прямої, що не про-
ходить через вибрану точку, є величина стала i дорiвнює ρ

d = ε.
Число ε називається ексцентриситетом.
Розв’язування. Введемо на площинi прямокутну систему коорди-

нат так, щоб фiксована точка F лежала на осi Ox, а фiксована пряма l
була перпендикулярна до осi Ox. Вiсь Oy поки що фiксувати не будемо
(рис. 129). Тодi пряма l задається рiвнянням x = c1, а точка F має коор-
динати (c, 0). Нехай вiдстань вiд точки F до прямої l дорiвнює p. Якщо
точка P (x, y) належить шуканому геометричному мiсцю точок, то

ρ =
√
(x− c)2 + y2, d = |x− c1|;

√
(x− c)2 + y2

|x− c1|
= ε.
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Перетворимо одержане рiвняння:

(x− c)2 + y2 = ε2(x− c1)
2, (5.26)

x2(1− ε2) + y2 − 2x(c− ε2c1) = ε2c21 − c2.

1. Нехай ε ̸= 1. Виберемо вiсь y так, щоб c1 = c
ε2

. Тодi рiвняння пря-
мої l буде x = c

ε2
. В цiй системi координат рiвняння (5.26) набуде

вигляду

x2(1− ε2) + y2 =
c2

ε2
(1− ε2). (5.27)

а) Нехай ε < 1. Рiвняння (5.27) запишемо так:

x2(
c
ε

)2 +
y2(

c
ε

√
1− ε2

)2 = 1,

це рiвняння елiпса (рис. 130).
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130.Рис

Його пiвосi a = c
ε , b = a

√
1− ε2; c =

√
a2 − b2 — абсциса фокуса;

ексцентриситет ε = c
a =

√
1−

(
b
a

)2.
Доведемо, що точка F — один iз фокусiв елiпса. Дiйсно, абсциса

фокуса дорiвнює
√
a2 − b2 =

√
a2 − a2(1− ε2) = c i спiвпадає з абсцисою

точки F .
Пряма l називається директрисою елiпса. Рiвняння директриси

x =
c

ε2
або x =

a

ε
.

Iз властивостей симетрiї елiпса x2

a2
+ y2

b2
= 1 випливає, що iснують

фокус F1 i директриса l1, симетричнi, вiдповiдно, F i l вiдносно осi Oy.
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б) Нехай ε > 1. Рiвняння (5.27) запишемо так:

x2(
c
ε

)2 − y2(
c
ε

√
ε2 − 1

)2 = 1,

це рiвняння гiперболи (рис. 131).
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131.Рис 132.Рис

Її пiвосi a = c
ε , b = a

√
ε2 − 1; c =

√
a2 + b2 — абсциса фокуса; ексцен-

триситет ε = c
a =

√
1 +

(
b
a

)2. Точка F (c, 0) — один з фокусiв гiперболи.
Пряма l : x = c

ε2
= a

ε — директриса гiперболи.
З’ясуємо, як розташована директриса вiдносно гiперболи. Для гiпер-

боли ε > 1, тому директриса знаходиться лiвiше вершини гiперболи (роз-
глядаємо праву вiтку гiперболи).

Симетрично вiдносно осi Oy розташованi другi фокус i директриса
гiперболи.

2. Нехай ε = 1. Виберемо вiсь Oy так, щоб c = c1.

Рiвняння (5.26) матиме вигляд y2 − 4cx = 0 — це рiвняння параболи
(рис.132). Точка F називається фокусом параболи, пряма l — директри-
сою. Згадаємо канонiчне рiвняння параболи y2 = 2px. Отже, 4c = 2p i
p = 2c. Але 2c — це вiдстань мiж фокусом i директрисою. Таким чином,
p — вiдстань мiж фокусом i директрисою.

Отже, залежно вiд значень ексцентриситету шуканим геометричним
мiсцем точок є або елiпс, або гiпербола, або парабола.

Справедливе i обернене твердження: кожна з цих кривих є геоме-
тричне мiсце точок, вiдношення вiдстаней яких вiд фiксованої точки i
фiксованої прямої, що проходить через цю точку, є величина стала.



144 РОЗДIЛ 5. КРИВI I ПОВЕРХНI 2-ГО ПОРЯДКУ

Проведемо через фокус пряму, паралельну осi Oy, в верхнiй пiвпло-
щинi вона перетне параболу в точцi p0 з координатами (c, p). Отже, вiд-
стань вiд точки p0 до осi Ox дорiвнює p (рис. 132).

Розглянемо елiпс (гiперболу). Проведемо через фокус пряму, пара-
лельну осi Oy, в I квадрантi вона перетне елiпс (гiперболу) в точцi p0
(рис. 133).
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133.Рис 134.Рис

Знайдемо вiдстань вiд точки p0 до осi Ox. Обчислимо спочатку вiд-
стань d0 мiж фокусом i вiдповiдною директрисою елiпса (гiперболи)
F (c, 0), l:

x =
a

ε
, c = aε, d0 =

∣∣∣aε− a

ε

∣∣∣ .
Але |p0F |

d0
= ε, звiдси |p0F | = d0ε =

|c2−a2|
a = b2

a .
Величину b2

a також позначимо через p, де p має єдиний геометричний
змiст для елiпсiв, гiпербол i парабол, i називається фокальним параме-
тром.

Вправи.

1. Iз директорiальної властивостi одержати фокальну властивiсть елi-
псiв (гiпербол), тобто з того, що ρ

d = ε, одержати ρ1+ρ2 = 2a (|ρ1−ρ2| = 2a).

2. Нехай на площинi зафiксованi точки F1 i F2, M — довiльна точ-
ка площини. Позначимо |MF1| i |MF2|, вiдповiдно, через ρ1, ρ2.
Знайти геометричне мiсце точок таких, що ρ1

ρ2
= ε = const.

3. Замiнимо фiксованi точки фiксованими прямими. Вiдстань вiд до-
вiльної точки M до цих прямих позначимо через d1, d2.

а) Знайти геометричне мiсце точок, для яких d1 + d2 = const.

б) Знайти геометричне мiсце точок, для яких d1
d2

= ε = const.
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Елiпс, гiперболу i параболу можна включити в одне сiмейство кри-
вих, виходячи з iнших мiркувань.

Запишемо рiвняння елiпса x2

a2
+ y2

b2
= 1 в новiй системi координат, яка

зв’язана зi старою формулами x′ = x+ a, y′ = y :

(x′ − a)2

a2
+

(y′)2

b2
= 1.

Перетворимо останнє рiвняння (в подальшому штрих опускаємо, тобто
нову систему координат позначаємо через Oxy):

y2 =
b2

a2
(2ax− x2) = 2

b2

a
x− b2

a2
x2.

Згадаємо, що p = b2

a i для елiпсiв b2 = a2 − c2. Тодi останнє рiвняння
прийме вигляд

y2 = 2px−
(
1− c2

a2

)
x2.

Оскiлькiи c
a = ε, то рiвняння елiпса має вигляд

y2 = 2px− x2(1− ε2), ε < 1.

Останнє рiвняння можна розглядати як рiвняння сiмейства елiпсiв, що
залежать вiд ε.

Якщо ε = 0, то останнє рiвняння описує коло.
Розглянемо гiперболу, що задана рiвнянням x2

a2
− y2

b2
= 1. Запишемо

рiвняння правої вiтки гiперболи в новiй системi координат, яка зв’язана

зi старою формулами
{
x′ = x− a,
y′ = y,

(рис. 134):

(x′ + a)2

a2
− (y′)2

b2
= 1.

Перетворимо останнє рiвняння (штрихи в подальшому опускаємо):

y2 = 2
b2

a
x+

b2

a2
x2.

Оскiльки b2

a = p i для гiперболи b2 = c2 − a2, одержимо

y2 = 2px− x2
(
1− c2

a2

)
.
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Оскiльки c
a = ε, то рiвняння гiперболи

y2 = 2px− x2(1− ε2), ε > 1.

Рiвняння елiпса, параболи i гiперболи, вiдповiдно, будуть

y2 = 2px− (1− ε2)x2, ε < 1;

y2 = 2px;

y2 = 2px− (1− ε2)x2, ε > 1.

Якщо ε→ 1, то елiпс прямує до параболи (рис.135).

xx

y
y

0 0 aa-

135.Рис 136.Рис

Вiдомо, що ε = c
a , тому для c

a → 1 потрiбно, щоб один iз фокусiв
прямував до нескiнченностi, при цьому другий фокус прямує до фокуса
параболи.

Якщо ε→ 1, то права вiтка гiперболи наближається до параболи.

Таким чином, рiвняння y2 = 2px− (1− ε2)x2 описує рiзнi кривi 2-го
порядку при змiнi ε.

Якщо ε = 0, то коло; якщо 0 < ε < 1, то елiпс; якщо ε = 1, то
параболу ; якщо 1 < ε <∞, то гiперболу.

З’ясуємо, як змiнюється форма елiпса i гiперболи при змiнi значень
ексцентриситету. Розглянемо елiпс x2

a2
+ y2

b2
= 1. Але b2 = a2(1− ε2), тому

рiвняння елiпса x2

a2
+ y2

a2(1−ε2)
= 1.

Зафiксуємо a. Якщо ε = 0, одержимо коло. Якщо ε збiльшується
вiд 0 до 1 (0 < ε < 1), пiввiсь b зменшується, елiпс «сплющується» до
вiдрiзка −a 6 x 6 a.

Розглянемо гiперболу x2

a2
− y2

b2
= 1. Але b2 = a2(ε2− 1), тому рiвняння

гiперболи x2

a2
− y2

a2(ε2−1)
= 1.
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Зафiксуємо a i подивимось, як буде змiнюватися форма гiперболи
при змiнi ε. Якщо ε → +∞, гiпербола прямує до пари прямих x = ±a.
Якщо ε зменшується вiд +∞ до 1 (1 < ε < +∞), зменшується пiввiсь b,
гiпербола «сплющується» (рис.137) до променiв |x| > a, y = 0.

x

y

0

137.Рис

Елiпси i гiперболи з рiвними ε, але рiзними a, гомотетичнi. Отже,
ексцентриситет повнiстю визначає їх форму.

5.4 Рiвняння кривих 2-го порядку в полярнiй си-
стемi координат.

Рiвняння елiпса в прямокутнiй системi координат Oxy:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Введемо полярну систему координат (ρ, φ) наступним чином: полюс по-
мiстимо в точку O, за полярну пiввiсь приймемо додатну пiввiсь осi Ox.

Тодi
{
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ

i рiвняння елiпса в полярнiй системi координат буде

ρ2(
cos2φ

a2
+
sin2φ

b2
) = 1,

або
ρ =

1√
cos2φ
a2

+ sin2φ
b2

.

Ми бачимо, що одержане рiвняння дуже складне.
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Розглянемо iншу систему координат: за полюс виберемо один iз фо-
кусiв кривої 2-го порядку, за полярну пiввiсь — пряму, що перпендику-
лярна до директриси (напрям полярної осi вiд директриси до фокуса
(рис.138)).
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Ми знаємо, що для точок кривої 2-го порядку ρ
d = ε.Але d = d0+ρ cosφ.

Отже, рiвняння кривої 2-го порядку (елiпса, правої вiтки гiперболи,
параболи) в полярнiй системi координат

ρ

d0 + ρ cosφ
= ε

або

ρ =
d0ε

1− ε cosφ
.

Згадаємо, що d0ε = p, i запишемо рiвняння елiпса, параболи, правої
вiтки гiперболи у виглядi

ρ =
p

1− ε cosφ
.

Оскiльки d = |PF | − d0 = −ρ cosφ− d0 (рис.139), то

ρ

−ρ cosφ− d0
= ε

або
ρ =

p

1 + ε cosφ

для лiвої вiтки гiперболи.
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5.4.1 Орбiти планет.

В 1608 — 1609 р.р. кривi 2-го порядку стали об’єктом природознав-
ства. Коперник стверджував, що планети обертаються навколо Сонця.
Кеплер показав, що планети обертаються по елiпсах, в одному iз фокусiв
якого знаходиться Сонце.

Задача двох тiл. Нехай є два матерiальнi тiла з масами m i M∗,
де маса M∗ значно бiльша m. I нехай вiдстань мiж ними така, що, не
втрачаючи загальностi, можна вважати тiла точками. Крiм того, будемо
вважати, що тiло з масою M∗ нерухоме, i що тiла утворюють замкнену
систему, тобто iншi тiла не впливають на них. Яка траєкторiя руху тiла
з масою m?

В подальшому для позначення тiл використовуємо тi ж букви m i
M∗.

Розв’язування. На тiло m дiє сила F , величина якої |F | = −GmM∗

r2
,

де G - константа тяжiння, r - вiдстань мiж m i M∗ (рис.140). В механiцi
доведено, що траєкторiя руху m є плоскою. В площинi руху m введено
прямокутну декартову систему координат з початком у точцi M∗. Нехай
(Vx(t), Vy(t)) — вектор швидкостi тiла m в момент часу t, a(x0, y0) —
координати m при t = 0.

m
m

v t )(tS

0=t

*M

*M
j

140.Рис 141.Рис

Згадаємо 2-й закон Ньютона ma = F , де a - прискорення, i запишемо
систему диференцiальних рiвнянь :

m
dVx
dt

=
GmM∗x

(x2 + y2)
3
2

,

m
dVy
dt

=
GmM∗y

(x2 + y2)
3
2

,

x(0) = x0, y(0) = y0, Vx(0) = V01, Vy(0) = V02.
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Розв’язавши систему, знайдемо траєкторiю руху тiла m.
Щоб спростити систему диференцiальних рiвнянь, перейдемо до по-

лярної системи координат, полюс якої помiстимо в точку M∗. Нехай
(r, φ) - полярнi координати. Використовуючи диференцiальнi рiвняння,
можна довести, що тiло m рухається по кривiй 2-го порядку:

r =
p

1− ε cosφ
.

Значення p i ε мають наступний фiзичний змiст. Енергiя E систе-
ми двох тiл m i M∗ стала (закон збереження енергiї), оскiльки система
замкнена. Момент iмпульсу M зберiгається:

E =
mV 2

2
− GM∗m

r
= const,

M = |r ×mV | = mr2
dφ

dt
= rm

ds

dt
= const,

де S(t) — площа, що замiтається радiус-вектором точки m вiд моменту
часу t = 0 до моменту часу t. Фiзичний змiст p i ε наступний:

p =
M2

Gm2M∗ , ε =

√
1 +

2EM2

G2m3(M∗)2
.

Звiдси, якщо E < 0, траєкторiєю руху буде елiпс; якщо E = 0 — пара-
бола. Але E = mV 2

2 − GM∗m
r , тому траєкторiю руху тiла m з фiксованою

точкою початку руху визначає його початкова швидкiсть.
Приклад. Пiд кутом α до горизонту вистрiлили снаряд з початко-

вою швидкiстю V. Яка його траєкторiя?
Розв’язування. Швидкiсть вiтру, опiр повiтря iгноруємо, врахову-

ємо лише силу тяжiння.
Виконується другий закон Ньютона ma = F, F = −mg. Звiдси

ax = 0, ay = −g. З iншого боку,

ax =
dVx
dt

, ay =
dVy
dt

.

Таким чином, dVy

dt = −g, звiдси Vy = −gt + c1, але Vy = dy
dt , тому

y = −gt2

2 + c1t+ c2,
dVx
dt = 0. Отже, Vx = c3, звiдки x = c3t+ c4.

Таким чином, одержана система рiвнянь{
x = c3t+ c4,

y = −gt2

2 + c1t+ c2.
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Для визначення констант скористаємося початковими умовами

x(0) = 0, x′(0) = V0 cosα,
y(0) = 0, y′(0) = V0 sinα.

Одержимо c2 = c4 = 0, c1 = V0 sinα, c3 = V0 cosα.
Отже, траєкторiя руху снаряда описується рiвняннями{

x = V0t cosα,

y = V0t sinα− gt2

2 .

Це параметричнi рiвняння параболи.

5.5 Дотичнi до кривих 2-го порядку. Оптичнi вла-
стивостi кривих.

5.5.1 Дотичнi до кривих 2-го порядку.

Нехай γ - елементарна крива i P0, P — рiзнi точки на нiй. Пряма
l, що проходить через точки P0, P називається сiчною. Коли P → P0,
сiчна l наближається до деякого граничного положення l0 або границi
немає (рис.142). Якщо границя iснує, то гранична пряма l0 називається
дотичною до кривої в точцi P0.

P
P

1
F 2

F
l

j

j

0
l

0
P

142.Рис 143.Рис

Приклад. У графiка функцiї y = |x| в точцi P0(0, 0) немає доти-
чної. Зауважимо, що якщо функцiя y = f(x) ∈ C1, то в кожнiй точцi
(x0, y0), що належить графiку функцiї, дотична iснує i задається рiвнян-
ням y − y0 = f ′(x0)(x− x0) або

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0). (5.28)

Розглянемо елiпс, який задано рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
= 1.
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В околi довiльної точки, що належить елiпсу, його можна задати явно:
y = y(x) або x = x(y).

Розглянемо частину елiпса, що лежить у верхнiй пiвплощинi y > 0.
Вона задається рiвнянням

y = b

√
1− x2

a2
,

y′ = −
b2

a2
x

b
√

1− x2

a2

.

Нехай точка P0(x0, y0) належить елiпсу i y0 > 0. Тодi

x20
a2

+
y20
b2

= 1, y′(x0) = − b
2

a2
x0
y0
.

Пiдставимо знайденi вирази в рiвняння (5.28) i одержимо рiвняння до-
тичної до елiпса в точцi (x0, y0):

y − y0 = − b
2

a2
x0
y0

(x− x0).

Звiдси
xx0
a2

+
yy0
b2

= 1. (5.29)

Аналогiчно можна показати рiвняння дотичної до елiпса в точцi P0(x0, y0),
де y0 < 0.

Рiвняння дотичної до елiпса в точцi (a, 0) або (−a, 0) буде x = a
або x = −a. Той же результат одержимо, якщо пiдставимо значення
x0 = ±a, y0 = 0 в рiвняння (5.29).

Таким чином, рiвняння (5.29) задає дотичну до елiпса в довiльнiй
точцi P0(x0, y0), що належить йому.

Рiвняння (5.29) задає пряму, нормаль якої n = (x0
a2
, y0
b2
), i напрямний

вектор τ = (−y0
b2
, x0
a2
).

Розглянемо (без доведення), як одержати рiвняння дотичної, якщо
крива задана неявно: F (x, y) = 0.

Нехай є функцiя двох змiнних F (x, y). Якщо вважати y фiксованим,
то F (x, y) стає функцiєю змiнної x. Функцiя ∂F

∂x = Fx називається ча-
стинною похiдною функцiї F по x. Аналогiчно Fy = ∂F

∂y називається
частинною похiдною функцiї F по y.

Наприклад, F (x, y) = x2

a2
+ y2

b2
− 1, Fx = 2x

a2
, Fy = 2y

b2
.
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Якщо крива задана рiвнянням F (x, y) = 0, де F (x, y) має неперервнi
частиннi похiднi, F 2

x + F 2
y ̸= 0 в точцi (x0, y0), що лежить на кривiй, то

рiвняння дотичної до кривої в точцi (x0, y0) буде

Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0.

Приклад. Знайдемо вказаним способом дотичну до елiпса:

F (x, y) =
x2

a2
+
y2

b2
− 1,

2x0
a2

(x− x0) +
2y0
b2

(y − y0) = 0,

xx0
a2

+
yy0
b2

= 1.

Вправа. Довести самостiйно двома способами, що рiвняння дотичної
в точцi (x0, y0) до гiперболи

x2

a2
− y2

b2
= 1

буде
xx0
a2

− yy0
b2

= 1,

рiвняння дотичної до параболи

y2 = 2px

буде
yy0 = p(x+ x0).

Розглянемо ще один пiдхiд до визначення дотичної до кривої 2-го по-
рядку. Нехай точки P0(x0, y0) i P належать кривiй 2-го порядку. Рiвнян-
ня сiчної, що проходить через точки P0, P :{

x = x0 + a1t,
y = y0 + a2t.

(5.30)

Щоб знайти точки перетину кривої i прямої (5.30), потрiбно розв’я-
зати рiвняння вiдносно t. Якщо P → P0, два розв’язки квадратного
рiвняння збiгаються. Записавши умову того, що квадратне рiвняння має
подвiйний корiнь, одержимо рiвняння дотичної.

Самостiйно одержати рiвняння дотичних до елiпса, гiперболи i пара-
боли вказаним способом.
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5.5.2 Оптичнi властивостi кривих 2-го порядку.

Твердження 5.5.1. Свiтловi променi, що виходять з одного фокуса
елiпса, пiсля дзеркального вiдбиття вiд елiпса проходять через другий
фокус, тобто дотична до елiпса у довiльнiй його точцi утворює рiвнi
кути з променями, що виходять з точки дотику i проходять через
фокуси (рис.143).

Твердження 5.5.2. Свiтловi променi, що виходять з одного фокуса,
пiсля дзеркального вiдбиття вiд гiперболи, вважаються такими, що
виходять з другого фокуса (рис.144).

Твердження 5.5.3. Променi свiтла, що виходять з фокуса, пiсля дзер-
кального вiдбиття вiд параболи утворюють променi, якi паралельнi осi
симетрiї параболи (рис.145).

1
F 2

F F

j

j
j

j
P

P

144.Рис
145.Рис

Зауваження. Оптична властивiсть параболи знаходить широке за-
стосування: параболiчнi прожектори, параболiчнi антени, параболiчнi
дзеркала для використання сонячної енергiї.

Доведення. Через довiльну точку P параболи проведемо дотичну
l до параболи, пряму l1, паралельну осi симетрiї параболи, пряму l2,
що проходить через точку F — фокус параболи. Оскiльки кут падiння
дорiвнює кутовi вiдбиття, то для доведення досить показати, що кут
мiж прямими l, l1 дорiвнює кутовi мiж прямими l, l2. Для того щоб
спростити обчислення, будемо доводити, що cos ̂(n ,a1) = cos ̂(n ,a2), де
n — нормаль до параболи в точцi P , a1, a2 — напрямнi вектори прямих
l1, l2, причому вони направленi в сторону опуклостi параболи (рис.146).

Виберемо прямокутну декартову систему координат, таку, щоб рiвнян-
ня нашої параболи в нiй було y2 = 2px. Нехай точка P має координати
(x0, y0). Тодi yy0 = p(x+x0) — рiвняння дотичної l, n = (p,−y0), F (p2 , 0),

a1 = (1, 0), a2 = (
p

2
− x0,−y0),
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cos ̂(n , a1) =

⟨
n ,a1

⟩
|n ||a1|

=
p

|n |
,

cos ̂(n , a2) =

⟨
n ,a2

⟩
|n ||a2|

=
p(p2 + x0)

|n |
√

(p2 + x0)2
=

p

|n |
.

Таким чином, cos ̂(n , a1) = cos ̂(n , a2) що i потрiбно було довести.

Твердження 5.5.1, 5.5.2 доводяться аналогiчно. Довести їх самостiй-
но.

Розглянемо синтетичне доведення твердження 5.5.1.
Згадаємо розв’язання наступної задачi: дано пряму l i точки F1, F2,

що розташованi по одну сторону вiд прямої. На прямiй l потрiбно знайти
таку точку P , щоб сума вiдстаней |F1P |+ |PF2| була найменшою. Зада-
ча розв’язується так: будуємо точку P , симетричну точцi F1 вiдносно
прямої l, з’єднуємо точки F1, F2 вiдрiзком прямої l1, шукана точка —
це точка перетину прямих l, l1. Отже, точка характеризується тим, що
кут мiж прямими l, F1P дорiвнює кутовi мiж прямими l, F2P .

Згадаємо тепер, що елiпс — це геометричне мiсце точок, сума вiдста-
ней яких вiд двох фiксованих точок F1, F2 (фокусiв елiпса) є величина
стала, ρ1 + ρ2 = 2a. Елiпс — опукла фiгура, тому дотична l лежить поза
елiпсом. Для точок, що лежать поза елiпсом ρ1 + ρ2 > 2. Отже, на до-
тичнiй l точка P , для якої сума вiдстаней вiд точок F1 i F2 найменша,
є точка дотику. Таким чином, кут мiж прямими l, PF1 дорiвнює кутовi
мiж прямими l, PF2, що i потрiбно було довести (рис.148).

Iз цього доведення, як граничний випадок, одержується оптична вла-
стивiсть параболи. Дiйсно, ранiше ми довели, що сiмейство елiпсiв, у
яких фiксованi одна вершина i один фокус F1, а другий фокус F2 йде
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на нескiнченнiсть на границi дасть параболу. Але якщо F2 → ∞, то PF2

прямує до прямої, що паралельна прямiй F1F2.

5.6 Елiптична i елiпсоїдальна система координат.

5.6.1 Сiмейство конфокальних (спiвфокусних) елiпсiв i
гiпербол.

Розглянемо множину елiпсiв x2

a2
+ y2

b2
= 1, що мають одну i ту ж пару

фокусiв, тобто c фiксуємо c2 = a2 − b2, a змiнюємо. Позначимо a через
λ i запишемо рiвняння сiмейства спiвфокусних елiпсiв так:

x2

λ2
+

y2

λ2 − c2
= 1 (λ > c). (5.31)

Оскiльки сума вiдстаней довiльної точки P0(x0, y0) вiд фокусiв F1(−c, 0),
F2(c, 0) дорiвнює деякому фiксованому числу 2λ0 i λ0 > c для будь-якої
точки площини, крiм точок вiдрiзка −c 6 x 6 c, y = 0, то через точ-
ку P0 проходить елiпс iз сiмейства (5.31) при λ = λ0. Iз геометричної
властивостi елiпса випливає, що iнший елiпс з даними фокусами через
фiксовану точку P0 проходити не буде.

Якщо λ → +∞, елiпс (5.31) йде на нескiнченнiсть. Якщо λ прямує
до c, то елiпс (5.31) прямує до вiдрiзка −c 6 x 6 c, y = 0.

Розглянемо сiмейство спiвфокусних гiпербол x2

a2
− y2

b2
= 1, c фiксоване

(c2 = a2 + b2), a змiнюється. Позначимо a через µ i запишемо рiвняння
гiпербол так:

x2

µ2
+

y2

µ2 − c2
= 1, µ < c. (5.32)

Покажемо, що через кожну точку P0(x0, y0) площини, крiм променiв
|x| > c, y = 0, проходить єдина гiпербола сiмейства, тобто знайдеться µ
таке, що x2

0
µ2 +

y20
µ2−c2

− 1 = 0. Розглянемо функцiю f(µ) =
x2
0

µ2 +
y20

µ2−c2
− 1,

визначену на iнтервалi (0, c). Похiдна f ′(µ) = − 2
µ3 (x

2
0 + y20) < 0 вiд’ємна
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в кожнiй точцi областi визначення функцiї f(µ). Таким чином, функцiя
строго монотонно спадає. При µ→ 0 функцiя прямує до +∞, при µ→ c
функцiя прямує до −∞. Тому, з огляду на неперервнiсть функцiї, iснує
значення µ, при якому функцiя приймає значення 0. Внаслiдок моно-
тонностi функцiї це значення єдине.

5.6.2 Елiптична система координат.

Нехай на площинi задана декартова система координат. Нехай P —
довiльна точка площини, що лежить на осях координат. Точка P має
декартовi координати (x, y). З iншого боку, точцi P вiдповiдають чи-
сла λ, µ, що визначають елiпс (5.31) i гiперболу (5.32), якi проходять
через точку P . Числа (λ, µ) називаються елiптичними координатами
точки P . Координатними лiнiями елiптичної системи координат є елiпси
i гiперболи.

Очевидно, що декартовi i елiптичнi координати точки зв’язанi рiвнян-
нями

x2

λ2
+

y2

λ2 − c2
= 1,

x2

µ2
− y2

c2 − µ2
= 1.

Звiдси, якщо x > 0, y > 0, одержуємо

x =
λµ

c
, y =

√
(λ2 − c2)(c2 − µ2)

c
. (5.33)

Доведемо, що елiптична система координат ортогональна, тобто в ко-
жнiй точцi, дотичнi до координатних кривих перетинаються пiд прямим
кутом. Обчислимо кут мiж нормалями до координатних лiнiй.

Координати нормалей

n1 = (
x0
λ2
,

y0
λ2 − c2

), n2 = (
x0
µ2
, − y0

c2 − µ2
).

Iз формул (5.33) випливає, що < n1,n2 >= 0.

5.6.3 Елiпсоїдальна система координат.

Розглянемо три сiмейства поверхонь другого порядку:

(λ > −c2 > µ > −b2 > ν > −a2),

x2

a2 + λ
+

y2

b2 + λ
+

z2

c2 + λ
= 1 (елiпсоїди),
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x2

a2 + µ
+

y2

b2 + µ
+

z2

c2 + µ
= 1 (однопорожнистi гiперболоїди),

x2

a2 + ν
+

y2

b2 + ν
+

z2

c2 + ν
= 1 (двопорожнистi гiперболоїди).

Через кожну точку вiдкритого координатного октанту проходить по
однiй поверхнi iз кожного сiмейства, тому (λ, µ, ν) можна прийняти за
координати точки вiдкритого октанту. Координати (λ, µ, ν) називаю-
ться елiпсоїдальними.

Вправа. Самостiйно розглянути данi сiмейства поверхонь. Знайти
вираження декартових координат через елiпсоїдальнi для точок вiдкри-
того октанту.



Роздiл 6

Загальна теорiя кривих i
поверхонь 2-го порядку

6.1 Про метричну класифiкацiю кривих 2-го по-
рядку.

Загальне рiвняння кривої 2-го порядку має вигляд

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (6.1)

де a211+a212+a222 ̸= 0. Сiмейство кривих (6.1) 5-параметричне. Для задан-
ня кривої 2-го порядку в загальному випадку необхiдно задати 5 точок.

Зауваження. Одна i та ж крива в рiзних системах координат має
рiзнi рiвняння. Розглянемо сiмейство прямокутних декартових коор-
динат на площинi. Воно залежить вiд трьох параметрiв. Одна пря-
мокутна система координат одержується з iншої за допомогою пара-
лельного переносу, повороту i осьової симетрiї.

Перерахуємо окремi випадки кривих 2-го порядку, що розглянутi ра-
нiше.

1. x2

a2
+ y2

b2
= 1 — елiпс;

2. x2

a2
+ y2

b2
= 0 — точка;

3. x2

a2
+ y2

b2
= −1 — порожня множина;

4. x2

a2
− y2

b2
= 1 — гiпербола;

159
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5. x2

a2
− y2

b2
= 0 — пара прямих, що перетинаються;

6. y2 = 2px (p ̸= 0) — парабола;

7. y2 = a2 — пара паралельних прямих;

8. y2 = 0 — пара прямих, що спiвпадають;

9. y2 = −a2 — порожня множина.

Перелiченими кривими вичерпуються всi кривi 2-го порядку. А саме
має мiсце:

Теорема 6.1.1. Для кривої 2-го порядку iснує така прямокутна си-
стема координат на площинi, в якiй рiвняння цiєї кривої прийме один
з перелiчених дев’яти випадкiв.

Доведення. Нехай крива L має рiвняння (6.1) в деякiй прямокутнiй
системi координат Oxy. Перейдемо до нової системи координат Ox1y1,
яка одержується iз системи Oxy за допомогою повороту на кут φ навколо
точки O (рис.149). Тодi{

x = x1 cosφ− y1 sinφ,
y = x1 sinφ+ y1 cosφ.

x

y

0 j

1
x

1
y

p

1
F

F

1
p

149.Рис 150.Рис

Звiдси

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 = a11(x1 cosφ− y1 sinφ)
2+

+2a12(x1 cosφ− y1 sinφ)(x1 sinφ+ y1 cosφ)+

+a22(x1 sinφ+ y1 cosφ)
2 = x21(a11 cos

2 φ+ 2a12 cosφ sinφ+

+a22 sin
2 φ) + 2x1y1(−a11 sinφ cosφ+ a12 cos 2φ+
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+a22 sinφ cosφ) + y21(a11 sin
2 φ− 2a12 sinφ cosφ+ a22 cos

2 φ).

Виберемо кут φ таким, щоб у новiй системi координат коефiцiєнт при
x1y1 дорiвнював 0, тобто

a′12 = a12 cos 2φ+
a22 − a11

2
sin 2φ = 0.

Звiдси випливає, що якщо a12 ̸= 0, то ctg2φ = a11−a22
2a12

. Якщо a12 = 0, то
φ = 0.

Ми бачимо, що коефiцiєнти рiвняння (6.1) змiнюються при змiнi ко-
ординат. Але є величини, що залежать вiд коефiцiєнтiв, якi не змiню-
ються при переходi вiд однiєї прямокутної системи координат до iншої.
Такi величини називаються iнварiантами. Наприклад

a′11 + a′22 = a11 cos
2 φ+ 2a12 cosφ sinφ+ a22 sin

2 φ+

+a11 sin
2 φ− 2a12 sinφ cosφ+ a22 cos

2 φ = a11 + a22.

Перевiрити самостiйно, що a′11a′22 − (a′12)
2 = a11a22 − a212.

Отже, рiвняння кривої L в системi координат Ox1y1, буде

a′11x
2
1 + a′22y

2
1 + 2a′13x1 + 2a′23y1 + a′33 = 0. (6.2)

Розглянемо можливi випадки.

а) a′11a′22 ̸= 0 (зауважимо, що оскiльки a′11a
′
22 − (a′12)

2 = a11a22 − a212,
тобто є iнварiантом, i a′12 = 0, то наше обмеження означає, що
дискримiнант рiвняння (6.1) a11a22 − a212 ̸= 0).

Тодi
a′11x

2
1 + a′22y

2
1 + 2a′13x1 + 2a′23y1 + a′33 =

= a′11(x1 +
a′13
a′11

)2 + a′22(y1 +
a′23
a′22

)2+

+a′33 −
(a′13)

2

a′11
− (a′23)

2

a′22
.

Перейдемо вiд системи координат Ox1y1 за допомогою паралельного
переносу до системи координат O2x2y2, такої, що точка O2 в системi
координат Ox1y1, має координати (−a′13

a′11
,−a′23

a′22
), тобто x2 = x1 +

a′13
a′11
,

y2 = y1 +
a′23
a′22
.



162 РОЗДIЛ 6. ЗАГАЛЬНА ТЕОРIЯ КРИВИХ I ПОВЕРХОНЬ

В новiй системi координат рiвняння кривої L має вигляд

a′11x
2
2 + a′22y

2
2 + a′′33 = 0, (6.3)

де a′′33 = a′33 −
(a′13)

2

a′11
− (a′23)

2

a′22
.

Залежно вiд знакiв a′11, a′22, a′′33 рiвняння (6.3) задає

1. (+ + –) — елiпс,

2. (+ + 0) — точку,

3. (+ + +) — порожню множину,

4. (+ – +) — гiперболу,

5. (+ – 0) — пару прямих, що перетинаються.

б) a′11a′22 = 0 (дискримiнант рiвняння (6.1) дорiвнює 0.)

Для визначеностi будемо вважати, що a′11 = 0. Тодi рiвняння (6.2)
набуде вигляду

a′22y
2
1 + 2a′13x1 + 2a′23y1 + a′33 = 0. (6.4)

Випадок б) розбивається на два пiдвипадки.

(*) a′13 ̸= 0. Перетворимо рiвняння (6.4) так:

a′22(y1 +
a′23
a′22

)2 + 2a′13(x1 +
a′33
2a′13

− (a′23)
2

2a′13a
′
22

) = 0.

Нехай тепер  x2 = x1 +
a′33
2a′13

− (a′23)
2

2a′13a
′
22
,

y2 = y1 +
a′23
a′22
.

В системi координат O2x2y2 рiвнянням кривої L є

6. a′22y22 + 2a′13x2 = 0 — це рiвняння параболи.

(**) a′13 = 0.
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Рiвняння (6.4) набуде вигляду

a′22y
2
1 + 2a′23y1 + a′33 = 0;

перетворимо його:

a′22(y1 +
a′23
a′22

)2 + a′33 −
(a′23)

2

a′22
= 0.

Перейдемо до нової системи координат O2x2y2, такої, що{
x2 = x1,

y2 = y1 +
a′23
a′22
.

В цiй системi координат рiвняння кривої L є

a′22y
2
2 + a′′33 = 0,

де a′′33 = a′33 −
(a′23)

2

a′22
. Останнє рiвняння залежно вiд знакiв a′22, a

′′
33 задає

7. (+ –) — пару паралельних прямих,

8. (+ 0) — пару прямих, що спiвпадають,

9. (+ +) — порожню множину.

Теорема повнiстю доведена.

Зауваження. a′11 i a′22 не можуть одночасно дорiвнювати нулю, оскiль-
ки в протилежному випадку рiвняння (6.2) стає лiнiйним. Формули
переходу вiд координат x1, y1 до координат x, y — лiнiйнi. Тому, якщо
рiвняння (6.2) лiнiйне, то буде лiнiйним i рiвняння (6.1), що супере-
чить припущенню a211 + a212 + a222 ̸= 0.

Розглянемо перерiз конуса обертання

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 0

рiзними площинами.
Зауважимо, що якщо площина не проходить через вершину конуса,

то в перетинi немає прямих, оскiльки, як нижче ми доведемо, всi прямi,
якi лежать на конусi, проходять через цю вершину.

Розглянемо перетин конуса площинами, якi не проходять через його
вершину. Можливi наступнi варiанти.
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1. Площина перетинає одну порожнину конуса i не паралельна нi
однiй твiрнiй конуса. Тодi в перерiзi лежить обмежена крива 2-го
порядку, тобто елiпс.

2. Площина паралельна однiй iз твiрних конуса. Тодi площина пере-
тинає одну порожнину конуса по нескiнченнiй кривiй. Нескiнченна
крива з однiєю зв’язною компонентою є парабола.

3. Площина перетинає обидвi порожнини конуса. Тодi крива, що ле-
жить на перерезi, має двi вiтки, отже, це гiпербола.

Якщо площина перерiзу проходить через вершину конуса, то в перерi-
зi будуть або двi прямi, що перетинаються, або двi прямi, що збiгаються,
або точка.

Тому кривi 2-го порядку називають конiчними перерiзами.
Вправа. Самостiйно розглянути перерiзи поверхонь 2-го порядку рi-

зними площинами.
Нехай перетином конуса обертання площиною π є елiпс. Як знайти

фокуси i директриси цього елiпса? Впишемо в конус сферу, що дотика-
ється площини π в точцi F1. Нехай π1 — площина, в якiй лежить коло
дотику сфери з конусом. Площини π i π1 перетинаються по прямiй d1
(рис.150). Точка F1 — фокус елiпса, а пряма d1 — директриса, що вiд-
повiдає цьому фокусу. Якщо вписати в конус другу сферу, одержимо
аналогiчним чином другий фокус i другу директрису елiпса.

Вправа. Довести цi твердження самостiйно. Самостiйно розглянути
випадки, коли перетинами є гiпербола або парабола.

6.2 Центр, вiсь i площина симетрiї.

6.2.1 Центр поверхнi (кривої) 2-го порядку.

Визначення 6.2.1. Поверхня (крива) F називається центрально - си-
метричною, якщо iснує така точка O, що разом з кожною точкою P ,
поверхнi (кривої) належить точка P ′ симетрична точцi P вiдносно O.
Точка O називається центром поверхнi (кривої).

Згадаємо, що довiльну поверхню (криву) 2-го порядку можна задати
рiвнянням

F = aijx
ixj + 2bix

i + c = 0, (6.5)∑
i,j

a2ij ̸= 0, i, j = 1, 2, 3 (i, j = 1, 2).
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Нехай F — центрально-симетрична поверхня (крива). Розташуємо
початок координат в центрi поверхнi (кривої). З’ясуємо, який вигляд
прийме в цьому випадку рiвняння (6.5). Нехай точка P (−x1,−x2,−x3)
(P (−x1,−x2)) належить F . Тодi точка P ′

(−x1,−x2,−x3) (P ′
(−x1,−x2))

також належить F . Отже, її координати задовольняють рiвнянню (6.5):

aijx
ixj − 2bix

i + c = 0. (6.6)

Вiднiмаючи з рiвняння (6.5) рiвняння (6.6), одержимо

bix
i = 0. (6.7)

Запишемо рiвнiсть (6.7) у виглядi⟨
b, x

⟩
= 0,

де b = (b1, b2, b3), x = (x1, x2, x3), ( b = (b1, b2), x = (x1, x2) ), отже,⟨
b, x

⟩
= 0 при будь-якому x, що задовольняє рiвнянню (6.5).

Виберемо три (двi) точки, що лежать на поверхнi (кривiй), радiус-
вектори яких x = (x1, x2, x3) (x = (x1, x2)) лiнiйно незалежнi. Для них⟨
b, xk

⟩
= 0, k = 1, 2, 3 (k = 1, 2). Отже, b = 0. Якщо таких трьох (двох)

точок немає, то легко показати, що рiвняння (6.5) задає двi площини
(прямi), що спiвпадають, i має вигляд

(a1x
1 + a2x

2 + a3x
3)2 = 0, ((a1x

1 + a2x
2)2 = 0),

тобто i в цьому випадку вектор b = 0.
Таким чином, якщо центр симетрiї поверхнi (кривої) F спiвпадає з

початком координат, то рiвняння (6.5) не має лiнiйних членiв.
Очевидно, що справедливе i обернене твердження: якщо рiвняння по-

верхнi (кривої) не має лiнiйних членiв, то поверхня (крива) центральна
i центром є початок координат.

Знайдемо умови, при виконаннi яких поверхня (крива) F , задана
рiвнянням (6.5), буде центральною. Будемо шукати такий паралельний
перенос xi = xi1 + ci, i = 1, 2, 3 (i = 1, 2), щоб рiвняння (6.5) у но-
вiй системi координат не мало лiнiйних членiв. Зауважимо, що точка
O1(c

1, c2, c3) (O1(c
1, c2)) буде центром поверхнi (кривої) F . В новiй си-

стемi координат рiвняння (6.5) набуде вигляду

aij(x
i
1 + ci)(xj1 + cj) + 2bi(x

i
1 + ci) + c = 0,

або
aijx

i
1x

j
1 + 2(aijc

j + bi)x
i
1 + 2bic

i + aijc
icj + c = 0,
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i координати центру поверхнi (кривої) F , якщо вiн iснує, задовольняють
системi рiвнянь

aijc
j + bi = 0, i, j = 1, 2, 3, (i, j = 1, 2). (6.8)

Позначимо через A = (aij) — симетричну матрицю з елементами aij .
Якщо detA ̸= 0, то iснує єдиний центр поверхнi (кривої).
Якщо detA = 0, то система (6.8) або має нескiнчену множину розв’яз-

кiв (коли ранг A дорiвнює рангу розширеної матрицi), або не має розв’яз-
кiв. Тобто в цьому випадку у поверхнi (кривої) або нескiнченно багато
центрiв, або немає центру.

Зауважимо, що систему (6.8) можна записати у виглядi

Fxi = 0, i = 1, 2, 3, (i = 1, 2),

де Fxi — частинна похiдна функцiї F по змiннiй xi, i = 1, 2, 3, (i = 1, 2).

6.2.2 Вiсь симетрiї кривої. Площина симетрiї поверхнi.

Нехай площина π, що задана нормальним рiвнянням

n1x
1 + n2x

2 + n3x
3 + d = 0, (n1)

2 + (n2)
2 + (n3)

2 = 1

є площина симетрiї поверхнi F . Тодi, якщо точка P (x1, x2, x3) належить
поверхнi F , то точка P1, симетрична P вiдносно площини π, також на-
лежить F .

p

1
P

P

0

n
r

151.Рис

Знайдемо координати точки P1. Нехай h — вiдхилення точки P вiд
площини π; n — одиничний вектор нормалi площини π; r , r1 — радiус-
вектори точок P, P1 вiдповiдно (рис. 151). Тодi PP1 = λn , точнiше
PP1 = −2hn , r1 = r − 2hn , в координатнiй формi останнє рiвняння
запишеться так:

xi1 = xi − 2hni,
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де
h = n1x

1 + n2x
2 + n3x

3 + d. (6.9)

Координати (x11, x
2
2, x

3
3) точки P1 задовольняють рiвнянню (6.5)

aij(x
i − 2hni)(x

j − 2hnj) + 2bi(x
i − 2hni) + c = 0.

Зауваження. В прямокутнiй системi координат iндекси у координат
нормального вектора n можна писати i зверху, i знизу, оскiльки ni =
= gikn

k, де gik =
⟨
ei, ek

⟩
, але для прямокутної системи координат⟨

ei, ek
⟩
= δik.

Перепишемо останню рiвнiсть, враховуючи зауваження.
Одержимо

aijx
ixj + 2bix

i + c+ 4h2aijn
inj − 4hbin

i − 4haijx
inj = 0, (6.10)

але aijxixj+2bix
i+c = 0, оскiльки точка P (x1, x2, x3) належить поверхнi

F , i можна пiдставити вираз h з рiвностi (6.9). Роздiлимо спочатку обидвi
частини рiвностi (6.10) на −4h, вважаючи, що поверхня F не є подвiйно
вкритою площиною.

Одержимо

aijx
inj − aijn

inj
(∑

nixi + d
)
+ bin

i = 0.

Зауваживши, що ∑
nixi = δijx

inj ,

остаточно одержимо вираз

[aijn
j − δij(akln

knl)nj ]xi + bin
i − aijn

injd = 0.

Одержана рiвнiсть повинна виконуватися для всiх (x1, x2, x3), що задо-
вольняють рiвнянню (6.5), оскiльки поверхня F не є подвiйно вкритою
площиною, то

aijn
j − (akln

knl)δijn
j = 0, bin

i − (aijn
inj)d = 0. (6.11)

Самостiйно показати, що у випадку подвiйно вкритої площини ми
приходимо до тих же рiвнянь.

Умови (6.11) необхiднi для того, щоб n1x1 +n2x2 +n3x3 + d = 0 була
площиною симетрiї поверхнi F .



168 РОЗДIЛ 6. ЗАГАЛЬНА ТЕОРIЯ КРИВИХ I ПОВЕРХОНЬ

В матричнiй формi умови (6.11) запишуться так:

An − λn = 0,
⟨
b,n

⟩
− λd = 0, (6.12)

де
λ = aijn

inj .

Розглянемо перше рiвняння системи (6.11):

(aij − λδij)n
j = 0 або (A− λE)n = 0;

n — вектор нормалi площини π; отже, (n1)2 + (n2)2 + (n3)2 ̸= 0, тому
det(A− λE) = 0.

Многочлен det(A − λE) = 0 називається характеристичним много-
членом матрицi A; коренi характеристичного многочлена називаються
власними числами матрицi A; ненульовi вектори n , якi задовольняють
рiвнянню An = λn , для деякого числа λ називаються власними векто-
рами матрицi A, що вiдповiдають власному числу λ.

У симетричної матрицi всi власнi числа дiйснi i їх кiлькiсть спiвпадає
з порядком матрицi з урахуванням кратностi кореня.

Дiйсно, нехай λ — довiльний корiнь многочлена det(A − λE) = 0.
Тодi система (aik − λδik)x

k = 0 (i = 1..., n) має ненульовий розв’язок
(x1, x2, ..., xn) i число λ також є корiнь det(A− λE) = 0, оскiльки коефi-
цiєнти характеристичного многочлена дiйснi (тут λ — комплексне число,
спряжене числу λ; точно такий же змiст верхня риска має i далi).

Доведемо, що числа (x̄1, ..., x̄n) утворюють розв’язок (очевидно, не-
тривiальний) системи (aik − λδik)x

k = 0 (i = 1, ..., n).

Справдi,
(aik − λδik)x

k = (aik − λ δik)x
k =

= (aik − λδik)xk = 0.

Таким чином,
aikx

k = λxi, aikx̄
k = λx̄i.

Першу з цих рiвностей домножаємо на x̄i, другу — на xi, просумуємо по
i:

aikx̄
ixk = λ

∑
i

xix̄i = λ
∑
i

|xi|2,

aikx̄
kxi = λ

∑
i

x̄ixi = λ
∑
i

|xi|2.
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Матриця A симетрична, тому

aikx̄
ixk = akix̄

ixk = aikx̄
kxi.

Таким чином,
λ
∑
i

|xi|2 = λ
∑
i

|xi|2.

Але ∑
i

|xi|2 ̸= 0,

отже, λ = λ, и λ — дiйсне число.
Для кожного власного числа симетричної матрицi iснує дiйсний вла-

сний вектор. Причому власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним
числам, ортогональнi. Дiйсно, нехай λ1 ̸= λ2 — власнi значення матрицi
A; n1,n2 — власнi вектори, що їм вiдповiдають. Тодi

An1 = λ1n1, An2 = λ2n2.

Помножимо перше рiвняння скалярно на n2, друге — на n1 :⟨
An1,n2

⟩
= λ1

⟨
n1,n2

⟩
,⟨

An2,n1

⟩
= λ2

⟨
n1,n2

⟩
.

З огляду на симетрiчнiсть матрицi A лiвi частини рiвностей рiвнi, тому
рiвнi i правi. Оскiльки λ1 ̸= λ2, то

⟨
n1,n2

⟩
= 0.

Iснує ортогональний базiс простору, що складається з власних век-
торiв симетричної матрицi, в якому вона приймає дiагональний вигляд.

Приклад. Нехай e1 = (1, 0, 0), e2(0, 1, 0), e3(0, 0, 1) — власнi век-
тори матрицi A. Який вигляд має матриця A?

Оскiльки e1 — власний вектор A, то a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 1
0
0

 =

 a11
a12
a13

 = λ

 1
0
0

 .

Звiдси a11 = λ, a12 = a13 = 0.
Аналогiчно знаходимо решту елементiв матрицi A, вона має вигляд

A =

 a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33


Отже, щоб узнати площину симетрiї π поверхнi (6.5), потрiбно:
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1) знайти власнi числа λ матрицi A;

2) знайти власнi вектори матрицi A, що вiдповiдають знайденим вла-
сним числам;

3) якщо λ ̸= 0, то d =

⟨
b,n
⟩

λ ; якщо λ = 0 i вiдповiдний власний век-
тор задовольняє умовi

⟨
b,n

⟩
= 0, то площиною симетрiї поверхнi

є будь-яка площина з нормаллю n ; якщо λ = 0, а знайдений з пер-
шого рiвняння системи (6.12) вектор n такий, що

⟨
b,n

⟩
̸= 0, то у

поверхнi немає площин симетрiї з нормаллю n .

Зауваження. Всi мiркування лишаються справедливими, якщо F —
крива, а π — її вiсь симетрiї.

6.3 Дотичнi площини поверхнi.

Згадаємо, що коли крива на площинi задана рiвнянням y = f(x) i
f ∈ C1, то в кожнiй точцi (x0, y0) кривої є дотична i її рiвнянням буде
y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Вектор нормалi дотичної n = (f ′(x0),−1), напрямний вектор доти-
чної τ = (1, f ′(x0)).

Нехай крива 2-го порядку задана рiвнянням F (x, y) = 0, точка P (x0, y0)
належить кривiй. Якщо рiвняння F (x, y) = 0 — канонiчне, то рiвняння
дотичної в точцi P , якщо воно iснує, набуде вигляду

Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0.

Нехай крива 2-го порядку задана загальним рiвнянням F (x, y) =
= a11x

2 +2a12xy+ . . . = 0. В кожнiй фiксованiй точцi P (x0, y0) кривої, в
якiй F 2

x +F 2
y ̸= 0, дотична iснує (це буде доведено в курсi диференцiаль-

ної геометрiї); в деякому околi точки P криву можна задати рiвнянням
y = f(x) або x = g(y). Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що
в колi точки P крива задана рiвнянням y = f(x) (якщо криву можна
задати лише рiвнянням x = g(y), перейменуємо x на y, y на x.)

Таким чином, крива задана рiвнянням F (x, y) = 0, F (x0, y0) = 0;
в околi точки P (x0, y0) криву можна задати рiвнянням y = f(x), y0 =
= f(x0); отже, в околi точки P буде

F (x, f(x)) ≡ 0.

Продиференцюємо останню тотожнiсть як складну функцiю:

Fx + Fyf
′(x) ≡ 0.
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Звiдси вектор n = (Fx, Fy) перпендикулярний до вектора τ = (1, f ′(x)).
Але τ0 = (1, f ′(x0)) — напрямний вектор дотичної до кривої в точцi P .
Отже, вектор n0 = (Fx(x0, y0), Fy(x0, y0)) — нормаль дотичної в точцi P ,
тому рiвняння дотичної до кривої, заданої у виглядi F (x, y) = 0, в точцi
P (x0, y0) буде

Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0.

Приклад. F (x, y) = xy − 1 = 0, P (1, 1). Написати рiвняння доти-
чної в точцi P?

Розв’язування. Fx = y, Fy = x; Fx(1, 1) = 1, Fy(1, 1) = 1;
рiвняння дотичної x+ y − 2 = 0.

Розглянемо тепер поверхнi 2-го порядку. Нехай поверхня задана рiвнян-
ням

F (x1, x2, x3) = aijx
ixj + 2bix

i + c = 0, i, j = 1, 2, 3, (6.13)

i нехай точка P (x10, x20, x30) належить поверхнi.
Проведемо площину π через точку P , вона перетинає поверхню по

кривiй 2-го порядку. Якщо сукупнiсть дотичних до всiх плоских перере-
зiв поверхнi, що проходять через точку P , заповнюють площину, то ця
площина називається дотичною площиною поверхнi в точцi P .

У вершинi конуса x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0 дотичної площини не iснує. Не iснує

дотичної також в точках лiнiї перетину двох площин, заданих рiвнянням
x2

a2
− y2

b2
= 0. Зауважимо, що рiвняння x2

a2
− y2

b2
= 0 задає конус у розумiннi

даного в 4.4 визначення.
Виведемо рiвняння дотичної площини. Виберемо систему координат

x1x2x3 так, щоб точка P спiвпадала з початком координат. Тодi коорди-
нати P (0, 0, 0) i в рiвняннi поверхнi (6.13) вiльний член дорiвнює нулю.
Отже, у вибранiй системi координат рiвняння поверхнi

F (x1, x2, x3) = aijx
ixj + 2bix

i = 0, i, j = 1, 2, 3. (6.14)

Розглянемо вектор b = (b1, b2, b3). Якщо b = 0, то рiвняння (6.14) задає
одне iз наступних геометричних мiсць точок:

(*) точку;

(*) пряму;

(*) невироджений конус 2-го порядку;
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(*) пару площин, що перетинаються по прямiй, яка проходить через
двiчi вкриту площину.

Це можливо довести, записавши рiвняння (6.14) в новiй системi ко-
ординат, базис якої складається з власних векторiв матрицi (aij). В цiй
системi координат рiвняння поверхнi буде канонiчним. Очевидно, що у
всiх випадках, крiм останнього, дотичної площини в точцi P не iснує.
Не iснує її i в останньому випадку, оскiльки перетин двiчi вкритої пло-
щини довiльною, не паралельною їй, — двiчi вкрита пряма, що не має
дотичної.

Нехай b ̸= 0. Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що |b| = 1.
Нехай π — довiльна площина перетину, що не перпендикулярна до век-
тора b; d , c — напрямнi вектори площини, причому їх завжди можна
вибрати так, щоб

⟨
b,d

⟩
= 0,

⟨
d ,d

⟩
= 1,

⟨
c,d

⟩
= 0,

⟨
c, c

⟩
= 1; точка P

— початок координат. Тодi параметричнi рiвняння площини π є

x = uc + vd ,

або в координатнiй формi

xi = uci + vdi, i = 1, 2, 3, (6.15)

де v, u — ортогональнi координати у площинi π.
Щоб одержати рiвняння кривої, що лежить у перетинi поверхнi пло-

щиною π, потрiбно пiдставити вирази (6.15) в рiвняння (6.14). Тодi одер-
жимо

aij(c
iu+ div)(cju+ djv) + 2bi(c

iu+ div) = 0,

або

aijc
icju2 + 2aijc

idjuv + aijd
idjv2 + 2bic

iu+ 2bid
iv = 0. (6.16)

Точцi P вiдповiдають u = 0, v = 0. Запишемо рiвняння дотичної l
до кривої (6.16) в точцi P . Крива (6.16) задана рiвнянням F (u, v) = 0.
Знайдемо частиннi похiднi:

Fu = 2aijc
icju+ 2aijc

idjv + 2bic
i;

Fv = 2aijc
idju+ 2aijd

idjv + 2bid
i;

Fu(0, 0) = 2bic
i = 2

⟨
b, c

⟩
, Fv(0, 0) = 2bid

i = 2
⟨
b,d

⟩
.

Рiвняння дотичної l в точцi P :⟨
b, c

⟩
u+

⟨
b,d

⟩
v = 0;



6.3. ДОТИЧНI ПЛОЩИНИ ПОВЕРХНI. 173

напрямний вектор дотичної τ = (0,
⟨
b, c

⟩
), тому параметричне рiвняння

дотичної l в площинi записується так:

v =
⟨
b, c

⟩
t, u = 0. (6.17)

Щоб одержати рiвняння дотичної l в просторi, потрiбно пiдставити ви-
рази (6.17) в (6.15). Тодi матимемо

x = d
⟨
b, c

⟩
t.

Якщо площина перетину не перпендикулярна до вектора b, то
⟨
b, c

⟩
̸= 0

i дотичний вектор до перетину iснує. З огляду на довiльнiсть вектора
d ⊥ b дотичнi вектори повнiстю заповнюють площину, перпендикулярну
до вектора b. Отже, вектор b = (b1, b2, b3) — нормаль дотичної площини.
Маємо також bi = Fxi(0).

Таким чином, запишемо рiвняння дотичної площини у точцi P в на-
шiй спецiальнiй системi координат:

Fx1(0)x1 + Fx2(0)x2 + Fx3(0)x3 = 0.

Нехай тепер система координат x1x2x3 довiльна, тодi (x10, x20, x30) —
координати точки P , рiвняння поверхнi — це вираз (6.13). Перейдемо до
нової системи координат x̃1, x̃2, x̃3 наступним чином: xi = x̃i + xi0.

В новiй системi координат точка P спiвпадає з початком координат,
а рiвняння поверхнi буде:

aij(x̃i + xi0)(x̃
j + xj0) + 2bi(x̃i + xi0) + c = 0,

або
aij x̃ix̃j + 2aij x̃ix

j
0 + aijx

i
0x

j
0 + 2bix̃i + 2bix

i
0 + c = 0.

Але aijx
i
0x

j
0 + 2bix

i
0 + c ≡ 0, тому рiвняння поверхнi в новiй системi

координат має наступний вигляд:

aij x̃ix̃j + 2(aijx
j
0 + bi)x̃i = 0.

Згiдно доказаному ранiше n = (a1jx
j
0 + b1, a2jx

j
0 + b2, a3jx

j
0 + b3) є

вектор нормалi дотичної площини до поверхнi в точцi P , отже, рiвняння
дотичної площини в новiй системi координат набуде вигляду:

(a1jx
j
0 + b1)x̃1 + (a2jx

j
0 + b2)x̃2 + (a3jx

j
0 + b3)x̃3 = 0.

Легко бачити, що

aijx
j
0 + bi =

1

2
Fxi(x10, x

2
0, x

3
0).
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Запишемо тепер рiвняння дотичної площини до поверхнi в точцi P в
старiй системi координат:

Fx1(x10, x
2
0, x

3
0)(x

1 − x10) +Fx2(x10, x
2
0, x

3
0)(x

2 − x20) +Fx3(x10, x
2
0, x

3
0)(x

3 − x30).

З’ясуємо, як розташована поверхня 2-го порядку вiдносно дотичної
площини. Якщо в перерiзi поверхнi дотичною площиною лежить точка,
поверхня розташована по одну сторону вiд дотичної площини. При цьому
ми маємо на увазi ту зв’язну компоненту поверхнi, де лежить точка, в
якiй ми проводимо дотичну площину.

Якщо в перерiзi пара прямих злилася, поверхня лежить по одну сто-
рону вiд дотичної площини (це цилiндр або конус). Якщо в перерiзi пара
прямих перетинається, поверхня лежить по обидвi сторони вiд дотичної
площини.

Нехай Φ — довiльна поверхня другого порядку; P — будь-яка точ-
ка поверхнi, в якiй є дотична площина. Якщо через точку P проходять
прямолiнiйнi твернi поверхнi, вони обов’язково лежать у дотичнiй пло-
щинi. Виберемо систему координат спецiальним чином; точку P прийме-
мо за початок координат (тодi рiвняння поверхнi Φ буде мати вигляд
aijx

ixj + 2bix
i = 0), дотичну площину — за площину Ox1x2. Тодi оди-

нична нормаль n = λ(b1, b2, b3) дотичної площини буде напрямлена по
осi Ox3 i, отже, буде мати координати (0, 0, 1). Тому у вибранiй системi
координат рiвняння поверхнi Φ буде:

aijx
ixj + 2b3x

3 = 0. (6.18)

З’ясуємо, яка максимальна кiлькiсть прямих поверхнi лежить у до-
тичнiй площинi. Рiвняння дотичної площини до поверхнi (6.18) в точцi
P (0, 0, 0) буде x3 = 0. Знайдемо перерiз поверхнi дотичною площиною:
x3 = 0,

a11(x
1)2 + 2a12x

1x2 + a22(x
2)2 = 0;

це або точка, або пара прямих, що перетинаються, або пара прямих, якi
збiгаються. Отже, максимальна кiлькiсть прямих, що проходять через
точку P i лежать на поверхнi, дорiвнює 2, якщо поверхня Φ не виро-
джується в пару площин.

Вправа. З’ясувати питання про iснування кругових перерiзiв на по-
верхнях другого порядку.

Вказiвка. Розглянути поверхнi в канонiчному виглядi.
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6.4 Iнварiанти i форми кривих (поверхонь) 2-го
порядку

Нехай крива 2-го порядку задана загальним рiвнянням. Ми знаємо,
що iснує система координат, в якiй рiвняння кривої має канонiчний ви-
гляд.

Природно виникають питання:

1) Як перейти вiд загального рiвняння до канонiчного?

2) В рiзних системах координат одна i та ж крива F має рiзнi рiвнян-
ня. При переходi вiд них до канонiчних рiвнянь чи будуть останнi
спiвпадати?

Нехай рiвняння кривої (поверхнi) 2-го порядку в деякiй системi ко-
ординат має вигляд:

aijx
ixj + 2bix

i + c = 0, A = (aij). (6.19)

В iншiй прямокутнiй системi координат, з тим же початком координат
рiвняння цiєї ж кривої (поверхнi) буде:

a1ij x̃
ix̃j + 2b1i x̃

i + c1 = 0, A1 = (a1ij). (6.20)

Координати xi i x̃i зв’язанi формулами:

xi = cij x̃
j . (6.21)

де матриця C = (cij) — ортогональна, тобто CCt = E (Ct — транспону-
вання матрицi C). Ортогональнiсть матрицi C випливає з того, що ми
здiйснюємо перехiд вiд одного ортонормованого базису e = (e1, e2, e3) до
другого ẽ = (ẽ1, ẽ2, ẽ3), тобто

⟨
ei, ej

⟩
= δij i

⟨
ẽi, ẽj

⟩
= δij , а ẽi = cijej .

Матрицi A i A1 зв’язанi так:

A1 = CACt.

Щоб одержати цей зв’язок, потрiбно формули (6.21) пiдставити у (6.19)
i одержаний результат порiвняти з виразом (6.20).

Доведемо, що характеристичнi полiноми матриць A i A1 спiвпадають,
тобто що

det(A− λE) = det(A1 − λE).

Дiйсно, det(A1 − λE) = det(CACt − λCCt) = det(C(A − λE)Ct) =
= detC det(A− λE) detCt = det(A− λE).



176 РОЗДIЛ 6. ЗАГАЛЬНА ТЕОРIЯ КРИВИХ I ПОВЕРХОНЬ

Отже, характеристичнi полiноми рiвнянь (6.19) i (6.20) спiвпадають.
Тому спiвпадають коренi i коефiцiєнти цих многочленiв, тобто коренi i
коефiцiєнти характеристичного многочлена не залежать вiд вибору си-
стеми координат i є iнварiанти кривої (поверхнi).

Випишемо цi iнварiанти.
Для кривої

det (A− λE) = det

(
a11 − λ a12
a12 a22 − λ

)
= λ2 − (a11 + a22)λ+

+det

(
a11 a12
a12 a22

)
= (λ1 − λ)(λ2 − λ) = λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2,

де λ1, λ2 — власнi числа матрицi A. Отже, iнварiанти кривої:

I1 = a11 + a22 = λ1 + λ2,

I2 = det

(
a11 a12
a12 a22

)
= a11a22 − a212 = λ1λ2.

Для поверхнi

det (A− λE) = det

 a11 − λ a12 a13
a12 a22 − λ a23
a13 a23 a33−λ

 = (λ1−λ)(λ2−λ)(λ3−λ) =

= −λ3 + λ2(λ1 + λ2 + λ3)− λ(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) + λ1λ2λ3 =

= −λ3+λ2(a11+a22+a33)−λ
(∣∣∣∣ a22 a23

a23 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a13
a13 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣)−

−

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ ,
де λ1, λ2, λ3 — власнi числа матрицi A. Отже, iнварiанти поверхнi:

I1 = a11 + a22 + a33 = λ1 + λ2 + λ3,

I2 =

∣∣∣∣ a22 a23
a23 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a13
a13 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣ = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3,

I3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ = λ1λ2λ3.

Цi iнварiанти називають ще iнварiантами квадратичної форми.
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Зауваження. Ми довели, що вирази Ii iнварiантнi вiдносно повороту
осей координат. Але Ii iнварiантнi i при паралельному переносi осей ко-
ординат, оскiльки паралельний перенос не змiнює квадратичну частину
рiвняння.

Є ще один iнварiант кривої (поверхнi): iнварiант не квадратичної
форми, а всiєї кривої (поверхнi).

Розглянемо випадок кривої. Рiвняння кривої запишемо так:

a11(x
1)2 + 2a12x

1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x

1 + 2a23x
2 + a33 = 0. (6.22)

Ставимо у вiдповiднiсть кривiй матрицю

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 ,

визначник цiєї матрицi називається дискримiнантом кривої.

Дискримiнант кривої I3 = det

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 є її iнварiант.

Доведення. Введемо однорiднi координати y1, y2, y3.

x1 =
y1

y3
, x2 =

y2

y3
,

якщо однорiднi координати пропорцiйнi, то їм вiдповiдає одна i та ж
точка. Рiвняння кривої (6.22) в однорiдних координатах буде

aijy
iyj = 0, i, j = 1, 2, 3, A = (aij).

Перейдемо вiд системи координат x1, x2 (y1, y2, y3) до системи x̃1, x̃2

(ỹ1, ỹ2, ỹ3), повернувши осi x1, x2 на кут φ навколо початку координат.
Тодi {

x1 = x̃1 cosφ− x̃2 sinφ,
x2 = x̃1 sinφ+ x̃2 cosφ.

Такому перетворенню координат вiдповiдає наступне перетворення одно-
рiдних координат: 

y1 = ỹ1 cosφ− ỹ2 sinφ,
y2 = ỹ1 sinφ+ ỹ2 cosφ,

y3 = ỹ3.
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Матриця переходу вiд нових однорiдних координат до старих є

C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

 ,

i detC = 1.
У нових однорiдних координатах рiвняння нашої кривої буде

a1ij ỹ
iỹj = 0, i, j = 1, 2, 3, A1 = (a1ij).

Але ми знаємо, що A1 = CACt, звiдси detA = detA1, тобто дискри-
мiнант кривої не змiнюється при поворотi осей координат.

Розглянемо паралельний перенос{
x1 = x̃1 + d1,
x2 = x̃2 + d2.

Такому перетворенню вiдповiдають наступнi перетворення однорiдних
координат: 

y1 = ỹ1 + d1ỹ3,
y2 = ỹ2 + d2ỹ3,

y3 = ỹ3;

матриця цього перетворення

C =

 1 0 d1

0 1 d2

0 0 1

 ,

i detC = 1, отже detA = detA1, де знову A i A1 — матрицi нашої кривої
в старiй i новiй системах координат вiдповiдно, A1 = CACt.

Таким чином, наше твердження повнiстю доведено.

Аналогiчно доводиться, що дискримiнант поверхнi, заданої рiвнян-
ням

a11(x
1)2 + 2a12x

1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x

1x3 + 2a23x
2x3+

+a33(x
3)2 + 2a14x

1 + 2a24x
2 + 2a34x

3 + a44 = 0, (6.23)

I4 = det


a11 a12 a13 a14
a12 a22 a23 a24
a13 a23 a33 a34
a14 a24 a34 a44


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є iнварiант.
Використовуючи iнварiанти, можна привести рiвняння кривої (по-

верхнi) до канонiчного вигляду.
Розглянемо випадок кривої. Нехай в деяких системах координат кри-

ва задана рiвнянням (6.22): λ1, λ2;

I1 = a11 + a22 = λ1 + λ2,

I2 = a11a22 − a212 = λ1λ2,

I3 = det

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33


— iнварiанти кривої.

Розглянемо всi можливi випадки.

1) I2 ̸= 0, тобто λ1λ2 ̸= 0.

Виберемо систему координат так, щоб осi координат мали напрям
власних векторiв, а центр кривої був початком координат. Тодi рiвняння
кривої прийме вигляд

a11(x̃
1)2 + a22(x̃

2)2 + a33 = 0.

Характеристичний многочлен цього рiвняння: det
(
a11 − λ 0

0 a22 − λ

)
.

Отже, a11 = λ1, a22 = λ2.

Щоб знайти коефiцiєнт a33, потрiбно використати iнварiант I3:

I3 =

∣∣∣∣∣∣
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 a33

∣∣∣∣∣∣ = λ1λ2a33 = I2a33.

Звiдси a33 = I3
I2
.

Таким чином, канонiчне рiвняння кривої знайдено:

λ1(x̃
1)2 + λ2(x̃

2)2 +
I3
I2

= 0.

2) I2 = 0, I3 ̸= 0.
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В деякiй системi координат рiвняння кривої набуде вигляду

a22(x̃
2)2 + 2a13x̃

1 = 0

(див. 6.2)
Будемо вважати, що λ1 = 0 (зауважимо, що одночасно λ1, λ2 не

можуть дорiвнювати нулю). Тодi a22 = λ2,

I3 =

∣∣∣∣∣∣
0 0 a13
0 λ2 0
a13 0 0

∣∣∣∣∣∣ = −I1(a13)2,

звiдси

a13 =

√
−I3
I1
.

Таким чином, канонiчне рiвняння кривої в цьому випадку набуде
вигляду

λ2(x̃
2)2 + 2

√
−I3
I1

x̃1 = 0.

3) I2 = 0, I3 = 0.

В деякiй системi координат рiвняння кривої прийме вигляд

a22(x̃
2)2 + a33 = 0.

Зауваження. Рiвнiсть нулю iнварiанта I3 є критерiй виродженостi
кривої 2-го порядку.

Приклад. Нехай крива задана рiвнянням

5x2 + 8xy + 5y2 − 18x− 18y + 9 = 0.

Зауважимо, що коли крива невироджена, то у випадку, коли I2 =
= λ1λ2 > 0, це елiпс, I2 = 0 — парабола, I2 < 0 — гiпербола.

Обчислимо I2 для нашої кривої:

I2 =

∣∣∣∣ 5 4
4 5

∣∣∣∣ = 25− 16 = 9 > 0,

крива елiптичного типу.
Знайдемо коренi характеристичного многочлена:∣∣∣∣ 5− λ 4

4 5− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)2 − 16 = (5− λ− 4)(5− λ+ 4) = 0,
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λ1 = 1, λ2 = 9. Обчислимо

I3 =

∣∣∣∣∣∣
5 4 −9
4 5 −9
−9 −9 9

∣∣∣∣∣∣ = 9

∣∣∣∣∣∣
5 4 −1
4 5 −1
−9 −9 1

∣∣∣∣∣∣ = −81;

I3 ̸= 0 — нерозпадна крива.
В деякiй системi координатOx̃ỹ рiвняння нашої кривої x̃2+9ỹ2−9 = 0,

або
x̃2

9
+
ỹ2

1
= 1,

це рiвняння елiпса.
Початок системи координат Ox̃ỹ збiгається з центром кривої. Зна-

йдемо центр кривої в системi координат Oxy, координати центра задо-
вольняють системi рiвнянь{

Fx = 0,
Fy = 0;

{
5x+ 4y − 9 = 0,
4x+ 5y − 9 = 0;

звiдси знаходимо xц = 1, yц = 1. Таким чином, ми знайшли точку
O1(1, 1) на площинi Oxy, яка є початком нової системи координат Ox̃ỹ.

Знайдемо напрями осей нової системи координат. Новi осi — осi си-
метрiї кривої, нормалi осей симетрiї кривої — власнi вектори вiдповiдної
матрицi. Власнi числа ми знайшли: λ1 = 1, λ2 = 9. Знайдемо власнi
вектори, що вiдповiдають їм.

Вони задовольняють рiвнянню (A− λE)n = 0.
Далi

λ1 = 1, A− λ1E =

(
4 4
4 4

)
.

Тодi (A− λ1E)n =

(
4 4
4 4

)(
n1
n2

)
= 0.

Звiдси отримали систему рiвнянь:
{

4n1 + 4n2 = 0,
4n1 + 4n2 = 0.

Цiй системi за-

довольняє вектор (n1, n2) з координатами n1 = 1, n2 = −1.
Таким чином, перший власний вектор, базисний вектор нової системи

координат ẽ1 = ( 1√
2
,− 1√

2
).

Аналогiчно знаходимо другий базисний вектор нової системи коор-
динат (рис.152):

λ2 = 9, A− λ2E =

(
−4 4
4 −4

)
,
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{
−4n1 + 4n2 = 0,
4n1 − 4n2 = 0,

n1 = 1, n2 = 1, ẽ2 = (
1√
2
,

1√
2
).

x

y
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y~

0
1

1

x
~~
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~~
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2
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152.Рис

Зауваження. Власними векторами є i протилежно направленi векто-
ри −ẽ1,−ẽ2. Вибираючи певнi власнi вектори за базиснi вектори нової
системи координат, ми або зберiгаємо орiєнтацiю площини, або змi-
нюємо її на протилежну.

Знайдемо формули переходу вiд системи координат O1x̃ỹ до систе-
ми Oxy. Щоб одержати iз системи Oxy систему O1x̃ỹ, потрiбно зробити
паралельний перенос i поворот. Паралельний перенос задається форму-
лами {

x = ˜̃x+ 1,

y = ˜̃y + 1.

Старий базис e = (e1, e2) i новий базис ẽ = (ẽ1, ẽ2) зв’язани формулами{
ẽ1 =

e1√
2
− e2√

2

ẽ2 =
e1√
2
+ e2√

2
,

матриця переходу вiд старого базиса до нового

C =

(
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

)
.

Використовуючи транспоновану матрицю Ct, запишемо формули пере-
ходу вiд координат x̃, ỹ до координат ˜̃x, ˜̃y :{

˜̃x = 1√
2
x̃+ 1√

2
ỹ,

˜̃y = − 1√
2
x̃+ 1√

2
ỹ.
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Таким чином, формули переходу вiд координат x, y до координат x̃, ỹ
мають вигляд {

x = 1√
2
x̃+ 1√

2
ỹ + 1,

y = − 1√
2
x̃+ 1√

2
ỹ + 1.

Зауваження. Якщо спочатку зробити поворот системи координат
Oxy, щоб одержати систему Ox̃ỹ, а потiм паралельний перенос Ox̃ỹ,
щоб одержати систему координат O1x̃ỹ, то потрiбно пам’ятати, що
координати точки O1 в системi координат Ox̃ỹ не будуть дорiвнювати
(1, 1).

Розглянемо випадок поверхнi, використовуючи iнварiанти для приве-
дення рiвняння поверхнi 2-го порядку до канонiчного вигляду, доведемо
класифiкацiйну теорему.

Теорема 6.4.1. Для поверхнi 2-го порядку iснує така прямокутна де-
картова система координат у просторi, в якiй рiвняння цiєї поверхнi
прийме один з перелiчених 17 виглядiв (див. 5.2), тобто перелiченими
поверхнями вичерпуються всi поверхнi другого порядку.

Доведення. Нехай у деякiй системi координат поверхня задана рiвнян-
ням (6.23). Розглянемо можливi випадки.

1. I3 ̸= 0, тобто λ1λ2λ3 ̸= 0.

Виберемо систему координат так, щоб осi координат мали напрями вла-
сних векторiв, а центр поверхнi був початком координат. Тодi рiвняння
поверхнi набуде вигляду

a11(x̃
1)2 + a22(x̃

2)2 + a33(x̃
3)2 + a44 = 0.

Характеристичний многочлен цього рiвняння —

det

 a11 − λ 0 0
0 a22 − λ 0
0 0 a33 − λ

 .

Отже, a11 = λ1, a22 = λ2, a33 = λ3. Коефiцiєнт a44 знайдемо, викори-
стовуючи iнварiант I4 :

I4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ1λ2λ3a44 = I4a44,
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звiдси a44 = I4
I3
.

Таким чином, канонiчне рiвняння поверхнi —

λ1(x̃
1)2 + λ2(x̃

2)2 + λ3(x̃
3)2 +

I4
I3

= 0.

Залежно вiд значень коефiцiєнтiв останнього рiвняння воно задає наступ-
нi поверхнi:

1) (+++–) — елiпсоїд;

2) (+++0) — точку;

3) (++++) — порожню множину;

4) (++– –) — однопорожнистий гiперболоїд;

5) (++–0) — конус;

6) (++–+) — двопорожнистий гiперболоїд.

2. I3 = 0, I4 ̸= 0.

Дiючи аналогiчно випадку 2 для кривих, одержимо наступне канонiчне
рiвняння поверхнi:

λ1(x̃
1)2 + λ2(x̃

2)2 + 2

√
−I4
I2

x̃3 = 0.

Залежно вiд значень коефiцiєнтiв рiвняння задає такi поверхнi:

7) (++) — елiптичний параболоїд;

8) (+–) — гiперболiчний параболоїд.

3. I3 = 0, I4 = 0, I2 ̸= 0

Рiвняння (6.23) можна привести до вигляду

λ1(x̃
1)2 + λ2(x̃

2)2 + a44 = 0

i залежно вiд значень коефiцiєнтiв одержати поверхнi:

9) (++–) — елiптичний цилiндр;

10) (++0) — пряму;
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11) (+++) — порожню множину;

12) (+– –) — гiперболiчний цилiндр;

13) (+–0) — пару площин, що перетинаються.

3*. I4 = 0, I3 = 0, I2 = 0.

Рiвняння (6.23) приводиться або до вигляду

λ1(x̃
1)2 + a24x̃

2 = 0,

що дає

14) параболiчний цилiндр

або до вигляду
λ1(x̃

1)2 + a44 = 0,

що залежно вiд значень коефiцiєнтiв задає

15) (+–) — пару паралельних площин;

16) (+0) — пару площин, що спiвпадають;

17) (++) — порожню множину.

Зауваження. Iз доведення теореми випливає, що рiвнiсть нулю iнварi-
анта I4 є критерiй виродженостi поверхнi 2-го порядку. До вироджен-
ня поверхонь вiдносяться конуси, цилiндри, поверхнi, що розпадаються
на лiнiйнi образи.

6.4.1 Асимптоти гiперболи. Асимптотичний конус гiпер-
болоїда.

Нехай гiпербола задана рiвнянням

F = a11(x
1)2 + 2a12x

1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x

1 + 2a23x
2 + a33 = 0. (6.24)

Перейдемо до системи координат Ox̃1x̃2, в якiй рiвняння гiперболи має
канонiчний вигляд:

F̃ = λ1(x̃
1)2 + λ2(x̃

2)2 +
I3
I2

= 0.
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В цiй системi координат асимптоти задаються рiвнянням

λ1(x̃
1)2 + λ2(x̃

2)2 = 0,

тобто
F̃ − I3

I2
= 0.

Якщо тепер перейти знову до координат x1, x2, то рiвняння асимптот
гiперболи (6.24) буде

F − I3
I2

= 0.

Проводячи аналогiчнi мiркування для однопорожнистого або двопо-
рожнистого гiперболоїда

F = a11(x
1)2 + 2a12x

1x2 + . . .+ a44 = 0,

одержимо рiвняння його асимптотичного конуса:

F − I4
I3

= 0.

На практицi приводити рiвняння до канонiчного вигляду доводиться
не часто. Частiше по загальному рiвнянню кривої (поверхнi) потрiбно
вмiти пiзнавати, що це за крива (поверхня). При цьому суттєво викори-
стовуються iнварiанти.

Розглянемо спочатку кривi 2-го порядку. Нехай крива задана загаль-
ним рiвнянням

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0.

Форму кривої визначає iнварiант I2 = a11a22 − a212 = λ1λ2, де λ1, λ2
— коренi характеристичного многочлена кривої.

1. Якщо I2 ̸= 0, то крива центральна, тобто елiпс, гiпербола, точка
чи порожня множина. Точнiше,

(*) якщо I2 > 0 — елiпс, точка або порожня множина;

(**) якщо I2 < 0 — гiпербола.

2. Якщо I2 = 0 — крива нецентральна, тобто або парабола, або виро-
джена крива.
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Крива вироджена тодi i тiльки тодi, коли iнварiант

I3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Якщо I2 = 0, I3 ̸= 0 — крива є парабола.
Щоб довести наведенi вище твердження, досить їх перевiрити для

канонiчних рiвнянь, оскiльки I2, I3 — iнварiанти.
Розглянемо тепер поверхнi 2-го порядку. Нехай поверхня задана за-

гальним рiвнянням

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13xz + 2a23yz + a33z
2+

+2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44 = 0.

3. Якщо iнварiант I3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 — поверхня центральна i

має один центр, тобто елiпсоїд, однопорожнистий гiперболоїд, дво-
порожнистий гiперболоїд, конус, точка або порожня множина.

4. Якщо I3 = 0, поверхня нецентральна; серед невироджених повер-
хонь це — елiптичний параболоїд або гiперболiчний параболоїд.

5. Якщо iнварiант I4 =

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a14
... ... ...
a14 ... a44

∣∣∣∣∣∣ = 0 — поверхня вироджена,

тобто конус, цилiндр, прямi, площини або порожня множина.

Розглянемо поверхнi, що мають точки, в яких є дотичнi площини. Iнва-
рiант I4 визначає форму поверхнi.

Обчисливши iнварiант I4 для канонiчних рiвнянь, впевнюємося, що
коли

a) I4 < 0, то поверхня — елiпсоїд, двопорожнистий гiперболоїд або
елiптичний параболоїд ;

b) I4 = 0, то поверхня — конус, цилiндр або розпадається на пару
площин;

c) I4 > 0, то поверхня — однопорожнистий гiперболоїд або гiперболi-
чний параболоїд.
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Теорема 6.4.2. Якщо I4 < 0, то поверхня опукла, вона лежить по
одну сторону вiд дотичної площини, має з нею одну спiльну точку.

Якщо I4 = 0 i поверхня не розпадається на пару площин, то поверх-
ня лежить по одну сторону вiд дотичної площини, має з нею спiльну
пряму.

Якщо I4 > 0, то поверхня лежить по обидвi сторони вiд дотичної
площини, має з нею спiльнi двi прямi, що перетинаються.

Доведення. Виберемо систему координат спецiальним чином: по-
чаток координат помiстимо в точку, що належить поверхнi, вiсь Ox3

напрямимо по нормалi до поверхнi в цiй точцi. Тодi рiвняння дотичної
площини в цiй точцi, яка спiвпадає з площиною Ox1x2, буде x3 = 0, а
рiвняння поверхнi має наступний вигляд:

aijx
ixj + 2x3 = 0.

Обчислимо iнварiант I4 поверхнi в цiй системi координат:

I4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0
a12 a22 a23 0
a13 a23 a33 1
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(a11a22 − a212).

Знайдемо перерiз нашої поверхнi дотичною площиною:

a11(x
1)2 + 2a12x

1x2 + a22(x
2)2 = 0, x3 = 0. (6.25)

Можливi три випадки:

1) Якщо a11a22 − a212 > 0, тобто I4 < 0, то система (6.25) має єдиний
розв’язок — (0, 0, 0). Отже, поверхня — опукла. Це елiпсоїд, елiпти-
чний параболоїд, компоненти зв’язностi двопорожнистого гiпербо-
лоїда.

2) Якщо a11a22 − a212 = 0, тобто I4 = 0, то розв’язком системи (6.25) є
пара прямих, що злилися. Поверхня — конус або цилiндр.

3) Якщо a11a22−a212 < 0, тобто I4 > 0, то (6.25) задає пару прямих, що
перетинаються. Поверхня — однопорожнистий гiперболоїд або гi-
перболiчний параболоїд. Таким чином, через кожну точку однопо-
рожнистого гiперболоїда чи гiперболiчного параболоїда проходять
двi прямi, що лежать на поверхнi.
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У першому випадку точки поверхнi називаються елiптичними, у
другому — параболiчними, в третьому — гiперболiчними.

Всi точки фiксованої поверхнi 2-го порядку належать одному типу,
оскiльки iнварiант I4 не залежить вiд точок поверхнi.

Для iнших поверхонь це не так. Наприклад, на торi є i елiптичнi, i
параболiчнi, i гiперболiчнi точки: A — елiптична, B — параболiчна, C —
гiперболiчна точка (рис. 153).

A

B

C
x

y

a

b

0

P

P¢

153.Рис
154.Рис

6.5 Прямолiнiйнi твiрнi на поверхнi 2-го порядку

Розглянемо невиродженi поверхнi, цилiндри i конуси. Не втрачаючи
загальностi, можна вважати, що поверхнi заданi канонiчними рiвнян-
нями.

1. Елiпсоїд
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

На елiпсоїдi немає прямих, оскiльки це обмежена поверхня.

2. Двопорожнистий гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1.

Оскiльки I4 < 0 i дотична площина має з поверхнею тiльки спiльну
точку, то на двопорожнистому гiперболоїдi немає прямих лiнiй.

3. Елiптичний параболоїд

z =
x2

a2
+
y2

b2
.
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Оскiльки I4 < 0, то на елiптичному параболоїдi немає прямих по
аналогiї з попереднiм випадком.

4. Конус
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

Оскiльки I4 = 0, то за теоремою 6.4.2. через кожну точку конуса
проходить єдина пряма, що лежить на конусi, — твiрна конуса.

5. Цилiндр

Оскiльки I4 = 0, то аналогiчно попередньому випадку на цилiндрi,
крiм твiрних, iнших прямих немає.

Для однопорожнистого гiперболоїда та гiперболiчного параболої-
да iнварiант I4 > 0. За теоремою 6.4.2. через кожну точку цих
поверхонь проходять двi прямi. Розглянемо сiмейство прямих, що
лежать на даних поверхнях, бiльш докладно.

6. Однопорожнистий гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.

Перетворимо рiвняння однопорожнистого гiперболоїда:

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
,
(x
a
− z

c

)(x
a
+
z

c

)
=
(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
. (6.26)

Розглянемо два сiмейства прямих:
x
a − z

c = λ
(
1− y

b

)
λ
(
x
a + z

c

)
= 1 + y

b

(6.27)


x
a − z

c = µ
(
1 + y

b

)
µ
(
x
a + z

c

)
= 1− y

b

(6.28)

тут λ, µ — параметри, −∞ 6 λ, µ 6 +∞.

Дослiдимо властивостi цих сiмейств.

1) Рiвняння (6.27) задають пряму.
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Доведення. Нам потрiбно довести, що площини, заданi першим i дру-
гим рiвнянням системи (6.27), перетинаються i не спiвпадають. Обчи-
слимо для цього векторний добуток нормалей цих площин:∣∣∣∣∣∣

i j k
1
a

λ
b −1

c
λ
a −1

b
λ
c

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 1

bc
i− 2λ

ac
j − λ2 + 1

ab
k ̸= 0.

Отже, система (6.27) задає пряму при будь-якому значеннi λ.

2) Пряма (6.27) лежить на поверхнi.

Доведення. Справдi, якщо координати деякої точки задовольняють
рiвнянню (6.27), то вони задовольняють i рiвнянню (6.26), яке є наслiд-
ком системи (6.27).

3) Через кожну точку поверхнi проходить пряма iз сiмейства (6.27).

Доведення. Нехай точка P0(x0, y0, z0) належить поверхнi. I нехай або
x0
a + z0

c ̸= 0, або 1−y0
b ̸= 0; будемо вважати для визначеностi, що 1−y0

b ̸= 0;
З рiвняння

x0
a

− z0
c

= λ
(
1− y0

b

)
(6.29)

знаходимо λ, при якому пряма сiмейства (6.27) проходить через точку
P0. Оскiльки iз рiвняння (6.29) λ визначається однозначно, через точку
P0 проходить єдина пряма сiмейства (6.27).

Якщо x0
a + z0

c = 0 i 1− y0
b = 0, то шуканою прямою буде

1 + y
b = 0

x
a − z

c = 0.

Iз властивостi 3) випливає, що будь-якi двi прямi сiмейства (6.27)
не перетинаються, оскiльки якщо вони перетинаються, то лише в точцi
поверхнi i, отже, через цю точку проходять двi прямi сiмейства (6.27),
що суперечить ранiше доведеному (6.28).

4) Будь-якi три прямi сiмейства (6.27) є прямi загального положен-
ня, тобто вони лежать в рiзних площинах, i напрямнi вектори цих
прямих утворюють базис 3-вимiрного простору.
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Доведення. Розглянемо три прямi сiмейства (6.27). Вiдповiднi їм λ1, λ2, λ3
попарно рiзнi, тобто

(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ3 − λ1) ̸= 0.

За напрямний вектор прямої (6.27) можна прийняти вектор

p(λ) =

(
1− λ2

bc
,

2λ

ac
,

1 + λ2

ab

)
.

Щоб довести лiнiйну незалежнiсть векторiв p(λ1), p(λ2), досить показа-
ти, що їх змiшаний добуток не дорiвнює нулю, тобто потрiбно довести,
що визначник ∣∣∣∣∣∣

λ21 − 1 λ1 λ21 + 1
λ22 − 1 λ2 λ22 + 1
λ23 − 1 λ3 λ23 + 1

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Довести це самостiйно.

Наслiдком властивостi 4) є те, що нашi прямi лежать в рiзних площинах.

5) Кожна пряма сiмейства (6.27) перетинається з кожною прямою сi-
мейства (6.28), крiм однiєї, паралельної їй прямої.

Доведення. Розглянемо одну пряму сiмейства (6.27) i одну пряму сiмей-
ства (6.28), (λ, µ— деякi фiксованi числа).Потрiбно довести, що система
рiвнянь (6.27), (6.28) має розв’язок. Покажемо, що четверте рiвняння є
наслiдок перших трьох. Розглянемо випадок λµ ̸= 0. З першого рiвняння
систем (6.27) i (6.28) випливає, що

1− y

b
=
µ

λ

(
1 +

y

b

)
.

Пiдставимо цей вираз у друге рiвняння системи (6.28) i одержимо друге
рiвняння системи (6.27).

Таким чином, друге рiвняння системи (6.28) можна вiдкинути i до-
слiдити систему 3-лiнiйних рiвнянь з трьома невiдомими x, y, z.

Випадок λµ = 0 розглянути самостiйно.

Зауваження. Властивостi 1) — 5) мають мiсце для сiмейства (6.28).

6) Iнших прямих, крiм тих, що заданi рiвняннями (6.27), (6.28), на
однопорожнистому гiперболоїдi немає.
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Ця властивiсть випливає з того, що, як доведено в 6.3., максимальна
кiлькiсть прямих, якi проходять через точку поверхнi i лежать на нiй,
дорiвнює двом, якщо поверхня не вироджується в пару площин i якщо
в точцi, що розглядається, iснує дотична площина.

Таким чином, ми довели, що на однопорожнистому гiперболоїдi є
два сiмейства прямолiнiйних твiрних, що будь-якi три прямi одного сi-
мейства є прямi загального положення, що кожна пряма 2-го сiмейства
перетинає всi прямi першого сiмейства, за виключенням однiєї, i, отже,
перетинає будь-якi три фiксованi прямi 1-го сiмейства.

Справедливе обернене твердження: якщо взяти будь-якi три пря-
мi загального положення, то геометричним мiсцем прямих простору,
що перетинають три данi прямi, буде однопорожнистий гiперболоїд.

Довести це твердження самостiйно.
Лiнiйчаста будова однопорожнистого гiперболоїда використовується

в будiвництвi: телевiзiйна башта на Шаболовцi побудована у виглядi
однопорожнистого гiперболоїда, — сталевий каркас — прямолiнiйнi твiр-
нi.

7. Гiперболiчний параболоїд

z =
x2

a2
− y2

b2
.

Гiперболiчний параболоїд має властивостi, аналогiчнi властивостям
однопорожнистого гiперболоїда, але є i вiдмiнностi:

1) на гiперболiчному параболоїдi є два сiмейства прямолiнiйних твiр-
них;

2) через кожну точку гiперболiчного параболоїда проходить по однiй
прямiй з кожного сiмейства;

3) всi прямi одного сiмейства паралельнi деякiй площинi;

4) кожна пряма одного сiмейства перетинає всi прямi другого сiмей-
ства.

Доведемо спочатку властивостi 1) — 4) для гiперболiчного параболоїда,
заданого рiвнянням

z = xy. (6.30)

Доведення. 1) Очевидно, що на поверхнi (6.30) лежать прямi двох сi-
мейств:

x = c1, z = c1y; (6.31)
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y = c2, z = c2x; −∞ < c1, c2 < +∞. (6.32)

Розглянемо ортогональнi проекцiї прямих сiмейства (6.31) i (6.32) на
площину Oxy; рiвняння проекцiй вiдповiдно наступнi:

x = c1, z = 0; (6.33)

y = c2, z = 0. (6.34)

Наявнiсть властивостей 2) – 4) досить показати для прямих (6.33), (6.34),
оскiльки гiперболiчний параболоїд i прямi (6.31), (6.32) взаємно однозна-
чно проектуються на площину Oxy.

2) Двi прямi одного сiмейства (6.31) або (6.32) не перетинаються,
оскiльки проектуються в рiзнi паралельнi прямi площини Oxy.

3) Всi прямi сiмейства (6.31) паралельнi площинi Oyz; всi прямi сi-
мейства (6.29) паралельнi площинi Oxz.

4) Кожна пряма сiмейства (6.33) перетинає кожну пряму сiмейства
(6.34), оскiльки прямi (6.33) паралельнi осi Oy, а прямi (6.34) паралельнi
осi Ox.

Таким чином, властивостi 1) – 4) доведенi для окремого випадку —
гiперболiчного параболоїда, заданого рiвнянням z = xy; але в деякiй
iншiй системi координат ця ж поверхня має рiвняння:

z =
x̃2 − ỹ2

2
.

Здiйснимо стискання простору
˜̃x = ax̃√

2
˜̃y = bỹ√

2
˜̃z = z

при цьому поверхня z = x̃2−ỹ2

2 перейде в поверхню ˜̃z =
˜̃x2

a2
− ˜̃y2

b2
, пря-

мi перейдуть у прямi, паралельнi прямi — в паралельнi прямi. Отже,
властивостi 1) – 4) зберiгаються для поверхнi z = x2

a2
− y2

b2
.

Випишемо сiмейства прямолiнiйних твiрних поверхнi:{
λz = x

a + y
b

1 = λ
(
x
a − y

b

) {
µz = x

a − y
b

1 = µ
(
x
a + y

b

)
.

(6.35)

Для виписаних сiмейств прямих самостiйно довести наявнiсть вла-
стивостей 1) – 4) методом, аналогiчним методу, що застосовується для
однопорожнистого гiперболоїда.
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5) Iнших прямих, крiм тих, що заданi рiвняннями (6.35) на гiперболi-
чному параболоїдi немає.

Властивiсть доводиться аналогiчно вiдповiднiй властивостi однопоро-
жнистого гiперболоїда.

Iз властивостi 4) випливає, що коли взяти три прямi одного сiмейства,
то кожна пряма другого сiмейства перетинає кожну з цих трьох прямих.

Має мiсце i обернене. Нехай у просторi заданi три прямi, паралельнi
деякiй площинi, нiякi двi з яких не перетинаються i нiякi двi з яких не
паралельнi. Тодi геометричним мiсцем прямих, що перетинають цi три
прямi, є гiперболiчний параболоїд.

Довести самостiйно.
В Харковi дах кiнотеатру «Україна» i дах цирку мають форму гi-

перболiчного параболоїда. Ця поверхня має прямолiнiйнi твiрнi, i тому
її легко будувати.

6.6 Топологiчнi властивостi кривих (поверхонь)
2-го порядку

До топологiчних властивостей вiдносять такi, якi зберiгаються при
взаємно однозначних неперервних вiдображеннях. Прикладами таких
властивостей є «бути замкненою кривою» «бути елементарною кривою»
та iн. Властивiсть «бути опуклою кривою» не топологiчна, оскiльки мо-
жна досить легко побудувати гомеоморфний образ опуклої кривої, який
уже опуклою кривою не буде. До топологiчних властивостей слiд вiдне-
сти i властивiсть «бути кривою, що гомеоморфна якiйсь певнiй кривiй,
кривiй певного вигляду». Пiдведемо пiдсумки одержаних ранiше резуль-
татiв з точки зору топологiчних властивостей.

I. Елiпс
x2

a2
+
y2

b2
= 1

— опукла замкнена крива; елiпс, гомеоморфний колу. Гомеоморфiзм мо-
жна одержати, якщо поставити у вiдповiднiсть точки перетину кола i
елiпса променями, що виходять з початку координат (рис.154). Само-
стiйно довести, що таке вiдображення взаємно неперервне.

Отже, елiпс — вкладена крива.
Дуги елiпса, що лежать у вiдкритих координатних пiвплощинах, мо-

жна задати явно. Кожна з них гомеоморфна вiдкритому iнтервалу, го-
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меоморфiзм можна одержати за допомогою ортогональної проекцiї дуги
на координатну вiсь. Отже, кожна з цих дуг є елементарна крива.

II. Парабола
y2 = 2px

— елементарна крива. Ортогональна проекцiя на вiсь Oy задає гомео-
морфiзм параболи i прямої (рис. 155).

x0 a

b

x0

y
y

155.Рис 156.Рис

III. Гiпербола
y2

b2
− x2

a2
= 1

складається iз двох зв’язних компонент, якi є елементарними кривими,
y = b

√
1 + x2

a2
— явне задання верхньої вiтки гiперболи. Ортогональна

проекцiя кожної вiтки гiперболи на вiсь Ox задає гомеоморфiзм вiтки
гiперболи i прямої (рис. 156).

x
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157.Рис 158.Рис

IV. Пара прямих
x2

a2
− y2

b2
= 0,
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що перетинаються має особливу точку. Перетин пари прямих з околом
Uδ точки O(0, 0) — це «хрест» (рис.157), вiн не гомеоморфний iнтервалу.

V. Елiпсоїд
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

— вкладена поверхня. Елiпсоїд гомеоморфний сферi (рис. 158).
Частини елiпсоїда, якi лежать у вiдкритих координатних пiвпро-

сторах, однозначно проектуються у вiдповiднi координатнi площини на
областi, що гомеоморфнi вiдкритому кругу. Отже, кожна така частина
є елементарна поверхня. В сукупностi вони покривають весь елiпсоїд.

VI. Гiперболоїди i конус (рис. 159).

Розглянемо спочатку перехiд вiд гiперболи до спряженої гiперболи.
Потрiбно вирiзати деякi околи вершин гiперболи. Одержанi чотири зв’я-
знi компоненти потрiбно попарно склеїти по-iншому i вигнути так, як
показано на рис.160.

159.Рис 160.Рис

Перейдемо тепер до розглядання гiперболоїдiв. Вирiжемо iз однопо-
рожнистого гiперболоїда окiл «горлового» елiпса. Межi S1, S2 кускiв
поверхнi, що залишилися, — елiпси (рис. 161). Викинутий кусок, з то-
пологiчної точки зору, можна вважати цилiндричною поверхнею. Кривi
S1 i S2 на цилiндрi — межi двох тiлесних елiпсоїдiв. Пiдклеїмо цi тi-
леснi елiпси до кускiв однопорожнистого гiперболоїда, що залишилися,
i «вигнемо» поверхню так, щоб одержати двопорожнистий гiперболоїд
(рис. 162).

Розглянутi операцiї (їх називають перебудовами) застосовують у те-
орiї Морса.

Можна двопорожнистий гiперболоїд «перебудувати» в однопорожни-
стий.
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Для простоти будемо розглядати зараз гiперболоїди i конус обертан-
ня:

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1,

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 0,

x2 + y2

a2
− z2

c2
= −1

(цi поверхнi топологiчно еквiвалентнi загальним гiперболоїдам i конусу).
Вiзьмемо сферу iз центром на початку координат i вiдобразимо нашi по-
верхнi на сферу наступним чином: проведемо промiнь iз початку коорди-
нат i точцi перетину променя з поверхнею ( гiперболоїдами або конусом)
поставимо у вiдповiднiсть точку перетину променя iз сферою. При цьо-
му конус перейде в два кола на сферi; двопорожнистий гiперболоїд —
у двi вiдкритi шапочки, що обмеженi цими колами; однопорожнистий
гiперболоїд — у частину сфери, що залишилася, — «пояс» (рис. 163).

Зв’язна компонента двопорожнистого гiперболоїда гомеоморфна вiд-
критiй шапочцi, а шапочка гомеоморфна вiдкритому диску. Отже, зв’я-
зна компонента двопорожнистого гiперболоїда гомеоморфна площинi,
тобто є елементарною поверхнею.

161.Рис 162.Рис 163.Рис
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Зауваження. Гомеоморфiзм зв’язної компоненти двопорожнистого гi-
перболоїда i площини можна було встановити, здiйснивши ортогональ-
не проєктування зв’язної компоненти на координатну площину.

Однопорожнистий гiперболоїд гомеоморфний поясу на сферi; пояс
на сферi гомеоморфний поясу на цилiндрi, що обмежений двома ко-
лами; пояс на цилiндрi гомеоморфний цилiндру, оскiльки пояс — це
S1 × (a, b) (S1 — коло), а цилiндр — це S1 ×E1 (E1 — пряма). Отже,
однопорожнистий гiперболоїд — вкладена поверхня.
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Конус (подiбно парi прямих, що перетинаються, в плоскому випад-
ку) — це поверхня з особливою точкою — вершиною конуса. У вершини
конуса немає околу, який гомеоморфний кругу.

VII. Параболоїди заданi явно. Отже, вони гомеоморфнi площинi i є
елементарними поверхнями.

VIII. Елiптичний цилiндр — вкладена поверхня, оскiльки його мо-
жливо покрити чотирма частинами, кожна з яких гомеоморфна
площинi.

IX. Гiперболiчний цилiндр — вкладена поверхня, оскiльки кожна
зв’язна компонента гомеоморфна площинi.

X. Параболiчний цилiндр гомеоморфний площинi, отже, є елемен-
тарною поверхнею.

XI. Поверхнi, що залишилися, — виродженi. Вiдмiтимо серед них
пару площин, що перетинаються, якi мають особливу пряму — пря-
му перетину.
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Роздiл 7

Геометричнi перетворення

7.1 Рухи.

Рухом на площинi або в просторi називається таке вiдображення пло-
щини або простору на себе, при якому зберiгається вiдстань мiж точка-
ми, тобто вiдображення f : En → En (n = 2, 3) є рух, коли для будь-яких
x1, x2 ∈ En буде виконуватись рiвнiсть

|x1x2| = |f(x1)f(x2)|.

Властивостi руху.

1. Рух — взаємно однозначне вiдображення.

2. Тотожне вiдображення (позначається через id, e, 1) є рух.

3. Серед рухiв можна ввести операцiю множення (позначається ◦) як
композицiю вiдображень: нехай f, g — два рухи, x f→ y

g→ z, тодi
g ◦ f — також рух.

4. Для кожного руху f можна побудувати обернене вiдображення

f−1, x f→ y, y
f−1

→ x, f−1 ◦ f = id, де f−1 — також рух.

5. Якщо g, f, h — рухи, то справедлива рiвнiсть h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f,
оскiльки вона виконується для композицiї вiдображень.

6. Рухи переводять пряму в пряму. Це випливає iз нерiвностi трику-
тника.

201
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7.1.1 Рухи на площинi.

Нехай на площинi задана прямокутна декартова система координат
Ox1x2.

Приклади.

1. Паралельний перенос {
y1 = x1 + a1,
y2 = x2 + a2

є рухом. Перевiрити самостiйно.

2. Обертання навколо нерухомої точки на кут φ задається системою{
y1 = x1 cosφ− x2 sinφ,
y2 = x1 sinφ+ x2 cosφ

є рухом. Перевiрити самостiйно.

Зауваження. Поворот системи координат на кут φ вiдповiдає
повороту площини на кут −φ у фiксованiй системi координат
(рис. 164).
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164.Рис 165.Рис

3. Симетрiя вiдносно прямої, що задана рiвняннями{
y1 = x1,
y2 = −x2

також є рухом.
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Виявляється, що будь-який рух на площинi є композицiя наступних
рухiв: паралельного переносу, oбертання та осьової симетрiї.

Доведення. Нехай f — деякий рух на площинi, f(x0) = y0. Tb —
паралельний перенос на вектор b, де b = −−→y0x0. Розглянемо композицiю
Tb ◦ f, це також рух, причому (Tb ◦ f)(x0) = x0.

Розглянемо пряму l0, що проходить через точку x0. При русi Tb ◦ f
пряма l0 перейде в пряму l̃0, яка також проходить через точку x0 (рис. 165).
Здiйснимо поворот Rφ(x0) навколо точки x0 на кут φ, такий, щоб l̃0 пе-
рейшла в l0. Тодi рух Rφ(x0) ◦ Tb ◦ f пряму l0 лишає на мiсцi.

Розглянемо довiльну пряму l1,що проходить через точку x0 i утворює
кут α з прямою l0 (рис. 166). Як дiє на l1 рух Rφ(x0) ◦ Tb ◦ f? При русi
кут мiж прямими зберiгається незмiнним. Отже, можливi два випадки.
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1. Пряма l1 лишається на мiстi, i тодi

Rφ(x0) ◦ Tb ◦ f = 1.

2. Пряма l1 переходить в симетричну вiдносно прямої l0 пряму l̃1.
Тодi будемо розглядати рух Sl0 — симетрiю вiдносно прямої l0.
Результатом буде

Sl0 ◦Rφ(x0) ◦ Tb ◦ f = 1.

Зауважимо, що R−1
φ (x0) = R−φ(x0), T−1

b = T−b, S−1
l0

= Sl0 .
Тому в першому випадку:

f = T−b ◦R−φ(x0),

а у другому:
f = T−b ◦R−φ(x0) ◦ Sl0 .

Запишемо формули перетворення координат при русi на площинi.



204 РОЗДIЛ 7. ГЕОМЕТРИЧНI ПЕРЕТВОРЕННЯ

1. Нехай координати точки x0(0, 0). Тодi

Rφ(x0) :

{
z1 = x1 cosφ− x2 sinφ,
z2 = x1 sinφ+ x2 cosφ.

Tb :

{
y1 = z1 + b1,
y2 = z2 + b2, де b = (b1, b2).

Отже, будь-який рух I типу аналiтично записується так:{
y1 = x1 cosφ− x2 sinφ+ b1,

y2 = x1 sinφ+ x2 cosφ+ b2, 0 6 φ < 2π.
(7.1)

2. Нехай пряма l0 — вiсь Ox1 та координати точки x0(0, 0).

Sl0 :

{
z1 = x1,

z2 = −x2,

в матричному виглядi

Sl0 :

(
z1

z2

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x1

x2

)
.

Враховуючи пункт 1, кожний рух II типу аналiтично записується так:(
y1

y2

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
1 0
0 −1

)(
x1

x2

)
+

(
b1

b2

)
,

або {
y1 = x1 cosφ+ x2 sinφ+ b1,

y2 = x1 sinφ− x2 cosφ+ b2, 0 6 φ < 2π.
(7.2)

У матричному виглядi системи (7.1) i (7.2) записуються так:

y = Ax + b, де y =

(
y1

y2

)
, x =

(
x1

x2

)
, b =

(
b1

b2

)
.

Матриця A задовольняє умовi AtA = AAt = E, де At — транспоно-
вана матриця до матрицi A.

A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,
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або

A =

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
.

Система (7.1) задає рух, який є композицiєю повороту i паралель-
ного переносу, система (7.2) — композицiя осьової симетрiї, повороту i
паралельного переносу.

Приклад. Покажемо, що паралельний перенос на вектор a є ком-
позицiя двох осьових симетрiй. Дiйсно, нехай вiсь l1 спiвпадає з коорди-
натною вiссю Ox1, а вiсь l2 задається рiвнянням x2 = a

2 . Тодi симетрiї
вiдносно цих осей задаються наступними рiвняннями:{

y1 = −x1,
y2 = x2

{
z1 = −(y1 − a)

z2 = y2.

Їх композицiя має вигляд{
z1 = x1 + a ,
z2 = x2.

Згадаємо перетворення координат при поворотi системи координат
на кут φ (рис.167). Новий базис ẽ = (ẽ1, ẽ2) виражається через старий
базис e = (e1, e2) наступним чином:{

ẽ1 = e1 cosφ− e2 sinφ,
ẽ2 = e1 sinφ+ e2 cosφ.

Старi координати точки M через новi координати тiєї ж точки M
виражаються за допомогою системи{

x1 = x̃1 cosφ− x̃2 sinφ,
x2 = x̃1 sinφ+ x̃2 cosφ.

Новi координати точки M через старi{
x̃1 = x1 cosφ+ x2 sinφ,
x̃2 = −x1 sinφ+ x2 cosφ.

(7.3)

При поворотi системи координат на кут φ навколо точки O(0, 0) —
координати точки M змiнюються за формулами{

y1 = x1 cosφ− x2 sinφ,
y2 = x1 sinφ+ x2 cosφ.

(7.4)
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Зауважимо, що якщо обертати систему координат на кут φ, то в
новiй системi координат точка M матиме такi ж координати, як i точка,
що одержана з точки M шляхом обертання на кут −φ в старiй системi
координат. Звiдси, формули (7.3) переходять у формули (7.4), якщо в
(7.3) пiдставити −φ замiсть φ, i навпаки.

З’ясуємо, чим вiдрiзняються рухи (7.1) i (7.2). Система (7.1) описує
рухи I роду, для них матриця

A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,detA = 1.

Система (7.2) описує рухи II роду, для них

A =

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
, detA = −1.

Припустимо, що на площинi задана деяка орiєнтацiя. Нехай e =
= (e1, e2) — ортонормований базис, що задає цю орiєнтацiю. При русi
базис e перейде у новий базис ẽ = (ẽ1, ẽ2) площини. В системi (7.1)
матриця A така, що detA > 0. Отже, детермiнант матрицi переходу вiд
базису e до базису ẽ при русi (7.1) додатний. Таким чином, базис ẽ за-
дає ту ж орiєнтацiю площини, що i базис e . При русi II роду базис ẽ
задає протилежну орiєнтацiю площини, оскiльки детермiнант матрицi
переходу вiд e до ẽ вiд’ємний.

Рухи, що зберiгають орiєнтацiю площини, називаються власними, а
тi, що змiнюють орiєнтацiю — невласними.

Задати орiєнтацiю — це значить задати додатний напрям обертання
на площинi або вибрати додатний обхiд трикутника (рис.168). При русi
△A1A2A3 перейде в конгруентний △Ã1Ã2Ã3.
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168.Рис

При русi I роду напрям обходу сторiн трикутника зберiгається, при
русi II роду — змiнюється на протилежний (рис.168, 169).
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Будемо розглядати трикутник як тверде тiло. Якщо рух I роду, то, не
виходячи з площини, можна сумiстити трикутники △A1A2A3 i △Ã1Ã2Ã3.
Якщо рух II роду, то, не виходячи з площини, цi два трикутники сумi-
стити не можна.

Приклад. Розглянемо окремий випадок руху II роду — осьову си-
метрiю. Трикутники △A1A2A3 i △Ã1Ã2Ã3 не можна сумiстити, не ви-
ходячи з площини (рис.170). Осьова симетрiя — проекцiя на E2 руху
в E3. Обертанням в просторi навколо осi l на кут π △A1A2A3 можна
сумiстити з △Ã1Ã2Ã3.

1
A

2
A

3
A

1

~
A 2

~
A

3

~
A

l j

0 1
x

2
x

170.Рис 171.Рис

Ковзна симетрiя — це композицiя осьової симетрiї i паралельного
переносу в напрямi осi симетрiї. Якщо вiсь симетрiї вибрати за вiсь Ox1

у прямокутнiй системi координат, то ковзна симетрiя буде задаватися
рiвняннями: {

y1 = x1 + a ,
y2 = −x2.
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В окремому випадку, коли вектор паралельного переносу нульовий, це
осьова симетрiя.

Теорема Шаля (класифiкацiйна теорема).
Будь-який власний рух на площинi є або паралельний перенос, або

обертання навколо точки. Будь-який невласний рух є ковзна симетрiя.
Доведення. Розглянемо випадок власного руху. Вiн задається си-

стемою (7.1).

a.) Нехай A = E. Система (7.1) набуде вигляду{
y1 = x1 + b1,
y2 = x2 + b2,

така система рiвностей задає паралельний перенос.

У цьому випадку φ = 0, перетворення не має нерухомої точки.

b.) Нехай φ ̸= 0. Доведемо, що у цьому випадку є нерухома точка
перетворення, тобто iснує розв’язок матричного рiвняння

x = Ax + b або (E −A)x = b.

У координатному виглядi останнє рiвняння запишеться так:{
x1(1− cosφ) + x2 sinφ = b1,
−x1 sinφ+ x2(1− cosφ) = b2.

det(E −A) = det

(
1− cosφ sinφ
− sinφ 1− cosφ

)
=

= (1− cosφ)2 + sin2 φ = 2(1− cosφ) = 4 sin2
φ

2
̸= 0,

оскiльки, 0 < φ
2 < π.

Головний визначник системи не дорiвнює нулю, тому система має

єдиний розв’язок x0 =

(
x10
x20

)
. Цей розв’язок i є нерухома точка

руху (7.1).

Таким чином, рух задано рiвнянням y = Ax + b i x 0 = Ax 0 + b.

Звiдси,
y − x 0 = A(x − x 0). (7.5)
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Здiйснимо паралельний перенос системи координат так, щоб поча-
ток координат спiвпадав з точкою x0. Вiн задається рiвнiстю

x̃ = x − x 0.

У новiй системi координат рiвняння (7.5) матиме вигляд

ỹ = Ax̃ , де ỹ = y − y0,

це рiвняння описує поворот на кут φ навколо нового початку ко-
ординат.

Розглянемо випадок невласного руху. Вiн задається системою (7.2)
або рiвнянням(

y1

y2

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
1 0
0 −1

)(
x1

x2

)
+

(
b1

b2

)
.

Здiйснимо поворот системи координат на кут φ. У новiй системi
координат наш рух описується бiльш простим рiвнянням:(

ỹ1

ỹ2

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x̃1

x̃2

)
+

(
b1

b2

)
,

або {
ỹ1 = x̃1 + b1,
ỹ2 = −x̃2 + b2,

або {
ỹ1 = x̃1 + b1,

ỹ2 − b2

2 = −(x̃2 − b2

2 ).

Перейдемо до нової системи координат, здiйснивши паралельний
перенос, який задано формулами{ ˜̃x1 = x̃1,˜̃x2 = x̃2 − b2

2 .

У новiй системi координат рiвняння руху будуть такими:{ ˜̃y1 = ˜̃x1 + b1,˜̃y2 = −˜̃x2,
тобто будуть задавати ковзну симетрiю.
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Вправи.

1. Яке перетворення буде композицiєю осьових симетрiй Sl1 , Sl2 , якщо:
a) l1 ∥ l2; b) l1 ̸= l2?

2. Довести, що будь-який власний рух площини є композицiєю двох
осьових симетрiй, а будь-який невласний рух — композицiєю трьох
осьових симетрiй.

3. Яке перетворення буде композицiєю двох поворотiвRφ1(A), Rφ2(B)?

4. Яке перетворення буде композицiєю осьової симетрiї i повороту?

5. Яке перетворення буде композицiєю повороту i паралельного пере-
носу?

6. Яке перетворення задає композицiя Rφ ◦ T ◦R−φ?

Розглянемо комплекснi числа

x = x1 + ix2, y = y1 + iy2, b = b1 + ib2.

Ми знаємо, що eiφ = cosφ + i sinφ, x = x1 − ix2, точки x, x симе-
тричнi вiдносно осi x1.

Перевiрити самостiйно, що систему (7.1) можна записати так: y =
= eiφx+ b, а систему (7.2): y = eiφx+ b.

Всi рухи, як ми показали ранiше, утворюють групу i подiляються на
власнi i невласнi.

Композицiя двох власних рухiв є власний рух, тотожне перетворення
— власний рух, обернене до власного руху — власний рух. Отже, власнi
рухи самi утворюють групу, яка називається пiдгрупою власних рухiв.

Композицiя двох невласних рухiв — рух власний. Невласнi рухи гру-
пи не утворюють.

Композицiя власного i невласного руху — невласний рух. Якщо ство-
рити композицiю всiх власних рухiв з одним i тим же невласним рухом,
одержимо всi невласнi рухи.

Паралельнi переноси утворюють групу.
Розглянемо рухи, якi можуть бути заданi формулою y = Ax (або

y = y = eiφx , 0 ≤ φ < 2π). Вони утворюють групу, яка називається
ортогональною групою i позначається через O(2). Пiдгрупа групи O(2)
з detA = 1 позначається через SO(2). Кожному елементовi групи SO(2)
можна поставити у вiдповiднiсть точку кола, причому ця вiдповiднiсть
мiж елементами групи i точками кола буде взаємно однозначною (рис.171).
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7.1.2 Рухи в просторi.

Подiбно до плоского випадку можна довести, що будь-який рух є
лiнiйним перетворенням: y = Ax + b, або в координатнiй формi:

y1 = a11x
1 + a12x

2 + a13x
3 + b1,

y2 = a21x
1 + a22x

2 + a23x
3 + b2,

y3 = a31x
1 + a32x

2 + a33x
3 + b3.

Але не будь-яке лiнiйне перетворення задає рух, а лише таке, у якого
AAt = E.

Справдi, нехай перетворення y = Ax + b задає рух, тодi y = Ax
також задає рух. Перетворення y = Ax переводить 0 в 0, x в y , вiдстанi
мiж вiдповiдними точками зберiгаються. Отже,

(y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2

або ⟨
Ax , Ax

⟩
=
⟨
x , x

⟩
.

Пiдставимо в останню рiвнiсть yi = aijx
j (i, j = 1, 2, 3) i прирiвняємо

коефiцiєнти при xi, xj справа i злiва, одержимо

(a11)
2 + (a21)

2 + (a31)
2 = 1, a11a

1
2 + a21a

2
2 + a31a

3
2 = 0

i т.п.
Виписати самостiйно решту рiвностей i впевнитися, що

⟨
a i, aj

⟩
= δij ,

де вектор a i = {a1i , a2i , a3i } — умова, при якiй перетворення y = Ax є
рух.

Таким чином, щоб формула y = Ax + b задавала рух, матриця A
повинна бути ортогональною.

Лiнiйне перетворення є рух тодi i тiльки тодi, коли AAt = E.

Теорема.
Будь-яке ортогональне перетворення вигляду y = Ax має iнварi-

антну пряму, що переходить в себе (точки цiєї прямої не обов’язково
лишаються на мiсцi).

Доведення. Розглянемо рiвняння

Ax = λx або (A− λE)x = 0,

ненульовий вектор x , що задовольняє цьому рiвнянню, є власним век-
тором матрицi A, а число λ — власне значення, що вiдповiдає цьому
власному вектору.
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Рiвняння (A − λE)x = 0 рiвносильне системi трьох рiвнянь з трьо-
ма невiдомими. Щоб ця система мала ненульовий розв’язок, необхiдно
i достатньо, щоб det(A − λE)x = 0, тобто λ повинно бути коренем ха-
рактеристичного рiвняння матрицi A. Але оскiльки вимiрнiсть простору
n = 3 i матриця A — третього порядку, рiвняння det(A− λE)x = 0 — це
алгебраїчне рiвняння третього ступеня. Таке рiвняння завжди має дiй-
сний корень λ0, а рiвняння (A−λ0E)x = 0 має ненульовий розв’язок e0.
Тим самим твердження доведено.

Пряма, що проходить через початок координат у напрямi вектора e0

iнварiантна.
Оскiльки, рiвняння y = Ax задає рух, то⟨

Ae0, Ae0

⟩
=
⟨
e0, e0

⟩
.

Ми знаємо, що Ae0 = λ0e0, отже,⟨
λ0e0, λ0e0

⟩
=
⟨
e0, e0

⟩
.

Звiдси одержуємо λ20 = 1 i λ0 = ±1.
Виберемо систему координат спецiальним чином: напрям осi Ox3

спiвпадає з напрямом e0. Тодi площина x1x2 буде перпендикулярна до
вектора e0 (рис.172).

1
x

2
x

0

0
e

3
x

e

172.Рис

Площина, яка перпендикулярна до вектора e0 i проходить через по-
чаток координат, iнварiантна пiд дiєю руху y = Ax .

Справдi, нехай вектор e перпендикулярний до вектора e0, тобто⟨
e0, e

⟩
= 0, але

⟨
Ae0, Ae

⟩
=
⟨
e0, e

⟩
= 0 i Ae0 = ±e0, отже,⟨

± e0, Ae
⟩
= 0. Таким чином, Ae ⊥ e0.

З’ясуємо, який вигляд буде у матрицi A у вибранiй нами системi
координат. Нехай e = (e1, e2, e3) — ортонормований базис, що задає
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нашу систему координат. Ми довели, що

Ae3 = ±e3,

або в координатнiй формi a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 0
0
1

 =

 0
0
±1

 .

Ця матрична рiвнiсть дозволяє записати a13 = 0, a23 = 0, a33 = ±1.
Площина x1x2 — iнварiант руху y = Ax . Отже, a11 a12 0

a21 a22 0
a31 a32 ±1

 1
0
0

 =

 ∗
∗
0

 ,

де ∗ — довiльне дiйсне число. Звiдки, a31 = 0 i a11 a12 0
a21 a22 0
0 a32 ±1

 0
1
0

 =

 ∗
∗
0

 ,

тому a32 = 0.
Таким чином, у спецiальнiй системi координат матриця має вигляд

A =

(
Ã 0
0 ±1

)
,

де Ã — ортогональна матриця, що вiдповiдає плоскому русi (русi на пло-
щинi x1x2). Отже, будь-яка ортогональна матриця A третього порядку
має один з двох видiв:

A =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 ±1

 ,

або

A =

 cosφ sinφ 0
sinφ − cosφ 0
0 0 ±1

 .

Розглянемо всi можливi випадки:
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1. detA = 1.

1.1.

A =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 ±1

 .

У цьому випадку перетворення y = Ax є обертання на кут φ нав-
коло осi Ox3.

1.2.

A =

 cosφ sinφ 0
sinφ − cosφ 0
0 0 ±1

 .

У площинi x1x2 повернемо осi координат Ox1 i Ox2 на кут φ
2 . В

новiй системi координат матриця A набуде вигляду:

A =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Отже, перетворення y = Ax в цьому випадку є обертанням навколо
осi Ox1 на кут π.

Таким чином, у випадку 1. рiвняння y = Ax задає обертання нав-
коло деякої осi.

2. detA = −1.

2.1.

A =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 −1

 .

Обертання на кут φ навколо осi x3 i дзеркальна симетрiя вiдносно
площини x3 = 0 називається дзеркальним обертанням.

2.2.

A =

 cosφ sinφ 0
sinφ − cosφ 0
0 0 1

 .
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Перейдемо до нової системи координат так, як ми це зробили у ви-
падку 1.2. Матриця A набуде вигляду:

A =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .

Таким чином, наше перетворення у цьому випадку є дзеркальна си-
метрiя вiдносно площини x2 = 0. Це окремий випадок дзеркального
обертання.

Отже, у випадку 2. рiвняння y = Ax задає дзеркальне обертання.
Таким чином, ми довели, що будь-який рух виду y = Ax у просторi є

або обертання навколо деякої прямої на кут φ, або дзеркальне обертан-
ня. Отже, в деякiй системi координат будь-який такий рух буде задано
формулами: 

y1 = x1 cosφ− x2 sinφ,
y2 = x1 sinφ+ x2 cosφ,

y3 = ±x3.

Розглянемо ще деякi окремi випадки руху в просторi. Нехай рух за-
дано так: 

y1 = x1 cosφ− x2 sinφ,
y2 = x1 sinφ+ x2 cosφ,

y3 = x3 + b3.

Це композицiя повороту на кут φ навколо осi x3 i паралельного пере-
носу в напрямку цiєї осi. Такий рух називається гвинтовим. Це власний
рух.

Розглянемо композицiю симетрiї вiдносно площини (нехай це буде
площина x3 = 0) i паралельного переносу на вектор, що паралельний
цiй площинi: 

y1 = x1 + b1,
y2 = x2 + b2,
y3 = −x3.

Цей рух є невласним, вiн називається ковзною симетрiєю.
Паралельний перенос 

y1 = x1 + b1,
y2 = x2 + b2,
y3 = x3 + b3

є окремим випадком гвинтового руху.
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Обертання навколо осi — окремий випадок гвинтового руху.

Теорема Шаля (класифiкацiйна теорема для простору).
Будь-який власний рух (тобто рух y = Ax + b, де detA = 1) є

гвинтовий рух. Будь-який невласний рух (detA = −1) є або дзеркальне
обертання, або ковзна симетрiя вiдносно площини.

Доведення. Ми довели, що в деякiй системi координат матриця A
має вигляд:

A =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 , якщо detA = 1,

i

A =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 −1

 , якщо detA = −1.

Розглянемо спочатку власний рух. Якщо φ = 0, рiвняння y = Ax +b
набуде вигляду y = x + b i задає паралельний перенос.

Нехай φ ̸= 0. Будемо шукати нерухому точку перетворення y = Ax+b,
тобто розв’язок матричного рiвняння x = Ax + b, або (A−E)x = −b,
або системи рiвнянь:

x1(cosφ− 1) + x2 sinφ = −b1,
−x1 sinφ+ x2(cosφ− 1) = −b2,

0 = −b3.

Ця система розв’язкiв не має, якщо b3 ̸= 0. Але з перших двох рiвнянь
однозначно знаходяться x10, x

2
0 (оскiльки φ ̸= 0). Таким чином, iснує

x̃ 0 =

(
x̃10
x̃20

)
такий, що x̃ 0 = Ãx̃ 0 + b̃, де

Ã =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
, b̃ =

(
b1

b2

)
.

Але, оскiльки, матриця A має спецiальний вигляд, рух задається си-
стемою рiвнянь {

ỹ = Ãx̃ + b̃,
y3 = x3 + b3.

Пiдставимо в перше рiвняння b̃ = (E − Ã)x̃ i одержимо{
ỹ − x̃ 0 = Ã(x̃ − x̃ 0),

y3 = x3 + b3.
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Перейдемо до нової системи координат z1z2z3, яка зв’язана iз систе-
мою x1x2x3 так: 

z1 = x1 − x10,
z2 = x2 − x20,
z3 = x3,

тобто здiйснимо паралельний перенос у площинi x1x2. В новiй системi
координат наш рух задається бiльш простими рiвняннями:{

ỹ = Ãz̃ ,
y3 = z3 + b3,

якi описують композицiю обертання навколо осi Oz3 i паралельного пе-
реносу вздовж цiєї осi. Таким чином, це гвинтовий рух.

Розглянемо тепер невласний рух. Якщо φ = 0, то

A =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


i рух задає система рiвнянь

y1 = x1 + b1,
y2 = x2 + b2,

y3 = −(x3 − b3).

Перейдемо до нової системи координат z1z2z3, здiйснивши паралельний
перенос: 

z1 = x1,
z2 = x2,

z3 = x3 − b3.

У новiй системi координат рiвняння руху будуть наступними:
y1 = z1 + b1,
y2 = z2 + b2,
y3 = −z3.

Остання система рiвнянь задає ковзну симетрiю.
Випадок, коли φ ̸= 0, розглянути самостiйно.
Вказiвка. Якщо φ ̸= 0, то рiвняння (A−E)x = −b має єдиний розв’я-

зок. При допомозi паралельного переносу можна перейти до нової систе-
ми координат, в якiй рiвняння руху буде мати вигляд y = Az , де

A =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 −1

 ,
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i рух буде дзеркальним обертанням.

Рухи виду y = Ax утворюють групу, яка позначається через O(3).
Власнi рухи y = Az , detA = 1 також утворюють групу, вона позна-
чається через SO(3). Кожний рух такого роду є обертанням на кут φ
навколо нерухомої осi. Орiєнтуємо вiсь так, щоб iз її кiнця обертання
було видно проти годинникової стрiлки. Вiдкладемо на додатнiй пiвосi
вiд початку координат вiдрiзок довжиною φ. Кiнець вiдрiзка поставимо
у вiдповiднiсть руху. Тодi сукупнiсть всiх точок, що вiдповiдають вла-
сним рухам, заповнить кулю радiуса π з центром на початку координат.
Оскiльки обертання на кут π навколо прямої в протилежних напрямках
— один i той же рух, то дiаметрально протилежнi точки сфери, що є
межею кулi, потрiбно ототожнити. Куля с ототожненими дiаметрально
протилежними точками межi позначається через RP 3 i називається три-
вимiрним проективним простором. Ця множина є тривимiрним дiйсним
проективним простором. Таким чином, SO(3) допускає взаємно однозна-
чне вiдображення на RP 3, причому близькi рухи переходять в близькi
точки RP 3, тобто вiдображення є гомеоморфiзмом. Можна сказати, що,
з топологiчної точки зору, SO(3) = RP 3.

7.1.3 Кути Ейлера.

Нехай e = (e1, e2, e3) i ẽ = (ẽ1, ẽ2, ẽ3) — два ортонормованi базиси
однiєї орiєнтацiї. Позначимо через l пряму, по якiй перетинаються пло-
щини x1x2 i x̃1x̃2. Розглянемо кути

φ = (e1ˆl), ψ = (lˆẽ1), θ = (e3ˆẽ3).

Цi кути φ, ψ, θ (рис. 173) називаються кутами Ейлера. Якщо один
базис зафiксовано, то другий повнiстю визначається кутами Ейлера.

Якщо дано базис e = (e1, e2, e3) i кути φ, ψ, θ то, щоб одержати
базис ẽ = (ẽ1, ẽ2, ẽ3) потрiбно здiйснити такi повороти:

1. у площинi x1x2 повернути осi x1 i x2 на кут φ, вiсь x1 займе поло-
ження прямої l;

2. у площинi, перпендикулярнiй до прямої l, повернути вiсь x3 на кут
θ, одержимо вiсь x̃3;

3. у площинi, перпендикулярнiй до осi x̃3, повернути пряму l на кут
ψ, одержимо вiсь x̃1.
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Кожному базису ẽ (базис e фiксовано) вiдповiдає деяке перетворення
y = Ax , detA = 1 тiєї ж орiєнтацiї, що i e . Отже, якщо у просторi
задана система координат, то будь-який рух виду y = Ax , detA = 1
повнiстю визначається кутами Ейлера.

7.2 Дискретнi групи рухiв.

Ця тема безпосередньо пов’язана з фiзикою, мистецтвом, архiтекту-
рою.

Нехай у просторi є деяка фiгура. Розглянемо рухи, якi переводять
цю фiгуру в себе. Сукупнiсть усiх таких рухiв утворює групу, яка нази-
вається групою симетрiй фiгури.

Приклади.

1. Група, що складається з повторних застосувань повороту на кут
360◦

n , де n — деяке цiле число, має у собi n елементiв, називається
циклiчною групою i позначається через Cn. Вона є групою симе-
трiй правильного орiєнтованого n-кутника, тобто такого, на яко-
му вибрано напрямок обходу вершин. Група симетрiй центрально-
симетричної фiгури має в собi групу C2.

2. Група, що складається з обертань, якi описанi в прикладi 1, i вiд-
биттiв вiдносно n осей, що утворюють одна з iншою кути 180◦

n ,
має в собi 2n елементiв, називається дiедральною групою i позна-
чається через Dn. Ця група симетрiй неорiєнтованого правильного
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n-кутника, n > 3. Група симетрiй рiвнобедреного, але неправиль-
ного трикутника є група D1. Якщо група має вiсь симетрiї, то її
група симетрiй має в собi групу D1.

3. SO(2) є група симетрiй орiєнтованого кола.

4. O(2) є група симетрiй неорiєнтованого кола.

7.2.1 Дискретнi групи i правильнi точковi системи.

Група Г рухiв площини або простору називається дискретною, якщо
вона має таку властивiсть: для будь-якої точки x0 площини або простору
iснує куля фiксованого радiуса така, що пiд дiєю будь-якого елемента
групи Г точка x0 або лишається на мiсцi, або її образ знаходиться поза
кулею.

Приклади.

1. Група SO(2) не є дискретною.

2. Групи Cn, Dn дискретнi.

3. Нехай a , b — фiксованi вектори, числа m, n ∈ Z, де Z — множина
цiлих чисел. Група Г= ma+nb є дискретною. З алгебраїчної точки
зору, це група Z ⊕ Z.

Вiзьмемо довiльну точку x0 площини (простору) i подiємо на неї усi-
ма елементами групи. Сукупнiсть точок Г (x0) = {γx0 | γ ∈Г} площини
(простору) називається орбiтою точки x0.

Дискретна група характеризується тим, що навколо будь-якої точки
x0 iснує куля, всерединi якої немає iнших точок орбiти точки x0, крiм
самої цiєї точки.

Множина U називається фундаментальною областю групи, якщо в
цiй множинi є точки з кожної орбiти, причому внутрiшнiми точками
множини U не можуть бути двi точки з однiєї орбiти.

Федорiвськими, або кристалографiчними, називаються дискретнi гру-
пи, у яких фундаментальна область — обмежена множина.

Приклади.

1. Розглянемо групу Cn. Якщо n = 3, то група складається з трьох
елементiв: обертання на кути 0, 120, 240. Орбiта точки — вершини
правильного трикутника (рис.174).

Фундаментальною областю групи Cn є тiлесний кут, що дорiвнює
2π
n (рис.175).
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2. Нехай група Г= {ma}, де a — фiксований вектор, m ∈ Z. Орбiта
точки — множина точок, що розташованi на прямiй з напрямним
вектором a на вiдстанi |a | одна вiд iншої. Фундаментальною обла-
стю є полоса шириною |a | (рис.176). Отже, група Г= {ma} не є
федорiвською.

3. Нехай група Г= ma + nb, де a , b — фiксованi вектори, числа
m, n ∈ Z. Орбiта точки x0 складається з вершин гратки (рис.177).
Фундаментальною областю є, наприклад, паралелограм, який на-
тягнуто на вектори a , b (рис.178). Зауважимо, що вершини пара-
лелограма — точки однiєї орбiти, але нiякi двi iз внутрiшних точок
паралелограма не належать однiй орбiтi.
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177.Рис 178.Рис

За фундаментальну область групи Г= ma+nb можна взяти бiльш
складнi множини.

Група Г= ma + nb є федорiвською групою.

Правильною точковою системою називається сукупнiсть точок на
площинi або в просторi, яка задавольняє умовам:

1. для будь-яких двох точок x, y у сукупностi iснує рух, який пере-
водить x в y i всю точкову систему в себе (це умова правильного
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розташування точок у просторi);

2. у будь-якiй кулi скiнченного радiуса iснує скiнченна кiлькiсть то-
чок системи (умова того, що немає точок згущення);

3. iснує така куля досить великого фiксованого радiуса, що в якiй би
точцi площини або простору не розташовувався центр кулi, всере-
динi його є точка системи (умова рiвномiрностi заповнення просто-
ру точками системи).

Всi рухи, що переводять правильну точку системи в себе, утворюють
дискретну групу з обмеженою фундаментальною областю, тобто федо-
рiвську групу.

Кристалам вiдповiдають правильнi точковi системи. Отже, класифi-
кацiя кристалiв зводиться до класифiкацiї федорiвських груп. Остання
проведена: на площинi iснує 17 федорiвських груп, у простору — 230.
Класифiкацiю цих груп провiв Федоров у 1890р., незалежно — Шенфлiс.

Всi плоскi кристалографiчнi групи були вiдкритi експериментально.
Мусульманська релiгiя забороняла зображати живих iстот. Це було по-
в’язано iз заповiддю: «не створи собi кумира». Тому художники створю-
вали рiзноманiтнi декоративнi орнаменти, що мають ту чи iншу групу
симетрiй. В арабських орнаментах присутнi також групи симетрiй усi 17
федорiвських груп.

У багатьох орнаментах Ешера групою симетрiй є одна з кристало-
графiчних груп, причому фундаментальна область — зображення живої
iстоти.

179.Рис
180.Рис

Розглянемо один iз узорiв Ешера. На рис.180 бачимо, що жуки, з
яких складається узор розташованi у вiдповiдностi з граткою, що натя-
гнута на базис (a , b). Гратка не зовсiм довiльна: вона складається iз
двох добре розташованих одна вiдносно iншої прямокутних граток. Це



7.2. ДИСКРЕТНI ГРУПИ РУХIВ. 223

збагачує симетрiю вiзерунка i тим самим придає йому додаткову вишу-
канiсть. Так, гратка, крiм стандартних паралельних переносiв i симетрiй
вiдносно середин вiдрiзкiв, що з’єднують її точки, має й iншi автоморфi-
зми. Це — симетрiї вiдносно суцiльних прямих i ковзнi симетрiї вiдносно
пунктирних прямих, як горизонтальних, так i вертикальних (рис.181).

a
r

b

r

181.Рис

Форма жука має тiльки поздовжню симетрiю. Через це вiзерунок
втрачає всi симетрiї вiдносно точок, а також всi симетрiї i ковзнi симетрiї
вiдносно горизонтальних прямих.

Нехтуючи рiзницею в забарвленнi жукiв, розглянемо спочатку пов-
ну групу одноколiрного вiзерунка. Очевидно, що ця група складається
iз паралельних переносiв гратки, а також симетрiї i ковзних симетрiй
вiдносно вертикальних вiдповiдно суцiльних i пунктирних прямих. Фун-
даментальною областю цiєї групи може бути половина жука.

Очевидно, що цiлий жук є фундаментальною областю для пiдгруп
паралельних переносiв. Звернемо увагу на те, що жук — також фунда-
ментальна область ще однiєї, крiм цiєї, пiдгрупи повної групи вiзерунка.
Викинемо для цього з повної групи одноколiрного вiзерунка всi «чистi»
симетрiї i, крiм того, тi паралельнi переноси, якi переводять свiтлих жу-
кiв у темнi, а темних у свiтлi. Множина автоморфiзмiв вiзерунка, що
лишилися (а це будуть всi ковзнi симетрiї вiдносно вертикальних пря-
мих i тiльки тi паралельнi переноси, якi переводять жука в жука того ж
кольору), задовольняє всiм аксiомам групи. Жук для такої групи стано-
вить собою фундаментальну область.

Повна група двоколiрного узора, очевидно, складається iз усiх «чи-
стих» симетрiй вiдносно вертикальних прямих i тiльки тих переносiв,
якi пересувають кожного жука в жука того ж кольору. Фундаментальну
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область цiєї групи можна скласти з половин двох жукiв рiзного кольору.
Намiтимо шлях проведення класифiкацiй федорiвських груп на пло-

щинi. Справедлива наступна теорема.

Теорема 7.2.1. Кожна федорiвська група в En має дискретну пiдгрупу,
що породжена n лiнiйно незалежними паралельними переносами.

Лема 7.2.1. Нехай Г — кристалографiчна група, O, O′ — двi точки
однiєї i тiєї ж орбiти, g1 — рух, що переводить точку O в точку O′,
g — обертання на кут φ навколо точки O. Тодi в Г iснує обертання на
кут φ з центром в точцi O′.

Доведення. Виберемо точку O за початок координат. Тодi обертан-
ня g запишеться у виглядi:

y = Ax , (7.6)

де

A =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
,

а рух g1, який переводить точку O в точку O′ — у виглядi:

z = A1x + b, (7.7)

де b — радiус-вектор точки O′, матриця A1 має вигляд:

A1 =

(
cosψ sinψ
∓ sinψ ± cosψ

)
.

Розглянемо рух g1 ◦ g ◦ g−1
1 . Iз формул (7.6), (7.7) випливає, що рух

g ◦ g−1
1 має вигляд

y = AA−1
1 (z − b).

Тому рух g1 ◦ g ◦ g−1
1 задається рiвнянням

y − b = A1AA
−1
1 (x − b). (7.8)

Детермiнант матрицi A1AA
−1
1 додатний, оскiльки detA > 0. Видно,

що точку O′ рух лишає на мiсцi. Iз теореми Шаля випливає, що рiвняння
(7.8) — поворот навколо точки O′. Безпосереднiм обчисленням перевiря-
ється, що матриця A1AA

−1
1 задає поворот на кут φ.
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Лема 7.2.2. Якщо група має в собi поворот g на кут φ i паралельний
перенос T , то вона має в собi i паралельний перенос T ′, який утворює
кут φ з T i який спiвпадає з T за розмiром.

Доведення. Центр повороту g виберемо за початок координат. Тодi
рух g має вигляд

z = Ax .

Паралельний перенос T має вигляд

y = x + b.

Розглянемо рух T ′ = g ◦ T ◦ g−1. Рух T ◦ g−1 має вигляд

y = A−1z + b.

Тому рух T ′ записується так:

y = A(A−1x + b) = x +Ab,

тобто є паралельний перенос на вектор Ab, який одержано iз вектора b
обертанням його на кут φ.

Перейдемо до доведення теореми 7.2.1. для двовимiрного випадку.
Доведення. Випадок площини. Нехай Г — федорiвська група вла-

сних рухiв площини. Рух, якщо вiн не є паралельним переносом, є пово-
рот навколо деякої точки — центру повороту. Нехай рух g iз групи Г є
поворот на кут φ навколо точки O. Кожна точка O′ iз орбiти ГO також
є центром повороту одного або декiлькох рухiв iз групи Г. Дiйсно, якщо
рух g1 iз Г переводить точку O′ в точку O, то рух g′ = g−1

1 ◦ g ◦ g1 нале-
жить групi Г i за лемою 7.2.1. буде поворотом на кут φ навколо точки
O′.

За лемою 7.2.2. добуток g−1 ◦ g1 є паралельний перенос на вектор
OO1. Разом з цим переносом в групi Г автоматично присутнi паралельнi
переноси на всi вектори, кратнi даному.

Тепер нам лишається виявити в групi Г перенос вздовж деякого iн-
шого напрямку, що не спiвпадає з розглянутим.

Якщо кут φ < 180◦, то, виконуючи поворот навколо точки O на
кут φ проти годинникової стрiлки, а потiм такий же поворот навколо
O′, але за годинниковою стрiлкою, ми одержимо перенос на вектор, не
паралельний вектору OO1.

Якщо ж кут φ = 180◦, то для одержання паралельного переносу
вздовж нового напрямку досить виконати спочатку поворот навколо
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будь-якого еквiвалентного O центра поворота, що не лежить на пря-
мiй OO′ (такий центр повороту знайдеться тому, що орбiта ГO вiдносно
федорiвської групи не лежить на однiй прямiй). Таким чином, в групi Г
присутнi паралельнi переноси вздовж двох векторiв, що лежать на однiй
прямiй, а звiдси iснує двовимiрна пiдгрупа переносiв, породжена цими
векторами.

Кожен рух iз дискретної групи Г має вигляд y = Ax+b. Поставимо у
вiдповiднiсть йому рух y = Ax . Ця вiдповiднiсть є гомоморфiзм груп. З
огляду на дискретнiсть групи Г група рухiв y = Ax є скiнченною. Вона
є пiдгрупою дискретної групи Г, яка лишає фiксовану точку нерухомою.
Це групи симетрiй самого орнаменту, породженого дискретною групою.
На площинi вони зводяться до Cn i Dn, причому можуть бути лише
C1, C2, C3, C4, C6, D1, D2, D3, D4, D6.

P

Q

Q

P

R

0

S

n

p2

5

2p

5

2p

182.Рис 183.Рис

Оскiльки в кожнiй групi є пiдгрупа власних рухiв, не обмежуючи за-
гальностi можна дослiджувати лише групи, якi складаються iз власних
рухiв. Нехай O — центр обертання пiдгрупи Cn, T — паралельний пере-
нос на вектор найменшої довжини в дискретнiй групi Г. Нехай точка P
— образ точки O при паралельному переносi T , точка Q — образ точки
P при поворотi на кут 2π

n . Згiдно з другою лемою iснує паралельний
перенос T ′, що переводить точку O в точку O′. Паралельний перенос
(T ′)−1 ◦ T переводить точку Q в точку P . Тому з огляду на мiнiмаль-
нiсть переносу T , QP ≥ OP . Iз властивостей рiвнобедреного трикутника
OQP (рис.182) випливає, що 2π

n ≥ π
3 , звiдки n ≤ 6.

Доведемо тепер, що на площинi немає поворотних симетрiй 5-го по-
рядку. Припустимо протилежне. Нехай точка Q — образ точки P при
поворотi на кут 2π

5 , R — образ точки P при поворотi на кут 4π
5 , S —

образ точки R при паралельному переносi T . Розглянемо трикутник
ORS (рис. 183), OR = RS, кут R дорiвнює π

5 . Тому OS < RS. За другою
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лемою OR є паралельний перенос, що належить дискретнiй групi, i OS
також є паралельний перенос як композицiя двох паралельних перено-
сiв. Ми одержали суперечнiсть з тим, що T — мiнiмальний паралельний
перенос.

В плоских i просторових кристалах немає симетрiї C5 i C8. В живiй
природi, навпаки, широко поширенi симетрiї C5 i C8. Є гiпотеза, у вiдпо-
вiднiсть з якою симетрiї C5 i C8 найпростiших живих iстот зумовленi їх
боротьбою за iснування, так живi iстоти страхуються вiд скам’янiння.

У просторi iснують 32 пiдгрупи, що залишають точку на мiсцi, i, як
показано вище, пiдгрупа паралельних переносiв ma + nb + pc. Звiдси i
одержують класифiкацiю федорiвських груп.

7.3 Афiннi перетворення.

Афiннi перетворення задаються рiвняннями в координатному вигля-
дi

yi = aijx
j + bi,

де i, j = 1, 2 у випадку площини, i, j = 1, 2, 3 у випадку простору.
В матричному виглядi

y = Ax + b. (7.9)

Приклади.

1. Рух є афiнне перетворення.

2. Стискання є афiнне перетворення.

Будемо розглядати зараз невиродженi афiннi перетворення, тобто
такi, у яких detA ̸= 0.

Властивостi афiнних перетворень.

1. Вiдображення (7.9) взаємно однозначне, оскiльки detA ̸= 0 i си-
стема (7.9) має єдиний розв’язок.

2. При вiдображеннi (7.9) пряма переходить в пряму.

Доведення. Нехай пряма задана рiвнянням xi = xi0 + ait, або в
матричному виглядi x = x 0 + at. Пiдставляючи значення x в рiвняння
(7.9), одержимо

y = A(x 0 + at) + b = Ax 0 + b + (Aa)t.
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Останнє рiвняння задає пряму, тому що Aa ̸= 0, detA ̸= 0 i a ̸= 0.

Перетворення (7.9) у просторi площину переводить в площину.

3. Паралельнi прямi переходять у паралельнi прямi.

Справдi, напрямнi вектори образiв паралельних прямих будуть нену-
льовими i колiнеарними. Зауважимо, що якщо навiть detA = 0, то прямi
або перейдуть у точку, якщо Aa = 0, або перейдуть у паралельнi прямi.

У просторi вiдображення (7.9) переводить паралельнi площини в па-
ралельнi площини.

4. Iнварiантом афiнного перетворення є просте вiдношення.

Згадаємо, що iнварiантом руху є вiдстань. Нехай на двох паралель-
них прямих розташованi вiдрiзки A1A2, B1B2 (рис.184). Вiдношення
довжини цих вiдрiзкiв |A1A2|

|B1B2| називається простим вiдношенням.

1
A

2
A

1
B

2
B

184.Рис

Доведемо властивiсть 4.
Доведення. Нехай на паралельних прямих

l1 : x = c1 + at, l2 : x = c2 + aτ

лежать вiдрiзки A1A2, A3A4, вiдповiдно.
Точкам A1, A2, A3, A4 вiдповiдають значення параметрiв вiдповiд-

но t1, t2, τ1, τ2. При афiнному вiдображеннi y = Ax + b прямi l1, l2
перейдуть у паралельнi прямi

y = Aat+Ac1 + b, y = Aaτ +Ac2 + b,

точки Ai — в точки Bi (i = 1, .., 4). Оскiльки,

|A1A2| = |a ||t2 − t1|, |A3A4| = |a ||τ4 − τ3|,
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|B1B2| = |Aa ||t2 − t1|, |B3B4| = |Aa ||τ4 − τ3|,

то
|A1A2|
|A3A4|

=
|B1B2|
|B3B4|

.

Зауважимо, що властивiсть 4 має мiсце i для виродженого афiнного
перетворення, якщо прямi переходять у прямi, а не в точки.

Також, зауважимо, що можна обмежитися розгляданням перетворен-
ня y = Ax замiсть y = Ax+b, оскiльки перетворення y = Ax+b вiдрiз-
няється вiд перетворення y = Ax тим, що до останнього добавляється
паралельний перенос.

Нехай перетворення y = Ax задано на прямiй. Тодi A — число i |A|
— коефiцiєнт розтягування вiдрiзкiв.

Нехай перетворення y = Ax задано на площинi, в координатному
виглядi воно запишеться так:{

y1 = a11x
1 + a12x

2,
y2 = a21x

1 + a22x
2.

Базиснi вектори e1 = (1, 0) i e2 = (0, 1) пiд дiєю нашого перетворення
перейдуть у вектори ẽ1 = (a11, a

2
1), ẽ2 = (a12, a

2
2).

Нехай S — площа квадрату, натягнутого на вектори e1, e2, S = 1.
Нехай S̃ — площа паралелограма, в який перейшов квадрат, тобто па-
ралелограма, натягнутого на вектори ẽ1, ẽ2,

S̃ = | det
(
a11 a21
a12 a22

)
| = | detA|.

Розглянемо тепер довiльний паралелограм, натягнутий на вектори
e1 = (l11, l

2
1) i e2 = (l12, l

2
2). Його площа S = |detL|, де

L =

(
l11 l21
l12 l22

)
.

При афiнному перетвореннi y = Ax вектори e1, e2 перейдуть вiдпо-
вiдно у вектори

ẽ1 = (a11l
1
1 + a12l

2
1, a

2
1l

1
1 + a22l

2
1), ẽ2 = (a11l

1
2 + a12l

2
2, a

2
1l

1
2 + a22l

2
2).

Площа паралелограма, натягнутого на вектори ẽ1, ẽ2,

S̃ = | det(AL)| = | detA|| detL| = | detA|S.
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Таким чином,
S̃

S
= |detA|.

Аналогiчне твердження iстинне i в просторовому випадку.
З’ясуємо, скiльки потрiбно задати точок i їх образiв, щоб афiнне пере-

творення {
y1 = a11x

1 + a12x
2 + b1,

y2 = a21x
1 + a22x

2 + b2
(7.10)

на площинi визначалось однозначно.
Вiдмiтимо, що власний рух на площинi повнiстю визначається двома

точками i їх образами.
Припустимо, заданi точки x1(l

1,m1), x2(l
2,m2), x3(l

3,m3). Їх обра-
зи — вiдповiдно точки x̃1(l̃

1, m̃1), x̃2(l̃
2, m̃2), x̃3(l̃

3, m̃3). Щоб визначи-
ти афiнне перетворення, потрiбно визначити коефiцiєнти системи (7.10).
Пiдставимо в систему (7.10) координати заданих точок i їх образiв, одер-
жимо

l̃1 = a11l
1 + a12m

1 + b1, l̃2 = a11l
2 + a12m

2 + b1, l̃3 = a11l
3 + a12m

3 + b1;

m̃1 = a21l
1 + a22m

1 + b2, m̃2 = a21l
2 + a22m

2 + b2, m̃3 = a21l
3 + a22m

3 + b2.

Але визначник системи∣∣∣∣∣∣
l1 m1 1
l2 m2 1
l3 m3 1

∣∣∣∣∣∣ = 2S△x1x2x3 .

Отже, якщо три заданi точки не лежать на однiй прямiй, то при до-
вiльному заданнi їх образiв однозначно визначається афiнне перетворен-
ня.

Щоб задати афiнне перетворення в просторi, потрiбно задати чотири
точки, що не лежать в однiй площинi, i їх образи.

Таким чином, якi б два трикутника на площинi ми не взяли, iснує
афiнне перетворення, яке переводить один трикутник в iнший. Тобто з
афiнної точки зору всi трикутники дорiвнюють один iншому (два три-
кутники називаються рiвними, якщо iснує афiнне перетворення, яке пе-
реводить один трикутник в другий).

Всi тетраедри в просторi рiвнi мiж собою з афiнної точки зору.



7.3. АФIННI ПЕРЕТВОРЕННЯ. 231

7.3.1 Будова групи афiнних перетворень на площинi.

Афiннi перетворення y = Ax з detA ̸= 0 утворюють групу, яка
називається повною лiнiйною над полем дiйсних чисел i позначається
через GL(n,R).

Сукупнiсть перетворень y = Ax + b з detA ̸= 0 також утворює гру-
пу невироджених афiнних перетворень. Група рухiв є пiдгрупою групи
невироджених афiнних перетворень.

Теорема 7.3.1. Будь-яке невироджене афiнне перетворення на площи-
нi є композицiя руху i стискання вiдносно двох ортогональних осей.

Доведення. Не обмежуючи загальностi, будемо розглядати афiнне
перетворення f у виглядi y = Ax , detA ̸= 0. При цьому перетвореннi,
коло одиничного радiуса перейде в обмежену криву 2-го порядку, тобто
в елiпс, в осi елiпса перейдуть деякi дiаметри кола, оскiльки за 4-тою
властивiстю афiнного перетворення центр перейде в центр. Покажемо,
що цi дiаметри ортогональнi. Дiйсно, розглянемо хорди елiпса, що па-
ралельнi однiй осi. Другою вiссю вони дiляться пополам. Але цi хорди
— образи хорд кола, що паралельнi вiдповiдному дiаметру. По основнiй
властивостi афiнного перетворення другим дiаметром вони подiляються
пополам. Звiдси випливає, що дiаметри кола, якi переходять в осi елiпса,
ортогональнi.

Здiйснимо рух g площини, при якому центр елiпса збiгається з цен-
тром кола, а напрями головних осей — з напрямами вiдповiдних дiа-
метрiв. Введемо на площинi прямокутну систему координат з центром
у центрi елiпса i осями x1, x2, напрямленими по головних осях елiпса.
Композицiя g ◦ f є афiнне перетворення S, в координатнiй формi воно
записується таким чином:{

y1 = a11x
1 + a12x

2,
y2 = a21x

1 + a22x
2.

Оскiльки, при цьому перетвореннi координатнi осi переходять в себе,
то при x2 = 0 буде y2 = a21x

1 = 0, тобто a12 = 0. Аналогiчно, a12 = 0. Тобто
перетворення S = g ◦f є стискання площини вздовж координатних осей.
Звiдси, f = g−1 ◦ S, i теорема доведена.

Аналогiчно проводиться доведення в тривимiрному випадку.
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7.3.2 Паралельне проектування.

Нехай вектор a = (a1, a2, a3) задає деякий напрям в просторi. Нехай
π — площина, яка не паралельна a . Тодi кожнiй точцi простору можна
поставити у вiдповiднiсть єдину точку площини π наступним чином: не-
хай P — довiльна точка простору. Проведемо через P пряму заданого
напряму a . Пряма перетне площину π в точцi P . Точцi P ставимо у
вiдповiднiсть точку P (рис. 185).

p

p

a
r

P

P

2
A

3
A

2
A

3
A11

AA =

185.Рис 186.Рис

Описане вiдображення називається паралельним проектуванням. Во-
но не є взаємно однозначним: прямi, що паралельнi a , переходять у точ-
ку. Але якщо пряма не паралельна a , вона вiдображається в пряму.

Приймемо площину π за координатну площину x1x2. Нехай довiль-
на точка P має координати (x1, x2, x3). Рiвняння прямої, що проходить
через точку P з напрямним вектором a , будуть

y1 = x1 + a1t,
y2 = x2 + a2t,
y3 = x3 + a3t.

Точка P перейде при паралельному проектуваннi в точку P (y1, y2, 0),
тобто для точки P буде y3 = 0, x3 + a3t = 0, t = −x3

a3
.

Таким чином, паралельне проектування аналiтично задається фор-
мулами 

y1 = a3x1−a1x3

a3
,

y2 = a3x2−a2x3

a3
,

y3 = 0,

з яких видно, що воно є афiнним перетворенням, причому виродженим,
оскiльки detA = 0.
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При паралельному проектуваннi паралельнi прямi переходять у па-
ралельнi прямi, просте вiдношення є iнварiантом.

Цi властивостi є основою правил зображення просторових фiгур на
площинi за допомогою паралельного проектування.

Теорема 7.3.2. З точнiстю до подiбностi будь-якi два трикутники в
просторi можна одержати один з другого за допомогою паралельного
проектування.

Доведення. Розглянемо два довiльнi трикутника: △A1A2A3 i △A1A2A3.
За допомогою руху сумiстимо точку A1 з точкою A1, пряму A1A2 з пря-
мою A1A2 (рис.186). Пiсля цього здiйснимо гомотетiю з центром в точцi
A1 i коефiцiєнтом k = A1A2

A1A2
, точка A2 перейде в точку A2 (рис.187).

Композицiя руху i гомотетiї — це перетворення подiбностi.
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187.Рис

Таким чином, застосувавши перетворення подiбностi, ми сумiстимо
точки A1 з A1, A2 з A2.

Розглянемо тепер паралельне проектування на площину △A1A2A3 в
напрямку прямої A3A3, якщо точки A3, A3 не спiвпадають. Воно пере-
веде △A1A2A3 в △A1A2A3, що i потрiбно було довести. Якщо A3 = A3,
то напрям проектування можна взяти перпендикулярним до площини
трикутникiв.

Приклади.

1. Образом квадрата при паралельному проектуваннi буде довiльний
паралелограм, оскiльки паралельнiсть сторiн зберiгається.

2. Розглянемо правильний шестикутник A1A2A3A4A5A6 (рис.188, a).
Якщо на деякiй площинi π довiльно задати точки A1, A2, A3, що не
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лежать на однiй прямiй, то знайдеться паралельне проектування (з
точнiстю до подiбностi) на площину π, яке переводить точку A1 в
точку A1, A2 в A2, A3 в A3. Образи решти точок довiльно вибрати
не можна, вони однозначно вiдновлюються. Точка A0 — середина
вiдрiзка A1A3 — перейде в точку A0 — середину вiдрiзка A1A3.

Оскiльки, |A2A0|
|A0A5| =

|A2A0|
|A0A5|

, то можна знайти точку A5.

Пряма l1 паралельна прямiй A2A3, пряма l3 паралельна прямiй
A2A5, звiдси можна знайти точку A6.

Пряма l2 паралельна прямiй A1A2, пряма l4 паралельна прямiй
A2A5, звiдси можна знайти точку A4 (рис.188, b).
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a b

3. Образом вершин тетраедра при паралельному проектуваннi на пло-
щину може бути довiльний набiр з 4 точок площини, нiякi три з
яких не лежать на однiй прямiй.

4. Що може бути образом куба при паралельному проектуваннi? Три
ребра куба, що виходять з однiєї вершини, можуть перейти в до-
вiльнi три вiдрiзки, одна гранична точка яких спiльна. Далi образ
куба вiдновлюється однозначно.

Розглянемо довiльне виродження афiнне перетворення координат
y1 = a11x

1 + a12x
2 + a13x

3 + b1,
y2 = a21x

1 + a22x
2 + a23x

3 + b2,
y3 = a31x

1 + a32x
2 + a33x

3 + b3.
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Оскiльки detA = 0, знайдуться такi числа λ1, λ2, λ3, якi одночасно
не дорiвнюють нулю, що

λ1y
1 + λ2y

2 + λ3y
3 = −(λ1b

1 + λ2b
2 + λ3b

3) = −c,

тобто образ простору при вiдображеннi лежить у деякiй площинi, яку ми
вiзьмемо за координатну площину x3 = 0. Будемо розглядати випадок,
коли ранг матрицi A дорiвнює двом (rgA = 2), тобто образом простору
є вся площина. В новiй системi координат перетворення запишеться в
наступному виглядi (коефiцiєнти знову будемо позначати через aij):

y1 = a11x
1 + a12x

2 + a13x
3,

y2 = a21x
1 + a22x

2 + a23x
3,

y3 = 0.

Виявляється, що справедлива
Основна теорема аксонометрiї (теорема Польке – Шварца).
З точнiстю до подiбностi будь-яке вироджене афiнне перетворення

з рангом матрицi, що дорiвнює двом, є паралельним проектуванням.

7.4 Проективнi перетворення.

Розглянемо пряму. Нехай точка P прямої має на нiй координату
x. Можна ввести на прямiй однорiднi координати x1, x2 так: x = x1

x2 ,
де x2 ̸= 0. Нехай точка P має однорiднi координати (x1, x2). Тодi
пара (y1, y2) задає ту ж точку P , якщо y1

x1 = y2

x2 = λ, тобто якщо
yi = λxi, i = 1, 2. Всi пари одночасно не рiвних нулю, розбиваються
на класи еквiвалентностi: пара (x1, x2) еквiвалентна парi (y1, y2), якщо
yi = λxi, λ ̸= 0, i = 1, 2. Кожен клас еквiвалентностi задає деяку точку
прямої. Можна розглядати i точку з однорiдними координатами (x1, 0).
Пряма, до якої приєднана точка (x1, 0), називається проективною пря-
мою.

Таким чином, проективна пряма — це пряма з приєднаною нескiн-
ченно вiддаленою точкою.

Розглянемо на площинi x1x2 коло (x1)2 + (x2 − 1)2 = 1 i центральне
проектування iз точки (0, 1) пiвкола AOB на вiсь x1 (рис.189). Звичайна
пряма при такому вiдображеннi вiдповiдає вiдкритому пiвколу AOB,
проективнiй прямiй — дуга AOB з ототожненими граничними точками
A i B, тобто, з топологiчної точки зору, проективна пряма i коло — не
одне i те ж.
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Складається враження, що нескiнченно вiддалена точка вiдрiзняється
вiд iнших точок проективної прямої. Це не так, всi точки проективної
прямої рiвноправнi. Дiйсно, розглянемо координатну площину x1x2. То-
чки, що входять в один клас еквiвалентностi, заповнюють пряму, яка
проходить через початок координат. Ця пряма — точка проективної пря-
мої, включаючи сам початок координат. Тому проективну пряму можна
iнтерпретувати як жмуток прямих площин x1x2, що проходять через
початок координат. Всi прямi цього жмутка рiвноправнi.

Розглянемо площину, на якiй введенi координати x, y. Можна вве-
сти на площинi однорiднi координати x1, x2, x3 наступними чином: x =
= x1

x3 , y = x2

x3 , де x3 ̸= 0. Два набори чисел (x1, x2, x3), (y1, y2, y3), одно-
часно не рiвних нулю, еквiвалентнi, якщо yi = λxi, λ ̸= 0, i = 1, 2, 3.
Еквiвалентнi набори задають одну i ту ж точку площини. Доповнимо
площину точками з однорiдними координатами (x1, x2, 0) (вони на-
зиваються нескiнченно вiддаленими) i одержимо так звану проективну
площину.

Аналогiчно, проективнiй прямiй проективну площину можна iнтер-
претувати як в’язку прямих у просторi, що проходять через початок
координат.

Розглянемо сферу з центром на початку координат. Кожна пряма
в’язки перетинає сферу в двох дiаметрально протилежних точках. Цю
пару точок можна вважати точкою проективної площини, а проективну
площину iнтерпретувати як сферу з ототожненими дiаметрально проти-
лежними точками або пiвсферу з ототожненими дiаметрально протиле-
жними точками межi.

Можна дати ще одну iнтерпретацiю проективної площини. За до-
помогою ортогонального проектування можна вiдобразити пiвсферу на
круг, ототожнивши потiм дiаметрально протилежнi точки кола — межi
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круга, одержимо проективну площину.
Рiвняння прямої на площинi в неоднорiдних координатах записує-

ться так: a1x + a2y + a3 = 0, в однорiдних координатах рiвняння цiєї ж
прямої: a1x1+a2x2+a3x3 = 0, це i буде рiвнянням прямої на проективнiй
площинi.

Щоб знайти точку перетину двох прямих на проективнiй площинi,
потрiбно розв’язати систему рiвнянь{

a1x
1 + a2x

2 + a3x
3 = 0,

b1x
1 + b2x

2 + b3x
3 = 0.

Ця система рiвнянь завжди має ненульовий розв’язок, тобто кожнi
двi прямi на проективнiй площинi перетинаються.

Перетворення на прямiй, що задане формулою

y =
a11x+ a12
a21x+ a22

,

називається проективним перетворенням на прямiй. В однорiдних ко-
ординатах воно запишеться так:{

y1 = a11x
1 + a12x

2,
y2 = a21x

1 + a22x
2.

Проективне перетворення на площинi задається формулами

x̃ =
a11x+ a12y + a13
a31x+ a32y + a33

, ỹ =
a21x+ a22y + a23
a31x+ a32y + a33

.

В однорiдних координатах проективне перетворення запишеться так:
y1 = a11x

1 + a12x
2 + a13x

3,
y2 = a21x

1 + a22x
2 + a23x

3,
y3 = a31x

1 + a32x
2 + a33x

3,
(7.11)

або в матричному виглядi y = Ax .
Якщо detA ̸= 0, проективне перетворення називається невиродже-

ним.
Властивостi невиродженого проективного перетворення.

1. Невироджене проективне перетворення переводить пряму в пряму.
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Доведення. Кожну пряму можна задати лiнiйним рiвнянням

ax1 + bx2 + cx3 = 0.

Iз формул (7.11) xi через yi також виражається лiнiйно. Пiдставимо цi
вирази у рiвняння прямої. Одержимо лiнiйне рiвняння вiдносно yi, тобто
рiвняння прямої.

2. Складне вiдношення — iнварiант проективного перетворення.

Складним вiдношенням чотирьох точок A1, A2, A3, A4 на прямiй
(позначається через (A1A2A3A4)) називається:

(A1A2A3A4) =
|A1A3|
|A1A4|

:
|A2A3|
|A2A4|

.

Доведення. Нехай проективне перетворення f переводить пряму l в
пряму l. Розглянемо рух g1, який вiсь x1 переводить у пряму l, i g2, який
переводить пряму l у вiсь x1. Проективне перетворення f1 = g2 ◦ f ◦ g1
лишає вiсь x1 на мiсцi. Але рух не змiнює довжин вiдрiзкiв, тому досить
провести доведення для перетворення f1. Таким чином, потрiбно довести
iнварiантнiсть складного вiдношення для проективного перетворення на
прямiй. Це доводиться безпосереднiм обчисленням.

Нехай π — деяка площина в просторi, P0 — точка, яка не належить
площинi π, i P — довiльна точка простору. Через точки P0 i P проведемо
пряму. Вона перетне площину π в точцi P . Поставимо у вiдповiднiсть
точцi P точку P (рис.190). Таке перетворення називається центральним
проектуванням.

Вправа. Довести, що центральне проектування є вироджене проек-
тивне перетворення простору, тобто проективним перетворенням з detA = 0.

7.4.1 Дуальнiсть.

В проективнiй геометрiї кожному твердженню вiдповiдає дуальне
йому твердження, яке одержане iз першого замiною точок прямими i
навпаки. Наприклад, твердженню: через будь-якi двi рiзнi точки пло-
щини проходить одна пряма — вiдповiдає дуальне твердження: будь-якi
двi рiзнi прямi перетинаються в однiй точцi.

В проективнiй геометрiї справедлива
Теорема Паскаля.
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Якщо в криву 2-го порядку вписано шестикутник, то протилежнi
сторони перетинаються в точках, якi лежать на однiй прямiй.

Дуальною їй є
Теорема Брiаншона.
Якщо навколо кривої 2-го порядку описано шестикутник, то прямi,

що з’єднують протилежнi вершини, перетинаються в однiй точцi.
Ця теорема була доведена через сто рокiв пiсля теореми Паскаля.
Пряма на проективнiй площинi в однорiдних координатах задається

рiвнянням
u1x

1 + u2x
2 + u3x

3 = 0, (7.12)

де (x1, x2, x3) — однорiднi координати точки, (u1, u2, u3) називаю-
ться тангенцiальними координатами прямої, вони також є однорiдни-
ми. Якщо x1, x2, x3 зафiксованi, а u1, u2, u3 змiнюються, то рiвняння
(7.12) задає жмуток прямих. Так дуальнiсть проявляється аналiтично.

Розглянемо перетворення проективної площини, яке переводить то-
чки в прямi i навпаки, воно називається полярним перетворенням вiд-
носно невиродженої кривої 2-го порядку. Вище ми ввели складне вiдно-
шення чотирьох точок з використанням довжин вiдрiзкiв. Можна ввести
складне вiдношення через однорiднi координати точок без використання
довжин, а саме:

(A1A2A3A4) =

∣∣∣∣ x1A1
x1B1

x3A1
x3B1

∣∣∣∣∣∣∣∣ x1A2
x1B1

x3A2
x3B1

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣ x1A1

x1B2

x3A1
x3B2

∣∣∣∣∣∣∣∣ x1A2
x1B2

x3A2
x3B2

∣∣∣∣ ,
де (x1A1

, x2A1
, x3A1

) — однорiднi координати точки A1 i т.д.
Нехай на площинi заданi крива 2-го порядку

3∑
i,j=1

aijx
ixj = 0

i точка A1(x
1
0, x

2
0, x

3
0), що не належить кривiй. Проведемо через точку

A1 пряму l, вона перетне криву в двох точках B1 i B2. Знайдемо на
прямiй l таку точку A2, що (A1A2B1B2) = −1. Проведемо через точку
A1 всi прямi i на кожнiй знайдемо точку, що має згадану властивiсть.
Геометричне мiсце цих точок називається полярою точки A1. Точка A1

по вiдношенню до поляри називається полюсом.
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Складемо рiвняння поляри. Нехай (x1, x2, x3) — однорiднi коорди-
нати точки A2. Координати xi будь-якої точки прямої A1A2, що вiдрiз-
няється вiд A1, можна записати у виглядi

xi = xi + λxi0, i = 1, 2, 3.

Безпосередньою перевiркою можна впевнитися, що складне вiдно-
шення чотирьох точок A1, A2, λA1 + A2, µA1 + A2, де (ξA1 + A2) —
точка з координатами ξxi0 + xi

(A1, A2, λA1 +A2, µA1 +A2) =
λ

µ
.

Звiдси випливає, що точки B1 i B2 перетину прямої A1A2 з кривою
2-го порядку допускають представлення

B1 = λA1 +A2, B2 = −λA1 +A2.

Пiдставляючи координати точок B1, B2 в рiвняння кривої, одержимо∑
i, j

aij(±λxi0 + xi)(±λxj0 + xj) =

= λ2
∑
i, j

aijx
i
0x

j
0 ± 2λ

∑
i, j

aijx
i
0x

j +
∑
i, j

aijx
ixj = 0.

Звiдси випливає ∑
i, j

aijx
i
0x

j = 0.

Це є рiвняння поляри. Таким чином, поляра є прямою.
Якщо точка A1(x

1
0, x

2
0, x

3
0) лежить на кривiй, то рiвняння задає до-

тичну кривої 2-го порядку в цiй точцi. Тому можна визначити полярну
точку, що лежить на кривiй, як дотичну до кривої в цiй точцi. Вiдмiтимо
двi важливi властивостi поляри.

1. Поляра будь-якої точки B поляри точки A1 проходить через A1.

2. Якщо точка A1 рухається вздовж прямої, то її поляра обертається
навколо деякої точки.

Дiйсно, рiвняння поляри точки B̃(x̃1, x̃2, x̃3)∑
i, j

aij x̃
ixj = 0
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задовольняється координатами точки A1, оскiльки∑
i, j

aijx
i
0x̃

j =
∑
i, j

aij x̃
ixj0, aij = aji,

а ∑
i, j

aij x̃
ixj0 = 0

з огляду на те, що B лежить на полярi точки A1.
Нехай точка A1 рухається вздовж прямої, що з’єднує точки A′(x′i) i

A′′(x′′i), i = 1, 2, 3. Поляра будь-якої точки цiєї прямої буде∑
i, j

aijx
i(λ′x′i + λ′′x′′j) = 0,

або
λ′
∑
i, j

aijx
ix′j + λ′′

∑
i, j

aijx
ix′′j = 0.

Звiдси видно, що поляра обертається навколо точки, що задається
рiвняннями ∑

i, j

aijx
ix′j = 0,

∑
i, j

aijx
ix′′j = 0.

Вкажемо спосiб знаходження поляри точки A. Нехай точка A лежить
поза кривою. Проведемо iз точки A дотичнi до кривої. Нехай B1 i B2 —
точки дотику. Поляри точок B1, B2 є дотичними до кривої i за побу-
довою проходять через точку A. За першою властивiстю точки B1, B2

лежать на полярi точки A. Пряма, що проходить через точки B1, B2,
буде полярою точки A.

Навпаки, по полярi полюс знаходиться таким чином. Нехай поляра
перетинає криву. В точках перетину проводимо дотичнi. Вони перетина-
ються в полюсi.

Самостiйно розглянути випадки, коли полюс лежить поза кривою i
поляра не перетинає криву.

Використовуючи полярне перетворення, покажемо, як теорема Брi-
аншона випливає iз теореми Паскаля. Здiйснимо полярне перетворення
вiдносно кривої 2-го порядку, в яку вписано шестикутник. Вершини ше-
стикутника перейдуть у дотичнi до кривої, сторони — в точки перети-
ну дотичних. Таким чином, вписаний шестикутник перейде в описаний.
Полярне перетворення, крiм того, вiдобразить точки перетину протиле-
жних сторiн вписаного шестикутника в прямi (поляри), що з’єднують
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протилежнi вершини описаного шестикутника, а пряму, на якiй лежать
цi точки, — в точку, яка є полюсом цiєї прямої. Ця точка i буде точкою
перетину прямих, що з’єднують протилежнi вершини описаного шести-
кутника, оскiльки вона є точкою перетину поляр, полюси яких лежать
на однiй прямiй.
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