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1. ВСТУП І ВИХІДНІ РІВНЯННЯ 
 

Визрівання Оствальда (ВО) або коалесценція Ос-

твальда - це останній етап еволюції ансамблю зарод-

ків (включень) другої фази в маточному середовищі 

[1-5]. В основоположних працях з теорії ВО [6, 7] роз-

глядались сферичні включення другої фази в три-

вимірній бездефектній основі (матриці) і було, зок-

рема, показано, що урахування закону збереження 

речовини включень визначає трансформацію дові-

льної початкової функції розподілу за розмірами 

(ФРР) включень в універсальну ФРР, не залежну від 

вигляду початкової. Але ця універсальна ФРР від-

мінна для різних конкретних задач теорії ВО і зале-

жить від діючого механізму масоперенесення і вимі-

рності простору, в якому відбувається процес ВО  

[2-4, 6, 7]. На цьому етапі монотонно спадає густина 

включень, а їх об’ємна частка (у випадку тривимір-

ного простору) наближається до сталої величини, 

оскільки пересичення в системі прямує до нуля. 

В подальшому розглядались багато які інші пи-

тання теорії ВО: ВО в іонних кристалах і стеклах [8], 

ВО в колоїдних системах з конвекцією і без неї [9], 

ВО на поверхні кристала [10-16], ВО в розтопах 

[17, 18], ВО на дислокаціях [2, 19-22], ВО за умов 

дислокаційно-матричної дифузії [23-25], ВО части-

нок окиснів в дисперснозміцнених внутрішньоокис-

нених металевих стопах [26], ВО в гетероструктурах 

з квантовими точками при одночасній дії двох різних 

механізмів росту [16] і інш. [3, 5, 27-37]. Наприклад, 

в праці [5] розглянуто лімітоване дифузією ВО в бі-

нарному стопі для випадку достатньо великих 

об’ємних часток другої фази і запропонована модель 

«близького порядку» ВО з урахуванням кореляції 

між найближчими частинками, в рамках якої одер-

жані і досліджені розподіли частинок за розмірами.  

В цій статті аналізується ВО пласких включень 

на межі зерен у випадку, коли ріст включень конт-

ролюється швидкістю приєднання атомів на боковій 

поверхні включення і на відміну від праць [38-41], 

взагалі кажучи, не передбачається, що розмір вклю-

чень достатньо малий. Представлена робота природ-

но продовжує роботи [42-45]. 

Загальний вираз для швидкості росту dR/dt плас-

кого включення другої фази, розташованого на межі 

зерен, одержано в працях [42,43] (див. формулу (20) 

праці [42]). Якщо ріст включення контролюється по-

верхневою кінетикою приєднання атомів домішки до 

включення, а пересичення малі (∆B  1), то 
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Тут і далі (якщо не зроблено застереження) всі поз-

начення збігаються з позначеннями робіт [42-45]. 

Як випливає з формул (16) і (20) роботи [42], ріст, 

контрольований поверхневою кінетикою, має місце 

при виконанні нерівності 
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Відзначимо, що нерівність (5) приймає більш простий 

вигляд у випадках включень малого R  LB і вели-

кого R  LB розмірів. Саме ріст малого включення 

контролюється поверхневою кінетикою приєднання 

атомів домішки до включення при виконанні нерів-

ності 
 

  lnB B BD R L R  , (6) 
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а ріст великого включення при 
 

 B B BD L  . (7) 

 

В безрозмірних змінних 0 BO BR R R      і 

t  t/t0, 
2

0 0 Bt R    рівняння (3) приймає вигляд 
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2
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d

dt x t

  
   

 
, (8) 

 

де штрих при t уже опущений, а     0x t R t R  . 

ВО включень у розглядуваному випадку опису-

ється рівнянням (8) і рівняннями (13), (14), (21) робо-

ти [45]. 

 

2. АСИМПТОТИКА КРИТИЧНОГО РАДІУСА 

ПРИ ВО 
 

Як і в працях [3,6,45], будемо досліджувати 

асимптотичні (при t  ) характеристики ВО. Для 

цього перейдемо до безрозмірних змінних u, : 
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   expx   . (11) 

 

В цих  змінних рівняння (8) зводиться до такого 
 

  
2

21
2

d u
u u

d




 
    

 
, (12) 

 

   2

2
0

dt dt

xdx dx
      . (13) 

 

Закон збереження речовини (рівняння (21) роботи 

[45]) запишемо у вигляді 
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або 
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Тут uw,  і w0 уводяться саме так, як і в роботі [45]. 

Існують три варіанти асимптотичної поведінки 

 при   : 1.   ,2.   const  0, 3. 

  + 0. Зручно розглянути спочатку другу можли-

вість   const. Нескладний аналіз показує, що в 

залежності від значення  графік швидкості du2/2/d, 

як функції u, може дотикатися осі абсцис (при 

  0  4, абсциса точки дотику u0  2), проходити 

нижче цієї осі (при   0), або перетинати вісь абсцис 

в двох точках u1 і u2 (див. рис. 1). 

 
 

Рис. 1 – Графіки функції d(u2/2)/d  g(u) для різних зна-

чень : 1 –  > 0 (  5); 2 –  < 0 (  2); 3 –   0  4 
 

У випадку   0 точки, що належать інтервалу 

0  u  u1, рухаються до точки 0 і зникають, досягнувши 

цієї точки. Інші точки (u1  u  ∞), асимптотично на-

ближаються до u2 з двох сторін. Тому інтеграл, що сто-

їть в правій частині рівняння (15), прямує при    до 

сталого значення 
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а сама права частина рівняння (15) зростає як exp2: 
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Тоді рівняння (15), очевидно, не задовольняється, оскі-

льки його ліва частина при    прямує до 1.  

Якщо урахувати, що значення   0 досягається 

лише асимптотично, то це не змінює зробленого висно-

вку: потрібно тільки змістити початок відліку  і вираз 

f0(w) віднести до того моменту, коли  () вже близьке до 

свого асимптотичного значення. 

У випадку   0 усі точки за скінченний час дося-

гають точки 0 (якщо не ураховувати наявність вклю-

чень нескінченно великого розміру в початковому роз-

поділі f0(w)). До моменту , як випливає з (12), розчи-

няються всі включення, первісний розмір яких менше 

w0(), що визначається з рівняння 
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У випадках   ∞ і   + 0 при    аргумента-

ція, що викладена відповідно для   0 і   0, лише 

посилюється. Тому повинна бути дослідженою лише 

можливість   0  4 при   . 

Зазначимо,що при точній рівності   0 точки, ро-

зташовані праворуч від u0 (u0  u  ∞), намагаються 

підійти до точки дотику u0  2, але не можуть пройти 

цю точку (в точці u0 має місце точна рівність du/d  0). 

Легко показати, що рівняння (15) не може виконува-

тись, як і при   0. 
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Тоді функція  повинна прямувати до 0 знизу, 

тобто 
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і для визначеності   0. 

З урахуванням (20) рівняння (12) зводиться до 

наступного 
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а поблизу точки u0  2 (u – 2  ()), до такого: 
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Як і в випадку функції   , при    

  0  const. Значення 0  2 знаходиться з системи 

рівнянь 
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Тоді при    
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    20 1 1 4     . (29) 

 

Підставляючи (29) в (13) і ураховуючи, що   lnx, 

одержимо 
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В розмірних змінних 
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Головне наближення дає 
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Тоді 
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Як випливає з формул (10) і (32), 
 

   2
0

1
ln
2 2

B B Bnt t
hR

 
 



 
   

 
. (35) 

 

3. АСИМПТОТИКА ФРР ПРИ ВО 
 

Для ФРР u,  в змінних u,  мають місце формули 

(54), (55) роботи[45] і рівняння 
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Поза околом точки u0  2 (u – 2  ()): 
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ФРР u,  при    наступна: 
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В формулі (38) 
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а  знаходиться далі. 

Як і в роботах [6, 45] ФРР при u > u0 (поза околом 

точки u0) прямує при    до нуля. Як показано в До-

датку, інтегральний внесок від околу точки u0 також 

прямує до нуля при   . 

Для довільних значень «часу»  закон збереження 

речовини (15) запишеться у вигляді 
 

       20

0

1 exp exp2 ,B u u du
Q

    


    , (41) 

 

при    
 

     
 

0
2

0

1 exp2
u u

u du
v u

    
 

     
 . (42) 

 

Тоді 
 

      exp 2 2u A u        , (43) 

 

а сама функція  u, при u < u0 така: 
 

  
  

 

exp 2 2
,

u
u A

v u

 
 

 



, (44) 

 

    
 

 

2

4

4 exp 4 2
, exp 2

2

e u u
u A

u
  

   
 


. (45) 
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Представимо  u,  у вигляді 
 

      , exp 2
2

A
u P u    . (46) 

 

Тут P(u)  – 2exp[2u]/vu, u  u0, 
 

  
 

 

2

4

8 exp 4 2

2

e u u
P u

u

   


, 0 2u  , (47) 

 

   0P u  ,    2 u   . (48) 

 

Перевіряємо нормування функції Pu: 
 

  
   

0 0 0

0 0 0

2 2
exp

u u u u

u

du du
P u du

v u v u

 



 
   

  
   , (49) 

 

  
0

0 0

exp 1
u

P u du ds s


    . (50) 

 

Графік густини ймовірності Pu зображений на 

рис.2 (крива 4). 
 

 
 

Рис. 2 – Деякі функції P(u), одержані в теорії ВО: 1 – праця 

[6]; 2 –  праця [7]; 3 – праця [45]; 4 – дана робота 
 

З формули (47) видно, що при u  0 Pu  u/2  0. 

Якщо ж u  2 – 0, то впроваджуючи позначення  

y  2 – u–1, одержимо P  16 e2y4exp– 4 y  0, оскільки 

y  +  при u  2 – 0. 

Стала А в формулах (43)-(46) дорівнює 
 

  
1

22A u


 , (51) 

 

  
0

2 2

0

1.1094
u

u u P u du  . (52) 

 

Густина включень 
 

      
0

0

, exp 2
2

u A
N u du      , (53) 

 

  
 

2
2

0 0

2 B B B

R AR hA
N t

n tR t  

 




 
  

   

. (54) 

 

Знайдемо далі середнє (за розподілом (47), (48)) 

значення ū. Для цього розглянемо інтеграл 

    
0

0

1
u

I P u u du  , (55) 

 

 
   

 
0 0

0 0

2 2 '
exp 1

'

u u u

u

du du
I u

v u v u

 



  
    

    
  , (56) 

 

який після відповідної заміни змінної інтегрування 

приймає вигляд 
 

    
0

2 exp2 1I d u  


    . (57) 

 

Підстановка (u – 1) з рівняння (12) в (57) дає 
 

  
 

 
20

2

0

2 1
exp2

2

du
I d u

d


  

 

 
  

 
 

 ,  (58) 

 

  
0

2

0

1
exp2

d
I d u

d
  

 

 
   (59) 

 

і, остаточно, 
 

  
02

0

1
exp2 0I u  

 
  . (60) 

 

Тут ми скористались тим, що (див. формули (37), (40)) 
 

  
   

2
0 0

0

u udu du u
u

v u u u


  
  

  
  , (61) 

 

де 0  u < u0. З формули (61) видно, що u  0 тільки 

при  u  0. Тоді  
0
0u





 . 

Таким чином, 
 

    
0 0

0 0

1
u u

u uP u du P u du    . (62) 

 

Зазначимо, що чисельне знаходження величини ū 

дає: ū  1.0000. 

Оскільки u R R (  R R t  – середній радіус 

включення), то при t   
 

    R t R t . (63) 

 

ФРР в змінних R, t при t   така: 
 

  
 
   

,
N t R

f R t P
R t R t

 
  

 
 

. (64) 

 

Коефіцієнт заповнення межі зерен включеннями 

такий: 
 

        
2 2

2 2

0

Z t R t u du R t N t u  


     
    . (65) 

З урахуванням формул (51) і (54) одержимо 
 

 
2

2 2 0
0

2

R
Z AR u






 

  
 

. (66) 

 

Остаточно для Z нескладно дістати формулу (83) 
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роботи [45]. Цей збіг не випадковий. По суті, асимп-

тотичне значення Z визначається законом збереження 

речовини в системі і не залежить від діючого механізму 

масоперенесення (див. роботу [45]). 

Як видно з формул (10), (29), у цьому розгляді 

припускається виконання нерівності 1/42  1, тобто 
 

  
 

2

22

0

4 4 ln 4 ln 1
R t

x
R






 
   

 
 

. (67) 

 

Чисельне оцінювання дає: 
 

 
 

2

0

4 ln 10
R t

R





 
 

 
 

,   
  1 2

0

5
ln

2

R t

R





 
  
 

, (68) 

 

  0 4.8605R t R   . Зазначимо також, що після де-

якого початкового етапу еволюції системи середній 

розмір включення стає порядку критичного. Саме 

цей момент часу і обирається в якості початкового 

t  0 в наведених вище оцінках. 

Зазначимо, нарешті, що одержані в роботі формули 

з невеликими змінами придатні і для опису кінетики 

ВО пласких включень достатньо великого радіуса 

(R  LB) при довільному значенні DB/B. В останньому 

випадку 
 

 B
BR

B

DdR
n

dt hL


  , (69) 

 

де 
 

 B B B
B

B B B

D L
D

D L







 (70) 

 

– ефективний коефіцієнт дифузії (формули (23), (24) 

роботи [42]). За малих пересичень 
 

 B B B
B

B

D ndR

dt hL R

  
   

 
. (71) 

 

Формула (71) формально випливає з (2) заміною В 

на B BD L , а двоє інших рівнянь кінетики ВО, а саме 

рівняння (14) і (21) роботи [45], залишаються в силі. 

Тоді і всі одержані асимптотичні розв’язки залиша-

ються в силі після заміни В на B BD L  в формулах 

(31)-(35), (54). 

 

4. ВИСНОВОК 
 

Підведемо підсумок. В даній роботі аналітично про-

аналізовано ВО пласких включень чужорідної фази на 

межі зерен із скінченною шириною . Розглянуто випа-

док, коли швидкість росту включень визначається кі-

нетикою приєднання чужорідних атомів, яка описуєть-

ся феноменологічним поверхневим кінетичним коефі-

цієнтом B або ж коефіцієнтом  (формула(4)). 

З’ясовано, що такий ріст реалізується при виконанні 

нерівності DB/BLBK1R/LB  K0R/LB. 

Одержані асимптотичні характеристики процесу 

ВО, такі як ФРР включень, густина включень і інш. 

Показано, що одержані в роботі формули з невели-

кими змінами придатні для опису ВО пласких вклю-

чень достатньо великого радіуса (R  LB) для довіль-

ного відношення DB/B. Власне всі одержані асимпто-

тичні розв’язки залишаються в силі після заміни B на 

B BD L  у виразах (31)-(35), (54). 

 

ДОДАТОК 
 

Покажемо, що інтегральний внесок від околу точки 

u0 нехтовно малий при   . Нехай q – об’єм речовини 

в включеннях на одиниці площі межі зерен, 
 

     2 2 2 2 2
0 0
0 0

, ,q hR f t d hR x u u du       
 

    .(72) 

 

Будемо розглядати -окіл точки u0: 
 

 0 0u u u     , (73) 

 

де величина  задовольняє нерівностям 
 

   1    . (74) 

 

Об’єм речовини q, який приходиться на -окіл то-

чки u0 (73), дорівнює 
 

      
0

0

2 2 2
0 ,

u

u

q hR x u u du





    






  , (75) 

 

      
0

0

2 2
0 0 exp2 ,

u

u

q hR u u du





    






  . (76) 

 

Величину q можна представити у вигляді 
 

      2 2
0 0 exp2q hR u N     , (77) 

 

де 
 

    
0

0

,
u

u

N u du





  




  . (78) 

 

Інтегруючи кінетичне рівняння (36) по u в грани-

цях від u0 –  до u0 + ,одержимо 
 

 
 

    0

0

,
u

u

dN
u v u

d






 






  . (79) 

 

В формулі (79) потік праворуч від точки u0 (u  u0 + ) 

визначається при    нескінченно віддаленим «хво-

стом» початкового (при   0) розподілу і тому ним мо-

жна нехтувати. Тоді з урахуванням формул (38), (43) 

маємо 
 

 
 

  0

dN
u

d

 
   


    , (80) 

 

 
 

   0exp 2 exp 2
dN

A u
d

 
  


          . (81) 

 

Урахування явного вигляду функції u (формула 

(40)) дає 
 

 
 

 
4

exp 2 exp
dN

A
d

 


 

 
      

 
, (82) 
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    
4

exp 2 exp
2

A
N B  



 
      

 
. (83) 

 

Значення q  згідно із формулами (77), (83) дорів-

нює 
 

    2 2
0 0

4
exp exp 2

2

A
q hR u B   



   
    

  
. (84) 

Очевидно, що В  0, тому що величина q  явно об-

межена при   . 

В остаточному підсумку 
 

 2 2
0 0 0

4
exp 0.

2
q AhR u 









 
   

 
 (85) 

 

 

 

Контролируемое поверхностной кинетикой созревание  

Оствальда плоских включений на границе зерен 
 

А.В. Коропов 
 

Институт прикладной физики НАН Украины, ул. Петропавловская, 58, 40000 Сумы, Украина 
 

Проведен аналитический анализ созревания Оствальда (коалесценции) плоских включений вто-

рой фазы на границе зерен в случае, когда рост включений контролируется поверхностной кинетикой. 

Найдены асимптотические характеристики процесса созревания Оствальда. 
 

Ключевые слова: Созревание Оствальда, Коалесценция, Зародыши, Включения второй фазы, Ато-

мы примеси, Диффузия, Поверхностная кинетика, Критический радиус, Пересыщение, Функция рас-

пределения включений по размерам, Плотность включений, Коэффициент заполнения. 

 

 

Surface-Kinetics-Controlled Ostwald Ripening of Plane Precipitates at Grain Boundaries 
 

A.V. Koropov 
 

Institute of Applied Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,  

58, Petropavlivska Str., 40000 Sumy, Ukraine 

 
Ostwald ripening (coarsening) of plane precipitates was analytically analyzed at a grain boundary for 

the case when the precipitates growth is controlled by surface kinetics. Asymptotic characteristics of Ost-

wald ripening are found. 

 

Keywords: Ostwald Ripening, Coarsening, Nuclei, Precipitates, Impurity Atoms, Diffusion, Surface Kinetics, 

Critical Radius, Supersaturation, Precipitate Size Distribution Function, Precipitate Density, Factor of Filling. 
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