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ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà÷èíàþòñÿ 
ñ ñèíòåçà àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåîáõîäèìûìè 
äëÿ äàííîé çàäà÷è ñâîéñòâàìè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðèíÿòî 
èñïîëüçîâàòü äîïóùåíèå î äåêàðòîâîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà, â 
êîòîðîì ðàçûãðûâàþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Ýòî äîïóùåíèå 
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñàìè ñëó÷àéíûå îáúåêòû, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ 
íà îòðåçêå èëè â ïðÿìîóãîëüíèêå, èëè, íàêîíåö, â ìíîãîìåðíîì 
ãèïåðêóáå [1, 2]. Èçâåñòíûå àëãîðèòìû îïèðàþòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíóþ 
äåêàðòîâó ñèñòåìó äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èññëåäóåìûé îáúåêò ìàëî 
óäîáåí ïðè îïèñàíèè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå, íàïðèìåð, òîð èëè 
öèëèíäð [2]. Àëãîðèòìû ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ìàðêîâñêèõ ïîëåé [3, 4] 
ïðèñïîñîáëåíû äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, ñòîðîíû 
êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû äåêàðòîâûì îñÿì íà ïëîñêîñòè. Ìåæäó òåì â 
çàäà÷àõ ìàøèíîñòðîåíèÿ [5], òåõíè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [6], 
íàâèãàöèè [7] è äðóãèõ â áîëüøèíñòâå îáúåêòû íå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè 
èëè ïðÿìîóãîëüíûìè, à èõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà òàêîâà, ÷òî íå 
ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñàíà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé 
ñèñòåìå. 

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîïûòêå ïîñòðîèòü àëãîðèòì ãåíåðàöèè 
ñëó÷àéíîãî îáúåêòà – íîðìàëüíîãî ìàðêîâñêîãî ïîëÿ, ðåàëèçóþùåãîñÿ 
íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî òîðà. Ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè òàêîãî ïîëÿ, 
ðåàëèçóþùèìèñÿ âäîëü áîëüøîãî ðàäèóñà R , áóäóò ñòàöèîíàðíûå 
ìàðêîâñêèå ïðîöåññû Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ 
ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ („áðîóíîâñêèé ìîñò”). Ñå÷åíèÿìè æå ïîëÿ, 
ðåàëèçóþùèìèñÿ íà îêðóæíîñòè çàäàííîãî ìàëîãî ðàäèóñà òîðà r , 
áóäóò êàæäûé ðàç òàêæå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ 
òàêæå ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ („áðîóíîâñêèé ìîñò”) ñ âîçðàñòàíèåì 
ïîïåðå÷íîãî àçèìóòà. Â óçëàõ âíóòðè äâàæäû çàìêíóòîãî 
ïðÿìîóãîëüíèêà, íàêðûòîãî íà òîð, áóäåò ñèíòåçèðîâàíî ñòàöèîíàðíîå è 
ñàìîñîãëàñîâàííîå ìàðêîâñêîå ïîëå, ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì 
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àçèìóòàëüíûõ ñòîðîí „ïðÿìîóãîëüíèêà” ïîëå áóäåò äâàæäû 
ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðåíî. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ãåíåðàöèè èñêîìîãî 
ìàðêîâñêîãî ïîëÿ áóäåò îñíîâàíî íà èåðàðõè÷åñêîì ïðèíöèïå. Ïðè ýòîì 
íà íèæíåì óðîâíå èåðàðõèè áóäåò èñïîëüçîâàí ñòàíäàðòíûé ãåíåðàòîð 
íîðìàëüíîãî "áåëîãî" øóìà ( )u t  ñ èíòåíñèâíîñòüþ (ñðåäíåì 
êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì) σ . Íà åãî îñíîâå áóäóò ïîñòðîåíû 
ïðîöåññû âäîëü îáðàçóþùèõ è áðîóíîâñêèå ìîñòû. Ïîñëåäîâàòåëüíîå 
çàïîëíåíèå çàöåïëåííûìè áðîóíîâñêèìè ìîñòàìè è ïîçâîëèò 
ñãåíåðèðîâàòü ìàðêîâñêîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè òîðà. 

 
ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ 

ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÏÎËÅÉ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ  
ÈÄÅÀËÜÍÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÀ È ÒÎÐÀ 

Àëãîðèòìû ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ìàðêîâñêèõ ïîëåé ïðèñïîñîáëåíû 
äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû 
äåêàðòîâûì îñÿì êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Õîòÿ â áîëüøèíñòâå ðåøàåìûõ 
ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàøèíîñòðîåíèÿ, íàâèãàöèè, òåõíè÷åñêîé 
ýëåêòðîäèíàìèêè è äðóãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ â áîëüøèíñòâå 
îáúåêòû íèêàê íå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè èëè ïðÿìîóãîëüíûìè, à èõ 
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà òàêîâà, ÷òî íå ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðèòåëüíî 
îïèñàíà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå. Â ðàáîòå ñèíòåçèðîâàí 
àëãîðèòì ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîãî îáúåêòà – íîðìàëüíîãî ìàðêîâñêîãî 
ïîëÿ, ðåàëèçóþùåãîñÿ íà òîðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîå 
çàïîëíåíèå çàöåïëåííûìè áðîóíîâñêèìè ìîñòàìè è ïîçâîëèò 
ñãåíåðèðîâàòü ìàðêîâñêîå ïîëå íà òîðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. 

Ïóñòü X∆  – øàã âäîëü îñè X  íà ïëîñêîñòè, à Y∆  – øàã âäîëü îñè Y , 

N  – ÷èñëî óçëîâ ïî x , à M  – ÷èñëî óçëîâ âäîëü îñè y . Îáîçíà÷èì  

H – ïîëå, ñèíòåçèðóåìîå â óçëàõ { },n mh , ïðè÷åì 0 n N≤ ≤  è 0 m M≤ ≤ . 

Äàëåå ïóñòü Xν , Yν  – äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ íîðìàëüíîãî ìàðêîâñêîãî 

ïîëÿ ïî ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íûì îñÿì ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó åãî 
áåçóñëîâíûå êîððåëÿòîðû â ñîñåäíèõ óçëàõ ðàâíû 

 
exp( ), exp( ).X X Y Yp qν ν= − ∆ = − ∆                      (1) 

 
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñå÷åíèå ïîëÿ ïðè 0y = , êîãäà 0m = . Ñîâìåñòíàÿ 

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé { },0nh  â óçëàõ 

ñ íîìåðàìè 0 n N≤ ≤ , âûòåêàþùàÿ èç ïëîòíîñòè áåëîãî øóìà â òåõ æå 
òî÷êàõ, èìååò âèä [3, 5]: 

 

{ }( )
( )

( )2,0 ,0 1,0/2 2 2
2 2

1

1 1
exp

2 (1 )2 1

N

H n n nN
n

f h h ph
pp σπσ

−
=

  = − − 
−    − 

∑ ,     (2) 

 
ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íóìåðàöèîííîå ïðàâèëî ïåðèîäè÷íîñòè, 
÷òî ,0 0,0Nh h= , 1,0 1,0Nh h+ =  è ò.ä. Ïóñòü ,0nu  – ãåíåðàòîð áåëîãî øóìà â 

óçëàõ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è 2 2
,0nu σ= , 1, ,n N= … . Òîãäà èç âèäà 

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî { },0nh  â ïëîòíîñòè (2) ñëåäóåò 

ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà ñâÿçåé 
 

,0 1,0 ,0n n nh ph uα−= + ,    1, ...,n N=                        (3) 
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ñ ïîñòîÿííîé 
 

( )( ) 12 21 1 Np pα
−

= − − ,                                 (4) 

 
êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ íîðìèðîâêè âòîðûõ ìîìåíòîâ àìïëèòóäû ïîëÿ. 

Íàáîð îòñ÷åòîâ ïîëÿ { },0nh  â íóëåâîì ïî Z  ñå÷åíèè ( 0)m =  ìîæåò 

áûòü âûðàæåí ÿâíî ÷åðåç ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé ãåíåðàòîð u  
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

( )
( )
( )

( )

2 1
1,0 1,0 2,0 3,0 ,0

1 2
2,0 1,0 2,0 3,0 ,0

2 1 3
3,0 1,0 2,0 3,0 ,0

2 3
,0 1,0 2,0 3,0 ,0

,

,

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

.

N
N

N N
N

N N N
N

N N

h u pu p u p u

h p u u pu p u

h p u p u u p u

h pu p u p u u

α

α

α

α

−

− −

− − −

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

…

…

…

…

   (5) 

 
Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå (5) ïîñòðîåí íóëåâîé áðîóíîâñêèé ìîñò. Ïðè 

âûáðàííîì çíà÷åíèè α  èç (2) è (5) ñëåäóåò äëÿ áåçóñëîâíûõ ñðåäíèõ: 
 

2 2 2
,0 ,0 ,0, 1, , ,k

n n k nh h p k N hσ σ+ = = =… .  (6) 

 
Èç ôîðìóëû (6) âûòåêàþò ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè 

îò÷åòîâ áðîóíîâñêîãî ìîñòà â íóëåâîì ñå÷åíèè. 
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ïîëÿ ïðè Yy = ∆ , ò.å. ïðè 1m = . Ïðè 

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ â íóëåâîì ñå÷åíèè { },0nh  ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü 

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé { },1nh  ïðè 0 n N≤ ≤  

ñëåäóþùàÿ  [3, 5]: 
 

{ }( ) ( )( ) ( )( )
/2

2 2 2 1
,1 2 2 2

2 1 1 exp ,
2 1 1

N

H n
Q

f h p q
p q

πσ
σ

−  
   = − − −  − −  

          (7) 

 
ãäå Q  – êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ,1{ }nh : 
 

( ) ( )2 2

1 1,1 0,1 1,0 0,0 2,1 1,1 2,0 1,0Q h ph qh pqh h ph qh pqh= − − + + − − + + …

( )2,1 1,1 ,0 1,0 ,N N N Nh ph qh pqh− −+ − − +…                                     (7à) 

 
ïðè ýòîì òàêæå äåéñòâóåò öèêëè÷åñêîå ïðàâèëî íóìåðàöèè, ÷òî 

,1 0,1Nh h= , è ò.ä. Èç âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (7à) âûòåêàåò, ÷òî 

çíà÷åíèå àìïëèòóäû { },1nh  ñâÿçàíî ñ òðåìÿ „ïðåäûäóùèìè” çíà÷åíèÿìè. 

Òîãäà íà îñíîâå ïëîòíîñòè (7) ìîæíî ïðèéòè ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñâÿçåé 
äëÿ áðîóíîâñêîãî ìîñòà â ïåðâîì ñå÷åíèè: 
 

,1 1,1 ,0 1,0 ,1n n n n nh ph qh pqh uα− −= + − + ,     1,...,n N= .           (8) 
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Èç (8) âèäíî, ÷òî ñèñòåìà âåëè÷èí ,1 ,1 ,0n n ns h ph≡ − , ãäå 1, ,n N= … , 

ïîä÷èíÿåòñÿ òåì æå ñîîòíîøåíèÿì, ÷òî è â (3). Ñëåäîâàòåëüíî, äâà øàãà 
âû÷èñëåíèé: 

( )
( )
( )

( )

2 1
1,1 1,1 2,1 3,1 ,1

1 2
2,1 1,2 2,2 3,2 ,2

2 1 3
3,1 1,3 2,3 3,3 ,3

2 3
,1 1, 2, 3, ,

,

,

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

N
N

N N
N

N N N
N

N N N N N N

s u pu p u p u

s p u u pu p u

s p u p u u p u

s u p u p u u

α

α

α

α

−

− −

− − −

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

…

…

…

…

              (9) 

è 

,1 ,0 ,1, 1, ,n n nh ph s n N= + = …                                  (10) 
 

äàäóò èñêîìûé íàáîð îòñ÷åòîâ áðîóíîâñêîãî ìîñòà â ïåðâîì ñå÷åíèè. 
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå çà íîìåðîì m . Äëÿ íåãî ïëîòíîñòü àìïëèòóäû 

ïîëÿ â óçëàõ ( , )n m  ñëåäóþùàÿ: 

{ }( ) ( )( ) ( )( )
2

2 2 2
, 2 2 2

2 1 1 exp
2 1 1

N
m

H n m
Q

f h p q
p q

πσ
σ

−  
   = − − −  − −  

,      (11) 

 
ãäå mQ  – êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ,{ }n mh : 
 

( ) ( )2 2

1, 0, 1, 1 0, 1 2, 1, 2, 1 1, 1m m m m m m m m mQ h ph qh pqh h ph qh pqh− − − −= − − + + − − + + …

( )2, 1, , 1 1, 1N m N m N m N mh ph qh pqh− − − −+ − − +… .                     (11à) 

 

Òåïåðü åñëè â (9) è (10) âåçäå çàìåíèòü â y − ì èíäåêñå 0 íà 1m −  è 1 
íà m , òî ïîëó÷èì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàáîðà îòñ÷åòîâ áðîóíîâñêîãî 
ìîñòà â m − ì ñå÷åíèè. À èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m − ãî ñå÷åíèÿ 
çàïîëíåíèå åãî óçëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ øàãàìè: 

 

( )
( )
( )

( )

2 1
1, 1 1, 2, 3, ,

1 2
2, 1 1, 2, 3, ,

2 1 3
3, 1 1, 2, 3, ,

2 3
, 1 1, 2, 3, ,

,

,

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

N
m m m m N m

N N
m m m m N m

N N N
m m m m N m

N m m m m N m

s u pu p u p u

s p u u pu p u

s p u p u u p u

s pu p u p u u

α

α

α

α

−
+

− −
+

− − −
+

+

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

…

…

…

…

         (12) 

 
è 

, , 1 , , 1, , .n m n m n mh ph s n N−= + = …                              (13) 

 
Èñïîëüçóÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, âûðàæåíèÿ (9) è (11) 

âîçìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîé ôîðìå, ââåäÿ öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû 
[9]. 
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Îáúåäèíÿÿ ôîðìóëó (5) è M  ðàç ïîâòîðåííûå ôîðìóëû (11) è (12), 
ïîëó÷èì èòîãîâûé àëãîðèòì ãåíåðàöèè îòñ÷åòîâ â ïðÿìîóãîëüíèêå, 
íàêðûòîì íà ïîâåðõíîñòü èäåàëüíîãî öèëèíäðà è îáðàçîâàííîì èç 

( 1)N M× +  óçëîâ ñ ó÷åòîì èõ ïåðèîäè÷íîñòè âäîëü îñè x . Ïðè 
âûáðàííîì çíà÷åíèè α  èç ýòèõ ôîðìóë, ïëîòíîñòåé (2), (7) è 
íóìåðàöèîííîãî ïðàâèëà ïåðèîäè÷íîñòè ñëåäóåò äëÿ áåçóñëîâíûõ 
ñðåäíèõ: 

 
2

, , , , 1, , ,k j
n m n k m jh h p q k j Nσ+ + = = …      2 2

,n mh σ= .            (14) 

 
Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñå÷åíèÿõ ñãåíåðèðîâàííîå íà öèëèíäðå ïîëå 

H  õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâàìè îäíîðîäíîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè. Ñâîéñòâî 
ìàðêîâîñòè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç âèäà áåçóñëîâíîé (2) è 
ïåðåõîäíîé (7) ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïîëó÷åííîå íà 
öèëèíäðå ïîëå H  îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íîðìàëüíîñòè è ìàðêîâîñòè â òîì 
ñìûñëå, ÷òî îíî èìååò âäîëü âûáðàííûõ íàïðàâëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíûå 
êîððåëÿòîðû (14) äëÿ îò÷åòîâ â âûáðàííîé ïàðå óçëîâ. 

Òåïåðü ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òîðà 
îñóùåñòâèì çàìûêàíèå ïîñòðîåííîãî ïîëÿ (öèëèíäðè÷åñêîãî) âäîëü îñè 
y . Çàìåòèì, ÷òî åñëè â âûðàæåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ çàìûêàíèå âäîëü îñè 

x , âåçäå âûïîëíèòü çàìåíû ïî ïðàâèëó { , }N M p q→ → , òî áóäåò 

ïîëó÷åíî çàìûêàíèå âäîëü îñè y . À èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n − ãî 

ñå÷åíèÿ çàïîëíåíèå åãî óçëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ 
øàãàìè: 

( )
( )
( )

( )

2 1
1,1 ,1 ,2 ,3 ,

1 2
1,2 ,1 ,2 ,3 ,

2 1 3
1,3 ,1 ,2 ,3 ,

2 3
1, ,1 ,2 ,3 ,

,

,

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

N
n n n n n M

N N
n n n n n M

N N N
n n n n n M

n M n n n n M

t u qu q u q u

t q u u qu q u

t q u q u u q u

t qu q u q u u

β

β

β

β

−
+

− −
+

− − −
+

+

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

…

…

…

…

     (15) 

è 
 

, 1, , , 1, ,n m n m n mh qh t m M−= + = … .                           (16) 

 
Ïðè ýòîì òàêæå äîëæíà áûòü èñïîëüçîâàíà íîâàÿ íîðìèðîâî÷íàÿ  

ïîñòîÿííàÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ àìïëèòóäû 
âåùåñòâåííîãî ïîëÿ 

( )( ) 12 21 1 Mq qβ
−

= − − .                               (17) 

 
Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî çàìûêàíèÿ áóäåò ïîñòðîåíî ñòîõàñòè÷åñêîå 

ïîëå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, îðèåíòèðîâàííîãî âäîëü îñè x . 
Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå äâóõ çàìûêàíèé ïðèâåäåò ê ïîñòðîåíèþ 

ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî òîðà. Ïðè ýòîì òàêæå 
äîëæíà áûòü èñïîëüçîâàíà íîâàÿ íîðìèðîâî÷íàÿ  ïîñòîÿííàÿ, 
íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ àìïëèòóäû ïîëÿ: 

 

( )( ) ( )( )1 12 2 2 21 1 1 1N Mp p q qγ αβ
− −

= = − − − − .             (18) 
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ 
ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÏÎËÅÉ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ 

ÈÄÅÀËÜÍÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÀ È ÒÎÐÀ 
Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé 

èíòåðïðåòàöèåé ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ 
ñèíòåçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ãåíåðàöèè íîðìàëüíîãî äâóìåðíîãî 
ìàðêîâñêîãî ïîëÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé è òîðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòÿõ.  

Èäåàëüíûé òîð õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ðàäèóñàìè – àçèìóòàëüíûì R  
è ðàäèóñîì r  êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð 
òîðà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè çàäàííûõ R  è r  óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå 
èäåàëüíûé òîð, ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ àçèìóòàëüíûõ 
óãëîâ: ϕ  – óãîë â ïëîñêîñòè XOY , ïðîõîäÿùåé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè 

OZ , è ψ  – ôàçîâûé óãîë êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ. Çàäàâ ñåòêó èç N M×  óçëîâ, 

èäåàëüíûé òîð ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëàìè: 
 

           . ( sin ) cos ,n m n mX R r ψ ϕ= +  

      , ( sin ) sin ,n m n mY R r ψ ϕ= +                               (19) 

           , cos .n m mZ r ψ=  
 

Íàëîæåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ H  ñî ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè { },n mh  â 

óçëàõ âûáðàííîé ñåòêè ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé 
 

                          . ,( )sin cos ,n m n m n mX R r h ψ ϕ = + +       

, ,( )sin ) sin ,n m n m n mY R r h ψ ϕ = + +                       (20) 

                         , ,( ) cos .n m n m mZ r h ψ= +  

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí èäåàëüíûé òîð ñ ïàðàìåòðàìè: áîëüøîé ðàäèóñ 
6R = , ìàëûé ðàäèóñ 3r = , êîëè÷åñòâî óçëîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè: 

N = 40, M = 40. 

  
 Ðèñóíîê 1 – Èäåàëüíûé òîð 

 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð ãåíåðàöèè ìàðêîâñêîãî ïîëÿ íà òîðå ñ 
ïàðàìåòðàìè: äåêðåìåíò ïî îñè x : 0,5p = , äåêðåìåíò ïî îñè y : 0,5q = , 
èíòåíñèâíîñòü ñëó÷àéíîãî ïîëÿ σ = 0,20 (âèä ïîä óãëîì) ïðîöåññîâ, à 
òàêæå èõ ñâÿçü â ñîñåäíèõ óçëàõ.  

Ñòîõàñòè÷åñêîå ïîëå H, ñèíòåçèðîâàííîå â óçëàõ { },n mh  ñåòêè, 

ñòàöèîíàðíî, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî, ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè (15), ñïðàâåäëèâî 
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ñîîòíîøåíèå (13), ãàðàíòèðóþùåå èíâàðèàíòíîñòü ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî 
ñäâèãîâ âäîëü îñåé. 

 

  
Ðèñóíîê 2 - Ïðèìåð ñãåíåðèðîâàííîãî ìàðêîâñêîãî ïîëÿ  

íà òîðå (âèä ïîä óãëîì) 
 

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè îêàçàëèñü áîëåå óäîáíûìè àíàëîãè ôîðìóë (2), 
(9), (10), (12), âûïîëíåííûå â òåðìèíàõ âåêòîðîâ è öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö 
[9].  

Íà ðèñóíêàõ 3 è 4 ïîêàçàíî, êàê âûãëÿäèò òîò æå ñòîõàñòè÷åñêè 
âîçìóùåííûé òîð, íî ñáîêó è ñâåðõó.  

 

 
Ðèñóíîê 3 – Ïðèìåð ñãåíåðèðîâàííîãî ìàðêîâñêîãî ïîëÿ  

íà òîðå (âèä ñáîêó) 
 

 
 

Ðèñóíîê 4 – Ïðèìåð ñãåíåðèðîâàííîãî ìàðêîâñêîãî ïîëÿ íà òîðå (âèä â ïëàíå) 

 
                          5                      0                       5 

4 
 
 
2 
 
 
0 
 
 

-2 
 
 

-4 
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Èç ðèñóíêîâ 2–4 ìîæíî âèäåòü ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîâåäåíèå îòñ÷åòîâ 
ïîëÿ, ýâîëþöèþ ñå÷åíèé – ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå èõ ñâÿçü â 
ñîñåäíèõ óçëàõ.  

Ïîëó÷åííîå íà òîðå ïîëå H  îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íîðìàëüíîñòè è 
ìàðêîâîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî èìååò âäîëü âûáðàííûõ íàïðàâëåíèé 
ýêñïîíåíöèàëüíûå êîððåëÿòîðû [6, 7] äëÿ îòñ÷åòîâ â âûáðàííûõ äâóõ 
ïàðàõ óçëîâ.  
 

ÂÛÂÎÄÛ 
Òàêèì îáðàçîì, èåðàðõè÷åñêèé ïîäõîä ïðè ñèíòåçå äàåò âîçìîæíîñòü 

ãåíåðèðîâàòü ìàðêîâñêèå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî òîðà. Ïî 
ñóùåñòâó, ðàçâèâàåìûé ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà ãåíåðàöèè ïîëåé íà 
ïëîñêîñòè [9] äåéñòâèåì äâîéíîãî ïðàâèëà ïåðèîäè÷íîñòè, à â ðîëè 
ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ 
îáúåêòîâ, âûñòóïàþò áðîóíîâñêèå ìîñòû. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíûõ 
ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåì äîñòàòî÷íî øèðîêèì êëàññîì 
çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 
îò å¸ èäåàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Íåäîñòàòêîì ðåàëèçîâàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ 
íåàíàëèòè÷åñêîå ââåäåíèå àçèìóòàëüíûõ ïåðèîäè÷íîñòåé áðîóíîâñêèõ 
ìîñòîâ. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíîãî ïîäõîäà äëÿ 
ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, òàêèõ, êàê 
ñôåðà, îñòàåòñÿ îòêðûòîé. 
 
SUMMARY 

 

ALGORITHM OF GENERATION FOR THE NORMAL MARKOVIAN FIELDS ON 
IDEAL TORICAL SURFACE 

 

A.S. Mazmanishvili 
Sumy State University, Sumy 
 

This paper deals with the problem of generating normal two-dimensional 
Markovian fields on the ideal cylindrical and torical surfaces. An algorithm for 
generating toric Markovian fields is developed. Generated fields are stationary, 
homogeneous and self-consistent. An example of generated field is given. Outlook of 
normal Markovian fields generated on the surface of an ideal torus is offered. 

Key words: normal two-dimensional Markovian fields, ideal cylindrical and 
torical surfaces. 
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