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В роботі, яка складається з двох частин, запропоновано метод побудови діаграм сталості для обро-

бки похилих поверхонь сферичними кінцевими фрезами. В частині I визначаються вихідні дані, не-

обхідні для побудови діаграм сталості. Вони включають в себе питомі складові сили різання та кути 

врізання та виходу. Для визначення останніх запропоновані оригінальні рівняння, які описують змі-

ну значень кутів для різних варіацій радіальної глибин різання, величини перекриття та кута упере-

дження. Для аналізу сталості процесу обробки сферичними фрезами похилих поверхонь запропоно-

вано розглядати сили різання, прикладені по нормалі до шару, що зрізується. Зроблено апріорне 

припущення, що для малих значень кутів упередження процес обробки буде більш сталим по низхід-

ній аніж по висхідній, і навпаки, при значеннях кута упередження, близьких до 90°, процес обробки 

буде більш сталим по висхідній. Це припущення потребує підтвердження чи спростування при аналі-

зі діаграм сталості та експериментальних дослідженнях. В частині II описується метод побудови діаг-

рам сталості. Також наводяться результати експериментальних досліджень на підтвердження методу. 
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1. ВСТУП 
 

Механічні коливання є невід'ємною складовою 

роботи будь-яких механічних систем, в тому числі і 

систем ВПІД (верстат-пристосування-інструмент-

деталь) при обробці деталей різанням. Вібрації при 

різанні мають однозначно негативний вплив на 

кінцеву якість обробленої поверхні та стійкість різа-

льного інструменту, а також на продуктивність обро-

бки. Тому запобігання їхньому виникненню є однією 

з нагальних задач технології обробки різанням. В 

фундаментальних працях таких вчених як 

Н. А. Дроздов [1], А. И. Каширин [2], 

А. П. Соколовский [3], В. С. Штейнберг [4] викладено 

сучасне розуміння першопричин виникнення вібра-

цій при різанні. В зазначених роботах доведено 

[1,2,3], що головною складовою вібрацій при різанні, 

є автоколивання динамічної системи. 

Дослідження умов виникнення вібрацій здійсню-

ється з використанням теорії динамічної сталості 

руху (теорії діаграм сталості – англ. stability lobes 

theory). Фундамент теорії був закладений 

О. М. Ляпуновым, який в загальному випадку опи-

сав [5] умови сталості динамічної системи. Можливо-

сті застосування теорії діаграм сталості для дослі-

дження вібрацій при різанні були показані в роботах 

таких вчених, як M. K. Das [6,7], S. A. Tobias [8,9], J. 

Tlusty [10,11], Y. Altintaş [12], E. Budak [13,14] та ін. 

Серед українських вчених, які займаються теорією 

динамічної стійкості, варто згадати Ю. М. Внукова, 

В. О. Залогу, Д. В. Криворучко, С. С. Ємельяненко. 

Так, С. С. Ємельяненко першим запропонував [20] 

враховувати запізнювання зміни сили різання як 

одного з головних збудників автоколивань в системі. 

Сьогодні теорія діаграм сталості успішно використо-

вується для прогнозування, зокрема, кінцевого фре-

зерування сферичними фрезами [15,16,17,18]. Через 

постійне підвищення вимог до якості обробки дета-

лей складної геометричної форми, використання 

нових важко обробних сплавів і т. ін. прогнозування 

умов сталого різання сферичними фрезами просто-

рово-складних поверхонь є вкрай актуальним пи-

танням. Дана робота присвячена методу побудови 

діаграм сталості для обробки сферичними кінцевими 

фрезами похилих поверхонь при різних кутах їхньо-

го нахилу (при різних кутах випередження). 

Метою даної роботи є отримання методу побудови 

діаграм сталості при фрезеруванні похилих повер-

хонь сферичними кінцевими фрезами для різних 

кутів нахилу поверхонь, що обробляються (кутів 

випередження). В частині I наводяться вихідні дані, 

необхідні для побудови діаграм, а саме кути врізан-

ня та виходу і питомі складові сили різання. 

Діаграма сталості, які прийнято використовувати 

при аналізі динамічної сталості процесу різання, 

являє собою графік в декартовій системі координат, 

на вісі абсцис якого розташована швидкість обер-

тання шпинделя, а на осі ординат – глибина різан-

ня. Крива графіку зображає граничні умови сталого 

процесу різання, при яких не розвиватимуться авто-
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коливання динамічної системи. Нижче кривої зна-

ходяться умови сталого різання, а вище, відповідно, 

несталого. Детальніше про послідовність побудови 

діаграм сталості йтиметься в другій частині даної 

роботи. В першій частині увага приділяється вихід-

ним даним, які необхідні для побудови діаграм. 

Розглянемо динамічну систему, що складається зі 

сферичної кінцевої фрези та заготовки. Припустимо, 

що жорсткість фрези є значно меншою за жорсткість 

заготовки. Таке припущення є актуальним для обро-

бки деталей, що не мають тонкостінних елементів, 

сферичними фрезами, які мають велике співвідно-

шення довжини вильоту l до діаметру d (l ≳ 5d). При 

цьому осьова жорсткість фрези буде суттєво переви-

щувати її радіальну жорсткість, тому припустимим є 

твердження, що динамічна система матиме 2 ступені 

вільності (див. рис.1). 

Рівняння руху такої системи матиме наступний 

запис: 
 

 
              

      

¨

p

M Q t C Q t K Q t

a H t Q t Q t

  

    

. (1) 

 

Це рівняння є диференційним рівнянням з еле-

ментом, що запізнюється. В цьому рівнянні  M ,  C  

та  K  – відповідно матриці маси, демпфування та 

жорсткості;   Q t  – вектор переміщень по осях x  та 

y ; 
pa  – осьова глибина різання;  H t   – матриця 

зміни питомої сили різання;   – різниця в часі між 

проходженням j-го та (j – 1)-го зубів фрези. 

Матриця зміни питомої сили різання складається 

з чотирьох елементів: 
 

  
   

   
11 12

21 22

H t H t
H t

H t H t

 
     

 

. (2) 

 

В рівняннях (3)  j t  – кутове положення j–го зу-

ба фрези в момент часу t; 
tK  [Н/мм2] та 

rK  [Н/мм2] – 

питомі сили для визначення, відповідно, тангенціа-

льної та радіальної складових сили різання; 

  jg t  – так звана функція перемикання, яка 

враховує, чи ріже в момент часу t j-й зуб фрези. 
 

 
 

Рис. 1. Коливання кінцевої фрези як системи з двома сту-

пенями вільності 
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. (4) 

 

2. ГЕОМЕТРІЯ ШАРУ, ЩО ЗРІЗУЄТЬСЯ, ТА 

ВИЗНАЧЕННЯ ПИТОМИХ СКЛАДОВИХ СИЛ 

РІЗАННЯ 
 

При обробці сферичними кінцевими фрезами на-

хилених поверхонь виникає достатньо складна гео-

метрія шару, що зрізується. Правильна оцінка зони 

прикладення сил різання при аналізі сферичного 

кінцевого фрезерування є необхідною умовою для 

точного прогнозування умов сталого різання. 

На рис.2 зображено шар, що зрізується з подачею 

на зуб 
zf , та виникаючі при цьому сили різання (ра-

діальна складова 
rF , осьова складова 

aF , їхня век-

торна сума 
raF  тангенціальна складова 

tF  розташо-

вано перпендикулярно площині рисунка), відповід-

но, для висхідного фрезерування (рис. 2, а) та низхі-

дного фрезерування (рис. 2, б). 

В цій роботі запропоновано розглядати сили, що 

призводять до виникнення коливань фрези, не в 

напрямку нормалі до поверхні заготовки, а по нор-

малі безпосередньо до шару, що зрізується. Такий 

підхід виявляється виправданим при порівнянні 

висхідного фрезерування (позитивний кут упере-

дження  ) та низхідного фрезерування (негатив-

ний кут упередження  ). Вектори нормалі до повер-

хні заготовки в обох випадках співпадають, проте 

принципово відрізняються напрямки векторів нор-

малей до шару, що зрізується. Вектори сили різання 

також мають різні напрямки і різні за модулем 

складові. Так, для низхідного фрезерування при 
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невеликих значеннях кута упередження   основною 

складовою є осьова складова сили різання, в той час 

як при висхідному фрезеруванні основною складо-

вою є радіальна складова сили різання. При значен-

нях кута упередження  , близьких до 90°, має місце 

зворотній ефект. 

Можна зробити апріорне припущення, що при 

малих значеннях кута упередження висхідне фрезе-

рування буде менш сталим за низхідне при однако-

вих значеннях радіальної глибини різання, і навпа-

ки – при великих значеннях кута висхідне фрезеру-

вання буде більш сталим за низхідне.  

Якщо при проведенні досліджень робочі органи 

верстату переміщуються по осях 'y  та 'z  (рис. 2) і 

вимірюються складові сили різання у відповідних 

напрямках, то тангенціальна 
tF , радіальна 

rF  та 

осьова 
aF  складові сили різання при кутовому по-

ложенні фрези  j t  визначатимуться як: 

 

В цьому матричному рівнянні 
hl  – кут нахилу 

спіралі зуба для монолітних фрез або нахил пласти-

ни відносно осі фрези для фрез зі змінними пласти-

нами. Як видно з рівняння (5), осьова складова сили 

різання має місце при ненульових значеннях 
hl . 

Втім, для оцінки сталості руху динамічної системи 

допустимо застосовувати систему з двома ступенями 

вільності. 

Визначивши тангенціальну та радіальну складо-

ві сили різання, можна отримати відповідні коефіці-

єнти складових сили різання 
tK  та 

rK . Оскільки 

вони є емпіричними та характеризують питому силу 

різання при перетворенні в стружку 1 мм2 припуску, 

визначатимуться вони за формулами: 
 

  

 
t

t

F t
K

s t
 . (6) 

  

 
r

r

F t
K

s t
 . (7) 

 

В цих рівняннях доцільно вести розрахунки для 

максимального значення миттєвої площі шару, що 

зрізується,  s t . Знаючи значення кута врізання та 

швидкості обертання фрези, не становить проблеми 

визначити значення складових сили різання в конк-

ретний момент часу t. Згідно рис. 3, для кута поворо-

ту фрези   2j t     миттєву площу шару, що зрізу-

ється, можна визначити як: 

 

   cosz p hls t f a  . (8) 

 

 

 

 
Рис. 3. Миттєва площа шару, що зрізується 

  

а) б) 
Рис. 2. Схема шару, що зрізується, при фрезеруванні сферичними фрезами 
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3. КУТИ ВРІЗАННЯ ТА ВИХОДУ 
 

При аналізі динаміки процесу обробки сферич-

ними фрезами прийнято користуватись поняттям 

плями контакту для опису геометрії шару, що зрі-

зується. Пляма контакту характеризується кутами 

врізання зуба фрези в тіло заготовки 
st  та кута 

виходу зуба фрези з тіла заготовки 
ex  (див. рис. 4). 

Точне визначення значень цих кутів є необхідною 

умовою для прогнозування умов сталості процесу 

обробки. Визначати кути 
st  та 

ex  можна аналіти-

чно або шляхом комп'ютерного моделюванням про-

цесу різання. 

 

 

 

 

 

 

 

 

В цій роботі запропоновано використовувати ори-

гінальні формули для визначення кутів врізання та 

виходу як функцій від радіуса фрези r , кута упере-

дження  , радіального припуску на обробку 
pa  та 

величини перекриття рядків 
ea  [19]. 

В рівняннях (9а), (9б), (9в) та (9г) величина 

1 /pK ra   (див. табл. 1). 

На рис. 5, а та рис. 5, б графічно продемонстрова-

но зміну відповідно кутів врізання та виходу для 

різних варіацій радіальної глибини різання та кута 

упередження при зустрічному фрезеруванні. 

Симуляція проводилась для фрези радіусом 5 мм. 

  

а) висхідне зустрічне фрезерування б) висхідне попутне фрезерування 

 

 
в) низхідне зустрічне фрезерування г) низхідне попутне фрезерування 

 

Рис. 4. Схеми для визначення кутів врізання та виходу 
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4. ВИСНОВКИ 
 

В частині I цієї роботи визначаються вихідні дані, 

необхідні для побудови діаграм сталості процесу 

фрезерування похилих поверхонь сферичними кін-

цевими фрезами. Для визначення питомих складо-

вих сили різання запропоновано розглядати силу 

різання вздовж нормалі до шару, що зрізується. 

 

 

 

 

Також наведені оригінальні формули для визна-

чення кутів врізання та виходу як функцій, що за-

лежать від кута упередження  , радіальної глибини 

різання 
pa  та величини перекриття рядків 

ea ; гра-

фічно продемонстровано зміну значень цих кутів для 

різних варіацій радіальної глибини різання та кута 

упередження при зустрічному фрезеруванні. 

 

Таблиця 1 – Математичні залежності визначення характеристик плям контакту у процесі обробки сферичними  

фрезами 

Напрямок 
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а) 

Рис. 5. Зміна кутів врізання (а) та виходу (б) при зміні 
pa  та   для висхідного зустрічного фрезерування 
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A method of stability lobes building in ball end milling of inclined surfaces. 

Part 1. Initial data 
 

O. O. Shtehin1) 
 

1) Zhytomyr state technological university, 103, Chernyakhovsky str., Zhytomyr, Ukraine, 10005 
 

In this paper which consists of two parts, was proposed a method of stability lobes building in ball end 

milling of inclined surfaces. In Part I initial data necessary for stability lobes building were determined. 

They include specific cutting forces coefficients and angles of entrance and exit. For theirs determinations 

were proposed original equations which describe a changing of these angles for different variations of radi-

al depth of cut and lead angle. For stability analysis of ball end milling process of inclined surfaces have 

been proposed to consider cutting forces along the normal to the chip cross section. A priori was made an 

assumption that for small values of lead angle downward machining process will be more stable than up-

ward, and vice versa, for big values of lead angle (close to 90°) upward machining process will be more sta-

ble than downward. This assumption needs in confirmation or confutation during the stability lobes analy-

sis and experimental investigations. In Part II was described a method of stability lobes building. Also 

were given results of experiments which verify this method. 

 

Key words: chatter in milling, stability lobes theory, ball end milling, CNC machining, end mill 

 

Метод построения диаграмм устойчивости при фрезеровании наклонных поверхностей 

сферическими концевыми фрезами. Часть 1. Выходные данные 
 

А. А. Штегин1) 
 

1)  Житомирский государственный технологический университет, ул. Черняховского, 103, 

г. Житомир, Украина, 10005 
 

В работе, которая состоит из двух частей, предложен метод построения диаграмм устойчивости 

для обработки наклонных поверхностей сферическими концевыми фрезами. В первой части работы 

определяются исходные данные, необходимые для построения диаграмм устойчивости. Они включают 

в себя удельные составляющие силы резания и углы врезки и выхода. Для определения последних 

предложены оригинальные уравнения, описывающие изменение значений углов для различных ва-

риаций радиальной глубин резания, величины перекрытия и угла предубеждения. Для анализа 

устойчивости процесса обработки сферическими фрезами наклонных поверхностей предложено рас-

сматривать силы резания, прилагаемые по нормали к срезаемого слоя. Сделано априорное предпо-

ложение, что для малых значений углов предубеждения процесс обработки будет более устойчивым 

по нисходящей чем по восходящей, и наоборот, при значениях угла предубеждения, близких к 90°, 

процесс обработки будет более устойчивым по восходящей. Это предположение требует подтвержде-

ния или опровержения при анализе диаграмм устойчивости и экспериментальных исследованиях. Во 

второй части работы описывается метод построения диаграмм устойчивости. Также приводятся ре-

зультаты экспериментальных исследований по подтверждению адекватности предложенного метода. 

 

Ключевые слова: вибрации при резании, динамическая устойчивость, диаграммы устойчивости, 

сферические фрезы, станки с ЧПУ, конечное фрезерование 
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