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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР: 61 с., 19 рис., 73 джерел.

Об’єктом дослiдження є ультратонка плiвка мастила, затиснута мiж двома

атомарно-гладкими та шорсткими твердими поверхнями тертя.

Завдання дослiдження – побудова нерiвноважної термодинамiчної моделi

плавлення ультратонкої плiвки мастила та дослiдження поведiнки трибологiч-

ної системи на основi представленої моделi з урахуванням просторової неод-

норiдностi та впливу адитивних шумiв основних параметрiв.

Використана методика дослiдження – методи нерiвноважної еволюцiйної

термодинамiки, теорiї фазових переходiв та теорiї пружностi, метод мульти-

фрактального флуктуацiйного аналiзу, методи обчислювальної математики.

У рамках синергетичної моделi межового тертя, що описує фазовi перехо-

ди в ультратонкiй плiвцi мастила, вивчаються процеси тертя двох атомарно-

гладких та шорстких поверхонь при наявностi ультратонкого шару масти-

ла мiж ними. Врахування просторової неоднорiдностi напружень, деформацiї

i температури мастильного шару мiж двома атомарно-гладкими поверхнями

дозволило описати нетривiальну неньютонiвську поведiнку ефективної зсув-

ної в’язкостi мастила. Показано, що за наявностi нанорозмiрних нерiвностей

поверхонь у процесi руху в площинi тертя реалiзується змiнна у часi доменна

структура, яка характеризується просторовим розподiлом значень параметра

порядку. Дослiджено вплив адитивних шумiв основних параметрiв на харак-

тер поведiнки трибологiчної системи. За допомогою методу мультифракталь-

ного флуктуацiйного аналiзу розрахованi залежностi модифiкованого показ-

ника Херста вiд параметра деформацiї та показано, що зi зменшенням iнтен-

сивностi шуму мультифрактальна поведiнка ряду посилюється.

ТЕРТЯ, ПРУЖНI ТА В’ЯЗКI НАПРУЖЕННЯ, ДЕФОРМАЦIЯ, ТРИ-

БОЛОГIЧНА СИСТЕМА, ПЕРЕРИВЧАСТИЙ РУХ, ПЛАВЛЕННЯ, ФА-

ЗОВИЙ ПЕРЕХIД, АДИТИВНИЙ ШУМ, САМОПОДIБНIСТЬ.
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ВСТУП

Останнiм часом, з розвитком сучасної науки та технiки, дослiдження ре-

жиму межового тертя має високе прикладне значення. Нанотрибологiчнi си-

стеми, в яких реалiзується межовий режим, використовуються для побудо-

ви високоточного обладнання та приладiв [1]. Останнi дозволяють спостерi-

гати за найскладнiшими процесами, що вiдбуваються пiд час експлуатацiї в

областi контакту деталей [1–6]. Разом з тим з’ясовано, що багато низькови-

мiрних систем зазнають плавлення пiд дiєю зсуву ("зсувне плавлення"). Такий

вид плавлення часто спостерiгається у колоїдних кристалах рiзного типу [7],

при прослизаннi по межах зерен у режимi iнтенсивної пластичної деформа-

цiї [8, 9], що може призводити до встановлення маловивченого режиму над-

пластичностi. Спостережуванi на бiкристалах ефекти [10] також багато в чому

нагадують плавлення змiщенням. Зсувне плавлення одночасно з термодина-

мiчним демонструють ультратонкi плiвки мастильних матерiалiв, що затиснутi

мiж атомарно-гладкими твердими поверхнями [11–16].

Вiдомо, що пiд час межового тертя часто порушується закон Амонтона.

Так, наприклад, в експериментах Гардi при розглядi двох плоских поверхонь

тертя, що роздiленi межовим шаром ароматичних сполук [17], коефiцiєнт ста-

тичного тертя з ростом навантаження зменшується. Таким чином, Гардi вста-

новив, що iснують граничнi внутрiшнi напруження, при перевищеннi яких по-

чинається течiя. Крiм того, Гардi прийшов до висновку, що з пiдвищенням тис-

ку шар мастила стає тоншим, що i призводить до змiни коефiцiєнта тертя. Та-

ким чином, була виведена залежнiсть коефiцiєнта тертя вiд товщини мастила.

Однак, незважаючи на те, що вивчення межового режиму має високе

прикладне та фундаментальне значення, досi не iснує єдиної теорiї, що досте-

менно описує межове тертя. Зважаючи на складнiсть процесiв, що протiкають
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при тертi у зонi контакту, часто користуються феноменологiчними моделями

[16, 18–24]. Також для опису результатiв експериментiв активно застосову-

ються методи молекулярної динамiки [25–27]. Зокрема, у роботах [28, 29] за-

пропонована синергетична модель, в якiй плавлення мастильного шару прохо-

дить за рахунок механiзмiв термодинамiчного i зсувного плавлення. У роботах

Попова [16, 18] розроблена термодинамiчна теорiя межового тертя, заснова-

на на теорiї фазових переходiв Ландау другого роду [30], де в якостi параметра

порядку обирається модуль зсуву мастильного матерiалу. Однак, у режимi ме-

жового тертя часто спостерiгаються стрибкоподiбнi фазовi перетворення пер-

шого роду [11, 20, 31], що призводять до встановлення переривчастого режи-

му руху [11, 31, 32]. У роботi [33] представлена модель пластичної деформацiї

металiв з урахуванням просторової неоднорiдностi, де для опису використо-

вуються рiвняння, що схожi за математичною структурою з використаними

нами нижче, оскiльки у роботi розглядається модель в’язкопружного сере-

довища [34], що враховує зсувне плавлення, результатом якого є наявнiсть у

мастилi великих пластичних деформацiй. Крiм того, останнiм часом, великий

iнтерес викликає вивчення двошарових атомних структур (бiшарiв), оскiльки

подiбнi структури часто застосовуються у промислових i технологiчних проце-

сах. Так, у роботi [35] була запропонована модель, яка враховує основнi фак-

тори, що впливають на поведiнку таких систем. Вона якiсно описує експери-

ментальнi данi, що отриманi за допомогою апарату поверхневих сил (SFA –

Surface Forces Apparatus). У роботi [36] запропонована проста модель зсув-

ного плавлення, яка може використовуватися для опису систем рiзних типiв.

Свiй подальший розвиток зазначена робота отримала у [37], де при чисельно-

му аналiзi основних рiвнянь дослiджується вiдносний рух пари взаємодiючих

атомарних шарiв, а також розглядається введення адитивного шуму, однак, вiн

введений насамперед для того, щоб система при будь-яких початкових умовах

приходила до стацiонарного стану, i нiчого не говориться про те, що шум може
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критичним чином впливати на характер поведiнки системи.

Отже, для опису поведiнки ультратонких плiвок мастильних матерiалiв,

що затиснутi мiж атомарно-гладкими та шорсткими твердими поверхнями, на-

ми розвивається синергетична [34,38–42], а також термодинамiчнi [21,43–47]

моделi. У роботах [21,40] розглядається випадок, коли ультратонка плiвка ма-

стила плавиться при перевищеннi внутрiшнiми напруженнями, що виникають

у нiй, критичного значення. За допомогою моделi, яка представлена у робо-

тi [34], описанi гiстерезиснi явища, вивчено фрактальнi характеристики часо-

вих рядiв напружень, а також розглянуто питання про виникнення у системi

коливань у режимi детермiнiстичного хаосу [40]. Проте скрiзь вважалося, що

шар мастила має однаковi властивостi як по товщинi, так i по площинi кон-

такту. Щоб уникнути такого обмеження роздiл 1, представленої роботи, цiлес-

прямований на подальший розвиток моделi, де вивчається просторово-часова

залежнiсть поведiнки основних параметрiв системи з урахуванням неоднорiд-

ного розподiлу напружень, деформацiї i температури по товщинi мастильного

шару. Поверхнi тертя, як i ранiше, покладаються гладкими, а мастило у станi

спокою – однорiдне. Всi описанi далi просторовi залежностi отриманi за раху-

нок того, що мастильний шар володiє ефективною в’язкiстю [48], яка показує

неньютонiвську поведiнку i враховується при виведеннi основних рiвнянь [34].

У роздiлi 2, у випадку реалiзацiї фазового переходу першого роду, що

приводить до встановлення переривчастого режиму руху [45, 49], проведе-

но узагальнення теорiї [16, 18] та дослiджується специфiчна ситуацiя тер-

тя атомарно-гладких поверхонь, яка широко вивчається експериментально

[3,4,11,31]. Представлений роздiл розвинений з метою теоретичного вивчення

особливостей режиму межового мастила при взаємному тертi поверхонь, що

мають нанорозмiрнi нерiвностi. Оскiльки у технiчних застосуваннях поверхнi

тертя практично завжди володiють нерiвностями i неоднорiдностями, запро-

понований пiдхiд дозволяє розширити результати попереднiх робiт [45, 49] на
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бiльш широкий клас реальних трибологiчних систем.

Дослiдження, проведенi у роздiлi 3, враховують вплив адитивних шу-

мiв на характер поведiнки системи. Окрiм того, визначаються умови, при яких

спостерiгається самоподiбна поведiнка системи, в якiй неможливо видiлити

характерний масштаб параметра порядку. Також визначаються умови, при

яких система демонструє монофрактальну чи мультифрактальну поведiнку, що

характеризується спектром фрактальних розмiрностей.
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1 ПРОСТОРОВА НЕОДНОРIДНIСТЬ ОСНОВНИХ ПАРАМЕТРIВ

СИНЕРГЕТИЧНОЇ МОДЕЛI МЕЖОВОГО ТЕРТЯ

1.1 Формулювання моделi

Розглянемо двi гладкi поверхнi, роздiленi шаром мастила товщиною h.

Причому верхня рухається зi швидкiстю V = V0, а нижня спочиває (V = 0).

У такому разi для звичайних ньютонiвських рiдин у режимi гiдродинамiчного

тертя виконується добре вiдомий закон Ньютона:

F = ηA
dV

dy
, (1.1)

де F – сила в’язкого тертя, за рахунок якої мастило з часом розiгрiвається i

стає бiльш рiдким, η – зсувна в’язкiсть мастила, A – площа контакту повер-

хонь через мастило, y – поперечна координата. Розглянемо випадок, у якому

сили взаємодiї молекул мастила з поверхнями тертя бiльшi, нiж сили взаємодiї

молекул мастила одна з одною. Наприклад, така ситуацiя експериментально

дослiджується у роботi при розглядi межового тертя [6], де показано, що верх-

нiй та нижнiй мастильний шар адсорбуються на поверхнях тертя i рухаються з

ними як єдине цiле. При цьому верхнiй шар мастильного матерiалу рухається

зi швидкiстю V0, а нижнiй спочиває. У зазначеному випадку поле швидкостей

приймає вигляд [50]

V = V0
y

h
, (1.2)

де швидкiсть V лiнiйно зростає вiд нуля у нижньої нерухомої поверхнi до мак-

симального значення V0 у верхнiй. Проте ми розглядаємо бiльш складний ви-

падок, коли мастило має неньютонiвську в’язкiсть, тобто коефiцiєнт η в (1.1)

залежить як вiд температури T , так i вiд градiєнта швидкостi dV/dy [48]. У на-

шому випадку за рахунок тонкостi мастильного шару градiєнт швидкостi може
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бути записаний як [32]

ε̇ =
V0

h
, (1.3)

де ε̇ – швидкiсть деформацiї (див. рiвняння (1.6) – (1.8)). Таким чином, ми

приходимо до залежностi

η = η(T, ε̇). (1.4)

Згiдно з записаними далi основними рiвняннями (1.6) – (1.8), це означає, що

в’язкiсть мастила змiнюється з часом так само, як i всi iншi параметри. Тому

введення до розгляду градiєнтних доданкiв дозволяє вивчити часову еволю-

цiю основних параметрiв мастила по її товщинi, що завжди має мiсце, у будь-

якому експериментi. Однак зважаючи на ультратонкiсть мастильного шару на

сьогоднiшнiй день експериментально вимiрюються лише його загальнi усеред-

ненi характеристики [1]: в’язкiсть, в’язкi i пружнi напруження, температури

плавлення i затвердiння i т. д. Процеси, що вiдбуваються по товщинi масти-

ла у даний час вивчаються в основному за допомогою методiв молекулярної

динамiки [51, 52]. Наприклад, у [52] дослiджується система, що складається

з двох блокiв товщиною 2 нм, мiж якими розмiщене полiмерне мастило зав-

товшки 3 нм. Подiбнi моделi дозволяють з’ясувати залежностi динамiчних па-

раметрiв мастильного матерiалу по товщинi розглянутої системи. Оскiльки за

рахунок ультратонкостi мастила прямi вимiрювання розподiлiв параметрiв по

її товщинi ускладненi, такi роботи є передбачуваними i несуть високе фунда-

ментальне значення. У роботi [14] вивчається просторово неоднорiдна систе-

ма, але в рамках аналiтичної моделi. Крiм того, побудованi фазовi дiаграми та

вивчено вплив товщини мастила на поведiнку системи, а також на особливостi

встановлення переривчастого режиму руху. У [53] вивчається розподiл напру-

жень по товщинi мастильного шару при зсувi верхньої i нижньої поверхонь

у протилежнi сторони i показано, що напруження у нижнiй i верхнiй частинах

системи мають рiзний знак. Такий же результат показує i наша робота. У робо-
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тi [53] в ходi комп’ютерного експерименту можна видiлити три етапи. Спершу

на нижню поверхню тертя наносився мастильний шар молекулярної товщини i

очiкувався час, за який встановлювався стацiонарний стан. Потiм до верхньої

та нижньої поверхонь тертя прикладалася сила, за рахунок якої вони почи-

нали контактувати через мастило. I на завершальнiй стадiї здiйснювався зсув

поверхонь у взаємно протилежних напрямках, i одночасно вимiрювалися ди-

намiчнi параметри мастила, у тому числi i по її товщинi. У роботi дослiджено

вплив на систему зовнiшнього навантаження, швидкостi вiдносного зсуву по-

верхонь, типу мастила, вивчена залежнiсть кута повороту полiмерних молекул

вiд параметрiв навантаження i т. д. У роботi [53] отримано переривчастий ре-

жим руху, який є однiєю з основних причин руйнування деталей у наномеханiз-

мах. Показано, що пiд час реалiзацiї переривчастого руху з часом змiнюється

товщина мастила, оскiльки вона зазнає фазовi переходи мiж кiнетичними ре-

жимами тертя.

У запропонованому нами пiдходi просторовим розподiлом володiють не

тiльки напруження, якi пропорцiйнi вiдноснiй швидкостi зсуву згiдно до фор-

мули [32, 34]1

V = σv
h

ηeff
, (1.5)

але i температура T i деформацiя ε, оскiльки при змiнi градiєнта швидкостi по

товщинi мастила (неньютонiвська поведiнка) буде змiнюватися рiвень диси-

пацiї механiчної енергiї, що приведе до нерiвномiрного розподiлу температури,

тобто по товщинi мастило в одному мiсцi може бути розплавленим, а в iншому

– можуть проявлятися властивостi твердого тiла. Молекулярно-динамiчнi мо-

делi показують саме таку поведiнка, наприклад коли видiлений атомарний ма-

стильний шар перемiщується мiж сусiднiми шарами без розупорядкування [6].

У так званих stop-start експериментах [54] характер неоднорiдного розподiлу
1Тут ηeff – ефективна в’язкiсть, яка для ультратонких шарiв сильно вiдрiзняється вiд в’язкостi об’ємних

мастил, що складаються з тих же речовин, тому для конкретної системи ηeff може бути знайдена тiльки експе-
риментально [48]. Величина σv у (1.5) – це в’язка компонента напружень.



12

температури по товщинi мастила критичним чином впливає на поведiнку си-

стеми, оскiльки “бiльш нагрiтi” шари здатнi залишатися рiдиноподiбними при

затвердiннi основного об’єму мастила, забезпечуючи бiльш тривалий режим

ковзання. Оскiльки ефективна в’язкiсть ηeff залежить вiд природи мастиль-

ного матерiалу, а також вiд типу використовуваних поверхонь, експерименти

з рiзними мастилами можуть показувати абсолютно рiзну поведiнку. Ураху-

вання неоднорiдного розподiлу температури по товщинi мастильного матерiа-

лу може частково описати тi або iншi спостережуванi особливостi.

У роботi [34] дослiджується синергетична модель межового тертя, побу-

дована на основi трьох самоузгоджених диференцiальних рiвняннях для зсув-

ної компоненти тензора напружень σ, що виникають у мастильному шарi,

зсувної компоненти вiдносних деформацiй ε, а також температури мастила T .

Дослiджується загальний просторово-неоднорiдний випадок, опис якого стає

можливим при модифiкацiї вихiдної системи рiвнянь [34] за допомогою ураху-

вання вiдповiдних градiєнтних вкладiв [33]:

σ̇ = Dσ∇2σ − σ + gε, (1.6)

τ ε̇ = Dε∇2ε− ε+ (T − 1)σ, (1.7)

δṪ = DT∇2T + (Te − T )− σε+ σ2, (1.8)

де величина Te є температурою поверхонь тертя [34]. Тут також введенi кон-

станта g < 1, яка чисельно дорiвнює вiдношенню модуля зсуву мастила G до

його характерного значення G0, та параметри

τ =
τε
τσ
, δ =

τT
τσ
, (1.9)

де τσ, τε, τT – часи релаксацiї напружень, деформацiї та температури.

У роботах [18, 34] показано, що нульовi стацiонарнi напруження σ0 вiд-

повiдають твердоподiбнiй структурi мастильного матерiалу, а при σ0 6= 0
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мастило плавиться з переходом до рiдиноподiбного стану. Однiєю з причин

цього є те, що згiдно до узагальненої для межового режиму дiаграми Герсi-

Штрибека [32, 34], iз збiльшенням в’язких напружень σv зростає вiдносна

швидкiсть зсуву поверхонь тертя V (1.5). Оскiльки напруження σ представ-

ляють суму в’язкої та пружної компонент [34], а у шарi рiдиноподiбного ма-

стила переважають в’язкi напруження, iз зростанням σ зростає швидкiсть ру-

ху зсувних поверхонь, що вiдповiдає кiнетичному режиму ковзання i рiдино-

подiбнiй структурi мастила. При значеннi σ = 0 поверхнi тертя не рухаються,

що вiдповiдає їх “прилипанню” за рахунок затвердiння мiжповерхневого ма-

стильного шару. Представленi висновки пiдтверджуються як теоретично [18],

так i експериментально [54].

1.2 Моделювання просторової неоднорiдностi основних параметрiв

Нехай поверхнi тертя атомарно-гладкi i не мають дефектiв. Такi поверхнi

часто отримують вiдколом слюди вздовж атомарної площини [1]. Нехай масти-

ло однорiдне i складається з неполярних квазiсферичних молекул (наприклад,

молекул октаметилциклотетрасилоксана C8H24O4Si4 [1]), якi здатнi утворюва-

ти твердоподiбнi упорядкованi структури, що характеризуються наявнiстю да-

лекого порядку чергування молекул. У цьому випадку уздовж площини повер-

хонь мастило можна вважати однорiдним. У зв’язку з цим, далi розглядається

неоднорiднiсть тiльки по товщинi мастильного матерiалу (координата y). Тому

спiввiдношення (1.6) – (1.8) являють собою одновимiрнi диференцiальнi па-

раболiчнi рiвняння в частинних похiдних. Їх можна легко розв’язати чисельно

за допомогою застосування явної двошарової рiзницевої схеми [55]. При цьо-

му вся, зацiкавлена нами, просторово-часова область розбивається сiткою.

Розрахунок проводиться вiд початкового моменту часу t = 0 до t = tN , а ко-
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ордината при цьому y ∈ [0, yM ]. Необхiднi для розв’язання початковi i граничнi

умови слiд вибирати з фiзичного представлення завдання.

Iндексом i будемо позначати координатнi шари, а iндексом j – часовi.

Тодi при використаннi явної рiзницевої схеми координатнi похiднi апроксиму-

ються наступним чином (для деформацiї ε i температури T аналогiчно):

∇2σ ≡ ∂2σ

∂y2
=

σji+1 − 2σji + σji−1

H2
, (1.10)

∂σ

∂t
=

σj+1
i − σji

∆
, (1.11)

де ∆ = tN/N – крок за часом, H = yM/M – крок по координатi (вiдстань мiж

вузлами сiтки по вертикалi i горизонталi).

Остаточнi розрахунковi спiввiдношення приймають вигляд:

σj+1
i = σji +

∆

H2

[
Dσ

(
σji+1 − 2σji + σji−1

)
+H2

(
−σji + gεji

)]
, (1.12)

εj+1
i = εji +

∆

τH2

[
Dε

(
εji+1 − 2εji + εji−1

)
+H2

(
−εji + σjiT

j
i − σ

j
i

)]
, (1.13)

T j+1
i = T ji +

∆

δH2

[
DT

(
T ji+1 − 2T ji + T ji−1

)
+H2

(
Te − T ji − σ

j
i ε
j
i + (σji )

2
)]
.

(1.14)

Система рiвнянь (1.12) – (1.14) має 3N(M − 1) рiвнянь i дозволяє визначити

σj+1
i , εj+1

i та T j+1
i , знаючи набiр значень на попередньому часовому шарi σji , ε

j
i

и T ji . У додаток до (1.12) – (1.14) необхiдний набiр початкових умов у момент

часу t = 0, якi дають 3(M + 1) рiвнянь, а також граничнi умови, що дають 6N

рiвнянь. Таким чином, загальна кiлькiсть рiвнянь дорiвнює кiлькостi невiдо-

мих 3(M + 1)(N + 1).

При русi поверхонь тертя вiдповiдно до рiвнянь (1.6) – (1.8) в однорiд-

ному випадку (∇2 ≡ 0) встановлюються стацiонарнi значення напружень σ0,
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деформацiї ε0 та температури T0 [34]:

σ0 =

√
gTe − (g + 1)

1− g
, ε0 =

σ0

g
, T0 = Te. (1.15)

Розглянемо два найбiльш поширенi випадки. У першому з них верхня поверх-

ня також рухається зi швидкiстю V , а нижня з такою ж швидкiстю рухається в

протилежному напрямку. При цьому напруження, деформацiя i температура у

верхнiй поверхнi будуть рiвнi σ0, ε0 i T0 вiдповiдно. Значення температури бiля

межi нижньої поверхнi також буде дорiвнює T0, оскiльки згiдно (1.15) T0 = Te,

а Te є температурою поверхонь тертя, яка є термостатом (зовнiшнiм середо-

вищем) [34], тобто їх температура у процесi передачi тепла вiд мастила, що

розiгрiте за рахунок виконаної роботи, не змiнюється. З огляду симетрiї розг-

лянутої задачi напруження i деформацiя поблизу нижньої поверхнi будуть рiвнi

−σ0 i−ε0 вiдповiдно. Тому виберемо початковi умови параметрiв за товщиною

мастила згiдно до спiввiдношення

σ0
i = −σ0 +

2iσ0

M
, ε0

i = −ε0 +
2iε0

M
, T 0

i = T0, i = 0, 1, . . . ,M. (1.16)

Граничнi умови запишуться наступним чином2:

σj0 = −σ0, σjM = σ0, εj0 = −ε0, εjM = ε0,

T j0 = T jM = T0, j = 1, 2, . . . , N. (1.17)

У випадку, коли нижня поверхня жорстко закрiплена i не рухається, а з фiк-

сованою швидкiстю рухається тiльки верхня, напруження, деформацiя i тем-

пература у верхнiй поверхнi будуть також дорiвнювати σ0, ε0 та T0, а поблизу

нижньої буде виконуватися рiвнiсть σ0 = ε0 = 0, оскiльки за рахунок взаємодiї
2У (1.17) iндекс j змiнюється вiд 1, оскiльки спiввiдношення (1.16) i так вже задають граничнi умови на ну-

льовому часовому шарi при j = 0. Легко переконатися у тому, що якщо в (1.17) j вiдраховувати вiд нуля, то
помилки не буде, оскiльки у цьому випадку спiввiдношення (1.16) i (1.17) продублюють на нульовому часовому
шарi однi i тi ж значення.
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атомiв поверхнi з атомами мастильного матерiалу нижнiй шар “прилипає” до

поверхнi [6]. Температура мастила у нижньої межi вибирається, як i ранiше,

рiвною T0. У цьому випадку початковi умови можна представити у виглядi

σ0
i =

iσ0

M
, ε0

i =
iε0

M
, T 0

i = T0, i = 0, 1, . . . ,M, (1.18)

а граничнi

σj0 = 0, σjM = σ0, εj0 = 0, εjM = ε0,

T j0 = T jM = T0, j = 1, 2, . . . , N. (1.19)

Вимiряємо координату y в одиницях товщини мастила h, тодi рiвню нижньої

поверхнi вiдповiдає значення y0 = 0, а у верхньої yM = 1. Тепер система рiв-

нянь є замкнутою i може бути розв’язана чисельно.

Виберемо для розв’язання крок часової сiтки ∆ = 10−6, а крок по коор-

динатi H = 0.01. Таким чином, координата дiлиться на M = 100 частин. На

рис. 1.1 i рис. 1.2 показано результати розв’язання зазначених рiвнянь. При-

чому рис. 1.1 вiдповiдає зсуву поверхонь тертя у протилежних напрямках (ви-

користовуються початковi умови (1.16) i граничнi (1.17)), а рис. 1.2 вiдповi-

дає ситуацiї, коли зсувається тiльки верхня поверхня тертя, а нижня спочиває

(вiдповiдно початковi умови (1.18) i граничнi (1.19)). На обох рисунках при-

ведена часова еволюцiя просторових розподiлiв напружень σ, деформацiй ε,

а також температури мастила T . Кривi наведенi для 4-х послiдовних момен-

тiв часу. Штриховi прямi на рис. 1.1 i рис. 1.2 представляють початковi умови,

тобто описують просторовi розподiли величин у момент часу t = 0. Тому чим

далi вiд штрихової лiнiї знаходиться крива на рисунку, тим бiльш пiзнiшому

моменту часу вона вiдповiдає. Кривi на обох рисунках вiдповiдають часам на

2000 часовому шарi, 10000, 80000 i 1000000. При урахуваннi кроку iнтегруван-

ня за часом ∆ = 10−6 дає значення t = 0.002, 0.01, 0.08, 1.0. Остання крива,
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Рисунок 1.1 – Профiлi напружень σ, деформацiй ε та температури T , отриманi у резуль-
татi чисельного розв’язку рiвнянь (1.12)–(1.14) з параметрами g = 0.25, Te = 32, τ = δ = 0.1,
Dε = 0.45, Dσ = DT = 0.05 при початкових i граничних умовах (1.16) i (1.17). Штриховою
лiнiєю показано початковi умови (1.16). Рисунок вiдповiдає зсуву поверхонь тертя з однако-
вими швидкостями у протилежних напрямках.

отримана для моменту часу t = 1.0, на обох рисунках з подальшим плином ча-

су не змiнює вигляд, тобто представляє сталi стацiонарнi значення розподiлiв

вiдповiдних величин по товщинi мастила.

Як видно iз рис. 1.1, рис. 1.2, i вставок на них, напруження з плином ча-
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Рисунок 1.2 – Профiлi напружень σ, деформацiй ε та температури T , отриманi у результатi
чисельного розв’язку рiвнянь (1.12) – (1.14) з параметрами рис. 1.1 i g = 0.1, при початкових
i граничних умовах (1.18) i (1.19). Штриховою лiнiєю показано початковi умови (1.18). Ри-
сунок вiдповiдає ситуацiї, коли нижня поверхня спочиває, а верхня зсувається з фiксованою
швидкiстю.

су змiнюється повiльнiше, нiж деформацiя i температура. Це пов’язано з тим,

що час релаксацiї напружень вибрано у 10 разiв бiльшим, нiж часи релаксацiї

двох iнших параметрiв. У цьому випадку виконується синергетичний принцип

пiдпорядкування, коли змiни деформацiї ε i температури T слiдують за змiною
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напруження (параметр порядку).3
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Рисунок 1.3 – Стацiонарнi профiлi напружень σ(y), отриманi при параметрах рис. 1.1 та
Dε = DT = 0, Dσ = 0.05. Кривi 1 – 4 вiдповiдають температурам Te = 10, 50, 100, 150 вiдпо-
вiдно; а) початковi i граничнi умови (1.16) та (1.17), зсув поверхонь з однаковими швидкостя-
ми у протилежних напрямках; б) початковi i граничнi умови (1.18) та (1.19), нижня поверхня
спочиває, а верхня зсувається з фiксованою швидкiстю.

Зазначимо, що на рис. 1.1 кривi, симетричнi вiдносно серединного ша-

ру мастила, в областi якого напруження i деформацiї дорiвнюють нулю. Це

вiдбувається за рахунок того, що поверхнi, якi труться, рухаються в проти-

лежних напрямках з однаковими швидкостями. При цьому, згiдно залежностi

T (y), якщо рухатися вiд центру мастильного шару у напрямку до будь-якої

з поверхонь (в перпендикулярному до них напрямi), температура T спочатку

зменшується, а потiм знову починає збiльшуватися, доки у поверхонь не прий-

ме значення Te. Залежностi на рис. 1.2 фактично повторюють праву частину
3У такому випадку часто використовується адiабатичне наближення τ ε̇, δṪ ≈ 0, яке дозволяє записати рiв-

няння Ландау-Халатнiкова, i при його iнтегруваннi знайти явний вигляд синергетичного потенцiалу, що є анало-
гом вiльної енергiї у термодинамiцi, або потенцiйної енергiї у механiцi [56].
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залежностей, представлених на рис. 1.1 при y > 0.5, тобто розподiли, якi спо-

стерiгаються на рис. 1.1 вище центру системи. Це цiлком зрозумiло, оскiльки

у випадку, який представлений на рис. 1.2, нижня поверхня спочиває, i бiля неї

реалiзуються значення σ = ε = 0, так само як i в серединному шарi мастила на

рис. 1.1. Рис. 1.1 i 1.2 при рiзному наборi параметрiв Dσ, Dε i DT можуть по-

казувати рiзну поведiнку. Це зокрема означає, що вигляд кривої навантаження

σ(ε) [57] змiнюється по товщинi мастильного матерiалу, тобто мастило по тов-

щинi може показувати як режим пластичного течiї (ковзання), так i гукiвску

дiлянку залежностi σ(ε). Пiд час експерименту зазвичай вимiрюються усеред-

ненi характеристики, що як правило не дозволяють провести такий аналiз [1].
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Рисунок 1.4 – Стацiонарнi профiлi напружень σ(y), отриманi при параметрах рис. 1.1 та
Dε = DT = 0, Te = 100. Кривi 1–3 вiдповiдають величинам Dσ = 0.01, 0.05, 0.5 вiдповiдно;
а) початковi i граничнi умови (1.16) та (1.17), зсув поверхонь з однаковими швидкостями в
протилежних напрямках; б) початковi i граничнi умови (1.18) та (1.19), нижня поверхня спо-
чиває, а верхня зсувається з фiксованою швидкiстю.
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Рисунки 1.1 i 1.2 показують часову еволюцiю основних параметрiв. За-

значимо, що в залежностi вiд початкових умов характер еволюцiї може бу-

ти дуже рiзним, але при фiксованих параметрах у результатi установлюють-

ся стацiонарнi розподiли величин σ, ε, T за товщиною мастильного матерiалу.

У результатi саме вони i визначають режим тертя. На рис. 1.3 наведено ста-

цiонарнi розподiли напружень за товщиною мастила при рiзних температурах

поверхонь Te. Рисунок демонструє той факт, що зi зростанням температури

зростає вiдносна швидкiсть руху поверхонь, оскiльки в’язкiсть мастила змен-

шується i вона стає бiльш рiдкою (згiдно (1.5) напруження визначають вiдно-

сну швидкiсть поверхонь V ). Також з рисунка слiдує, що чим нижче темпера-

тура Te, тим бiльша товщина прилеглої до верхньої зсувної поверхнi мастила

має однакову швидкiсть. Це вiдбувається за рахунок того, що iз зменшенням

температури Te збiльшується в’язкiсть мастильного матерiалу, за рахунок чого

також зменшується швидкiсть зсуву поверхонь V .

На рис. 1.4 показано вплив на режим тертя коефiцiєнта Dσ при Dε =

DT = 0. У цьому випадку встановлюються такi ж залежностi, як i на поперед-

нiх рисунках. Однак варто вiдзначити, що при збiльшеннi Dσ (крива 3) роз-

подiл напружень за товщиною знаходиться поруч з прямою лiнiєю, що вiдпо-

вiдає початковим умовам. Тобто iз збiльшенням коефiцiєнтаDσ мастило набу-

ває ньютонiвських властивостей, оскiльки реалiзується залежнiсть V (y), що

наближається зi зростанням Dσ до вигляду (1.2). На рис. 1.4 добре видно,

що при зменшеннi коефiцiєнта Dσ в’язкiсть стає неньютонiвською i верхнiй

шар мастила твердне, оскiльки зi збiльшенням Dσ зростає товщина поверх-

невого шару, який рухається зi швидкiстю, рiвною швидкостi верхнiй поверхнi

V0. Таким чином, варiацiя Dσ дозволяє враховувати тип мастила, змiнюючи її

в’язкiснi характеристики.
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2 МЕЖОВЕ ПЛАВЛЕННЯ МАСТИЛА МIЖ ДВОМА ШОРСТКИМИ

ПОВЕРХНЯМИ

2.1 Вiльна енергiя та фазова дiаграма

У одновимiрному випадку вираз для щiльностi вiльної енергiї ма-

стильного шару мiж двома твердими поверхнями може бути представлено у

виглядi [16, 18, 45, 49]:

f = α(T − Tc)ϕ2 +
a

2
ϕ2ε2

el −
b

3
ϕ3 +

c

4
ϕ4, (2.1)

де T – температура мастила, Tc – критична температура, εel – зсувна ком-

понента пружної деформацiї, α, a, b, c – додатнi постiйнi. Параметр порядку

ϕ представляє амплiтуду перiодичної частини мiкроскопiчної функцiї щiль-

ностi середовища [16, 18]. Таким чином, рiдиноподiбна фаза мастила харак-

теризується стацiонарним значенням ϕ0 = 0, тодi як у твердоподiбнiй фазi

встановлюється нульове значення ϕ0 > 0. Розкладання (2.1), на вiдмiну вiд

робiт [16,18], вiдповiдає моделi фазового переходу першого роду [30,45,49,58].

Оскiльки параметр ϕ є модуляцiєю щiльностi, далi будемо розглядати

дiапазон ϕ ≥ 0. Аналiзуючи вираз (2.1), можна видiлити критичнi темпера-

тури плавлення Tc0 i затвердiння T 0
c мастила, причому Tc0 > T 0

c на постiйну

величину, що залежить тiльки вiд констант розкладання [45, 49]:

Tc0 = Tc −
a

2α
ε2
el +

b2

8αc
, (2.2)

T 0
c = Tc −

a

2α
ε2
el. (2.3)

У дiапазонi температур T 0
c < T < Tc0 на залежностi ϕ0(T, εel) реалi-

зується область гiстерезису, характерна для фазових переходiв першого ро-

ду [45, 49]. Вiдзначимо, що при плавленнi параметр порядку стрибкоподiб-
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но змiнюється вiд стацiонарного значення ϕ0 = 0.5bc−1 до нуля, у той час як

при затвердiннi стацiонарне значення ϕ зростає вiд нуля до величини ϕ0 =

bc−1 [45, 49].

При тертi поверхонь у мастильному шарi з’являються пружнi напружен-

ня σel, якi визнаються як похiдна вiд вiльної енергiї f (2.1) за деформацiєю εel:

σel = µεel, (2.4)

µ = aϕ2, (2.5)

де модуль зсуву мастила µ пiдноситься до квадрату параметра порядку з точ-

нiстю до постiйного множника a [16, 18, 45, 49]. Сила тертя, яка чинить опiр

руху поверхонь, визначається згiдно до формули [20, 45, 49, 59]:

F =

[
σel + k sgn(V )

(
|V |
h

)γ+1
]
A, (2.6)

деA– площа контакту поверхонь тертя, h– товщина мастильного шару, а фе-

номенологiчнi параметри k, γ задають тип мастильного матерiалу [32, 48]. Зо-

крема, значення γ < 0 вiдповiдає неньютонiвському псевдопластичному ма-

стилу. Другий доданок у дужках у виразi (2.6) являє в’язкi напруження, що

iснують тiльки при русi поверхонь з вiдносною швидкiстю V 6= 0. У формулi

(2.6) сила тертя пропорцiйна площi контакту A i не залежить вiд навантажен-

ня на поверхнi. Це пов’язано з тим, що розглядаються специфiчнi умови тертя

двох нанорозмiрних поверхонь, роздiлених шаром простого неполярного ма-

стила. Причому мiж поверхнями при русi пiдтримується фiксована вiдстань.

У цьому випадку площа реального контакту через мастило близька до площi

поверхонь незалежно вiд прикладеного тиску, що дозволяє використовувати

формулу (2.6). При цьому таке поняття, як коефiцiєнт тертя, втрачає сенс [60].

У роботах [20, 45, 46, 49] показано, що пiд час руху поверхонь тертя з

вiдносною швидкiстю V у мастильному шарi виникають стацiонарнi пружнi
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деформацiї

ε0
el =

V τε
h
, (2.7)

де τε – максвелiвський час релаксацiї внутрiшнiх напружень [18]. При зна-

ченнi τε � 1 вираз (2.7) з достатньою точнiстю може бути використаний для

визначення поточного значення деформацiї εel. З урахуванням (2.7) iз виразiв

для критичних температур (2.2) i (2.3) легко отримати аналогiчнi вирази для

визначення критичних швидкостей [45, 49]:

Vc0 =
h

τε

√
2α(Tc − T )

a
+

b2

4ac
, (2.8)

V 0
c =

h

τε

√
2α(Tc − T )

a
. (2.9)
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Рисунок 2.1 – Фазова дiаграма з областями рiдиноподiбного (SF ) та твердоподiбного (DF )
мастила при параметрах α = 0.95 Дж·K−1/м3, Tc = 290 K, a = 2 · 1012 Пa, b = 230 Дж/м3,
c = 900 Дж/м3, h = 10−9 м, τε = 10−8 с.

На рис. 2.1 показана фазова дiаграма станiв мастила. Вона представляє

залежнiсть швидкостей Vc0 i V 0
c вiд температури T . Вище кривої Vc0 мастило рi-

диноподiбне (потенцiал f(ϕ) має єдиний мiнiмум при ϕ = 0) i реалiзується ре-

жим рiдинного тертя SF . У областi V < V 0
c мастило має твердоподiбну струк-

туру, що вiдповiдає єдиному мiнiмуму потенцiалу при ϕ > 0. Мiж кривими на
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рисунку потенцiал f(ϕ) у додатнiй областi ϕ володiє нульовим та ненульовим

мiнiмумами, якi роздiленi максимумом. Таким чином, у цiй промiжнiй областi

стан мастильного матерiалу залежить вiд початкових умов. Рисунок 2.1 можна

також iнтерпретувати як залежностi критичних температур Tc0 (2.2) i T 0
c (2.3)

вiд швидкостi зсуву V .

2.2 Кiнетика плавлення мастила

На рис. 2.2 представлена схема типової трибологiчної системи [11, 18,

31], поведiнка якої в рамках запропонованої моделi дослiджувалася нами ранi-

ше [49]. Основна вiдмiннiсть представлених дослiджень полягає у тому, що

ранiше вивчалась поведiнка атомарно-гладких поверхонь тертя у той час як

дана робота спрямована на вивчення процесiв межового тертя поверхонь,

що мають рельєф. Система, приведена на рис. 2.2, складається з пружини з

жорсткiстю K, верхнього блоку масою M , що ковзає по нижнiй поверхнi, вi-

докремленої вiд нього шаром мастила товщиною h, яка далi у кожнiй точцi по-

верхонь має своє конкретне значення, котре змiнюється пiд час руху. Вiльний

кiнець пружини приводиться в рух з фiксованою швидкiстю V0. При ковзаннi

блоку по поверхнi мiж ними виникає сила тертя F , яка визначається згiдно з

формулою (2.6).

h
F K

V

M

X

V0

Рисунок 2.2 – Схема трибологiчної системи.

Запишемо рiвняння руху верхнього блоку з координатою X у
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виглядi [11, 18, 49]:

MẌ = K (V0t−X)− F, (2.10)

де вираз у дужках представляє розтягнення пружини ∆X , а t– час руху її вiль-

ного кiнця. Додатково до (2.10) необхiдно записати кiнетичне рiвняння типу

Ландау-Халатнiкова [49, 61]:

ϕ̇ = −δ ∂f
∂ϕ

, (2.11)

яке в явному виглядi набуває форми

ϕ̇ = −δ
(
2α (T − Tc)ϕ+ aϕε2

el − bϕ2 + cϕ3
)

+ ξ(t). (2.12)

У (2.12) введено кiнетичний коефiцiєнт δ, а також додатковий стохастичний

доданок ξ(t), який представляє малi адитивнi флуктуацiї, якi необхiдно врахо-

вувати iз-за особливостей подальшого чисельного розрахунку [45, 49]. У най-

простiшому випадку процес ξ(t) представляється бiлим шумом з моментами

〈ξ(t)〉 = 0; 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′), (2.13)

де iнтенсивнiсть стохастичного джерела D скрiзь приймається рiвною

10−25 с−1.

На рис. 2.3 показаний зовнiшнiй вигляд поверхонь тертя, якi згенерованi

за допомогою використання вiдомого пагорбного алгоритму (Hill Algorithm).

Зазначений алгоритм являється iтерацiйним i полягає у наступному. Спершу

створюється двовимiрний масив розмiром N × N i заповнюється нульовими

значеннями. Значення елемента масиву – це висота z точки поверхнi, iндекси

елемента – цiлочисловi координати точки (x, y). Таким чином, маємо площину.

Потiм випадковим чином вибираються координати (xr, yr), причому вони мо-

жуть вибиратися i за межами масиву (поверхнi). На цьому ж етапi генерується
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ще одна випадкова величина – радiус пагорба r. Дiапазон випадкових вели-

чин r iстотно впливає на остаточний вигляд поверхнi. Далi для всiх елементiв

масиву (точок поверхнi) (x, y) розраховується значення висот z згiдно до фор-

мули

z = r2 − (x− xr)2 − (y − yr)2. (2.14)

У разi z(x, y) > 0 висота z додається до значення вiдповiдного елемента маси-

ву. Далi знову генерується випадкова точка (xr, yr), випадковий радiус r, i опи-

санi дiї повторюються. Нехай процедура повторюється n разiв. Зазначимо, що

величина n iстотно впливає на характер отриманої поверхнi. Пiсля закiнчен-

ня описаної процедури проводиться масштабування висот поверхнi z вiд 0 до

1, i отримана поверхня “спускається” до нульового рiвня. Це легко здiйснити,

якщо всi висоти z(x, y) перерахувати згiдно до спiввiдношення

z =
z − zmin

zmax − zmin
, (2.15)

де zmin, zmax – мiнiмальне та максимальне значення z у масивi до масштабу-

вання. На рис. 2.3 показанi отриманi таким чином поверхнi. Верхня поверх-

ня (лiворуч) у площинi xy має 200× 200 точок, нижня (праворуч) – 400× 200.

Випадкова величина радiуса r для обох поверхонь вибиралася у дiапазонi

вiд 0 до 50. Кiлькiсть iтерацiй для верхньої поверхнi n = 1000, для нижньої

n = 2000, оскiльки її площа є у два рази бiльшою. Координати xr, yr при ге-

неруваннi обох поверхонь вибиралися згiдно визначеного дiапазону масиву,

тобто для верхньої поверхнi обидвi координати вибиралися у межах вiд 0 до

199, а для нижньої – y ∈ [0, 199], x ∈ [0, 399]. Пiсля формування таким чи-

ном поверхонь кожне значення z було пiднесене до квадрату, що дозволило

“притиснути” краї поверхонь до низу, а виступи зробити бiльш високими, у

порiвняннi з загальною картиною.

Пiсля того, як поверхнi отриманi, їх необхiдно пiдготувати для постав-
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Рисунок 2.3 – Зовнiшнiй вигляд верхньої (лiворуч) та нижньої (праворуч) поверхонь тертя,
отриманих за допомогою застосування пагорбного алгоритму (Hill Algorithm).

леної задачi. Оскiльки верхня поверхня буде ковзати по нижнiй, всi її точки

слiд дзеркально вiдобразити щодо площини xy вниз, тобто всi елементи ма-

сиву верхньої поверхнi перераховуються згiдно з спiввiдношенням z = 1 − z.

Далi, щоб уникнути перетину площин (значення висот верхньої i нижньої по-

верхонь знаходяться в дiапазонi вiд 0 до 1), при кожнiй фiксованiй координатi

y для верхньої поверхнi знаходиться мiнiмальне значення висоти zmin, а для

нижньої – максимальне zmax i визначається величина ∆z = zmin − zmax. Та-

ким чином, отримуємо 200 значень ∆z для всiх наявних осей y. З цих значень

вибирається мiнiмальне ∆zmin, i верхня поверхня згiдно до замiни її елементiв

z = z − ∆zmin приводиться у дотикання з нижньою пiд час руху. Тепер по-

верхнi при перемiщеннi не будуть перекриватися, проте в деяких точках (при-

наймнi в однiй) дотикаються. Далi кожен елемент обох масивiв поверхонь до-

множується на величину l = 10−9 м, пiсля чого верхня поверхня “пiднiмаєть-

ся” на 0.5 нм згiдно до замiни z = z + 0.5 · 10−9 м. Виберемо лiнiйний розмiр

сторiн верхньої квадратної поверхнi L = 1.2 · 10−5 м, тодi її площа становить

A = L2 = 0.144·10−9 м2, а вiдстань мiж точками по осях x i y на обох поверхнях

буде дорiвнювати

Sx,y =
L

200
= 6 · 10−8 м. (2.16)

У результатi маємо двi нанорозмiрнi поверхнi необхiдних розмiрiв з однакови-
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ми властивостями.

На рис. 2.4 показано масштабування поверхнi у виглядi карти висот, де

координати x i y є не номерами точок, як на рис. 2.3, а просторовi координа-

ти у мiкрометрах, де за початок вiдлiку взято лiвий нижнiй кут. На малюнку

на легендi вiдтiнками сiрого видiленi значення висот поверхонь у нанометрах.

Оскiльки при пiдготовцi верхньої поверхнi вона була iнвертована, виступи на

нiй тепер вiдповiдають меншим значенням z. Тому для того, щоб на рис. 2.4 на

обох поверхнях виступам вiдповiдали свiтлi дiлянки, значення висот на лiвiй

поверхнi збiльшуються вiд свiтлого до темного, а на правiй – навпаки.

Рисунок 2.4 – Карта висот верхньої (лiворуч) та нижньої (праворуч) поверхонь тертя пiсля
масштабування. Координати x i y приведенi у мкм, висоти на легендах – у нм.

Розглянемо кiнетику системи, показаної на рис. 2.2, де в ролi верхньої

та нижньої поверхонь тертя виступають поверхнi, що показанi на рис. 2.4.

Для цього необхiдно чисельно розв’язувати систему диференцiальних рiвнянь

(2.10), (2.12) з урахуванням визначень (2.4), (2.5), (2.6), (2.7), (2.13). Оскiльки

область контакту мiстить 200 × 200 = 40000 доменiв, на кожному кроцi чи-

сельного iнтегрування для всiх доменiв окремо визначаються величини h[i][j],

εel[i][j],ϕ[i][j], σel[i][j],F [i][j], де i – цiлочисловий iндекс точки поверхнi по осiX ,

а j – iндекс, що вiдповiдає осi Y (обидва iндекси змiнюються вiд 0 до 199). При

цьому вважаємо, що температура мастила T постiйна для всiх доменiв, що вiд-

повiдає випадку ультратонкого мастила, коли надлишкове тепло, що виникає
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пiд час руху у зонi контакту, швидко передається поверхням тертя (термостату

або навколишньому середовищу). Зазначимо, що у процесi руху верхньої по-

верхнi величини h[i][j] будуть змiнюватися, оскiльки цi висоти являють собою

вiдстань мiж вiдповiдними точками верхньої та нижньої поверхонь, що труть-

ся. Для врахування цього факту вводиться цiлочислова змiнна

s = integer

(
X

Sx,y

)
, (2.17)

яка описує зсув верхньої поверхнi вiдносно нижньої. Тут X – координата

верхнього поверхнi, що треться, на початку руху при t = 0 дорiвнює нулю,

а Sx,y (2.16) – вiдстань мiж точками поверхнi по осi X . Тодi h[i][j] легко визна-

чити як

h[i][j] = top[i][j]− bottom[i + s][j], (2.18)

де top[200][200] – масив, що мiстить шкалу висот верхньої поверхнi,

bottom[400][200] – масив висот нижньої. З виразу (2.18) видно, що зсув верх-

ньої поверхнi проводиться у напрямку осi X , тому як координати Y (iндекс j)

для обох поверхонь у процесi руху не змiнюються. При чисельному розв’язку

рiвняння руху (2.10) будемо на кожному часовому кроцi для всiх доменiв окре-

мо чисельно розв’язувати диференцiйне рiвняння (2.12), визначаючи поточнi

значення величин параметра порядку ϕ[i][j], якi залежать вiд попереднiх зна-

чень масиву ϕ[i][j]. На початку руху (t = 0) всiм елементам масиву ϕ[i][j] при-

своюється значення ϕ0 = 0.5, тобто спочатку мастило однорiдне у просторi

i знаходиться у твердоподiбному станi. Далi, знаючи значення параметра по-

рядку для всiх доменiв, внесок у силу тертя вiд кожного з них розраховується

за модифiкованою формуло (2.6):

F [i][j] =

[
σel[i][j] + k sgn(V )

(
|V |
h[i][j]

)γ+1
]
L2

N 2
, (2.19)
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де A = L2 = 0.144 · 10−9 м2 – ранiше введена площа областi контакту, N 2 –

загальна кiлькiсть доменiв. Пiсля розрахунку значень (2.19) дiюча сила тертя

визначається як сума всiх елементiв масиву (всього N 2 = 40000) i це значен-

ня використовується для розв’язання кiнетичного рiвняння (2.10). При цьому

розраховуються новi значення X , V , ∆X , i процедура повторюється знову. У

рiвняннi (2.19) швидкiсть V не має iндексiв, оскiльки верхня поверхня є абсо-

лютно жорсткою i рухається як єдине цiле.

Для чисельного iнтегрування описаних рiвнянь використовується iтера-

цiйний метод Ейлера [45, 49] з кроком по часу ∆t = 10−7 с. Iтерацiйна про-

цедура продовжується до тих пiр, доки значення цiлочислової змiнної зсуву

s (2.17) не стане рiвним 200, тобто поки верхня поверхня не дiйде до кiнця

нижньої. При вибраних параметрах для цього потрiбно бiльше нiж 9 · 107 iте-

рацiй, на кожнiй iтерацiї необхiдно розраховувати N 2 = 40000 значень ма-

сивiв h[i][j], εel[i][j], ϕ[i][j], σel[i][j], i в пiдсумку F [i][j], що суттєво сповiльнює

чисельний розрахунок, роблячи його нездiйсненним на сучасному персональ-

ному комп’ютерi. Однак, оскiльки у рамках запропонованого пiдходу домени

не взаємодiють один з одним, значення масивiв на кожному кроцi також роз-

раховуються незалежно. Це дозволяє для обчислень значень застосувати ро-

зроблену компанiєю NVIDIA у 2007 роцi паралельну архiтектуру CUDA [62],

яка використовується для виконання неграфiчних обчислень на унiверсальних

графiчних процесорах (GPU) вiдеокарт компанiї NVIDIA. Оскiльки рiвняння

руху (2.10) пiсля обчислення значення повної сили тертя F як суми елемен-

тiв (2.19) розраховується на центральному процесорi (CPU), його частота та-

кож iстотно впливає на час чисельного розрахунку. Нами використовувалася

система на основi центрального процесора Intel Core 2 Quad Q9400, що прац-

ює на частотi 2.66 GHz i вiдеокарта Palit GeForce GTX 570 Sonic 1280MB, яка

має 480 унiверсальних процесорiв, кожен з яких працює на частотi 1.4 GHz.

При цьому час виконання програми (розрахунку залежностей, наведених на
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рис. 2.5) склав 5 годин 32 хвилини.
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Рисунок 2.5 – Залежностi сили тертя F (мН), координати верхнього блоку X (мкм) i його
швидкостi V (мкм/с) вiд часу t (с) при параметрах рис. 2.1 i k = 1.5 · 105 Па·с1/3, γ = −2/3,
δ = 100 Дж−1·м3/с, K = 600 Н/м, M = 0.5 кг, T = 200 K, V0 = 1400 нм/с.

Отриманi у результатi розв’язку зазначених рiвнянь залежностi показанi

на рис. 2.5. При вибранiй температурi T у станi спокою (εel = 0) мастило твер-

доподiбне. У момент часу t = 0 вiльний кiнець пружини починає рiвномiрний

рух зi швидкiстю V0 = 1.4 мкм/с. На початковому етапi змiнна s, що описує

зрушення, приймає нульове значення, тому зi зростанням швидкостi V для всiх

доменiв зростають компоненти сили тертя (2.19). За рахунок зростання швид-

костi також збiльшуються значення пружних деформацiй εel[i][j], що приво-

дить до зростання пружних компонент напруження σel[i][j]. Оскiльки спочатку

швидкiсть V iстотно менше значення V0, пружина розтягується, i розтягнення

∆X збiльшується. З плином часу збiльшується координатаX , встановлюєть-
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ся ненульове значення s (2.17), i вiдбувається перерахунок h[i][j]. Це приво-

дить до порушення перiодичностi, що особливо видно на залежностi V (t). Для

кожного домену виконання умови плавлення V > Vc0 буде вiдбуватися у рiзнi

моменти часу, оскiльки критична швидкiсть Vc0 (2.8) пропорцiйна вiдстанi мiж

“площинами” поверхонь h[i][j], яку обмежують вiдповiднi домени. Тому у кож-

ний момент часу мастило в одних мiсцях поверхнi твердоподiбне, а в iнших рi-

диноподiбне. Однак, як видно з рисунку, iснують моменти часу, коли швидкiсть

руху V багатократно збiльшується. Ця ситуацiя вiдповiдає повному плавлен-

ню мастильного матерiалу, оскiльки при багаторазовому збiльшеннi V для всiх

доменiв виконується умова V > Vc0. При плавленнi напруження σel[i][j] прий-

мають нульовi значення, за рахунок чого i зростає швидкiсть проковзування

верхнього блоку V , оскiльки пружнi складовi сил тертя F [i][j] стають рiвними

нулю. При цьому блок швидко перемiщується на велику вiдстань, про що свiд-

чить збiльшення кута нахилу залежностi X(t) до осi абсцис пiсля плавлення.

Оскiльки тепер блок рухається зi швидкiстю V , яка iстотно перевищує швид-

кiсть руху вiльного кiнця пружини V0, пружина стискається, зменшується роз-

тягнення ∆X , а разом з ним i пружна силаK∆X , що приводить до руху. Умова

V < V 0
c знову ж для всiх доменiв вiдбувається у рiзний час, тому при затвер-

дiннi формується неоднорiдна доменна структура. Варто вiдзначити, що хоча

представленi на рис. 2.5 залежностi не є строго перiодичними, вони близь-

кi до перiодичного вигляду, що також пiдтверджують дослiдження поведiнки

взаємодiючих шорстких поверхонь при їх взаємному перемiщеннi з урахуван-

ням пружностi [63]. Зазначимо, що переривчастий режим руху stick − slip,

що показаний на рис. 2.5, спостерiгався Боуденом i Тейбором бiльше 50 рокiв

тому [64] при проведеннi експериментiв для визначення впливу молекулярної

ваги полiмерiв на коефiцiєнт тертя.

Розглянемо бiльш докладно перехiд мiж кiнетичним режимом ковзання

i сухим тертям. На рис. 2.6 наведено залежностi сили тертя F i швидкостi ко-
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Рисунок 2.6 – Залежностi F (t) i V (t), наведенi на рис. 2.5 на вiдрiзку часу t ∈ [7.5, 7.8] (с)
i розподiл значень параметра порядку ϕ(x, y) по площi контакту поверхностей для чотирьох
обраних моментiв часу t = 7.57, 7.61, 7.73, 7.74 (с).

взання V вiд часу, показанi на рис. 2.5, однак для обмеженого промiжку часу.

На рисунку обранi чотири моменти часу, для яких наведенi розподiли значень

параметра порядкуϕ по площi ковзання. Координати x i y на цих рисунках вiд-

повiдають значенням, якi представленi на рис. 2.4 для верхньої поверхнi, що

треться. Координати X точок поверхонь верхнього блоку тертя можуть бути

розрахованi як

X = x+ sSx,y, (2.20)

де змiнна зсуву s (2.17) для 4-х збiльшуваних на рис. 2.6 моментiв часу прий-

мають значення 161, 162, 174, 174. Проаналiзуємо отриманi данi. Як видно на

залежностi F (t), у момент часу t = 7.57 с в системi реалiзується режим су-

хого тертя, що характеризується високим значенням сили тертя i малою ве-

личиною швидкостi зсуву V . На вiдповiдному просторовому розподiлi ϕ(x, y)
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видно, що параметр порядку практично скрiзь приймає значення ϕ > 0, однак

присутнi темнi дiлянки, де мастило близьке до рiдиноподiбного стану. Оскiль-

ки кiлькiсть доменiв з твердоподiбним мастилом значно перевищує кiлькiсть

доменiв з рiдиноподiбною структурою, встановлюється режим сухого тертя.

Момент часу t = 7.61 с вiдповiдає режиму ковзання, оскiльки сила тертя F

рiзко зменшується, а швидкiсть зсуву V зростає. Якщо подивитися на вiдпо-

вiдну залежнiсть ϕ(x, y), то видно, що по всiй площинi контакту реалiзуються

значення ϕ ∼ 10−14, що вiдповiдає рiвню обраної iнтенсивностi бiлого шуму

D (2.13). Таким чином, всi домени перебувають у розплавленому станi. У на-

ступний розглянутий момент часу t = 7.73 с вiдбувається збiльшення сили

тертя F , а також зниження швидкостi V (на залежностi V (t) при зростаннi F

в околi обраного часу спостерiгається перегин). Таким чином, система пере-

ходить у режим сухого тертя. Однак, як видно з вiдповiдного рисунка ϕ(x, y),

не всi домени при цьому мають твердоподiбну структуру. Рiдиноподiбну струк-

туру у даний момент часу має бiльша кiлькiсть доменiв (темнi дiлянки залеж-

ностi). I пiсля повного затвердiння (t = 7.74 с) всi домени характеризуються

значенням ϕ > 0, однак на вiдповiднiй залежностi ϕ(x, y) є бiльш темнi дi-

лянки, для яких модуль зсуву приймає найменше значення. Зазначимо, що за-

лежностi ϕ(x, y) для останнiх двох моментiв часу характеризуються однако-

вими величинами s = 174. Таким чином, їх принципова вiдмiннiсть викликана

не змiною набору значень h[i][j], а релаксацiйними процесами у мастильному

матерiалi. Якщо ж параметр s при русi довгий час залишається постiйним, то

картина ϕ(x, y) повнiстю визначається набором h[i][j] при iнших фiксованих

параметрах. Це вiдбувається за рахунок того, що при обраному значеннi кi-

нетичного коефiцiєнта δ вiдбувається швидка релаксацiя параметра порядку

ϕ до сталого значення, що визначається величиною h. Однак, у нанотриболо-

гiчних системах, у порiвняннi з об’ємними мастилами, часи релаксацiї можуть

вiдрiзнятися на порядки величин в залежностi вiд створених умов, тому варi-
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юванням значення δ при необхiдностi можна домогтися якiсного опису рiзних

ефектiв, що спостерiгаються експериментально, таких, наприклад, як ефекти

пам’ятi, коли час релаксацiї напружень багатократно перевищує час спосте-

реження процесiв пiд час експерименту [11]. Зазначимо, що залежнiсть сили

тертя вiд часу, що представлена на рис. 2.6, має особливостi (два максимуми

пiсля плавлення), якi докладно описанi ранiше у роботi [49].
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3 ВПЛИВ АДИТИВНИХ ШУМIВ НА САМОПОДIБНУ ПОВЕДIНКУ

ЗСУВНОГО ПЛАВЛЕННЯ

3.1 Постановка моделi та рiвняння Фоккера-Планка

Загальний вираз для густини вiльної енергiї системи, що зазнає зсувне

плавлення, в однорiдному випадку може бути записано у виглядi [37]

F (ρ, θ) =
a1ρ

2

2
− b1ρ

3

3
+
c1ρ

4

4
+
αρ2

2

(
a2θ

2

2
− b2θ

3

3
+
c2θ

4

4

)
, (3.1)

де параметр порядку ρ має значення iнтенсивностi брегiвських рефлексiв. Па-

раметр θ описує вiдхилення, що виникають пiд час руху частинок, тобто фак-

тично являє деформацiю шарiв. Для твердоподiбного стану при малих або ну-

льових вiдхиленнях θ = 0. Також у твердоподiбнiй фазi, коли ми маємо упо-

рядкування, ρ > 0. Коли ж система зазнає плавлення змiщенням, навпаки,

встановлюється стацiонарне значення ρ = 0. Вiдзначимо, що у роботi [37]

енергiя (3.1) записана, грунтуючись на результатах моделювання броунiвсь-

кої динамiки багаточастинкової моделi. Аналiзуючи отриманi результати, ав-

тори [37] обирають параметри у потенцiалi (3.1): a1 = 0.85, b1 = 5.8, c1 = 8.0,

a2 = 1.3644, b2 = 8.7105, c2 = 13.674. Надалi ми також будемо використову-

вати цi значення. Зазначимо, що параметр зв’язку α не є константою, i його

вплив на поведiнку системи також дослiджується у роботi [37].

Використовуючи енергiю (3.1), запишемо систему еволюцiйних рiвнянь

типу Ландау-Халатнiкова [37]:

ρ̇ = − 1

γρ

∂F (ρ, θ)

∂ρ
+ ξρ(t), (3.2)

θ̇ = − 1

γθ

∂F (ρ, θ)

∂θ
+ Ω + ξθ(t), (3.3)
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де бiлий шум ξq(t) має моменти

〈ξq(t)〉 = 0, 〈ξq(t)ξq(t+ τ)〉 = 2Dqδ(τ), (3.4)

де q = ρ, θ i введенi iнтенсивностi шуму Dq, причому шуми ξρ(t) i ξθ(t) не коре-

люють мiж собою.

У рiвняннi (3.3) введено параметр Ω, який задає ефект вiдносного ру-

ху поверхонь. Основна iдея введення цього параметра у тому [37], що при

вiдсутностi сил i шумiв останнє рiвняння перетворюється у спiввiдношення

θ̇ = Ω. Це нагадує використовуваний нами ранiше при описi зсувного плав-

лення в ультратонких мастильних шарах вираз ε̇ = V/h (спiввiдношення (2.7)

у роздiлi 2), де ε – повна деформацiя у шарi, V – вiдносна швидкiсть зсуву

поверхонь, h – товщина шару мастила. Таким чином, параметр Ω задає швид-

кiсть руху взаємодiючих шарiв.

Вiдзначимо, що у випадку Ω = 0 система описується вiльної енергiєю

(3.1). Ситуацiя Ω 6= 0, згiдно до структури рiвнянь (3.2) та (3.3), вiдповiдає

енергiї

F ′(ρ, θ) = F (ρ, θ)− θΩγθ, (3.5)

що вiдрiзняється вiд початкового виразу наявнiстю останнього доданку. Таким

чином, рух у системi змiнює стацiонарнi стани [37]. Далi будемо використову-

вати узагальнений вираз (3.5).

На рис. 3.1 показана тривимiрна залежнiсть F ′(ρ, θ). У вiд’ємнiй областi

параметрiв ρ i θ потенцiал (3.5) зростає, а величина швидкостi Ω визначає на-

хил прямої F ′(θ) при ρ = 0. Вiдповiдно до вигляду потенцiалу, наведеного на

рис. 3.1, за вiдсутностi шуму при стацiонарному значеннi ρ = 0 параметр θ

буде монотонно збiльшуватися з часом. Однак при наявностi шуму цього не

вiдбувається, а реалiзуються постiйнi переходи мiж двома (або бiльше) точ-

ками, що притягуються. Однiй iз цих точок вiдповiдає мiнiмум при ρ 6= 0, що
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показаний на рис. 3.1. У роботi [37] чисельно дослiджено вплив iнтенсивностi

шуму, а також параметрiв α i Ω на поведiнку системи. Запишемо аналiтичнi

вирази, що дозволяють проводити такий аналiз.

Рисунок 3.1 – Вiльна енергiя F ′(ρ, θ) (3.5) при параметрах α = 0.17, Ω = 0.08, γθ = 0.05.

Для загального розгляду наведемо рiвняння Фоккера-Планка (РФП).

Системi рiвнянь (3.2) i (3.3) може бути поставлено у вiдповiднiсть двовимiрне

рiвняння виду [65, 66]:

∂P (ρ, θ)

∂t
=

∂

∂ρ

[
1

γρ

∂F ′(ρ, θ)

∂ρ
P (ρ, θ)

]
+

∂

∂θ

[
1

γθ

∂F ′(ρ, θ)

∂θ
P (ρ, θ)

]
+

+ Dρ
∂2

∂ρ2
P (ρ, θ) +Dθ

∂2

∂θ2
P (ρ, θ). (3.6)

У роботi [37] чисельно розглядається випадок, коли часи релаксацiї γρ = γθ =

γ та iнтенсивностi шумiв Dρ = Dθ = D є тотожними величинами. У цьому

випадку рiвняння (3.6) може бути переписано у спрощеному виглядi:

γ
∂P (ρ, θ)

∂t
=

∂

∂ρ

[
∂F ′(ρ, θ)

∂ρ
P (ρ, θ)

]
+

∂

∂θ

[
∂F ′(ρ, θ)

∂θ
P (ρ, θ)

]
+

+ γD

(
∂2

∂ρ2
P (ρ, θ) +

∂2

∂θ2
P (ρ, θ)

)
. (3.7)
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Тепер обидва коефiцiєнти дрейфу в точностi представляють похiднi вiд потен-

цiалу (3.5). У стацiонарному випадку ∂P (ρ, θ)/∂t = 0 розв’язок рiвняння (3.7)

добре вiдомий i дає щiльнiсть iмовiрностi виду [65, 66]:

P (ρ, θ) = C exp

{
−F

′(ρ, θ)

γD

}
, (3.8)

де C – нормуюча постiйна, а F ′(ρ, θ), як i ранiше, визначається виразом (3.5).

Нагадаємо, що коефiцiєнт γ входить також i до спiввiдношення для енергiї

F ′(ρ, θ) (3.5). Вигляд розподiлу (3.8) без урахування значення нормуючої кон-

станти C показаний на рис. 3.2. З рисунка видно, що зi зростанням iнтенсив-

ностi шуму D збiльшується iмовiрнiсть переходiв мiж твердоподiбним i рiди-

ноподiбним станами. У роботi [37] такi переходи докладно дослiджуються чи-

сельно при рiзних значеннях Ω та α, тому зупинимося на одному наборi вже

обраних значень.

Рисунок 3.2 – Ненормований розподiл (3.8) при параметрах рис. 3.1 при значеннях iнтенсив-
ностi шуму: а) D = 0.025; б) D = 0.2.

Для чисельного розв’язку рiвнянь (3.2), (3.3) достатньо скористатися

методом Ейлера [49]. При цьому рiвнянням вiдповiдає наступна iтерацiйна
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процедура [49]:

ρi+1 = ρi −
∆t

γρ

(
a1ρi − b1ρ

2
i + c1ρ

3
i + αρiV (θi)

)
+
√

∆tWρi, (3.9)

θi+1 = θi −
αρ2

i∆t

2γθ

(
a2θi − b2θ

2
i + c2θ

3
i

)
+ ∆tΩ +

√
∆tWθi, (3.10)

де потенцiал V (θi) задається виразом у дужках енергiї (3.1). Випадковi сили

Wq визначаються згiдно до стандартної процедури [67]

Wq =
√

2Dq

√
−2 ln rq1 cos (2πrq2), rqi ∈ (0; 1], (3.11)

а псевдовипадковi числа rq1, rq2 характеризуються рiвномiрним розподiлом.

На рис. 3.3 i рис. 3.4 показанi часовi траєкторiї ρ(t), θ(t), що отри-

манi при чисельному розв’язаннi системи рiвнянь (3.9) i (3.10).4 При обра-

них параметрах згiдно до рисункiв вiдбуваються постiйнi спонтаннi переходи

мiж рiдиноподiбним (ρ = 0) та твердоподiбним (ρ 6= 0) станами. Однак, на

рис. 3.3 iмовiрнiсть переходiв мiж впорядкованим i невпорядкованим стана-

ми менше, оскiльки вiн побудований при меншому значеннi iнтенсивностi шу-

му D. У правих частинах рисункiв приведено чисельно визначенi одновимiрнi

щiльностi iмовiрностей Pρ(ρ) i Pθ(θ). Вiдповiднi часовi ряди для знаходження

щiльностi iмовiрностей розраховувалися на iнтервалi часу t ∈ [0; 106] з кроком

∆t = 10−3, тобто кожен ряд мав 109 точок. Цим i пояснюється гладкий вигляд

залежностейPρ(ρ) iPθ(θ), якi також пiдпорядковуються одновимiрним умовам

нормування:
+∞∫
0

Pρ(ρ)dρ = 1,

+∞∫
−∞

Pθ(ρ)dθ = 1, (3.12)

де iнтенсивнiсть брегiвських рефлексiв ρ вимiрюється вiд нуля. Останнi умови

також були врахованi чисельно. Таким чином, площi пiд кривими iмовiрностей

на рис. 3.3 i рис. 3.4 дорiвнюють одиницi. Зазначимо, що форма кривих для
4На рисунках наведенi абсолютнi значення параметра ρ, оскiльки область ρ < 0 не має фiзичного значення.
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одновимiрних щiльностей iмовiрностей на рисунках пiдтверджує вигляд дво-

вимiрної поверхнi, показаної на рис. 3.2. У роботi [37] проведено детальний

аналiз описаної ситуацiї, де грунтуючись на виглядi одновимiрної щiльностi

iмовiрностi Pρ чисельно розраховуються фазовi дiаграми з наявнiстю обла-

стей кристалiзацiї, рiдиноподiбної поведiнки, а також областi, у якiй вiдбува-

ються спонтаннi переходи мiж зазначеними станами (stick-slip режим). Тому

вивчення даного питання не є метою представленої роботи. Зосередимо увагу

на випадку, коли iнтенсивнiсть одного iз шумiв багаторазово перевищує iнтен-

сивнiсть iншого i покажемо, що у цьому випадку встановлюється самоподiбна

поведiнка твердоподiбної системи [41].

Рисунок 3.3 – Часовi залежностi абсолютного значення параметра порядку ρ, величини θ,
а також їх щiльностi iмовiрностей Pρ(ρ), Pθ(θ) при параметрах рис. 3.1 i γρ = γθ = 0.05,
Dρ = Dθ = 0.025.

3.2 Самоподiбна поведiнка

Для з’ясування поведiнки системи у загальному випадку (коли часи ре-

лаксацiї i iнтенсивностi шумiв мають рiзнi значення) можна розв’язати за-

гальне рiвняння Фоккера-Планка (3.6). Однак зазначене рiвняння є рiвнян-
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Рисунок 3.4 – Вiдповiднi до рис. 3.3 залежностi, але при Dρ = Dθ = 0.2.

ням другого порядку в частинних похiдних, що в деякiй мiрi ускладнює ситуа-

цiю. Тим бiльше, нас не цiкавить розподiл iмовiрностi процесу на початково-

му етапi, а iнтерес представляє тiльки стацiонарний вигляд розподiлу. Це доз-

воляє замiнити розв’язок вiдповiдного РФП (3.6) чисельним аналiзом вихiд-

ної системи (процедура (3.9), (3.10)). У роботi [41] проводиться аналiтичний

аналiз з визначенням областей iснування рiзних самоподiбних режимiв, од-

нак рiвняння (3.9), (3.10) мають бiльш складну структуру, що ускладнює такий

аналiз. Тому обмежимося у рамках даного роздiлу чисельним моделюванням.

На рис. 3.5 показана розрахована ненормована щiльнiсть iмовiрностi

Pρ(ρ) для рiзних спiввiдношень мiж величинами iнтенсивностей шумiв, при-

чому для всiх кривих значення Dθ не змiнюється.5 З рисунка можна зробити

висновок, що величина iнтенсивностi шуму Dρ критичним чином впливає на

поведiнку системи. Наприклад, кривi 1 i 2 показують поведiнку системи у дво-

фазнiй областi, оскiльки реалiзуються два максимуми iмовiрностi. Причому

для кривої 1 максимум бiльш виражений при ρ = 0, а крива 2 вiдповiдає ви-
5При розрахунку кривих вiдповiднi часовi ряди розраховувались на часовому iнтервалi t ∈ [0; 2 · 107] з кроком

∆t = 10−3. Таким чином, кожний часовий ряд мав 2 · 1010 точок. Пiсля цього проводився пiдрахунок кiлькостi
влучень значень ряду в той чи iнший iнтервал ρ. На заключному рис. 3.5 кожна крива побудована на 2·105 точках,
тобто була обрана така кiлькiсть iнтервалiв на осi ρ вiд значення 10−5 до 3. Розрахованi значення ρ на заданому
iнтервалi не пiднiмались вище значення 3. Пiсля цього кiлькiсть влучень у кожний iнтервал дiлилось на загальну
кiлькiсть точок у рядовi, таким чином кривi “спускалися” донизу.
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падку, коли система бiльше часу знаходиться у твердоподiбному станi (ρ 6= 0).

Зi зменшенням iнтенсивностi шуму Dρ (кривi 3–8) двофазна область зникає,

оскiльки реалiзується лише нульовий максимум Pρ(ρ). Причому лiнiйна дiлян-

ка iмовiрностi при невеликих ρ при пониженнi iнтенсивностi шуму Dρ змен-

шується (кривi 3–5). Для кривих 6–8 вже виконується умова

Dθ � Dρ, (3.13)

яка у нашому випадку в областi малих значень параметра порядку ρ приво-

дить до самоподiбного вигляду щiльностi розподiлу [41]. Справа в тому, що у

випадку (3.13) в областi малих ρ функцiя розподiлу стає однорiдною [41, 73]:

Pρ(ρ) ∼ ρ−a (3.14)

i вiдповiдає самоподiбнiй системi, для якої вiдсутнiй характерний масштаб па-

раметра ρ (a < 1 – показник розподiлу, який визначає нахил розподiлу на

лiнiйнiй дiлянцi) [68]. Зазначимо, що режиму самоорганiзованої критичностi

(СОК) вiдповiдає значення a = 1.5. У випадку, показаному на рис. 3.5, зна-

чення a ≈ 1.

На рис. 3.6 показанi часовi ряди ρ(t), що вiдповiдають параметрам кри-

вих 8 i 6 на рис. 3.5. Залежностi приведенi у логарифмiчному масштабi, для

кращого визначення дiапазону значень параметра порядку, де встановлюєть-

ся самоподiбна поведiнка (рiзкi збiльшення значень параметра порядку видно

як на малих, так i на великих масштабах). Залежностi на рис. 3.6а вiдповi-

дає менша iнтенсивнiсть шумуDρ, що приводить до самоподiбної поведiнки на

бiльшому дiапазонi масштабiв, що видно iз залежностi. Рис. 3.6б, для якого

функцiя розподiлу згiдно рис. 3.5 у деякому iнтервалi ρ також є самоподiбною,

демонструє змiну параметра ρ на меншому дiапазонi масштабiв. Часовi ряди

при однакових iнтенсивностях шуму наведенi на рис. 3.4 i рис. 3.5, для яких
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Рисунок 3.5 – Щiльнiсть iмовiрностi Pρ(ρ), розрахована при Dθ = 10−2. Кривi 1–8 вiдповiда-
ють значенням Dρ = 100, 10−1, 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25. Крива 7 розташована мiж
кривими 6 та 8, цифрою на рисунку не позначена.

самоподiбна поведiнка не спостерiгається. Таким чином, степеневий вигляд

функцiї розподiлу Pρ(ρ) обмежений i мiнiмальним значенням параметра ρ, яке

зменшується при зменшеннi величини Dρ.

Рисунок 3.6 – Часовi залежностi ρ(t), що вiдповiдають параметрам рис. 3.5: а – Dρ = 10−25;
б – Dρ = 10−10.
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3.3 Статистичний аналiз часових рядiв

Як було зазначено у попередньому роздiлi, характерною особливiстю

часових залежностей параметра порядку, отриманих для значень iнтенсивно-

стей шуму Dρ = 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривi 3–8 на рис. 3.5), є

наявнiсть у обмеженому дiапазонi степеневого вигляду функцiї щiльностi роз-

подiлу, i, як наслiдок, самоподiбна структура ряду. Слiд зазначити, що розра-

хованi у попередньому роздiлi статистичнi параметри не дають повної iнфор-

мацiї про поведiнку ряду, зокрема про його передбачуванiсть. Так, при розра-

хунку стандартних статистичних параметрiв для самоподiбних рядiв не врахо-

вується вiдсутнiсть характерного масштабу у рiзнi моменти часу. Дана особ-

ливiсть може бути врахована в рамках так званого скейлiнгового аналiзу. Од-

нiєю iз можливих методик розгляду локальних властивостей часових залеж-

ностей є метод мультифрактального флуктуацiйного аналiзу [69], що дозволяє

дослiдити часовi ряди рiзної природи [70, 71].

Алгоритм зазначеного методу зводиться до наступних крокiв (оригi-

нальнiй опис приведено у роботi [69]). Спочатку, для розглянутого ряду x(k),

k = 0, 1, 2, ..., N видiляється флуктуацiйний профiль

y(i) =
i∑

k=1

[x(k)− x̄], (3.15)

вiдрахований вiд середньої величини x̄. Потiм отриманi значення y(i) розподi-

ляються по непересiчним сегментам довжини s, число яких дорiвнює цiлому

значенню Ns = [N/s]. Так як довжина ряду N не завжди кратна обранiй шкалi

s, то у загальному випадку остання частина мiстить число точок менше, нiж s.

Для врахування цього залишку слiд повторити процедуру подiлу на сегменти,

починаючи з протилежного кiнця ряду. У результатi повне число сегментiв, що
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володiють довжиною s, складе 2Ns.

Оскiльки змiна випадкової величини y(i) вiдбувається поблизу значен-

ня yν(i) 6= 0, обумовленого певною тенденцiєю (трендом) еволюцiї ряду, то

далi слiд знайти локальний тренд yν(i) для кожного iз 2Ns сегментiв. При цьо-

му найпростiше використовувати метод найменших квадратiв, представляючи

тренд yν(i) полiномом, степiнь якого вибирається таким чином, щоб забезпе-

чити iнтерполяцiю з помилкою, що не перевищує задану межу. Наступним ета-

пом є визначення дисперсiї

F 2(ν, s) =
1

s

s∑
i=1

{y [(ν − 1) s+ i]− yν(i)}2, (3.16)

для сегментiв ν = 1, ..., Ns, що слiдують у прямому напрямку, i вiдповiдне зна-

чення

F 2(ν, s) =
1

s

s∑
i=1

{y [N − (ν −Ns) s+ i]− yν(i)}2, (3.17)

для зворотної послiдовностi ν = Ns + 1, ..., 2Ns.

На наступному кроцi проводиться узагальнення дисперсiї

Fq(s) =

{
1

2Ns

2Ns∑
ν=1

[
F 2(ν, s)

]q/2}1/q

(3.18)

шляхом пiднесення виразiв (3.16), (3.17) до степенi q i подальшим усереднен-

ням за всiма сегментами. Оскiльки при q = 0 рiвнiсть (3.18) мiстить невизна-

ченiсть, то замiсть нього слiд використовувати межовий вираз

F0(s) = exp
1

4Ns

2Ns∑
ν=1

ln[F 2(ν, s)]. (3.19)

Змiнюючи часову шкалу s при фiксованому показнику q, знаходимо залеж-

нiсть Fq(s), представляючи її у подвiйних логарифмiчних координатах. Якщо

дослiджуваний ряд зводиться до самоподiбної множини, що проявляє дале-
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кодiючi кореляцiї, то флуктуацiйна функцiя Fq(s) представляється степеневою

залежнiстю

Fq(s) ∝ sh(q) (3.20)

з узагальненим показником Херста h(q), величина якого визначається пара-

метром q. Iз визначень (3.18), (3.20) випливає, що при q = 2 цей показник

зводиться до класичного показника Херста H. Для часових рядiв, якi вiдповi-

дають монофрактальнiй множинi, флуктуацiйна функцiя F 2(ν, s) однакова для

всiх сегментiв ν, i узагальнений показник Херста h(q) = H не залежить вiд па-

раметра деформацiї q. Для мультифрактальних рядiв при додатних q основний

внесок у функцiю Fq(s) дають сегменти ν, що проявляють великi вiдхилення

F 2(ν, s), а при вiд’ємних q домiнують сегменти з малими значеннями дисперсiї

F 2(ν, s). У результатi можна зробити висновок, що при вiд’ємних значеннях

q узагальнений показник Херста h(q) описує сегменти, якi проявляють малi

флуктуацiї, а при додатних – великi [69, 72].

При реалiзацiї викладеного алгоритму слiд мати на увазi, що iз зростан-

ням розмiру сегментiв до s > N/4, функцiя Fq(s) втрачає статистичну iнфор-

мативнiсть зважаючи на малiсть числа Ns < 4 сегментiв, що використову-

ються при усередненнi. Таким чином, проведення вказаної процедури перед-

бачає виняток, з одного боку, великих сегментiв (s > N/4), а з iншого – малих

(s < 10).

Стандартне подання скейлингових властивостей часового ряду передба-

чає перехiд вiд показника Херста h(q) до масового показника τ(q) i спектраль-

ної функцiї f(α), якi є основними характеристиками мультифракталiв [69, 72]:

τ(q) = qh(q)− 1, (3.21)

f(α) = αq(α)− τ(q(α)). (3.22)

Тут значення q(α) визначається умовою τ ′(q) = α, де штрих означає диферен-
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Рисунок 3.7 – Залежнiсть (3.20), побудована у подвiйних логарифмiчних осях при показнику
деформацiї q = 2 для рядiв iз значенням Dρ = 10−2, 10−3, 10−5 (а) i Dρ = 10−10, 10−15, 10−25

(б).

цiювання за аргументом. При |q| � 1 залежнiсть τ(q) має лiнiйно зростаючий

вигляд з криволiнiйною дiлянкою поблизу q = 0, який забезпечує уповiль-

нення зростання масового показника τ зi збiльшенням параметра деформацiї

q. Спектральна функцiя f(α) визначає набiр монофракталiв з розмiрностями

α, якi формують дослiджувану множину: при цьому вiдносна кiлькiсть моно-

фракталiв з даними α, якi потрапляють до сегментiв з розмiром l, що покри-

вають цю множину, задається спiввiдношенням N(α) ∼ l−f(α). Згiдно з цим

визначенням, ширина спектра f(α) буде тим бiльше, чим сильнiше вираженi

мультифрактальнi властивостi. Так, для монофракталу спектральна функцiя

f(α) має δ-подiбну форму, що видiляє єдине значення фрактальної розмiрно-

стi α [72].

На рис. 3.7 представлений типовий вид залежностi (3.20) для рядiв з

iнтенсивностями шумiв Dρ = 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 при показ-

нику деформацiї q = 2. Як видно з рисунка, залежнiсть (3.20), побудована

у подвiйних логарифмiчних осях, має яскраво виражену лiнiйну дiлянку при

значеннях масштабу 50 < s < 500, i отже, може бути використана для об-

числення параметра h(q). Лiнiйна iнтерполяцiя рiвностi (3.20), що розрахова-
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Рисунок 3.8 – Узагальнений показник Херста h(q) для рядiв з iнтенсивнiстю шуму Dρ =
10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривi 3–8 вiдповiдно), а також змiна класичного показ-
ника Херста H для зазначених кривих.
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Рисунок 3.9 – Спектральна функцiя f(α) для рядiв з iнтенсивнiстю шуму Dρ =
10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривi 3–8 вiдповiдно), а також ширина розкиду мульти-
фрактального спектра ∆α.

на для дослiджуваних рядiв, у рамках зазначеного iнтервалу змiни масштабу

s при значеннях параметра деформацiї 0 ≤ q ≤ 3.5 приводить до залежно-

стей h(q), представлених на рис. 3.8, де на додатковiй панелi також приведена

залежнiсть класичного показника Херста H вiд номера (iнтенсивностi шуму)

вiдповiдного ряду. Для дослiджуваних рядiв так само була розрахована спек-

тральна функцiя f(α) з використанням рiвностей (3.21) i (3.22). Результати
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проведених розрахункiв представленi на рис. 3.9. З наведених на рис. 3.8 i 3.9

залежностей випливає, що зменшення iнтенсивностi шуму Dρ приводить до

iстотного ускладнення динамiки часових залежностей параметра порядку, що

проявляється у збiльшеннi ширини розкиду значень узагальненого показника

Херста h(q) i функцiї мультифрактального спектра (3.22). Виходячи з фiзич-

ного змiсту функцiї f(α), зростання розкиду значень ∆α обумовлено тим, що

в сегментах часового ряду довжини s, зростає число пiдмножин (так званих

монофракталiв) N(α), з показником Гельдера α. Дана ситуацiя може означа-

ти, що в системi зростає кiлькiсть статистично рiзних сценарiїв розвитку. Крiм

того, значення показника Херста H iз зменшенням Dρ наближається до зна-

чення H ≈ 0.5, яке, як вiдомо, вiдповiдає абсолютно випадкової послiдовно-

стi [72], таким чином, ускладнення структури часових рядiв робить їх подальшу

поведiнку непередбачуваною. Цiй ситуацiї вiдповiдає наявнiсть екстремально

великих розкидiв значень параметра порядку, що показано на рис. 3.6.
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ВИСНОВКИ

У представленiй роботi, в рамках синергетичної моделi межового тер-

тя, вивчалися процеси тертя двох атомарно-гладких та шорстких поверхонь

при наявностi ультратонкого шару мастила мiж ними. Врахована просторова

неоднорiднiсть напружень, деформацiї i температури мастильного шару доз-

волила описати нетривiальну неньютонiвську поведiнку ефективної зсувної

в’язкостi мастила. Розглянутi два випадки, що вiдрiзняються врахуванням рiз-

них типiв руху поверхонь тертя. Отриманi просторовi профiлi напружень, де-

формацiї i температури у рiзнi моменти часу. Показано, що у розглянутих ви-

падках з плином часу встановлюється стацiонарний розподiл напружень, а та-

кож деформацiї i температури по товщинi мастила. Показано, що варiацiєю

параметрiв, що вiдповiдають за внесок градiєнтних членiв, можливо змiню-

вати характеристики в’язкостi мастила, у тому числi описувати ньютонiвську

поведiнку, а також випадок, у якому верхнiй шар мастила твердне i рухається

разом з поверхнею, як єдине цiле.

Розгляд поверхонь тертя з нанорозмiрними нерiвностями дозволив роз-

ширити та узагальнити отриманi ранiше результати для атомарно-гладких по-

верхонь. З’ясовано, що у процесi тертя нерiвних поверхонь мастило по пло-

щинi тертя представляє доменну структуру, де присутнi рiдиноподiбнi та твер-

доподiбнi дiлянки, що робить рiзний внесок у загальну силу тертя. Показано,

що для шорстких поверхонь залежнiсть сили тертя вiд часу хоча i не є стро-

го перiодичною, але близька до такої, що збiгається з вiдомими експеримен-

тальними даними. Для отримання результатiв була застосована паралельна

архiтектура CUDA, що розроблена компанiєю NVIDIA i широко використо-

вується у даний час для виконання неграфiчних обчислень на великiй кiлькостi

унiверсальних графiчних процесорiв сучасних вiдеокарт.

Вводячи до розгляду зовнiшнiй адитивний шум з’ясовано його харак-
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тер впливу на поведiнку системи та показано, що iз зростанням iнтенсивно-

стi шуму збiльшується iмовiрнiсть переходiв мiж твердоподiбним та рiдино-

подiбним станами. Розглядається випадок, коли iнтенсивнiсть одного iз шу-

мiв багаторазово перевищує iнтенсивнiсть iншого. При цьому показано, що в

деякому обмеженому дiапазонi функцiя щiльностi розподiлу часових залеж-

ностей параметра порядку приймає степеневий вигляд, тобто встановлюється

самоподiбна поведiнка твердоподiбної системи. За допомогою методу муль-

тифрактального флуктуацiйного аналiзу, що дозволяє дослiдити часовi ряди

рiзної природи, вдалося отримати iнформацiю про локальнi властивостi часо-

вих залежностей. Також з’ясовано умови, за яких система демонструє моно-

фрактальну чи мультифрактальну поведiнку, що характеризується спектром

фрактальних розмiрностей.
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