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ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Îñåâûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ðîòîðû ìíîãîñòóïåí÷àòûõ 
âûñîêîîáîðîòíûõ íàñîñîâ, èçìåðÿþòñÿ äåñÿòêàìè òîíí, ïîýòîìó èõ 
óðàâíîâåøèâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ çàäà÷ó. ×àùå âñåãî 
óðàâíîâåøèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àâòîìàòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. 
Èõ íàçûâàþò òàêæå àâòîìàòàìè ðàçãðóçêè, ñèñòåìàìè àâòîðàçãðóçêè, 
ãèäðîïÿòàìè. Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè àâòîìàòîâ ðàçãðóçêè (ðèñ.1) 
ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèé I è òîðöîâûé II äðîññåëè, ðàçäåëåííûå 
êàìåðîé III. Äàâëåíèå 2ð  â êàìåðå äåéñòâóåò íà ðàçãðóçî÷íûé äèñê 3 è 

ñîçäàåò óðàâíîâåøèâàþùóþ ñèëó zF . Äàâëåíèå â êàìåðå çàâèñèò îò 

ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðîâîäèìîñòåé öèëèíäðè÷åñêîãî è òîðöîâîãî äðîññåëåé. 
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîâîäèìîñòü öèëèíäðè÷åñêîãî äðîññåëÿ ñ ïîñòîÿííûì 
ñðåäíèì ðàäèàëüíûì çàçîðîì 1Í  çàâèñèò îò ýêñöåíòðèñèòåòà, ò.å. îò 

ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèé ðîòîðà îòíîñèòåëüíî ñîîñíîãî ïîëîæåíèÿ, îò åãî 
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé. Ïðîâîäèìîñòü òîðöîâîãî äðîññåëÿ ïðè îòñóòñòâèè 
óãëîâûõ êîëåáàíèé äèñêà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé òîðöîâîãî çàçîðà z, 
ò.å. îñåâûìè êîëåáàíèÿìè ðîòîðà. 

Â öèëèíäðè÷åñêîì äðîññåëå âîçíèêàþò ãèäðîäèíàìè÷åñêèå 
ðàäèàëüíûå ñèëû [1], êîòîðûå îïðåäåëÿþò õàðàêòåð ðàäèàëüíûõ 
êîëåáàíèé ðîòîðà. Îäíà èç ýòèõ ñèë – ñèëà ãèäðîñòàòè÷åñêîé æåñòêîñòè, 
- ïðîïîðöèîíàëüíà äðîññåëèðóåìîìó ïåðåïàäó äàâëåíèÿ 1 1 2ð ð ð∆ = − , ò.å. 

ïðÿìî çàâèñèò îò äàâëåíèÿ 2ð  â êàìåðå, à çíà÷èò è îò îñåâûõ êîëåáàíèé. 

Òàêèì îáðàçîì, ðàäèàëüíûå è îñåâûå êîëåáàíèÿ îêàçûâàþòñÿ 
âçàèìîñâÿçàííûìè. Ïîñêîëüêó óçåë àâòîðàçãðóçêè âûñîêî íàãðóæåí, 
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îáåñïå÷åíèå åãî íàäåæíîñòè òðåáóåò òùàòåëüíîãî àíàëèçà íà ñòàäèè 
ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, îñîáåííî äèíàìè÷åñêèõ, ñîïðîâîæäàþùèõ åãî 
ðàáîòó. Ïåðâûì øàãîì íà ýòîì ïóòè è ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåííûé çäåñü 
àíàëèç ðàäèàëüíî-îñåâûõ êîëåáàíèé ìîäåëè ðîòîðà öåíòðîáåæíîãî íàñîñà 
ñ ñèñòåìîé àâòîðàçãðóçêè. 

 

 
 

Ðèñóíîê 1 - Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñèñòåìû àâòîðàçãðóçêè ðîòîðà 

 
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåíû îñåâûå êîëåáàíèÿ ðîòîðà, îáóñëîâëåííûå åãî 
ðàäèàëüíûìè êîëåáàíèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè íàïåðåä çàäàííûå 
âíåøíèå êèíåìàòè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ. Çäåñü æå âûâîäÿòñÿ 
ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíûõ ðàäèàëüíî-îñåâûõ êîëåáàíèé 
ïðîñòåéøåé îäíîìàññîâîé ìîäåëè æåñòêîãî ðîòîðà ñ àâòîìàòè÷åñêèì 
óðàâíîâåøèâàþùèì óñòðîéñòâîì (ðèñ.2). Äèñê èìååò ñòàòè÷åñêóþ 
íåóðàâíîâåøåííîñòü: åãî öåíòð ìàññ ñìåùåí îòíîñèòåëüíî 
ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà íà âåëè÷èíó à. Èññëåäóþòñÿ âûíóæäåííûå 
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíîé ñèëû íåóðàâíîâåøåííîé 
ìàññû. Óãëîâûå êîëåáàíèÿ äèñêà íå ó÷èòûâàþòñÿ èç-çà èõ ìàëîñòè. 

 
 

Ðèñóíîê 2 – Îäíîìàññîâàÿ ìîäåëü æåñòêîãî ðîòîðà ñ àâòîìàòè÷åñêèì 
óðàâíîâåøèâàþùèì óñòðîéñòâîì 

Çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè êîëüöåâîãî äðîññåëÿ îò ýêñöåíòðèñèòåòà, 
ò.å. îò ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé âàëà, áîëüøå âñåãî ïðîÿâëÿåòñÿ íà 
ëàìèíàðíûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ æèäêîñòè: ïðè ìàêñèìàëüíîì 
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ýêñöåíòðèñèòåòå 1å Í=  ïðîâîäèìîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ â 2,5 ðàçà ïî 

ñðàâíåíèþ ñ ïðîâîäèìîñòüþ êîíöåíòðè÷íîãî äðîññåëÿ (å=0). Íà 
òóðáóëåíòíûõ ðåæèìàõ ýòî âëèÿíèå íå ïðåâûøàåò 20% [1]. Òåì íå ìåíåå, 
âûñîêîíàïîðíûå ìíîãîñòóïåí÷àòûå öåíòðîáåæíûå íàñîñû ðàçâèâàþò 
äàâëåíèå íàãíåòàíèÿ äî 30ÌÏà è âûøå. Ïî÷òè âñå ýòî äàâëåíèå 
äðîññåëèðóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà öèëèíäðè÷åñêîì è òîðöîâîì êàíàëàõ 
ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óðàâíîâåøèâàíèÿ îñåâûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà 
ðîòîð íàñîñà. Ïðè òàêîì äàâëåíèè äàæå â óçêèõ (0,3 – 0,1 ìì) êàíàëàõ 
÷èñëà Ðåéíîëüäñà íàìíîãî ïðåâûøàþò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, è ðåæèì 
òå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò àâòîìîäåëüíîé òóðáóëåíòíîé îáëàñòè. Ïîýòîìó 
íèæå àíàëèç äèíàìèêè ñèñòåìû ðîòîð-àâòîðàçãðóçêà ïðîâîäèòñÿ êàê äëÿ 
ëàìèíàðíîãî, òàê è äëÿ àâòîìîäåëüíîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. 

Ñèñòåìà óðàâíîâåøèâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà 
àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîé òîðöîâûé çàçîð z  è ðàñõîä 
- ðåãóëèðóåìûå âåëè÷èíû, îñåâàÿ ñèëà äàâëåíèÿ íà óðàâíîâåøèâàþùèé 
äèñê zF  - ðåãóëèðóþùåå âîçäåéñòâèå. Â êà÷åñòâå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé 

ïðèíÿòû öåíòðîáåæíàÿ ñèëà íåóðàâíîâåøåííîé ìàññû 2 i tma e ωω  è 
óðàâíîâåøèâàåìàÿ îñåâàÿ ñèëà *T , äåéñòâóþùàÿ íà ðîòîð íàñîñà è 

çàâèñÿùàÿ îò äàâëåíèÿ íàãíåòàíèÿ 1p .  

Â íåêîòîðûõ îòâåòñòâåííûõ íàñîñàõ, íàïðèìåð ïèòàòåëüíûõ, äëÿ 
ïðåäîòâðàùåíèÿ âîçìîæíûõ çàäèðîâ òîðöîâûõ ïîâåðõíîñòåé íà ðåæèìàõ 
ïóñêà è îñòàíîâà ïðèìåíÿþò îòæèìíûå óñòðîéñòâà 4 (ðèñ.1). Îíè ñîçäàþò 
îñåâóþ ñèëó ( )*kF k z= ∆ − , íàïðàâëåííóþ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ òîðöîâîãî 

çàçîðà; *k  - æåñòêîñòü óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, ∆  - èõ ïðåäâàðèòåëüíàÿ 

äåôîðìàöèÿ. Ñèëó *k ∆  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäàþùåå âîçäåéñòâèå. 

Òàêèì îáðàçîì, â îñåâîì íàïðàâëåíèè (ðèñ.1) íà ðîòîð äåéñòâóþò 
óðàâíîâåøèâàåìàÿ ñèëà *T , ñèëà æåñòêîñòè îòæèìíîãî óñòðîéñòâà kF  è 

óðàâíîâåøèâàþùàÿ ñèëà äàâëåíèÿ zF , äåéñòâóþùàÿ íà 

óðàâíîâåøèâàþùèé äèñê 3. Âíåøíÿÿ ñèëà âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îñåâûì 
êîëåáàíèÿì ïðèíèìàåòñÿ ëèíåéíîé, ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíîé îñåâîé 
ñêîðîñòè: zñF ñ= − & . 

Â êîëüöåâîì ýêñöåíòðè÷íîì çàçîðå ñ ìàëîé êîíóñíîñòüþ ϑ  ìåæäó 
íåïîäâèæíîé âòóëêîé è âðàùàþùèìñÿ âíóòðåííèì öèëèíäðîì ïðè 
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ âíóòðåííåãî öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî îñè âòóëêè 
è ïðè äðîññåëèðîâàíèè îñåâîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ 1 2ð ð−  âîçíèêàþò 

ðàäèàëüíûå ñèëû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óçåë 
àâòîðàçãðóçêè âûïîëíÿåò ôóíêöèè ðàäèàëüíî-óïîðíîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî 
ïîäøèïíèêà [3]. Íàïîðíîå òå÷åíèå ïîðîæäàåò ñèëó ãèäðîñòàòè÷åñêîé 
æåñòêîñòè èëè êîíñåðâàòèâíóþ ñèëó 3F , ïðîïîðöèîíàëüíóþ ðàäèàëüíîìó 

ñìåùåíèþ âàëà. Ïîòîêó âûòåñíåíèÿ, îáóñëîâëåííîìó ðàäèàëüíûìè 
êîëåáàíèÿìè âàëà, ñîîòâåòñòâóþò ñèëà âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èëè 
äåìïôèðóþùàÿ ñèëà 2F , ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè öåíòðà 

âàëà, è íåêîíñåðâàòèâíàÿ ïîçèöèîííàÿ èëè öèðêóëÿöèîííàÿ ñèëà 5F . 

Èíåðöèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñïèðàëüíîãî ïîòîêà âûçûâàåò ïîÿâëåíèå ñèëû 
èíåðöèè 1F  ïðèñîåäèíåííîé ìàññû æèäêîñòè , öåíòðîáåæíóþ, 

êîðèîëèñîâó è ãèðîñêîïè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå. Èç íèõ ïðåâàëèðóþùåå 
çíà÷åíèå èìååò ãèðîñêîïè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 4F . 

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ ñèë, çàâèñÿùèõ îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è 
ñêîðîñòåé, íà ðîòîð äåéñòâóåò ðàäèàëüíàÿ öåíòðîáåæíàÿ ñèëà 

2 i t
öF òà å ωω= , îáóñëîâëåííàÿ ñòàòè÷åñêîé íåóðàâíîâåøåííîñòüþ – 
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ñìåùåíèåì öåíòðà ìàññ îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà íà 
âåëè÷èíó à. 

 

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÎÑÅÂÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ 
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðîòîðà â ïðîåêöèÿõ íà îñü 0z  ñ ó÷åòîì îñåâûõ 

ñèë, èìååò âèä 
 

( )* z *mz cz k z F T= − + ∆ − + −&& & .                            (1) 

 
×òîáû íàéòè ñèëó äàâëåíèÿ íà äèñê    
 

2z åF À ð= , ãäå  2 0,5å ñÀ À À= +                          (2) 
 

- ýôôåêòèâíàÿ ïëîùàäü äèñêà [4], âû÷èñëèì äàâëåíèå â êàìåðå èç 
óðàâíåíèÿ áàëàíñà ðàñõîäîâ  

 

1 2Q v pQ Q Q= + + ,                                    (3) 

 
êîòîðîå ïðè íàëè÷èè îñåâûõ êîëåáàíèé âêëþ÷àåò ðàñõîä âûòåñíåíèÿ 

v eQ A z= &  è ðàñõîä ñæàòèÿ 2pQ Vp E= & , Å -àäèàáàòè÷åñêèé ìîäóëü 

óïðóãîñòè æèäêîñòè, V  - îáúåì êàìåðû III. Ðàñõîäû 1 2Q , Q  ÷åðåç 

êîëüöåâîé è òîðöîâûé äðîññåëè íà ëàìèíàðíîì òå÷åíèè 
ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðåïàäàì äàâëåíèÿ ( )1 1 1 2 2 2 2Q g ,p p Q g p= − = , â 

àâòîìîäåëüíîé îáëàñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ çàâèñèìîñòü ðàñõîäà îò 
ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòè÷íîé: 

( )1ò 1ò 1 2 2 2 2Q g , ò òp p Q g p= − = . Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê 

òóðáóëåíòíîìó òå÷åíèþ, îòìå÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì íèæíèì  
èíäåêñîì ò. Ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ áàëàíñà ðàñõîäîâ (3) äëÿ 
ëàìèíàðíîãî è òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèé ïðèíèìàþò âèä 

 

( ) ( )1 1 2 2 2 3 2 zeg p p g p p Vp E A è− = − + +& & , 
 

1m 1 2 2 2 2 2g ò m ò ò e zp p g p Vp E A H u− = + +& & . 
 
Çäåñü ãèäðàâëè÷åñêèå ïðîâîäèìîñòè ëàìèíàðíîãî è òóðáóëåíòíîãî 

êîëüöåâîãî è òîðöîâîãî äðîññåëåé 
 

( )

( )

3
2 3 1 1

1 1 1 2 2 1
1

3
2 1,52 2

2 1 1 1 2 2
2

1,5 1,5
1 1 2 2

1 2
1 1 2 2

R
1 1,5 , , ,

6

, 1 0,19 , ,
6

4 , 4 ;

ï ï z ï

ï ò òn ò òn z

òn òn

H
g g g g u g

L

R H
g g g g g u

L

R H R H
g g

L L

π
ε

µ

π
ε

µ

π π

ρ λ ρ λ

= + = =

= = + =

= =

       (4) 

 

i t1 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1

1 1 1 2

, , , , ,i t a
à a a z

å e e z
å e e e e u

Í H H H
ω ωε ε ε ε ε= = + = + = = =     (5) 

 

1 1 1H R r= −  - ñðåäíèé ðàäèàëüíûé çàçîð, 0e - íà÷àëüíûé 

ýêñöåíòðèñèòåò îñè âàëà îòíîñèòåëüíî îñè âòóëêè, 1àe - àìïëèòóäà 
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èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà ñ ÷àñòîòîé ω  îòíîñèòåëüíî åãî íà÷àëüíîãî 
çíà÷åíèÿ 0å ; 2,H z  - ñîîòâåòñòâåííî æåëàåìîå (îïòèìàëüíîå) è òåêóùåå 

çíà÷åíèÿ òîðöîâîãî çàçîðà; 1l  - äëèíà êîëüöåâîãî äðîññåëÿ; 2 3 2l r r= −  - 

ðàäèàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü òîðöîâîãî çàçîðà; µ  - äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü 

ðàáî÷åé æèäêîñòè. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ áàëàíñà 
ðàñõîäîâ 

( ) ( )2 3 2
1 1 1 2 2 z 2 21 1,5 e
ï ï z

n

A HV
g g u u

E p
ε ψ ψ ψ ψ+ − = + +& & ,  

( )2 1,5 2
1 1 1 2 2 z 2 21 0,19 e
òï ò òï ò ò z

n

A HV
g g u u

E p
ε ψ ψ ψ ψ+ − = + +& & , 

21 2
1 2 2, , ò

ò
ï ï ï

ðð ð

ð ð ð
ψ ψ ψ= = = , 

 

 
 
 
 

(6) 

Ãäå ïð  - áàçîâîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ïðèíèìàåì 

óñòàíîâèâøååñÿ äàâëåíèå íàãíåòàíèÿ 10ð  íàñîñà. Â ïîëó÷åííûõ 

óðàâíåíèÿõ âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ðàñõîäîâ 1,2 1,2 nQ Q p ,=   

(1,2)m (1,2)m nQ Q p=  íåëèíåéíû, ïîýòîìó äëÿ èõ ëèíåàðèçàöèè ïåðåéäåì 

ê âàðèàöèÿì, ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (4). Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü 
äàâëåíèÿ 3 0ð = , à 1 10 constnð ð p= = = , ïîýòîìó 10 11, 0ψ δψ= = , 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 0 1 2 1 0 10 20 1 0 2Q g 1 1,5 3 1 1,5n n ng gδ δ ε ψ ψ ε ψ ψ δε ε δψ = + − = − − +  , 

 

( )3 2 3
2 2 2 2 0 20 2 0 23n z n z z n zQ g u g u u g uδ δ ψ ψ δ δψ= = +  

 

1 0 1 02
1ò 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 2

1 01 0

Q 0,38 ,
22

ò òò
ò ò ò òn ò ò

òò

g
g g g

ψδψ
δ δ ψ ε ψ δε δψ

ψψ

∆
= ∆ − = ∆ −

∆∆
 

2 0 2 00,52
2 2 2 0 2 0 2 z0 2 0 2

2 02 0

Q g 1,5 u
22

m mm
m m m m mn m z m

mm

g
g g u

ψδψ
δ δ ψ ψ δ δψ

ψψ
= + = + . 

Óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ 
ïðîèçâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ, îáîçíà÷åíû äîïîëíèòåëüíûìè íóëåâûìè 
èíäåêñàìè. 

Â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ðàâíû íóëþ è 
èç óðàâíåíèÿ (3) 10 20Q Q=  èëè 

 

( )
( )

2 3
0 10 10 20 20 10 1 0 20 2 0

2 1,5
0 1 0 1 0 2 0 2 0 1 0 1 0 2 0 2 0

, 1 1,5 , ,

, 1 0,19 , .

n n z

m m m m m m mn n nn z

Q g g g g g g u

Q g g g g g g u

ψ ψ ε

ψ ψ ε

= ∆ = = + =

= ∆ = = + =
(7) 

 

Ó÷èòûâàÿ (7), óðàâíåíèÿ (6) â âàðèàöèÿõ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó 
 

2 0
2 0 2 * 0 1

z0

0
* 0 10 20 10 202

0

3 ,

3
  ,   G , 1 ,
1 1,5

e
z z

n

A H QV
G u u Q

E p u

g g

δψ δψ δ δ ε δε

ε
ε ψ ψ

ε

+ = − − +

= = + ∆ = −
+

& &

                (8) 
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0 0 * 02
2 2 1

10 20 0

3V 1 1
,

E 2 2
ò ò m òe

ò ò z z
n z n

Q Q QA H
u u

p u p

ε
δψ δψ δ δ δε

ψ ψ
 

+ + = − − + ∆ 
& &  (9) 

0
* 2

0

0,38

1 0,19
m

ε
ε

ε
=

+
. 

 
Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (2) áåçðàçìåðíîå ðåãóëèðóþùåå âîçäåéñòâèå   
 

z 2
2

n n

F
,

A A
e e

n n n

A p A

p p A
ϕ σψ σ= = = = ,                       (10) 

 

ãäå ,n nA p  - íîìèíàëüíûå (áàçîâûå) çíà÷åíèÿ ïëîùàäè è äàâëåíèÿ. Â 

êà÷åñòâå nA  áóäåì ïðèíèìàòü ïëîùàäü 0A  (ðèñ.1) âõîäíîé âîðîíêè 

ðàáî÷åãî êîëåñà.  
Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòü çíàêè âàðèàöèé, ïîìíÿ î 

òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ íå àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ïåðåìåííûõ, à èõ 
îòêëîíåíèÿ îò óñòàíîâèâøèõñÿ çíà÷åíèé. Ââåäåì òàêæå îïåðàòîð 

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè dp dt=  è óìíîæèì óðàâíåíèÿ (8) è (9) 

íà áåçðàçìåðíóþ ýôôåêòèâíóþ ïëîùàäü σ  óðàâíîâåøèâàþùåãî äèñêà 3. 
Â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ðàñõîäîâ 
ïðåîáðàçóþòñÿ â óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðåãóëèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ â 
íîðìàëèçîâàííîé îïåðàòîðíîé ôîðìå: 

 

( ) ( )2 0 1 11 zT p p u kϕ τ κ ε+ = − + + ; ( ) ( )2 0 1 11ò ò ò ò z òT p p u kϕ τ κ ε+ = − + + ;  (11) 
 

2
2 0 10 20

0 0

0 10 10 0 0 20 20 0
1 02 2

0 0 0 0 0 00 0

, , G g ,

3 3 3 Q3
, ;

1 1,5 1 1,5

e

n

z z

A HV
T g

EG p G

g Q g
k

G G u G u G

σ
τ

ε σ ψ ε σ σ ψ σ
κ

ε ε

= = = +

∆
= = = =

+ +

     (12) 

 

10 20 2 10 20
2m

0 0

10 20
0 1 * 10 20

0

2 2
T , ,

3
, 2 .

e
m

ò n

m m
z

V A H

EQ Q p

k
u

ψ ψ σ ψ ψ
τ

σ ψ ψ
κ ε σ ψ ψ

∆ ∆
= =

∆
= = ∆

   (13) 

Èç óðàâíåíèé (11) âûðàçèì áåçðàçìåðíóþ óðàâíîâåøèâàþùóþ ñèëó: 
 

0 1
z 1

2 21 1

p k
u

T p T p

τ κ
ϕ ε

+
= − +

+ +
,   0 1

z 1
2 21 1

ò ò ò
ò

ò ò

p k
u

T p T p

τ κ
ϕ ε

+
= − +

+ +
.     (14) 

 
Óðàâíåíèå (1) îñåâûõ êîëåáàíèé ïðè ïåðåõîäå ê âàðèàöèÿì 

( * onstÒ ñ= ) è ê áåçðàçìåðíîé îñåâîé êîîðäèíàòå z 2u z H=  â 

íîðìàëèçîâàííîé îïåðàòîðíîé ôîðìå èìååò îäèíàêîâûé âèä êàê äëÿ 
ëàìèíàðíîãî, òàê è äëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèé. Èçìåíÿåòñÿ òîëüêî 
âõîäÿùåå â ïðàâóþ ÷àñòü ðåãóëèðóþùåå âîçäåéñòâèå: 

 

( )2 2
1 1 z2 1T p T p u Kς ϕ+ + = ,  ( )2 2

1 1 z2 1 òT p T p u Kς ϕ+ + = , 

 (15) 
2
1 * * 2 *, 2 , K kn nT m k c k m A p Hς= = = , 
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ãäå 1Ò  è ς - ñîîòâåòñòâåííî ïåðèîä è ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ ñâîáîäíûõ 

îñåâûõ êîëåáàíèé ðîòîðà áåç ãèäðîïÿòû. 
Åñëè íåò îòæèìíîãî óñòðîéñòâà ( )* 0k =  è åñëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü 

âíåøíèì äåìïôèðîâàíèåì ( )0ñ ς= = , òî ïîñëå äåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà 

2òÍ  ïîëó÷èì 
 

z 1 z 1, mu K u Kϕ ϕ= =&& && ,    1 2n nK A p H m= .               (16) 

 
Ïîäñòàâèâ ðåãóëèðóþùèå âîçäåéñòâèÿ (14) â óðàâíåíèÿ (15), ïîëó÷èì 

óðàâíåíèÿ îñåâîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ðîòîð - óðàâíîâåøèâàþùåå 
óñòðîéñòâî: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 0 1 1

2 2
1 1 2 0 1 1

2 1 1 ,

2 1 1 .

z

ò ò ò z ò

T p T p T p K p u Kk

T p T p T p K p u Kk

ς τ κ ε

ς τ κ ε

 + + + + + = 

 + + + + + = 

 

 
Îñåâîå ñìåùåíèå z 2u z H=  îòíåñåíî ê áàçîâîìó òîðöîâîìó çàçîðó 2H , 

ïîýòîìó è âåêòîð ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ íóæíî îòíåñòè ê ýòîìó çàçîðó: 

1
1 2

2 2 2

, , ,e x y x y
å x y

å x + iy u u iu u u
H H H

ε= = = = + = = .         (17) 

Ïðè ýòîì  

1 1 2 2
1

1 2 1 1
å

e e H H
è

H H H H
ε = = = , 

 
à óðàâíåíèÿ îñåâûõ êîëåáàíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 

( ) 2
z 1

1

Kz å
Í

D p u k è
Í

= , ( ) 2
z 1

1

Kzò ò å
Í

D p u k è
Í

= ,                  (18) 

 
ãäå ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû ñèñòåìû, ñîâåðøàþùåé òîëüêî îñåâûå 
êîëåáàíèÿ äëÿ ëàìèíàðíûõ è òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé 
 

( ) 3 2
z 0 1 2 3D p ñ p ñ p ñ p ñ= + + + , 

 

( ) 3 2
zò 0 1 2 3ò ò ò òD p ñ p ñ p ñ p ñ= + + + ,   (19) 

 
è èõ êîýôôèöèåíòû 
 

2 2
0 1 2 1 1 1 2 2 1 2 3 0, 2 , 2 , 1ñ T T ñ T T T ñ T T K ñ Kς ς τ κ= = + = + + = + ,   

 
2 2

0 1 2 1 1 1 2 2 1 2 3 0, 2 , 2 , 1ò ò ò ò ò ò ò ò òñ T T ñ T TT ñ T T K ñ Kς ς τ κ= = + = + + = + .   (20) 

 
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà, íå ñâÿçàííàÿ ñ ðàäèàëüíûìè êîëåáàíèÿìè, 

îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà, ò.å. ÷èñëî 
ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ðàâíî 1,5. 
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Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñâîáîäíûõ îñåâûõ êîëåáàíèé ( ) z 0,zD p u =  

( ) z 0zmD p u = ðåøåíèå ìîæíî ïðèíÿòü â âèäå z
t

aè u eλ= , 

zpu ,z zu u pλ λ= = =& . Ââîäÿ ýòó çàìåíó, èç âûðàæåíèé (19) ïîëó÷èì 

ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 
 

( ) 3 2
z 0 1 2 3D ñ ñ ñ ñλ λ λ λ= + + + ,   ( ) 3 2

zò 0 1 2 3ò ò ò òD ñ ñ ñ ñλ λ λ λ= + + + . 
 
Âîñïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷åñêèì êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè Ãóðâèöà äëÿ 

óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà: 
 

1 2 0 3 1 2 0 3, m m m mñ ñ ñ ñ ñ ñ ñ ñ> > . 
 
Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (20) è ïðåíåáðåãàÿ âíåøíèì 

äåìïôèðîâàíèåì ( )0ς = , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà 
 

0 0 0

e 2 20 20 e 2 20 10

,
3 3

z z

òóðáóëåíòíûéëàìèíàðíûé
ðåæèì ðåæèì

Eu G EuV V
A H p g A H p ψ

   
< <    ∆   

,      (21) 

 
îãðàíè÷èâàþùèå îáúåì êàìåðû ãèäðîïÿòû, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ 
óñòîé÷èâîñòü íåçàâèñèìûõ îñåâûõ êîëåáàíèé ðîòîðà. 

 
ÂÛÂÎÄ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÎÂÌÅÑÒÍÛÕ ÐÀÄÈÀËÜÍÎ-ÎÑÅÂÛÕ 

ÊÎËÅÁÀÍÈÉ 
Â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (18) âõîäèò âåêòîð ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ 

åè , çàâèñÿùèé îò ðàäèàëüíûõ ñèë â êîëüöåâîì çàçîðå, êîòîðûå, â ñâîþ 

î÷åðåäü, çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ 2ð  â êàìåðå ãèäðîïÿòû, à ñëåäîâàòåëüíî, è 

îò îñåâûõ êîëåáàíèé ðîòîðà. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè 
ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé. 

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ óðàâíåíèÿ 
âûíóæäåííûõ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé ñòàòè÷åñêè íåóðàâíîâåøåííîãî 
æåñòêîãî ðîòîðà â ïðîåêöèÿõ íà îñè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 
èìåþò âèä [5] 

 
2

1x 2x 3 4 5

2
1 2y 3 4 5

cos ,

sin .

x x x

y y y y

òõ F F F F F ma t

òy F F F F F ma t

ω ω

ω ω

= + + + + +

= + + + + +

&&

&&
                  (22) 

 
Ê óðàâíåíèÿì òðåòüåãî ïîðÿäêà (18) äîáàâëÿåòñÿ ñèñòåìà 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó 
ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ðîòîðà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé 
ñåäüìîãî ïîðÿäêà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðîåêöèè 
ðàäèàëüíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè [1,6]: 

 

1 1,x g y gF k x F k y= − = −&& && , 

( ) ( )
( ) ( )

2x 2y

3x s 3y

, ,

, ,

d g i d g i

p p s

F k k K x F k k K y

F k N x F k N y

θ θ

θ χ θ χ

= − + = − +

= − + = − +

& &
         (23) 

4x 4y

5x 5y

0,5 , 0,5 ,

0,5 , 0,5 .

g g

d d

F k y F k x

F k y F k x

κω κω

κω κω

= − =

= − =

& &
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Ôîðìóëû äëÿ ñèëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò âèä 
 

3 3
1 1 1 1 1 1

g 13
1 11

L
, , , , ,

12 2d p
R R L R Lêã Í

k êã k k p
H ñ H ìH

π π π
ρ µ    = = = ∆         

,     (24) 

 
à äðóãèå ïàðàìåòðû äëÿ ëàìèíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ îáîçíà÷åíû 

 
3 2

1 1 1 1

1 1 1 1

12
, , , , 4,

12 2i
p H Lq ì

K c q N
H L L ñ H

ϑ
θ

µ
−  ∆ = = = =     

.             (25) 

 
Äëÿ àâòîìîäåëüíîé îáëàñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ êîýôôèöèåíòû ñèë 

âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ãèäðîñòàòè÷åñêîé æåñòêîñòè íåñêîëüêî 
èçìåíÿþòñÿ:  

 

( )0,53
1 1 1 1 11, 6 , 10ò iò ò òN K q H L q p H Lρ= = = ∆ .                (26) 

 
Êîýôôèöèåíòû (24) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ 

q  - ðàñõîä ÷åðåç ýëåìåíò åäèíè÷íîé øèðèíû êîíöåíòðè÷íîãî êîëüöåâîãî 

êàíàëà; 0ϑ >  - óãîë êîíôóçîðíîñòè, 0ϑ <  - óãîë äèôôóçîðíîñòè; 
0,3κ ≈  - êîýôôèöèåíò íà÷àëüíîé çàêðóòêè ïîòîêà íà âõîäå â êîëüöåâîé 

êàíàë; 1 2sχ χ χ= + , 1 11 2 12, ,χ ς ς χ ς ς= =  - êîýôôèöèåíòû îòíîñèòåëüíûõ 

ìåñòíûõ ïîòåðü íà âõîäå â êàíàë è íà âûõîäå èç íåãî, 

11 12 2 2 1 1, 2HLς ς ς ς ς λ= − + = . Êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ 

êîëüöåâîãî êàíàëà íà ëàìèíàðíîì ðåæèìå òå÷åíèÿ 96 Reλ = ,  

íà àâòîìîäåëüíîì òóðáóëåíòíîì - 0,04òλ ≈ ; Re 2 qρ µ= , ãäå  

µ  - êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ïåðåêà÷èâàåìîé æèäêîñòè,  

ρ  - åå óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü. 

Óðàâíåíèÿ (22) ðàçäåëèì ïî÷ëåííî íà 2òÍ  è ïðèäàäèì èì âèä 

2
1 2 3 4 5

2

2
1 2 3 4 5

2

cos ,

sin ,

x x x y y

y y y x x

a
a u a u a u a u a u t

H

a
a u a u a u a u a u t

H

ω ω

ω ω

+ + + + =

+ + − − =

&& & &

&& & &
                     (27) 

ãäå êîýôôèöèåíòû èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 

( )

( )

1 2

3 4 5 d

1
1 , ,

1 1 1
4 , 0,5 , 0,5 .

g
d g i

p s g

k
a à k k K

ò ò

à k à k à k
ò ò ò

θ

θ χ κω κω

= + = +

= + = =

            (28) 

Äëÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé èçìåíÿþòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû 
äåìïôèðîâàíèÿ è ãèäðîñòàòè÷åñêîé æåñòêîñòè: 

 

( ) ( )2m 3
1 1

,d g im m p sma k k K a k
m m

θ θ χ= + = + .                 (29) 

 
Òåïåðü óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå (27) íà ìíèìóþ åäèíèöó, ñëîæèì 

îáà óðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî è ââåäåì êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ e x yu u iu= + . 



Â³ñíèê ÑóìÄÓ. Ñåð³ÿ “Òåõí³÷í³ íàóêè”,  ¹4’ 2009 76 

Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ñèñòåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì ñïðåññîâàííóþ 
ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà 

 

( ) 2
1 e 2 3 4 5

2

i t
e e e e

a
a u a u a u i a u a u e

H
ωω+ + − + =&& & &                 (30) 

èëè â îïåðàòîðíîé ôîðìå 
 

( ) 2
e

2

i t
e

a
D p u e

H
ωω= ,  ( ) 2

eò
2

i t
e

a
D p u e

H
ωω= ,              (31) 

 

ãäå ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé 
 

( ) ( )2
1 2 3 4 5åD p a p a p a i a p a= + + − + , 

(32) 

( ) ( )2
1 2 3 4 5åò ò òD p a p a p a i a p a= + + − + . 

 

Êîýôôèöèåíòû 2 3,à à  ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ (32) çàâèñÿò îò 

äàâëåíèÿ 2ð  â êàìåðå ãèäðîïÿòû, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò 

òîðöîâîãî çàçîðà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé (31) 
ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè, è èõ íóæíî ëèíåàðèçîâàòü. Ëèíåàðèçóåì 
íåëèíåéíûå ñèëû âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ãèäðîñòàòè÷åñêîé æåñòêîñòè, 
ïåðåõîäÿ ê èõ âàðèàöèÿì: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 20 0 2 20 0 20 2 0

3 30 0 3 30 3 0

, 0 , ,

, ,

å å å å å

å å å

à è à è è à à è è à à ð ð

à è à è è à à à ð ð

δ δ δ δ

δ δ δ

= + = = = ∆ = ∆

= + = ∆ = ∆

& & & & &
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 0 0 2 2 0 0 2 0 2 0

3 3 0 0 3 3 0 3 0

, 0 , ,

, ,

ò å ò å å ò ò å å ò ò

ò å ò å å ò ò ò

à è à è è à à è è à à ð ð

à è à è è à à à ð ð

δ δ δ δ

δ δ δ

= + = = = ∆ = ∆

= + = ∆ = ∆

& & & & &
 

 
ãäå 0åè  - áåçðàçìåðíîå ñòàòè÷åñêîå ðàäèàëüíîå îòêëîíåíèå äèñêà ïîä 

äåéñòâèåì àìïëèòóäíîãî çíà÷åíèÿ ñèëû èíåðöèè íåóðàâíîâåøåííîé 
ìàññû. ×òîáû îïðåäåëèòü 0åè , íóæíî â óðàâíåíèÿõ (31) ïðèíÿòü 

d 0p dt= = . Ïðè ýòîì 

( ) ( )
( )
( )

22
30 52

30 5 0 0 0 02 2
2 2 30 5 2 30 5

,e e x y

a a iaa a
a ia u u u iu

H H a ia H a a

ωωω
+

− = = = = +
− +

, 

(33) 

( )
( )
( )

22
3 0 5

0 0 02 2
2 3 0 5 2 3 0 5

ò
eò xò yò

ò ò

a a iaa
u u iu

H a ia H a a

ωω +
= = = +

− +
. 

 
Âàðèàöèè êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè ñ ó÷åòîì (10) 
 

( )1 2 30 30
3 2

10 20 10

p
4

2 s
p a aRl

à p
m p p

π
δ δ θ χ δ ϕ

σ ψ
− 

= + = − = −  − ∆ 
, 

 

( )1 2 3 0
3

10

p

2
ò ò

ò sm ò
p aRl

à
m

π
δ δ θ χ ϕ

σ ψ
− 

= ⋅ + = −  ∆ 
. 
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Òåïåðü óðàâíåíèÿ (31) â âàðèàöèÿõ (çíàêè âàðèàöèé îïóùåíû) 
ïðèíèìàþò âèä 

( ) 230
e 20 30 4 5

10 2

i t
e e e e

à a
u a u a u i a u a u e

H
ωϕ ω

σ ψ
+ + − + − =

∆
&& & & , 

(34) 

( ) 23 0
e 2 0 3 0 4 5

10 2

i tò
ò e ò e e e ò

à a
u a u a u i a u a u e

H
ωϕ ω

σ ψ
+ + − + − =

∆
&& & & . 

 
Çàïèøåì èõ â îïåðàòîðíîé ôîðìå è èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (14), 

ñâÿçûâàþùåå ðàäèàëüíûå è îñåâûå êîëåáàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 2 0 2

2

1 1 i t
e e z

a
D p T p u p u T p e

H
ωγ β τ κ ω + − + + = +  , 

(35) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 2 0 2

2

1 1 i t
eò ò ò e ò ò ò z ò

a
D p T p u p u T p e

H
ωγ β τ κ ω + − + + = +  , 

 
ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî 
 

( ) ( )2
0 1 20 30 4 5åD p à p a p a i a p a= + + − + , 

 

( ) ( )2
0 1 2 0 3 0 4 5åò ò òD p à p a p a i a p a= + + − + ,                   (36) 

 

3 030 2 2
1 1

10 1 10 1

, , ,ò
ò ò ò ò

àà H H
k k

H H
β γ β β γ β

σ ψ σ ψ
= = = =

∆ ∆
. 

 
Ñîâìåñòíî ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (18) è (35), íàéäåì 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21
2 e 2

1 2

1 , 1i t i t
z z

Kk a a
D p u T p e D p u T p D p e

H H
ω ωω ω= + = + , 

(37) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21
zò 2 eò 2

1 2

u 1 , u 1i t i tò
ò ò ò ò zò

Kk a a
D p T p e D p T p D p e

H H
ω ωω ω= + = + , 

ãäå 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 Dp 1z e DD p D p D T p K ð U iVγ γ τ κ = + − + + = +  , 

(38) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0p 1ò zò eò ò ò ò ò ò Dò DòD p D p D T p K ð U iVγ γ τ κ = + − + + = +   

 
ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû ñèñòåìû ðîòîð – óðàâíîâåøèâàþùåå óñòðîéñòâî, 
ó÷èòûâàþùèå ñâÿçàííîñòü îñåâûõ è ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé. Âûïîëíèâ 
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, ïðèâåäåì âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ê âèäó 

 
6 5 4 3 2

D 0 1 2 3 4 5 6

5 4 3 2
0 1 2 3 4 5

U ,

;D

m p m p m p m p m p m p m

V n p n p n p n p n p n

= + + + + + +

= + + + + +
         (39) 
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( )

( )
0 1 0 2 1 1 0 1 1 20 0 2

2 1 1 20 0 1 2 20 1 30 0 2

, ,  

,

m a c T m a c a c a c T

m a c a c a c a c a c T

= = + +

= + + + +
 

   

( )3 1 2 20 1 30 0 0 1 3 20 2 30 1 2,m a c a c a c c a c a c a c Tγ= + + − + + +      (40) 

( )4 1 3 20 2 30 1 1 20 3 30 2 2

5 20 3 30 2 2 30 3 2

6 30 3 3 0

,  

,

;

m a c a c a c c a c a c T

m a c a c c a c T K

m a c c K

γ

γ γτ

γ γκ

= + + − + +

= + − + +

= − +

 

( )

( )

( )

0 4 0 2 1 4 0 4 1 5 0 2

2 4 1 5 0 4 2 5 1 2

3 4 2 5 1 4 3 5 2 2

4 4 3 5 2 5 3 2 5 5 3

, ,

,

,

, .

n a c T n a c a c a c T

n a c a c a c a c T

n a c a c a c a c T

n a c a c a c T n a c

= = + +

= + + +

= + + +

= + + =

 

 

Ïîäîáíûé âèä èìåþò ôîðìóëû äëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ: 
 

6 5 4 3 2
0 1 2 3 4 5 6

5 4 3 2
0 1 2 3 4 5

,

;

Dò ò ò ò ò ò ò ò

Dò ò ò ò ò ò ò

U m p m p m p m p m p m p m

V n p n p n p n p n p n

= + + + + + +

= + + + + +
      (41) 

 

( )

( )
0ò 1 0 2 1 1 0 1 1 20 0 2

2 1 1 20 0 1 2 20 1 30 0 2

, ,

,

ò ò ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò

m a c T m a c a c a c T

m a c a c a c a c a c T

= = + +

= + + + +
 

( )

( )
3 1 2 20 1 30 0 0 1 3 20 2 30 1 2

4 1 3 20 2 30 1 1 20 3 30 2 2

,ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò

m a c a c a c c a c a c a c T

m a c a c a c c a c a c T

γ

γ

= + + − + + +

= + + − + +

5 20 3 30 2 2 30 3 2

6 30 3 3 0

,

;

ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò ò

m a c a c c a c T K

m a c c K

γ γ τ

γ γ κ

= + − + +

= − +
                 (42) 

( )

( )
0 4 0 2 1 4 0 4 1 5 0 2

2 4 1 5 0 4 2 5 1 2

, ,

,

ò ò ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò

n a c T n a c a c a c T

n a c a c a c a c T

= = + +

= + + +
 

 

( )3 4 2 5 1 4 3 5 2 2

4 4 3 5 2 5 3 2 5 5 3

,

, .

ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò ò

n a c a c a c a c T

n a c a c a c T n a c

= + + +

= + + =
 

 

Ïðàâûå ÷àñòè (âíåøíåå âîçäåéñòâèå) óðàâíåíèé (37) èçìåíÿþòñÿ ïî 
ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé âðàùåíèÿ ðîòîðà ω , ïîýòîìó ðåàêöèè 
ðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû òîæå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ñ òîé 
æå ÷àñòîòîé:  

 

( )
z z

zi t
au u e ω ψ+= ,    ( )

e
ei t

eau u e ω ψ+= ,                         (43) 
 

ãäå ,zà eàè è  - àìïëèòóäû ðåàêöèè; ,z eψ ψ  - ñäâèã ôàç ðåàêöèé 

îòíîñèòåëüíî ôàçû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé 
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ip ω= . Ñäåëàâ òàêóþ çàìåíó, 

ïîëó÷èì íîâûå âûðàæåíèÿ âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé: 
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( ) ( ) ( )D i U iVω ω ω= + ,   ( ) ( ) ( )iò ò òD U iVω ω ω= + ;                  (44) 

( )

( )

6 5 4 3 2
0 0 2 2 4 4 6

5 4 3 2
1 1 3 3 5 5

,

;

U m n m n m n m

V m n m n m n

ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

= − + + − − + +

= − + + + − +
              (45) 

( )

( )

6 5 4 3 2
0 0 2 2 4 4 6

5 4 3 2
1 1 3 3 5 5

,

.

ò ò ò ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò ò ò

U m n m n m n m

V m n m n m n

ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

= − + + − − + +

= − + + + − +
(46) 

 

Ïîëüçóÿñü êîýôôèöèåíòàìè (45), (46), ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî 
êðèòåðèÿ Ðàóñà-Ãóðâèöà äëÿ ïîëèíîìîâ ñ êîìïëåêñíûìè 
êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû. ×àñòîòû 
âðàùåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû (44) îáðàùàþòñÿ â íóëü, 
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ñèñòåìû. 

×àñòîòíûå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ðàâíû îòíîøåíèÿì ðåàêöèé ê 
ãàðìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì: 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22
z 1 1

z 22 2
e 1 1

2

2

1 i T
W i

U

,

D p 1 i T
W i

U

;

z

zz

e

ee

i t
za

z zi t

iiza
z

i t
ea

e ei t

iiea
e

u e
U iV

iVe
u

e A e

u e
U iV

iVa H e
u

e A e
a H

ω ψ

ω

ψ ωψ

ω ψ

ω

ψ ωψ

ω
ω ω ω

ω ωα

ω
α

ω
ω ω ω

ω ω

ω

+

+

+
= = = − =

+

= =

+
= = = − =

+

= =

       (47) 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22ò
zò 1 1

ò

2 22ò
eò 1 1

ò2

2

1 i T
i

U

,

1 i T
i

U

;

zm

zòzò

em

eòeò

i t
za

z ò z òi t
òò

iiza
zò

ò

i t
ea

e ò e òi t
ò

iiea
eò

u e
W U iV

iVe
u

e A e

u e
W U iV

iVa H e
u

e A e
a H

ω ψ

ω

ψ ωψ

ω ψ

ω

ψ ωψ

ω
ω ω ω

ω ωα

ω
α

ω
ω ω ω

ω ω

ω

+

+

+
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(49) 
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U T V V T U
U V

U V U V

U U V V U V V U
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1 1 1m 1, mKk a H Kk a Hα α= = . 
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Àìïëèòóäíûå è ôàçîâûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâëÿþò 
ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü è ôàçó ÷àñòîòíûõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2 z1

z1 1 2 2
1

2 2
2 2 2 2 e 1

e1 1 2 2
1

1 T
U , ,

V
U , ;

z z z
z

e e
e e e

e

V
À V arctg

UU V

U V
A V arctg

UU V

ω
ω ω ω ψ ω

ω ω ω ψ ω

+
= + = = −

+

+
== + = = −

+

       (50) 
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1
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z òò ò

em e m
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UU V

U V
A V arctg

UU V

ω
ω ω ω ψ ω
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+

+
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  (51) 

 

( ) ( ) ( )4 2 3
0 2 1 2 2 3 2 3 2 0 1 2,e eU c T c c T c V c c T c c Tω ω ω ω= − + + = + − + , 

 

( )

( ) ( )

4 2
0 2 1 2 2 3

3
2 3 2 0 1 2

,

.

eò ò ò ò ò ò ò

eò ò ò ò ò ò ò

U c T c c T c

V c c T c c T

ω ω

ω ω

= − + +

= + − +
                (52) 

 
×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó ðîòîð-óðàâíîâåøèâàþùåå 
óñòðîéñòâî ìíîãîñòóïåí÷àòîãî öåíòðîáåæíîãî íàñîñà ñ ïàðàìåòðàìè:  

 

2 3 1 21
4 5 2

1 2 0 0
4

10 3

3 9 3 2 3 3

0,07 , 0,127 , 0,17 , 0,13 , 0,043 ,

2 10 , 6 10 , 0,048 , 0,2,

120 , 2,8 , 0, 3 10 , 22 ,*
0,1, 1,14 10 , 2 10 , 10 , 10 .

n

n

R ì R ì R ì L ì L ì

Í ì Í ì À À ì

m êã p ð ÌÏà p k H ì ìì

ñ Íñ ì E Ïà Íñ ì êã ì

ε

ς µ ρ

− −

−

= = = = =

= ⋅ = ⋅ = = =

= = = = = ⋅ ∆ =

= = ⋅ = ⋅ = =
 

Íà ðèñ.3 ïîêàçàíû ñòàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ äâóõ çíà÷åíèé 
íà÷àëüíîãî ýêñöåíòðèñèòåòà, äëÿ ëàìèíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. 
Óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â êàìåðå ãèäðîïÿòû 

20 10 20 100,122 , 0,òð ð ð ð= = . 
 

 

Ðèñóíîê 3 – Ñòàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: ëàìèíàðíîå òå÷åíèå, 10 2,4ð ÌÏà=  
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Ïðèìåðû àìïëèòóäíûõ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê îñåâûõ è 
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëàì (50) è (51), ïðèâåäåíû 
íà ðèñ.4 è ðèñ.5 äëÿ òðåõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ íàãíåòàíèÿ: 1-

10 2,4ð ÌÏà= , 2- 10 8ð ÌÏà= , 3- 10 16ð ÌÏà= . Ïàðàìåòð êîíóñíîñòè 

êîëüöåâîãî êàíàëà 0,3θ = , íà÷àëüíûé îòíîñèòåëüíûé ýêñöåíòðèñèòåò 

0 0,8ε = . 
 
à 

 
b 
 

 

Ðèñóíîê 4 – Àìïëèòóäíûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè îñåâûõ (à) è 
ðàäèàëüíûõ (b) êîëåáàíèé ïðè ëàìèíàðíîì òå÷åíèè â êàíàëàõ 

 
 
à 

 
b 

 

Ðèñóíîê 5 - Àìïëèòóäíûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè îñåâûõ (à) è 
ðàäèàëüíûõ (b) êîëåáàíèé ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè â êàíàëàõ 
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ÂÛÂÎÄÛ 
Ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óðàâíîâåøèâàíèÿ îñåâûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ 

íà ðîòîð ìíîãîñòóïåí÷àòîãî öåíòðîáåæíîãî íàñîñà, âûïîëíÿþò 
îäíîâðåìåííî ôóíêöèè ñàìîðåãóëèðóåìîãî áåñêîíòàêòíîãî êîíöåâîãî 
óïëîòíåíèÿ è ðàäèàëüíî-óïîðíîãî òÿæåëî íàãðóæåííîãî 
ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà. Òàêèå ñèñòåìû âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò 
âèáðàöèîííîå ñîñòîÿíèå ðîòîðà. 

Îñåâûå è ðàäèàëüíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû, âîçíèêàþùèå â 
äðîññåëèðóþùèõ çàçîðàõ óðàâíîâåøèâàþùåãî óñòðîéñòâà, 
âçàèìîñâÿçàíû. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ðîòîð-àâòîðàçãðóçêà ïîä äåéñòâèåì 
íåèçáåæíîé ðàäèàëüíîé ñòàòè÷åñêîé íåóðàâíîâåøåííîñòè ñîâåðøàåò 
âçàèìîñâÿçàííûå âûíóæäåííûå ðàäèàëüíî-îñåâûå êîëåáàíèÿ.  

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà óïðîùåííîé ìîäåëè, ìîãóò ñëóæèòü 
îñíîâîé êàê äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ ðàñ÷åòíîé ìîäåëè, òàê è äëÿ 
áîëåå óãëóáëåííîãî àíàëèçà ñèñòåìû, âêëþ÷àÿ è àíàëèç åå äèíàìè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè. 

 
SUMMARY 

 

COUPLED RADIAL-AXIAL OSCILLATIONS ANALYSIS OF CENTRIFUGAL PUMP ROTOR 
MODEL WITH AUTOMATIC BALANCING DEVICE 

 
W.A. Martsinkovski, W.I. Voronenko 
Sumy State University, Sumy 

 
The coupled radial-axial oscillations of simplify rigid rotor model of centrifugal pump with 

automatic balancing system of axial forces were considered. The relation between axial and 
radial oscillations determines by dependence of hydraulic conductivity of cylindrical throttle 
from eccentricity. The linearized differential equations of dynamics system were obtained. The 
expressions for amplitude and phase frequency characteristics of laminar and turbulent regimes 
of liquid flow in self-unloading system channels. 

Key words: radial-axial oscillations, centrifugal pump, linearized differential equations of 
dynamics system. 
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