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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòüÿ, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ âëèÿíèÿ ïîòîêà 

âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà óñòîé÷èâîñòü óïðóãî çàêðåïëåííîé æåñòêîé 
ïëàñòèíû. Îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ 
âîçíèêàþò ñòàòè÷åñêàÿ è äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñòàòè÷åñêàÿ, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, âÿçêàÿ 
æèäêîñòü, ïåðåïàä äàâëåíèÿ, ïîòåðè óñòîé÷èâî÷òè. 

 
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ óïðóãî çàêðåïëåííîé 

æåñòêîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ 
íà ñòåíêó ñî ñòîðîíû ïîòîêà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çàäà÷à ýòà 
íàïîìèíàåò çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî ôëàòòåðà [1]. Îäíàêî â îòëè÷èå îò 
êëàññè÷åñêîãî ôëàòòåðà, ãäå êðûëî îáòåêàåòñÿ âíåøíèì ïîòîêîì, â 
íàøåì ñëó÷àå ïëàñòèíà îáòåêàåòñÿ âíóòðåííèì ïîòîêîì, êîòîðûé 
îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì îñåâûì ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ 
çàäà÷à ìîæåò áûòü ìîäåëèðîâàíà íà ñëó÷àé òå÷åíèÿ â ïëîñêèõ çàçîðàõ 
êëèíîâûõ çàòâîðîâ [2]. 

Äëÿ ñëó÷àÿ êîëåáàíèÿ óïðóãî çàêðåïëåííîé æåñòêîé ñòåíêè (ðèñ.1), 
êîòîðàÿ ñîâåðøàåò ñîâìåñòíûå ïîïåðå÷íûå è óãëîâûå êîëåáàíèÿ 
îòíîñèòåëüíî ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷åíà ñèñòåìà äâóõ 
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà: 

 

a1 y&& +a2 y& +a3y– 1α θ −&&
2α θ −&

3α θ = 0, 

(1) 
β1 y&& +β2 y& +β3y–b ó −&&1 b ó −&2 b ó3 = 0, 

ãäå ó è θ – áåçðàçìåðíûå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ( ,y
H
l=  

2H
lqq = ), à 

êîýôôèöèåíòû a1, 1 1α , β , b1 – õàðàêòåðèçóþò èíåðöèîííûå ñâîéñòâà 

ñòåíêè è ïðîòåêàþùåé æèäêîñòè; a2, 2β – ëèíåàðèçîâàííûå 

êîýôôèöèåíòû íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèë; 2α , b2 – ïåðåêðåñòíûå 

äèññèïàòèâíûå ñèëû; a3, ,  3 3α β b3 – êîýôôèöèåíòû ñóììàðíîé ðàäèàëüíîé 

è óãëîâîé æåñòêîñòè. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ðèñóíîê 1 – Ñõåìà ïëîñêîãî êàíàëà ñ óïðóãî çàêðåïëåííîé âåðõíåé ñòåíêîé 
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Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïîäâèæíîé ñòåíêè ó÷èòûâàþò òàêæå ïàðàìåòð 
êîíóñíîñòè θ0, ïîýòîìó íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ýòîãî 
ïàðàìåòðà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò ìåíÿòü çíàê ïðè ïåðåõîäå îò 
êîíôóçîðíîé ùåëè ê äèôôóçîðíîé. 

Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû çàòðóäíåí ââèäó åå 
ñëîæíîñòè. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ 
÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïðåíåáðåãàþòñÿ ñèëû èíåðöèè ïðèñîåäèíåííîé 
ìàññû æèäêîñòè (a1= 1β  =1), à òàêæå äèññèïàòèâíûå ñèëû  

(a1 = b2= 2 2α = β = 0 ). 

Òîãäà ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò áîëåå ïðîñòîé âèä 
 

y&& +a3y– 3α θ =0, 

(2) 

θ&& + 3β θ – b3y =0, 
 

ãäå êîýôôèöèåíòû  à3, β3 – õàðàêòåðèçóþò ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû ÷èñòî 
ïîïåðå÷íûõ è ÷èñòî óãëîâûõ êîëåáàíèé; 3α ,b3 – ó÷èòûâàþò 

ïåðåêðåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàäèàëüíîé è óãëîâîé æåñòêîñòè. 
Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé, ïðèíÿòûõ â ìîíîãðàôèè [2], êîýôôèöèåíòû 

óðàâíåíèé (2) èìåþò âèä 
 

a3 = 2
10ω +kð1 0θ ,    α3 =ñ12+kp1, 

(3) 
β3=

2
20ω ,     b3 =ñ12 , 

ãäå     

2
10ω = sk

m
;     2

20ω =
4
sk

I

l
;    k3=k1+k2;   I=

12

ml2
; 

 

ñ12 =
k

m
∆

;       ñ21 =
4

2k
I

∆ l
;    ∆ k=k2–k1;   ñ =

12

m
I

l2
; 

                              (4) 

kð1=
pk

mÍ
;   kð=

2

P∆ l
. 

 

Çäåñü 2
10ω , 2

20ω – ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû â âîçäóõå, ò.å. áåç ó÷åòà 

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, ñ12, ñ21 – ïåðåêðåñòíûå êîýôôèöèåíòû 
æåñòêîñòè áåç ó÷åòà ãèäðîäèíàåìè÷åñêèõ ñèë (èõ çíàêè îïðåäåëÿþòñÿ 
çíàêîì ðàçíîñòè k∆ ), kð–êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îò íàïîðíîãî òå÷åíèÿ, 

p∆ – äðîññåëèðóåìûé íà êàíàëå ïåðåïàä äàâëåíèÿ; 0θ  – óãîë êîíóñíîñòè 

( 0θ > 0 –êîíôóçîð, 0θ < 0 – äèôôóçîð); I – ìîìåíò èíåðöèè âåðõíåé 

ñòåíêè, m – ïîãîííàÿ ìàññà ñòåíêè; H – ñðåäíèé çàçîð â êàíàëå; l  – 
äëèíà êàíàëà; k1, k2 – êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè ïðóæèí. 

Äëÿ àíàëèçà ñòàòè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â óðàâíåíèÿõ (2) 

äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü 0y θ= =&&&& . Òîãäà áóäåì èìåòü äâà àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèÿ: 

a3y – 3α θ =0,        b3ó – β θ3 =0.                     (5) 

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ 
ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè 
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                                     a3 3β – 3α b3=0.                               (6) 
 
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (3) è (4) â (6) óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè 

ïðèìåò âèä  

   kð =Í
(1 )s

0

k χ
χ θ

−
−

,                                       (7) 

 
ãäå χ  – áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò óïðóãîé ñâÿçè, ó÷èòûâàþùèé 

âëèÿíèå ïåðåêðåñòíûõ æåñòêîñòåé.  
Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îñåâîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì 

âîçíèêàåò äèâåðãåíöèÿ: 

 p∆ =
1 2

2 0 1 0

8

(1 ) (1 )

H
k k

k kθ θ− − +
l .                           (8) 

 

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè k1 = k2= k  p∆ =–4
0

H k
θl

, 

ò.å. äèâåðãåíöèÿ âîçìîæíà ïðè 0θ < 0 (äëÿ äèôôóçîðíîé ùåëè). 

Åñëè k2 → ∞ , òî    p∆ =8 1

01

kH
θ−l

,  

ò.å. äèâåðãåíöèÿ âîçìîæíà ïðè ëþáûõ 
0

θ . 

Åñëè k1 → ∞ , òî    p∆ =–8 2

01

kH
θ+l

,  

ò.å. äèâåðãåíöèÿ íåâîçìîæíà.  

Åñëè 00θ = , äèâåðãåíöèÿ âîçíèêàåò ïðè p∆ =
1 2

2 1

8
H

k k

k k−
l ,  

ò. å. æåñòêîñòè äîëæíû óâåëè÷èâàòüñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîòîêà. 

Â îáùåì ñëó÷àå äèâåðãåíöèÿ âîçìîæíà, êîãäà k2>k1 0

0

1

1

θ
θ

+
−

. 

Äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (ôëàòòåðà) 
âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (2). Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå 

 

y =A i te ω ,   θ=B i te ω . 
 
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ (2) îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, 

ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ À è Â, áóäåò èìåòü âèä 
 

( )3 3 3a a

2
3 3 4 2

2 3 3 3
3 3

−ω + −α
ω − ω + β + β − α = 0

− −ω + β
=

a
b

b
, 

  
îòêóäà 

( ) ( )2

2 4

2
3 33 3

3 3 3 3

aa
a b

ββ
ω β α

++
= ± − − .                (9) 

 
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî 

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 
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2ω –âåùåñòâåííîå, ò.å.   3 3a β – 3 3bα ≤
( )23 3

4

a β+
, 

  

2ω –ïîëîæèòåëüíîå, ò.å. 3 3a β – 3 3bα  ≥ 0. 
 
Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óñëîâèå 
 

( )23 3a β+ =4 3 3a β –4 3 3bα    èëè   ( )23 3a β− +4 3 3α β =0. 
 
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) è (4) 
 

( )  4 04
2

ð1 0 12 21 21 ð1k c c c k2 2
20 10ω − ω θ− + + = ,                  (10) 

èëè 

( )  
2

ð1 0 ð1a k b dk 0θ− + + = ,                              (11) 

 
ãäå äëÿ óäîáñòâà ââåäåíû íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: 

 

a = 2 2
20 10ω − ω = ( )3 1sk c

m
− , 

b = 4ñ21ñ12 =12ñ
2

k
m
∆ 

 
 

,                               (12) 

d = 4ñ21 = 12c
k

m
∆

. 

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà 0θ =  (ò.å. áåç ó÷åòà 
êîíóñíîñòè). Òîãäà 

ð1k = – ( )1 2b a
d

+ . 

 
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íîâûõ îáîçíà÷åíèé ïîëó÷èì 
 

                          ð1k =–
k

m
∆ ( )3 1 1

1
12

2

2

c

c χ

 −
 +
  

.                           (13) 

 
Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îñåâîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ 

ôëàòòåðà  

( ) ( )
*

3 12 1
1

12

2

2 1 2

cH
p k - k

c χ

 −
 ∆ = − +
  

l
,                       (14) 

 

ò.å. ôëàòòåð âîçìîæåí ïðè k2< k1, à äèâåðãåíöèÿ ïðè k2< k1. 
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà 00θ ≠ : 
 

ð1k = 
( )2 1

2

0
2
0

a d dθ ε

θ

− ± −
, 

 

ãäå 
( )2

0 0

2

4 ad b

d

θ θ
ε

+
=  – ìàëûé ïàðàìåòð. 
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Ðàçëîæèì êîðåíü êâàäðàòíûé â ðÿä, îãðàíè÷èâøèñü ñëàãàåìûì 3
0θ . 

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ: 
 

( ) ( )2

* 2 1 2

3 12 1
1

12

cH
p k k

c χ

 −
 ∆ = − − + ×
  

l
 

( )
( )

2
20
02 2 2

2 3 1 1 5(3 1) 1
1

12 12 12

c c
c c c

θ
θ

χ χ

  − −  × + + + +
  

 
         (15) 

( )

2
3
02 2

3 7(3 1) 1
...

12 12

c
c c

θ
χ

 −  + + +
 

  
. 

 
Ïîëàãàÿ 0 0θ = , ïðèäåì ê ïðåäûäóùåìó ðåçóëüòàòó (14). 

Ïîëó÷åííûå âûøå óñëîâèÿ ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (äèâåðãåíöèÿ) è 
äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ôëàòòåð) ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè íà 
ðèñ.2,3. Ïî îñè îðäèíàò îòêëàäûâàëñÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð  

 

2 s

p
P

H
k

∆
=

l

, 

 
ïî îñè àáñöèññ – áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò  

 

k
ks

χ
∆

= , 

 
êîòîðûé ìåíÿåòñÿ îò –1 äî +1. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäa  

 
2

1
12

m
c

I
= =

l
   (²=

2

12

ml
). 

 

 
 

Ðèñóíîê 2 – Óñëîâèå ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
íà÷àëüíîé êîíóñíîñòè êàíàëà 
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Ðèñóíîê 3 – Óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè 0 0θ =  
 

ÂÛÂÎÄÛ 
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé è ñòàòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè óïðóãî çàêðåïëåííîé ïëàñòèíû. Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî 
ïåðåïàäà îñåâîãî äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ óïðîùåíèé çàâèñÿò îò 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïëàñòèíû, çíà÷åíèé æåñòêîñòè ïðóæèí, â 
òîì ÷èñëå îò èçìåíåíèÿ æåñòêîñòè â íàïðàâëåíèè ïîòîêà æèäêîñòè, è 
íà÷àëüíîé êîíôóçîðíîñòè ïëîñêîãî êàíàëà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷àñòíûõ 
ñëó÷àåâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíûõ æåñòêîñòåé ïðóæèí 
äèâåðãåíöèÿ âîçìîæíà ïðè íà÷àëüíîé äèôôóçîðíîñòè êàíàëà, â ñëó÷àå 
æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ñïðàâà âåðõíåé ñòåíêè êàíàëà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè 
ïðîèñõîäèò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ, ñëåâà – 
äèâåðãåíöèÿ íåâîçìîæíà. Òî åñòü ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòàòè÷åñêàÿ 
ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè âîçìîæíà ïðè óâåëè÷åíèè æåñòêîñòåé ïðóæèí â 
íàïðàâëåíèè ïîòîêà æèäêîñòè.  

Ïðè ðàññìîòðåíèè óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû 
ïîëó÷åíà íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî 
ïåðåïàäà äàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ íàãëÿäíî îöåíèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ 
ñèñòåìû íà âåëè÷èíó ýòîãî çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî äèâåðãåíöèÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå óìåíüøåíèÿ æåñòêîñòåé ïðóæèí â 
íàïðàâëåíèè ïîòîêà æèäêîñòè.  
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This article is devoted to defining influence of the viscous incompressible fluid flow on the 

elastic fixed rigid plate stability. The critical pressure values  in which there are static and 
dynamic stability loss were found. 
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