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Строгим методом связанных полей в многосвязных областях решена задача приема плоских зву-

ковых волн цилиндрическим пьезокерамическим преобразователем в присутствии плоского акустиче-

ски жесткого экрана. Полученные аналитические выражения использованы для расчета параметров 

акустических, механических и электрических полей, анализ результатов которых позволил устано-

вить ряд особенностей в связанности электронных и механических процессов в пьезокерамической 

среде цилиндрического преобразователя в присутствии плоского экрана. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Как известно [1], упругие среды с пьезокерамиче-

ским эффектом характеризуются взаимной связью 

между электронными и механическими процессами, 

протекающими в них. При этом первые описываются 

фундаментальными уравнениями электродинамики, 

вторые – фундаментальными уравнениями механи-

ки. Если из материала, соответствующего такой сре-

де, изготовить пьезокерамический элемент и прило-

жить к его электродированным поверхностям со-

зданную электрическим генератором разность по-

тенциалов, то электрическое поле внешнего источ-

ника смещает из положения равновесия в элементе 

ионы циркония, титана свинца и кислорода, т.е. ио-

ны элементов базового состава практически всех со-

временных составов пьезокерамики. Возникающее 

при этом напряженно-деформированное состояние 

пьезокерамического элемента в произвольной точке 

внутри его объема определяется вторым законом 

Ньютона в дифференциальной форме [2]. Электри-

ческое состояние деформируемого пьезокерамическо-

го элемента описывается уравнениями Максвелла 

[2]. При этом электрическое поле в объеме деформи-

руемого пьезокерамического элемента является ал-

гебраической суммой электрического поля внешнего 

источника и внутреннего электрического поля, кото-

рое возникает из-за смещения ионов из положения 

равновесия. Совместное действие сил упругости и 

сил Кулона со стороны внутреннего электрического 

поля приводит к увеличению эффективной жестко-

сти (модулей упругости) деформируемой пьезокера-

мики. 

Связующим звеном между фундаментальными 

уравнениями, описывающими электронные и меха-

нические процессы в пьезокерамических телах, яв-

ляются так называемые уравнения физического со-

стояния пьезокерамики [2]. Первое из них по своему 

содержанию является обобщенным законом Гука для 

упругой среды с пьезокерамическим эффектом. Вто-

рое уравнение физического состояния пьезокерами-

ки имеет смысл закона электрической поляризации 

диэлектрика с пьезокерамическими свойствами. 

В настоящее время тела различной геометриче-

ской формы, образованные из сред с пьезокерамиче-

ским эффектом, и системы таких тел нашли широкое 

применение в технической акустике [3] в качестве 

излучателей и приемников звука в мультимедийных 

электроакустических технологиях. Их особенностью 

является взаимная связь между механическими 

процессами в пьезокерамических телах и процессами 

распространения звуковых волн в упругих средах, 

окружающих эти тела. Последние характеризуются 

рядом особенностей, существенно влияющих на аку-

стические нагрузки пьезокерамических тел, а, сле-

довательно, и на механические процессы, протекаю-

щие в них. Естественно, что через эти механические 

процессы особенности акустического нагружения 

пьезокерамических тел существенно влияют и на 

электронные процессы в них. С другой стороны на 

взаимную связь, возникающую между перечислен-

ными физическими процессами при излучении и 

приеме звука пьезокерамическими телами опреде-

ленным образом оказывает влияние и характер ор-

ганизации их электрического нагружения. Именно 

имеющееся на практике многообразие особенностей 

электрического и акустического нагружений пьезо-

керамических излучателей и приемников звука и 

систем из них обуславливает необходимость при вы-

полнении проектных работ с целью поиска рацио-

нальных технических решений в каждом конкрет-

ном случае изучать и количественно оценивать вза-

имные связи между электронными, механическими 

и акустическими процессами в них. 

Исследованию электронных процессов, протека-

ющих в круговых цилиндрических пьезокерамиче-
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ских преобразователях при работе их в режиме из-

лучения в составе систем различного вида, были по-

священы работы [4 – 6].  

Целью данной работы является изучение элек-

тронных и механических процессов, протекающих в 

цилиндрическом пьезокерамическом преобразовате-

ле в режиме приема в присутствии плоского акусти-

ческого экрана, через количественные характери-

стики параметров его электрического, механического 

и акустического полей. 

 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Как уже отмечалось, пьезокерамические среды 

характеризуются взаимосвязанностью электронных и 

механических процессов, протекающих в них. В каче-

стве количественных характеристик этой взаимосвя-

зи могут выступать различные зависимости, в кото-

рых присутствуют с электрической стороны – пара-

метры электрического поля, а с механической – па-

раметры механического поля. Применительно к за-

даче приема звука системой, состоящей из преобразо-

вателя 1 и акустического экрана 2 (рис. 1), в качестве 

такой характеристики примем угловые зависимости 

электрического напряжения на выходе преобразова-

теля и его колебательной скорости от угла прихода на 

систему плоских звуковых волн. 
 

 
 

Рис. 1 – Нормальное сечение системы тел и введенные 

системы координат 
 

Преобразователь 1 представляет собой круговую 

цилиндрическую пьезокерамическую оболочку с 

окружной поляризацией со средним радиусом r0 и 

толщиной h, внутренняя полость которой может быть 

вакуумирована, заполнена газом или жидкостью с 

плотностью 1 и скоростью звука c1. Окружная поля-

ризация создается путем жесткой склейки между 

собой N пьезокерамических призм, электрически 

включенных параллельно и нагруженных большим 

входным сопротивлением предварительного усили-

теля. Акустический экран 2 выполнен из акустиче-

ски жесткого материала в виде локально реагирую-

щей плоской поверхности больших волновых разме-

ров. Плоскость экрана 2 параллельна продольной 

оси преобразователя 1 и находится на расстоянии d 

от нее. Экран и преобразователь расположены в 

упругой среде с плотностью ρ и скоростью звука с, в 

которой распространяются плоские звуковые волны, 

поверхность которых параллельна продольной оси 

преобразователя. 

Для решения задачи введем (рис. 1) ряд коорди-

натных систем: общую OXYZ и локальную s s s sO X Y Z , 

s  1; прямоугольные и связанную с локальной кру-

говую цилиндрическую систему координат. Оси OZ и 

OY расположены в плоскости экрана, ось O1Z1 

направим вдоль продольной оси преобразователя, а 

ось O1X1 – вдоль оси ОХ.  

Кроме того, будем полагать, что экран и преобра-

зователь имеют бесконечные протяженности, что 

справедливо в тех случаях, когда их длины суще-

ственно больше длин падающих на них звуковых 

волн. 

Искомые зависимости между электронными и 

механическими процессами в пьезокерамической 

среде цилиндрического преобразователя в присут-

ствии плоского экрана могут быть установлены пу-

тем совместного  решения системы дифференциаль-

ных уравнений, состоящей из: уравнений вынуж-

денной электростатики для пьезокерамики; уравне-

ния Гельмгольца, описывающего движение упругих 

сред внутри и вне преобразователя системы; уравне-

ний движения тонких оболочек с окружной поляри-

зацией в перемещениях. Вид этих уравнений и необ-

ходимые расшифровки их составляющих приведены 

в работе [4]. 

Акустические граничные условия включают: 

условия Зоммерфельда; условие отсутствия особен-

ностей во внутренней области преобразователя; 

условие на поверхности плоского экрана 1 в виде 

0Ф х   , где Ф  – полное акустическое поле, со-

здаваемое при падении плоских волн на рассматри-

ваемую систему тел; кинематические условия со-

пряжения полей на криволинейных поверхностях 2 

преобразователя имеют вид: 
 

 
1
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где  – нормальная составляющая вектора смеще-

ний точек срединной поверхности преобразователя; 

динамические условия сопряжения полей на криво-

линейной поверхности 2 преобразователя равны: 
 

   ,r r внq p p      10    , (2) 

 

где r  – нормальная составляющая тензора напря-

жений в пьезокерамике преобразователя; 

Ф
p

t
 
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 и вн

вн

Ф
p

t






 – радиационные нагрузки 

на преобразователь от динамического давления 

внешнего Ф  и внутреннего внФ  акустических по-

лей. 

Особенность акустических граничных условий со-

стоит в том, что они одновременно заданы на по-

верхностях разной конфигурации – плоской 1 и 

криволинейной 2. 

Электрические условия заданы для режима холо-

стого хода работы преобразователей, когда он 

нагружен на предварительный усилитель с большим 

входным сопротивлением и ток смещения в упругой 

(1) 
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среде с пьезокерамическим эффектом стремится к 

нулю. Уравнения вынужденной электростатики для 

пьезокерамического преобразователя единичной 

высоты могут быть представлены [2] в виде: 
 

 

2

1

1 1
1 0 0

0,
NN

i

i

D rd dz
t



 






    (3) 

 

где 2/N – угол, в который вписывается каждая 

призма этой секционированной оболочки;  iD  –

 окружная составляющая электрической индукции 

для i-й призмы [4]. 

 

3. ВЫВОД РАСЧЕТНЫХ СООТНОШЕНИЙ 
 

Решение сформулированной задачи будем осу-

ществлять с использованием метода изображений. 

Суть его состоит в том, что решение строится с уче-

том введения в рассмотрение воображаемой оболоч-

ки (рис. 1) таким образом, чтобы будучи наложенным 

на основное решение, оно позволяло удовлетворять 

определенным граничным условиям. Введем в рас-

смотрение вспомогательную систему координат (X2, 

Y2), связанную с воображаемой оболочкой, и разме-

стим ее так, чтобы полюса O1 и О2 были размещены 

симметрично относительно плоскости Y  0. Полное 

дифрагированное поле представим в виде: 
 

 (1) (1) (2) (2)
ΣФ =Ф +Ф +Ф +Ф ,О S О S  (4) 

 

где (1)ФO  – приходящая на систему плоская волна 

единичной амплитуды; (1)ФS  – плоская волна, кото-

рая отразилась бы от плоской границы 1 при отсут-

ствии оболочки 2; 
(2)ФO  – волна, рассеянная оболоч-

кой 2, при падении на нее приходящей плоской 

волны; (2)ФS  – волна, рассеянная оболочкой 2 и от-

раженная от плоской границы 1. 

Выразим все поля в цилиндрических системах 

координат. Поле (1)Ф , представляющее собой супер-

позицию приходящей (1)ФO  и отраженной (1)ФS  от 

плоской границы 1  плоских волн, можно предста-

вить в виде: 
 

   1 2(1) (1) (1)
Σ 1 2Ф =Ф +Ф in in

О S n n n n
n n

a J kr e в J kr e 
   , (5) 

 

где θn in
na i e ; nJ  – функция Бесселя; k – волновое 

число; θ – угол прихода на систему плоской волны. 

Поле (2)Ф , являющееся суперпозицией рассеян-

ной (2)ФO  от границы 2 плоской волны и отраженной 

(2)ФS  от плоской границы 1 этой рассеянной волны, 

выразим в виде разложений по цилиндрическим 

волновым функциям, удовлетворяющим условию 

излучения на бесконечности для временной зависи-

мости i te  : 
 

       1 2
1 1(2) (2) (2)

Σ 1 2Ф =Ф +Ф in in
О S n n n n

n n

A H kr e B H kr e 
   . (6) 

где (1)
nH  – функция Ханкеля первого рода. 

Поле внФ  внутри пьезокерамической оболочки 

преобразователя выразим разложением в ряд по ци-

линдрическим волновым функциям, не имеющим 

особенностей внутри оболочки: 
 

   1

вн вн 1Ф in
n n

n

C J k r e 
  . (7) 

 

где kвн – волновое число среды внутри преобразователя. 

Полное дифрагированное поле Ф  должно удо-

влетворять граничному условию на плоской границе 

1. Тогда, по аналогии с выводами работы [7], в слу-

чае жесткой плоской поверхности 1 связь между 

коэффициентами в выражениях (5) и (6) следует вы-

брать в виде: 
 

 ( 1) ;n
n nв a   ( 1)nn nВ A  . (8) 

 

Представим искомые механические поля (u, w) 

преобразователя в виде розложений 
 

 in
n

n

u u e   ; in
n

n

w w e   , (9) 

 

где un и n – неизвестные коэффициенты разложе-

ний. 

Известно, что при механическом динамическом 

деформировании пьезокерамической цилиндрической 

оболочки с окружной поляризацией справедливы 

приближенные соотношения для составляющих элек-

трической индукции вдоль радиуса Dr, продольной 

оси Dz и окружности D и напряженности электриче-

ского поля в материале пьезокерамической оболочки 

преобразователя представленные в работах [4, 5]. 

Подставив в электрические условия (3) приве-

денные соотношения с учетом выражений (9) и вы-

полнив ряд преобразований, получим выражение 

для окружной компоненты напряженности электри-

ческого поля преобразователя в составе рассматри-

ваемой системы в виде 
 

 33
0

10 33
S

e
E w

r



  , (10) 

 

где 0 – нулевая мода механических колебаний пье-

зокерамического преобразователя. 

Для применения граничных условий (1) и (2), за-

данных на криволинейной границе 2, необходимо все 

акустические поля представить в локальных координа-

тах ( r1, 1, z1) преобразователя системы. Перенос си-

стем координат осуществляется с помощью теорем сло-

жения для волновых цилиндрических функций [5]. 

Алгебраизация системы дифференциальных 

уравнений, описывающих функционирование пьезо-

керамического преобразователя вблизи плоского 

экрана, с использованием соотношений (1), (2), (4) –

 (10) и теорем сложения на основании свойств полно-

ты и ортогональности систем угловых функций на 

интервале [0, 2 ] позволяет получить для опреде-

ления неизвестных коэффициентов разложений un, 

n, un, An, Cn следующую бесконечную систему ли-

нейных алгебраических уравнений: 
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 – соответственно модуль упругости при нулевой 

электрической напряженности, диэлектрическая про-

ницаемость при нулевой деформации, пьезоконстанта 

и плотность материала пьезокерамической оболочки 

преобразователя; ' – производная от функции. 

Бесконечная система (11) является исходной для 

получения количественных данных о связанности 

электронных и механических процессов, протекающих 

в пьезокерамической среде цилиндрического преобра-

зователя в присутствии жесткого плоского экрана. 

 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

Применим полученные соотношения для количе-

ственной оценки указанной выше связанности фи-

зических полей разной природы. В качестве харак-

теристики этой связанности примем угловую зави-

симость разности потенциалов ψ на электрическом 

выходе пьезокерамического преобразователя в при-

сутствии плоского экрана от угла  прихода плоских 

волн на рассматриваемую систему тел. С учетом 

приведенных выше соотношений имеем: 
 

 33
0

33

2
( )

е
w

N


 


   . (12) 

 

Расчеты выполнялись для следующих характери-

стик системы тел: пьезокерамика состава ЦТБС-3 с 

плотностью   7210 кг/м³, пьезоконстантой  

e33  14,9 К/м2, диэлектрической проницаемостью 
12

33 1280 8,85 10 Ф/мS     и модулем упругости 

10 2
33 13,6 10 Н/мEС   ; средний радиус оболочки 

r10  0,068 м при толщине стенки h  0,008 м и коли-

честве призм N  48; среда заполнения внутренней 

полости преобразователя  – вакуум (с  0); внешняя 

среда – вода (с  1,5·106 кг/м2); расстояние между 

экраном и преобразователем изменялось от 0,015 м 

до 0,12 м; частоты f плоских волн изменялись от 

1000 Гц до 10000 Гц. Результаты расчетов представ-

лены на рис. 2 – 4. 

При анализе результатов исследований необхо-

димо учесть следующее.  

Во-первых, как следует из анализа кривых рис. 2, 

размещение вблизи кругового цилиндрического пье-

зокерамического преобразователя плоского жесткого 

экрана нарушает радиальную симметрию его аку-

стического нагружения.  

Во-вторых, в зависимости от угла прихода плос-

ких звуковых волн на рассматриваемую систему тел, 

частоты волн и расстояния между экраном и преоб-

разователем существенно изменяется величина и 

характер степени радиальной несимметричности 

этого акустического нагружения. 

В-третьих, в механическом поле (рис. 3) кругового 

цилиндрического преобразователя, с нарушенной 

симметрией его акустической нагрузки, появляются 

последующие после нулевой моды колебания. По-

скольку при этом энергия приходящих плоских волн в 

механическом поле преобразователя распределяется 

между всеми модами его колебаний, а последующие 

моды могут быть сравнимы по амплитуде с нулевой, 

то амплитуда последней существенным образом за-

висит от величины нарушения радиальной симмет-

рии акустической нагрузки преобразователя. 

В-четвертых, при выбранном способе нанесения и 

включения электродов в секционированном преобразо-

вателе его электрическое нагружение является ради-

ально симметричным. И только при таком способе 

электрического нагружения кругового цилиндрическо-

го пьезокерамического преобразователя в его электри-

ческое поле «перекачивается» энергия только одной –

 нулевой моды колебаний его механического поля.  

Другие моды колебаний не принимают в этом 

процессе никакого участия, поскольку взаимная связь 

между электронными и механическими процессами в 

упругой среде, обладающей пьезоеффектом и имею-

щей форму кругового цилиндра с радиальной сим-

метрией электрического нагружения в соответствии с 

выражением (12) возможна только на нулевой моде 

механических колебаний этого цилиндра. 

Анализ кривых, приведенных на рис. 4, подтвер-

ждает изложенное. 

Действительно, как следует из сопоставления этих 

кривых, величина разности потенциалов ψ зависит от 

угла  прихода плоских волн, их частоты f и расстояния 

 

(12) 
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Рис. 2 – Зависимости акустического потенциала на по-

верхности преобразователя в точке r10 + h/2, 1  90 от угла 

 прихода плоских волн при d  0,06 м и f  1000 Гц (кр. 1); 

f  5000 Гц (кр. 2) 
 

 
 

Рис. 3 – Зависимости амплитуды радиальной колебатель-

ной скорости преобразователя в точке r10 + h/2, 1  90 от 

угла  прихода плоских волн при d  0,06 м и f  1000 Гц 

(кр. 1); f  5000 Гц (кр. 2) 
 

 
 

Рис. 4 – Угловые зависимости разности потенциалов на 

выходе преобразователя от частоты приходящих волн: 

f  1000 Гц (кр. 1); f  2000 Гц (кр. 2); f  3000 Гц (кр. 3); 

f  4000 Гц (кр. 4); f  5000 Гц (кр. 5) для расстояния до 

экрана d  0,06 м 
 

d между преобразователем и экраном. При малых 

волновых размерах d/ наличие жесткого плоского 

экрана вблизи преобразователя практически не из-

меняет радиальную симметрию акустической нагруз-

ки преобразователя (рис. 2, кр. 1). Поэтому радиаль-

ная колебательная скорость  (рис. 3, кр. 1) не зави-

сит от угла  прихода плоских волн и полностью опре-

деляется колебательной скоростью нулевой моды ко-

лебаний преобразователя. 

Следствием этого является такая же независи-

мость разности потенциалов ψ (рис. 4, кр. 1) на вы-

ходе преобразователя от углов прихода плоских 

волн. Таким образом, в рассматриваемом случае 

наличие плоского экрана вблизи преобразователя не 

влияет на связанность электронных и механических 

процессов в пьезокерамической среде цилиндриче-

ского преобразователя. Они остаются такими же, как 

и в одиночном пьезокерамическом преобразователе. 

Дальнейшее увеличение волнового расстояния d 

между экраном и преобразователем сопровождается 

появлением и возрастанием несимметричности аку-

стической нагрузки преобразователя (рис. 2, кр. 2) и 

существенной зависимостью ее от направления прихо-

да на систему плоских волн. Следствием этого является 

появление в механическом поле преобразователя его 

зависимости от угла θ (рис. 3, кр. 2). Вид кривой 2 сви-

детельствует о том, что в колебаниях преобразователя 

кроме нулевой моды появились последующие моды и 

энергия приходящих плоских волн, в отличие от часто-

ты f  1000 Гц, в этом случае распределяется между 

всеми возникшими модами колебаний. 

Расчеты показывают, что для частоты f  5000 Гц 

такими модами являются нулевая, первая, вторая и 

третья. Соотношение между амплитудами колебатель-

ных скоростей этих мод в рассматриваемой точке 

r0 + h/2, 1  90 равно 0 1 2 3: : :w w w w  1,0 : 0,3 : 1,0: 0,2, 

что свидетельствует об эффективном перераспределе-

нии энергии, «закачиваемой» в преобразователь рас-

сматриваемой системы акустическим полем приходя-

щих волн, между этими модами колебаний. В то же 

время, поскольку при выбранном способе нанесения 

электродов на пьезокерамические призмы преобразо-

вателя его электрическое поле остается радиально 

симметричным, в энергию электрического поля преоб-

разователя перекачивается только энергия нулевой 

моды 0 механического поля (рис. 4, кр. 5).  

Приведенные результаты свидетельствуют о сле-

дующем.  

Во-первых, в высокочастотном приближении нали-

чие плоского экрана вблизи преобразователя оказыва-

ет существенное влияние на связанность электронных 

и механических процессов в пьезокерамической среде 

преобразователя. Во-вторых, механические процессы в 

рассматриваемых случаях характеризуются большей 

сложностью, чем электронные. И, в-третьих, электрон-

ные процессы демонстрируют способность к избира-

тельности взаимодействия с механическими процесса-

ми, характер которой определяется способом организа-

ции электрического поля в пьезокерамическом цилин-

дрическом преобразователе. 

 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Строгим методом связанных полей в многосвязных 

областях при решении задачи приема плоских звуко-

вых волн пьезокерамическим цилиндрическим пре-

образователем с окружной поляризацией в присут-

ствии плоского экрана получены аналитические соот-

ношения, описывающие возникающие при этом и 

взаимодействующие между собой три физических 

поля – акустическое, механическое и электрическое. 

Их использование позволяет выполнять количествен-
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ные оценки полей и на их основе провести анализ 

связанности электронных и механических процессов, 

протекающих в пьезокерамической среде преобразо-

вателя, в зависимости от многих геометрических и 

физических параметров и характеристик рассматри-

ваемой системы – частоты и угла прихода плоских 

волн, материала и параметров пьезокерамической 

оболочки преобразователя и характера организации в 

нем электрического поля, степени удаления экрана от 

преобразователя. Анализ приведенных в качестве 

примера количественных данных по результатам 

расчетов полей позволяет установить ряд интересных 

особенностей в связанности электронных и механиче-

ских процессов в пьезокерамической среде преобразо-

вателя в присутствии плоского экрана. 

 

 

About Connectivity of Electronic and Mechanical Processes of Sound Receiving in the 

Piezoceramic Medium of Cylindrical Transducer in the Presence of a Flat Screen 
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According to rigorous method of related fields in multi connected regions solved the problem of the reception 

of sound waves by flat cylindrical piezoceramic transducer in the presence of an acoustically hard flat screen. The 

analytical expressions used to calculate the parameters of acoustic, mechanical and electrical fields were ob-

tained, analysis of which allowed establishing a number of features in connectivity of electronic and mechanical 

processes in the medium of the cylindrical piezoceramic transducer in the presence of a flat screen. 
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Про пов'язаність електронних і механічних процесів при прийомі звуку в п'єзокерамічному 

середовищі циліндричного перетворювача в присутності плоского екрану 
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Строгим методом зв'язаних полів в багатозв'язних областях вирішена задача прийому плоских 

звукових хвиль циліндричним п'єзокерамічним перетворювачем в присутності плоского акустично 

жорсткого екрана. Отримані аналітичні вирази використані для розрахунку параметрів акустичних, 

механічних та електричних полів, аналіз результатів яких дозволив встановити ряд особливостей в 

пов'язаності електронних і механічних процесів в п'єзокерамічному середовищі циліндричного перет-

ворювача в присутності плоского екрану. 
 

Ключові слова: Циліндричний п’езокерамічний перетворювач, Плоский екран, Поля електричні, 

Механічні, Акустичні. 
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