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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР: 115 с., 33 рис., 145 джерел.

АДИТИВНИЙ ШУМ, В’ЯЗКОПРУЖНЕ СЕРЕДОВИЩЕ, ГРАНИЧ-

НА СТРУКТУРА, ДИСЛОКАЦIЯ, ДЕФОРМАЦIЯ, МЕЖА ЗЕРНА, ПЕ-

РЕРИВЧАСТИЙ РУХ, ПЛАВЛЕННЯ, ПРИЛИПАННЯ-КОВЗАННЯ,

ТЕРТЯ, ФАЗОВИЙ ПЕРЕХIД, ФАЗОВА ДIАГРАМА, ФРАГМЕНТАЦIЯ.

Об’єкт дослiдження – ультратонка плiвка мастила, затиснута мiж двома

атомарно-гладкими та шорсткими твердими поверхнями тертя, фрагментацiя

металiв або сплавiв, метод IПД та розм’якшення поверхнi льоду при тертi.

Мета роботи – побудова термодинамiчних моделей, що описують плавлен-

ня ультратонкої плiвки мастила, фрагментацiю металiв при IПД, структурнi та

трибологiчнi процеси, якi вiдбуваються на поверхнi льоду при тертi.

Методи дослiдження – методи нерiвноважної еволюцiйної термодинамiки,

теорiї фазових переходiв та теорiї пружностi, мультифрактального флуктуа-

цiйного аналiзу, фазової площини, обчислювальної математики.

На основi синергетичної моделi межового тертя, що описує фазовi перехо-

ди в ультратонкiй плiвцi мастила, вивчаються процеси тертя двох атомарно-

гладких та шорстких поверхонь при наявностi ультратонкого шару мастила

мiж ними. У рамках нерiвноважної еволюцiйної термодинамiки дослiджується

процес фрагментацiї металiв при обробцi методами IПД. У наближеннi двох-

дефектної моделi з урахуванням дислокацiй та меж зерен побудована фазо-

ва дiаграма, що встановлює умови формування граничних структур рiзних ти-

пiв. Дослiджено вплив адитивних некорельованих шумiв теплового й дефор-

мацiйного полiв на розм’якшення поверхнi льоду при тертi. Побудовано фазо-

ву дiаграму з областями льоду та виявлено, що область тертя льоду обмежена

порiвняно низькими значеннями температури поверхонь тертя та iнтенсивно-

стей флуктуацiй напружень i температури на поверхнi льоду.
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ВСТУП

Останнiм часом, з розвитком сучасної науки та технiки, дослiдження ре-

жиму межового тертя має високе прикладне значення. Нанотрибологiчнi си-

стеми, в яких реалiзується межовий режим, використовуються для побудо-

ви високоточного обладнання та приладiв [1]. Останнi дозволяють спостерi-

гати за найскладнiшими процесами, що вiдбуваються пiд час експлуатацiї в

областi контакту деталей [1–6]. Разом з тим з’ясовано, що багато низькови-

мiрних систем зазнають плавлення пiд дiєю зсуву (“зсувне плавлення”). Такий

вид плавлення часто спостерiгається у колоїдних кристалах рiзного типу [7],

при прослизаннi по межах зерен у режимi iнтенсивної пластичної деформа-

цiї [8, 9], що може призводити до встановлення маловивченого режиму над-

пластичностi. Спостережуванi на бiкристалах ефекти [10] також багато в чому

нагадують плавлення змiщенням. Зсувне плавлення одночасно з термодина-

мiчним демонструють ультратонкi плiвки мастильних матерiалiв, що затиснутi

мiж атомарно-гладкими твердими поверхнями [11–16].

Вiдомо, що звичайна термодинамiка втрачає свою силу при розглядi ду-

же малих об’ємiв i систем. Тому, намагаючись встановити детальну термоди-

намiчну рiвновагу мiж двома нанозернами, класична термодинамiка працює

все гiрше i гiрше при переходi до дрiбнiших зерен. Нерiвноважна еволюцiй-

на термодинамiка (НЕТ), навпаки, не прагне встановити детальну рiвновагу

мiж кожним нанозерном, i тому працює все краще i краще при переходi до

дрiбнiших зерен за рахунок того, що число елементiв середовища в показному

об’ємi зростає. Внаслiдок того, що основнi типи дефектiв (дислокацiї, скуп-

чення дислокацiй, межi зерен i субзерен) важливих в процесах IПД знахо-

дяться в мезоскопiчнiй областi, в той же час цей пiдхiд ще краще призначений

для опису мiкроскопiчних дефектiв, наприклад, вакансiй, що i буде продемон-

стровано далi. Крiм того, в деяких випадках (великих показних об’ємiв) пiдхiд
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може описувати i дефекти макроскопiчного рiвня, наприклад, мiкротрiщини

або мiкропори.

Тертя льоду й снiгу має велике значення в побутi, спортi, природi й про-

мисловостi [17, 18]. Кiнетика тертя льоду визначається такими процесами, як

адгезiя, поверхневе плавлення та плавлення пiд тиском, фрикцiйне нагрiвання,

повзучiсть й руйнування [18–21]. У вiдповiдностi з наведеним, ще не пояснено

роль температури, або межi текучостi льоду при його тертi. Однi дослiдники

вважають точно встановленим наявнiсть 12 фаз льоду, у той час як iншi на-

раховують їх до 14. Звичайно, це не єдина речовина, що володiє полiморфiз-

мом (згадаєте, наприклад, графiт i алмаз, що складаються iз хiмiчно однакових

атомiв вуглецю), але кiлькiсть рiзних фаз льоду, якi продовжують вiдкривати

й по сьогоднiшнiй день, вражає [22–25].

Незважаючи на те, що вивчення межового режиму має високе при-

кладне та фундаментальне значення, досi не iснує єдиної теорiї, що достемен-

но описує межове тертя. Зважаючи на складнiсть процесiв, що протiкають

при тертi у зонi контакту, часто користуються феноменологiчними моделями

[16, 27–33]. Також для опису результатiв експериментiв активно застосову-

ються методи молекулярної динамiки [34–36]. Зокрема, у роботах [37, 38] за-

пропонована синергетична модель, в якiй плавлення мастильного шару прохо-

дить за рахунок механiзмiв термодинамiчного i зсувного плавлення. У роботах

Попова [16, 27] розроблена термодинамiчна теорiя межового тертя, заснова-

на на теорiї фазових переходiв Ландау другого роду [39], де в якостi параметра

порядку обирається модуль зсуву мастильного матерiалу. Однак, у режимi ме-

жового тертя часто спостерiгаються стрибкоподiбнi фазовi перетворення пер-

шого роду [11, 29, 40], що призводять до встановлення переривчастого режи-

му руху [11, 40, 41]. У роботi [42] представлена модель пластичної деформацiї

металiв з урахуванням просторової неоднорiдностi, де для опису використо-

вуються рiвняння, що схожi за математичною структурою з використаними

нами нижче, оскiльки у роботi розглядається модель в’язкопружного сере-
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довища [43], що враховує зсувне плавлення, результатом якого є наявнiсть у

мастилi великих пластичних деформацiй. Крiм того, останнiм часом, великий

iнтерес викликає вивчення двошарових атомних структур (бiшарiв), оскiльки

подiбнi структури часто застосовуються у промислових i технологiчних проце-

сах. Так, у роботi [44] була запропонована модель, яка враховує основнi фак-

тори, що впливають на поведiнку таких систем. Вона якiсно описує експери-

ментальнi данi, що отриманi за допомогою апарату поверхневих сил (SFA –

Surface Forces Apparatus). У роботi [45] запропонована проста модель зсув-

ного плавлення, яка може використовуватися для опису систем рiзних типiв.

Свiй подальший розвиток зазначена робота отримала у [46], де при чисельно-

му аналiзi основних рiвнянь дослiджується вiдносний рух пари взаємодiючих

атомарних шарiв, а також розглядається введення адитивного шуму, однак, вiн

введений насамперед для того, щоб система при будь-яких початкових умовах

приходила до стацiонарного стану, i нiчого не говориться про те, що шум може

критичним чином впливати на характер поведiнки системи.

Ряд питань, що стосуються iнтенсивної пластичної деформацiї, на сьо-

годнi не вирiшений, а методи дослiдження в основному зводяться до узагаль-

нення експериментальних даних. Наприклад, теоретично не було передбаче-

но можливiсть утворення декiлькох граничних структур. Не описано експери-

ментально спостережуване формування фрактальних структур, температурнi

аспекти проблеми, вплив флуктуацiй основних параметрiв тощо. Теорiя фраг-

ментацiї дислокацiйних структур Г.О. Малигiна, яка описує формування ви-

сококутових меж зерен при великих пластичних деформацiях, базується на

механiзмi деформацiї, в основу якого покладенi уявлення про самоорганiза-

цiю дислокацiй [63, 64]. Це декiлька порушує iєрархiчну послiдовнiсть подiй,

оскiльки було б логiчнiше представити формування меж зерен в результатi

самоорганiзацiї комiрчастих структур, а не елементарних дислокацiй. Теорiя

диспергування матерiалу в процесi IПД В.I. Копилова, В.М. Чувiльдєєва ба-

зується на конкретному механiзмi деформацiї, в основу якого покладенi уяв-
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лення про мiжграничне прослизання i аномально високу дифузiю по межах

зерен [65,66]. Крiм того, в основу теорiї покладенi уявлення про вiльний об’єм,

запозиченi з теорiї аморфних матерiалiв. У той самий час, експериментальни-

ми роботами В.О. Хонiка поставлено пiд серйозний сумнiв той факт, що вiль-

ний об’єм можна використовувати як визначальний термодинамiчний пара-

метр для опису аморфних сплавiв, принаймнi, в тому класичному трактуван-

нi, яке прийняте в переважнiй бiльшостi робiт. Iснує iнженерна теорiя Бей-

гельзiмера Я.Ю. [69], яка виходить з простих механiчних уявлень про процес

деформацiї. Система кiнетичних рiвнянь конструюється на пiдставi узагаль-

нення експериментальних результатiв i закономiрностей. В рамках цiєї теорiї,

не удається пояснити багато важливих особливостей процесу IПД, i, зокрема,

вона не може описати формування “граничної” структури металiв - мiнiмаль-

ного середнього розмiру зерна. Щоб описати фрагментацiю зерен в теорiю

“руками” вводиться деякий притягувальний атрактор, що примушує систему

прямувати до стану з потрiбним (заданим) розмiром зерна. Нами було висуну-

то i розвинуто новий пiдхiд нерiвноважної еволюцiйної термодинамiки [70–76],

який базується на комбiнацiї технiки фазових перетворень Ландау у набли-

женi середнього поля, й положень класичної нерiвноважної термодинамiки.

За допомогою цього пiдходу вдалося попередньо описати еволюцiю дефектiв,

а також отримати закони змiцнення металiв в процесi IПД, де в рамках єди-

ної кривої вiдображенi закони Холла-Петча та лiнiйний закон змiцнення. Але

вплив адитивних шумiв на процес фрагментацiї ще не було системно дослiд-

жено.

Деякi дослiдники широко розвивали iдею формування плiвки води на

поверхнi льоду, тому що розумiння умов її утворення необхiдно для прак-

тичного застосування. Ми стверджуємо, що поверхня льоду розм’якшується

при тертi в результатi спонтанної появи деформацiї зсуву, яка викликана зов-

нiшнiм надкритичним нагрiванням [78, 80–82, 93]. Це перетворення описуєть-

ся рiвнянням Кельвiна-Фойгта для в’язкопружного середовища, релаксацiй-
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ними рiвняннями типу Ландау-Халатнiкова для зсувних напружень i теп-

лопровiдностi. Дослiдження показують, що вищезгаданi рiвняння формаль-

но збiгаються iз синергетичною системою Лоренца [83, 84, 106], де параметр

порядку зводиться до деформацiї зсуву, напруження дiє як спряжене поле

й температура вiдiграє роль керувального параметра. У найпростiших ви-

падках зв’язок мiж напруженням й деформацiєю добре описується моделлю

Кельвiна-Фойгта [85]. Вплив температури викликаний критичним збiльшен-

ням модулю зсуву при зменшеннi температури: модуль рiвний у водi нулю, i

має ненульове значення для льоду.

У роздiлi 1, у випадку реалiзацiї фазового переходу першого роду, що

приводить до встановлення переривчастого режиму руху [54, 58], проведе-

но узагальнення теорiї [16, 27] та дослiджується специфiчна ситуацiя тер-

тя атомарно-гладких поверхонь, яка широко вивчається експериментально

[3,4,11,40]. Представлений роздiл розвинений з метою теоретичного вивчення

особливостей режиму межового мастила при взаємному тертi поверхонь, що

мають нанорозмiрнi нерiвностi. Оскiльки у технiчних застосуваннях поверхнi

тертя практично завжди володiють нерiвностями i неоднорiдностями, запро-

понований пiдхiд дозволяє розширити результати попереднiх робiт [54, 58] на

бiльш широкий клас реальних трибологiчних систем.

У роздiлi 2 розвивається пiдхiд нерiвноважної еволюцiйної термодина-

мiки, що дозволяє якiсно описати процес подрiбнення кристалiчної структури

металу чи сплаву при IПД. В якостi основних дефектiв розглядаються щiль-

ностi меж зерен, дислокацiй та ентропiйна складова. В рамках адiабатичного

наближення визначаються основнi спiввiдношення, що дозволяють визначити

формування стацiонарних cубмiкрокристалiчних або нанокристалiчних струк-

тур в залежностi вiд ступеня механiчного впливу при IПД. Будується фазова

дiаграма режимiв фрагментацiї металу або сплаву при IПД. Використовую-

чи метод фазової площини, дослiджуються фазовi портрети динамiки систе-

ми та визначаються критичнi умови для керуючих параметрiв, що дозволяють
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класифiкувати тип i стiйкiсть отриманих стацiонарних структур. Також вра-

ховується вплив адитивних шумiв на характер поведiнки системи. Окрiм того,

визначаються умови, при яких iснує сумiш зерен рiзного розмiру. Будується

фазова дiаграма, де iнтенсивнiсть шуму температури i пружної компоненти де-

формацiї визначають областi реалiзацiї рiзних типiв граничних структур.

Дослiдження впливу адитивних некорельованих шумiв теплового й де-

формацiйного полiв на розм’якшення поверхнi льоду при тертi представлено у

роздiлi 3. Побудовано фазову дiаграму з областями льоду, розм’якшеного льо-

ду й неоднорiдної поверхнi льоду. Таким чином, розглянутi флуктуацiї приво-

дять до складного переходу. Збiльшення шуму температури плiвки може змен-

шувати або збiльшувати силу тертя залежно вiд початкових умов, збiльшен-

ня шуму напруження викликає зростання областi зм’якшення. Область тертя

льоду обмежена порiвняно низькими значеннями температури поверхонь тер-

тя та iнтенсивностей флуктуацiй напружень i температури на поверхнi льоду.

З ростом iнтенсивностi шуму напружень вiдбувається плавлення плiвки льо-

ду навiть при низьких температурах поверхонь тертя. Таким чином, у штучно

створеному середовищi представляється можливим впливати на поведiнку пiд

час тертя. Визначаються i порiвнюються з експериментально отриманими ча-

совi ряди сили тертя для всiх режимiв.
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1 МОДЕЛЮВАННЯ ПРОСТОРОВО-НЕОДНОРIДНИХ ЯВИЩ В

РЕЖИМI МЕЖОВОГО ТЕРТЯ

1.1 Просторова неоднорiднiсть основних параметрiв синергетичної

моделi межового тертя

1.1.1 Формулювання моделi

Розглянемо двi гладкi поверхнi, роздiленi шаром мастила товщиною h.

Причому верхня рухається зi швидкiстю V = V0, а нижня спочиває (V = 0).

У такому разi для звичайних ньютонiвських рiдин у режимi гiдродинамiчного

тертя виконується добре вiдомий закон Ньютона:

F = ηA
dV

dy
, (1.1)

де F – сила в’язкого тертя, за рахунок якої мастило з часом розiгрiвається i

стає бiльш рiдким, η – зсувна в’язкiсть мастила, A – площа контакту повер-

хонь через мастило, y – поперечна координата. Розглянемо випадок, у якому

сили взаємодiї молекул мастила з поверхнями тертя бiльшi, нiж сили взаємодiї

молекул мастила одна з одною. Наприклад, така ситуацiя експериментально

дослiджується у роботi при розглядi межового тертя [6], де показано, що верх-

нiй та нижнiй мастильний шар адсорбуються на поверхнях тертя i рухаються з

ними як єдине цiле. При цьому верхнiй шар мастильного матерiалу рухається

зi швидкiстю V0, а нижнiй спочиває. У зазначеному випадку поле швидкостей

приймає вигляд [59]

V = V0
y

h
, (1.2)

де швидкiсть V лiнiйно зростає вiд нуля у нижньої нерухомої поверхнi до мак-

симального значення V0 у верхнiй. Проте ми розглядаємо бiльш складний ви-

падок, коли мастило має неньютонiвську в’язкiсть, тобто коефiцiєнт η в (1.1)

залежить як вiд температури T , так i вiд градiєнта швидкостi dV/dy [57]. У на-

шому випадку за рахунок тонкостi мастильного шару градiєнт швидкостi може
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бути записаний як [41]

ε̇ =
V0

h
, (1.3)

де ε̇ – швидкiсть деформацiї (див. рiвняння (1.6) – (1.8)). Таким чином, ми

приходимо до залежностi

η = η(T, ε̇). (1.4)

Згiдно з записаними далi основними рiвняннями (1.6) – (1.8), це озна-

чає, що в’язкiсть мастила змiнюється з часом так само, як i всi iншi парамет-

ри. Тому введення до розгляду градiєнтних доданкiв дозволяє вивчити часову

еволюцiю основних параметрiв мастила по її товщинi, що завжди має мiсце,

у будь-якому експериментi. Однак зважаючи на ультратонкiсть мастильного

шару на сьогоднiшнiй день експериментально вимiрюються лише його загаль-

нi усередненi характеристики [1]: в’язкiсть, в’язкi i пружнi напруження, темпе-

ратури плавлення i затвердiння i т. д. Процеси, що вiдбуваються по товщинi

мастила у даний час вивчаються в основному за допомогою методiв молеку-

лярної динамiки [60, 61]. Наприклад, у [61] дослiджується система, що скла-

дається з двох блокiв товщиною 2 нм, мiж якими розмiщене полiмерне мастило

завтовшки 3 нм. Подiбнi моделi дозволяють з’ясувати залежностi динамiчних

параметрiв мастильного матерiалу по товщинi розглянутої системи. Оскiльки

за рахунок ультратонкостi мастила прямi вимiрювання розподiлiв параметрiв

по її товщинi ускладненi, такi роботи є передбачуваними i несуть високе фун-

даментальне значення. У роботi [14] вивчається просторово неоднорiдна си-

стема, але в рамках аналiтичної моделi. Крiм того, побудованi фазовi дiаграми

та вивчено вплив товщини мастила на поведiнку системи, а також на особли-

востi встановлення переривчастого режиму руху. У [62] вивчається розподiл

напружень по товщинi мастильного шару при зсувi верхньої i нижньої повер-

хонь у протилежнi сторони i показано, що напруження у нижнiй i верхнiй ча-

стинах системи мають рiзний знак. Такий же результат показує i наша робота.

У роботi [62] в ходi комп’ютерного експерименту можна видiлити три етапи.
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Спершу на нижню поверхню тертя наносився мастильний шар молекулярної

товщини i очiкувався час, за який встановлювався стацiонарний стан. Потiм

до верхньої та нижньої поверхонь тертя прикладалася сила, за рахунок якої

вони починали контактувати через мастило. I на завершальнiй стадiї здiйсню-

вався зсув поверхонь у взаємно протилежних напрямках, i одночасно вимiрю-

валися динамiчнi параметри мастила, у тому числi i по її товщинi. У роботi до-

слiджено вплив на систему зовнiшнього навантаження, швидкостi вiдносного

зсуву поверхонь, типу мастила, вивчена залежнiсть кута повороту полiмерних

молекул вiд параметрiв навантаження i т. д. У роботi [62] отримано перерив-

частий режим руху, який є однiєю з основних причин руйнування деталей у

наномеханiзмах. Показано, що пiд час реалiзацiї переривчастого руху з часом

змiнюється товщина мастила, оскiльки вона зазнає фазовi переходи мiж кiне-

тичними режимами тертя.

У запропонованому нами пiдходi просторовим розподiлом володiють не

тiльки напруження, якi пропорцiйнi вiдноснiй швидкостi зсуву згiдно до фор-

мули [41, 43]1

V = σv
h

ηeff
, (1.5)

але i температура T i деформацiя ε, оскiльки при змiнi градiєнта швидкостi по

товщинi мастила (неньютонiвська поведiнка) буде змiнюватися рiвень диси-

пацiї механiчної енергiї, що приведе до нерiвномiрного розподiлу температури,

тобто по товщинi мастило в одному мiсцi може бути розплавленим, а в iншому

– можуть проявлятися властивостi твердого тiла. Молекулярно-динамiчнi мо-

делi показують саме таку поведiнка, наприклад коли видiлений атомарний ма-

стильний шар перемiщується мiж сусiднiми шарами без розупорядкування [6].

У так званих stop-start експериментах [94] характер неоднорiдного розподiлу

температури по товщинi мастила критичним чином впливає на поведiнку си-

стеми, оскiльки “бiльш нагрiтi” шари здатнi залишатися рiдиноподiбними при
1Тут ηeff – ефективна в’язкiсть, яка для ультратонких шарiв сильно вiдрiзняється вiд в’язкостi об’ємних

мастил, що складаються з тих же речовин, тому для конкретної системи ηeff може бути знайдена тiльки експе-
риментально [57]. Величина σv у (1.5) – це в’язка компонента напружень.
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затвердiннi основного об’єму мастила, забезпечуючи бiльш тривалий режим

ковзання. Оскiльки ефективна в’язкiсть ηeff залежить вiд природи мастиль-

ного матерiалу, а також вiд типу використовуваних поверхонь, експерименти

з рiзними мастилами можуть показувати абсолютно рiзну поведiнку. Ураху-

вання неоднорiдного розподiлу температури по товщинi мастильного матерiа-

лу може частково описати тi або iншi спостережуванi особливостi.

У роботi [43] дослiджується синергетична модель межового тертя, побу-

дована на основi трьох самоузгоджених диференцiальних рiвняннях для зсув-

ної компоненти тензора напружень σ, що виникають у мастильному шарi,

зсувної компоненти вiдносних деформацiй ε, а також температури мастила T .

Дослiджується загальний просторово-неоднорiдний випадок, опис якого стає

можливим при модифiкацiї вихiдної системи рiвнянь [43] за допомогою ураху-

вання вiдповiдних градiєнтних вкладiв [42]:

σ̇ = Dσ∇2σ − σ + gε, (1.6)

τ ε̇ = Dε∇2ε− ε+ (T − 1)σ, (1.7)

δṪ = DT∇2T + (Te − T )− σε+ σ2, (1.8)

де величина Te є температурою поверхонь тертя [43]. Тут також введенi кон-

станта g < 1, яка чисельно дорiвнює вiдношенню модуля зсуву мастила G до

його характерного значення G0, та параметри

τ =
τε
τσ
, δ =

τT
τσ
, (1.9)

де τσ, τε, τT – часи релаксацiї напружень, деформацiї та температури.

У роботах [27, 43] показано, що нульовi стацiонарнi напруження σ0 вiд-

повiдають твердоподiбнiй структурi мастильного матерiалу, а при σ0 6= 0

мастило плавиться з переходом до рiдиноподiбного стану. Однiєю з причин

цього є те, що згiдно до узагальненої для межового режиму дiаграми Герсi-

Штрибека [41, 43], iз збiльшенням в’язких напружень σv зростає вiдносна
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швидкiсть зсуву поверхонь тертя V (1.5). Оскiльки напруження σ представ-

ляють суму в’язкої та пружної компонент [43], а у шарi рiдиноподiбного ма-

стила переважають в’язкi напруження, iз зростанням σ зростає швидкiсть ру-

ху зсувних поверхонь, що вiдповiдає кiнетичному режиму ковзання i рiдино-

подiбнiй структурi мастила. При значеннi σ = 0 поверхнi тертя не рухаються,

що вiдповiдає їх “прилипанню” за рахунок затвердiння мiжповерхневого ма-

стильного шару. Представленi висновки пiдтверджуються як теоретично [27],

так i експериментально [94].

1.1.2 Моделювання просторової неоднорiдностi основних параметрiв

Нехай поверхнi тертя атомарно-гладкi i не мають дефектiв. Такi поверхнi

часто отримують вiдколом слюди вздовж атомарної площини [1]. Нехай масти-

ло однорiдне i складається з неполярних квазiсферичних молекул (наприклад,

молекул октаметилциклотетрасилоксана C8H24O4Si4 [1]), якi здатнi утворюва-

ти твердоподiбнi упорядкованi структури, що характеризуються наявнiстю да-

лекого порядку чергування молекул. У цьому випадку уздовж площини повер-

хонь мастило можна вважати однорiдним. У зв’язку з цим, далi розглядається

неоднорiднiсть тiльки по товщинi мастильного матерiалу (координата y). Тому

спiввiдношення (1.6) – (1.8) являють собою одновимiрнi диференцiальнi па-

раболiчнi рiвняння в частинних похiдних. Їх можна легко розв’язати чисельно

за допомогою застосування явної двошарової рiзницевої схеми [95]. При цьо-

му вся, зацiкавлена нами, просторово-часова область розбивається сiткою.

Розрахунок проводиться вiд початкового моменту часу t = 0 до t = tN , а ко-

ордината при цьому y ∈ [0, yM ]. Необхiднi для розв’язання початковi i граничнi

умови слiд вибирати з фiзичного представлення завдання.
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Iндексом i будемо позначати координатнi шари, а iндексом j – часовi.

Тодi при використаннi явної рiзницевої схеми координатнi похiднi апроксиму-

ються наступним чином (для деформацiї ε i температури T аналогiчно):

∇2σ ≡ ∂2σ

∂y2
=

σji+1 − 2σji + σji−1

H2
, (1.10)

∂σ

∂t
=

σj+1
i − σji

∆
, (1.11)

де ∆ = tN/N – крок за часом, H = yM/M – крок по координатi (вiдстань мiж

вузлами сiтки по вертикалi i горизонталi).

Остаточнi розрахунковi спiввiдношення приймають вигляд:

σj+1
i = σji +

∆

H2

[
Dσ

(
σji+1 − 2σji + σji−1

)
+H2

(
−σji + gεji

)]
, (1.12)

εj+1
i = εji +

∆

τH2

[
Dε

(
εji+1 − 2εji + εji−1

)
+H2

(
−εji + σjiT

j
i − σ

j
i

)]
, (1.13)

T j+1
i = T ji +

∆

δH2

[
DT

(
T ji+1 − 2T ji + T ji−1

)
+H2

(
Te − T ji − σ

j
i ε
j
i + (σji )

2
)]
.

(1.14)

Система рiвнянь (1.12) – (1.14) має 3N(M−1) рiвнянь i дозволяє визна-

чити σj+1
i , εj+1

i та T j+1
i , знаючи набiр значень на попередньому часовому шарi

σji , ε
j
i и T ji . У додаток до (1.12) – (1.14) необхiдний набiр початкових умов у

момент часу t = 0, якi дають 3(M +1) рiвнянь, а також граничнi умови, що да-

ють 6N рiвнянь. Таким чином, загальна кiлькiсть рiвнянь дорiвнює кiлькостi

невiдомих 3(M + 1)(N + 1).

При русi поверхонь тертя вiдповiдно до рiвнянь (1.6) – (1.8) в однорiд-

ному випадку (∇2 ≡ 0) встановлюються стацiонарнi значення напружень σ0,

деформацiї ε0 та температури T0 [43]:

σ0 =

√
gTe − (g + 1)

1− g
, ε0 =

σ0

g
, T0 = Te. (1.15)

Розглянемо два найбiльш поширенi випадки. У першому з них верхня
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поверхня також рухається зi швидкiстю V , а нижня з такою ж швидкiстю

рухається в протилежному напрямку. При цьому напруження, деформацiя i

температура у верхнiй поверхнi будуть рiвнi σ0, ε0 i T0 вiдповiдно. Значен-

ня температури бiля межi нижньої поверхнi також буде дорiвнює T0, оскiль-

ки згiдно (1.15) T0 = Te, а Te є температурою поверхонь тертя, яка є термо-

статом (зовнiшнiм середовищем) [43], тобто їх температура у процесi передачi

тепла вiд мастила, що розiгрiте за рахунок виконаної роботи, не змiнюється. З

огляду симетрiї розглянутої задачi напруження i деформацiя поблизу нижньої

поверхнi будуть рiвнi−σ0 i−ε0 вiдповiдно. Тому виберемо початковi умови па-

раметрiв за товщиною мастила згiдно до спiввiдношення

σ0
i = −σ0 +

2iσ0

M
, ε0

i = −ε0 +
2iε0

M
, T 0

i = T0, i = 0, 1, . . . ,M. (1.16)

Граничнi умови запишуться наступним чином2:

σj0 = −σ0, σjM = σ0, εj0 = −ε0, εjM = ε0,

T j0 = T jM = T0, j = 1, 2, . . . , N. (1.17)

У випадку, коли нижня поверхня жорстко закрiплена i не рухається, а

з фiксованою швидкiстю рухається тiльки верхня, напруження, деформацiя i

температура у верхнiй поверхнi будуть також дорiвнювати σ0, ε0 та T0, а по-

близу нижньої буде виконуватися рiвнiсть σ0 = ε0 = 0, оскiльки за рахунок

взаємодiї атомiв поверхнi з атомами мастильного матерiалу нижнiй шар “при-

липає” до поверхнi [6]. Температура мастила у нижньої межi вибирається, як

i ранiше, рiвною T0. У цьому випадку початковi умови можна представити у

виглядi

σ0
i =

iσ0

M
, ε0

i =
iε0

M
, T 0

i = T0, i = 0, 1, . . . ,M, (1.18)

2У (1.17) iндекс j змiнюється вiд 1, оскiльки спiввiдношення (1.16) i так вже задають граничнi умови на ну-
льовому часовому шарi при j = 0. Легко переконатися у тому, що якщо в (1.17) j вiдраховувати вiд нуля, то
помилки не буде, оскiльки у цьому випадку спiввiдношення (1.16) i (1.17) продублюють на нульовому часовому
шарi однi i тi ж значення.
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а граничнi

σj0 = 0, σjM = σ0, εj0 = 0, εjM = ε0,

T j0 = T jM = T0, j = 1, 2, . . . , N. (1.19)

Вимiряємо координату y в одиницях товщини мастила h, тодi рiвню ниж-

ньої поверхнi вiдповiдає значення y0 = 0, а у верхньої yM = 1.

Тепер система рiвнянь є замкнутою i може бути розв’язана чисельно.

Виберемо для розв’язання крок часової сiтки ∆ = 10−6, а крок по коор-

динатi H = 0.01. Таким чином, координата дiлиться на M = 100 частин. На

рис. 1.1 i рис. 1.2 показано результати розв’язання зазначених рiвнянь. При-

чому рис. 1.1 вiдповiдає зсуву поверхонь тертя у протилежних напрямках (ви-

користовуються початковi умови (1.16) i граничнi (1.17)), а рис. 1.2 вiдповi-

дає ситуацiї, коли зсувається тiльки верхня поверхня тертя, а нижня спочиває

(вiдповiдно початковi умови (1.18) i граничнi (1.19)). На обох рисунках при-

ведена часова еволюцiя просторових розподiлiв напружень σ, деформацiй ε,

а також температури мастила T . Кривi наведенi для 4-х послiдовних момен-

тiв часу. Штриховi прямi на рис. 1.1 i рис. 1.2 представляють початковi умови,

тобто описують просторовi розподiли величин у момент часу t = 0. Тому чим

далi вiд штрихової лiнiї знаходиться крива на рисунку, тим бiльш пiзнiшому

моменту часу вона вiдповiдає. Кривi на обох рисунках вiдповiдають часам на

2000 часовому шарi, 10000, 80000 i 1000000. При урахуваннi кроку iнтегруван-

ня за часом ∆ = 10−6 дає значення t = 0.002, 0.01, 0.08, 1.0. Остання крива,

отримана для моменту часу t = 1.0, на обох рисунках з подальшим плином ча-

су не змiнює вигляд, тобто представляє сталi стацiонарнi значення розподiлiв

вiдповiдних величин по товщинi мастила.

Як видно iз рис. 1.1, рис. 1.2, i вставок на них, напруження з плином ча-

су змiнюється повiльнiше, нiж деформацiя i температура. Це пов’язано з тим,

що час релаксацiї напружень вибрано у 10 разiв бiльшим, нiж часи релаксацiї
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Рисунок 1.1 – Профiлi напружень σ, деформацiй ε та температури T , отриманi у резуль-
татi чисельного розв’язку рiвнянь (1.12)–(1.14) з параметрами g = 0.25, Te = 32, τ = δ = 0.1,
Dε = 0.45, Dσ = DT = 0.05 при початкових i граничних умовах (1.16) i (1.17). Штриховою
лiнiєю показано початковi умови (1.16). Рисунок вiдповiдає зсуву поверхонь тертя з однако-
вими швидкостями у протилежних напрямках.

двох iнших параметрiв. У цьому випадку виконується синергетичний принцип

пiдпорядкування, коли змiни деформацiї ε i температури T слiдують за змiною

напруження (параметр порядку).3

Зазначимо, що на рис. 1.1 кривi, симетричнi вiдносно серединного ша-
3У такому випадку часто використовується адiабатичне наближення τ ε̇, δṪ ≈ 0, яке дозволяє записати рiв-

няння Ландау-Халатнiкова, i при його iнтегруваннi знайти явний вигляд синергетичного потенцiалу, що є анало-
гом вiльної енергiї у термодинамiцi, або потенцiйної енергiї у механiцi [96].
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Рисунок 1.2 – Профiлi напружень σ, деформацiй ε та температури T , отриманi у результатi
чисельного розв’язку рiвнянь (1.12) – (1.14) з параметрами рис. 1.1 i g = 0.1, при початкових
i граничних умовах (1.18) i (1.19). Штриховою лiнiєю показано початковi умови (1.18). Ри-
сунок вiдповiдає ситуацiї, коли нижня поверхня спочиває, а верхня зсувається з фiксованою
швидкiстю.

ру мастила, в областi якого напруження i деформацiї дорiвнюють нулю. Це

вiдбувається за рахунок того, що поверхнi, якi труться, рухаються в проти-

лежних напрямках з однаковими швидкостями. При цьому, згiдно залежностi

T (y), якщо рухатися вiд центру мастильного шару у напрямку до будь-якої

з поверхонь (в перпендикулярному до них напрямi), температура T спочатку

зменшується, а потiм знову починає збiльшуватися, доки у поверхонь не прий-
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Рисунок 1.3 – Стацiонарнi профiлi напружень σ(y), отриманi при параметрах рис. 1.1 та
Dε = DT = 0, Dσ = 0.05. Кривi 1 – 4 вiдповiдають температурам Te = 10, 50, 100, 150 вiдпо-
вiдно; а) початковi i граничнi умови (1.16) та (1.17), зсув поверхонь з однаковими швидкостя-
ми у протилежних напрямках; б) початковi i граничнi умови (1.18) та (1.19), нижня поверхня
спочиває, а верхня зсувається з фiксованою швидкiстю.

ме значення Te. Залежностi на рис. 1.2 фактично повторюють праву частину

залежностей, представлених на рис. 1.1 при y > 0.5, тобто розподiли, якi спо-

стерiгаються на рис. 1.1 вище центру системи. Це цiлком зрозумiло, оскiльки

у випадку, який представлений на рис. 1.2, нижня поверхня спочиває, i бiля неї

реалiзуються значення σ = ε = 0, так само як i в серединному шарi мастила на

рис. 1.1. Рис. 1.1 i 1.2 при рiзному наборi параметрiв Dσ, Dε i DT можуть по-

казувати рiзну поведiнку. Це зокрема означає, що вигляд кривої навантаження

σ(ε) [97] змiнюється по товщинi мастильного матерiалу, тобто мастило по тов-

щинi може показувати як режим пластичного течiї (ковзання), так i гукiвску

дiлянку залежностi σ(ε). Пiд час експерименту зазвичай вимiрюються усеред-

ненi характеристики, що як правило не дозволяють провести такий аналiз [1].
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Рисунок 1.4 – Стацiонарнi профiлi напружень σ(y), отриманi при параметрах рис. 1.1 та
Dε = DT = 0, Te = 100. Кривi 1–3 вiдповiдають величинам Dσ = 0.01, 0.05, 0.5 вiдповiдно;
а) початковi i граничнi умови (1.16) та (1.17), зсув поверхонь з однаковими швидкостями в
протилежних напрямках; б) початковi i граничнi умови (1.18) та (1.19), нижня поверхня спо-
чиває, а верхня зсувається з фiксованою швидкiстю.

Рисунки 1.1 i 1.2 показують часову еволюцiю основних параметрiв. За-

значимо, що в залежностi вiд початкових умов характер еволюцiї може бу-

ти дуже рiзним, але при фiксованих параметрах у результатi установлюють-

ся стацiонарнi розподiли величин σ, ε, T за товщиною мастильного матерiалу.

У результатi саме вони i визначають режим тертя. На рис. 1.3 наведено ста-

цiонарнi розподiли напружень за товщиною мастила при рiзних температурах

поверхонь Te. Рисунок демонструє той факт, що зi зростанням температури

зростає вiдносна швидкiсть руху поверхонь, оскiльки в’язкiсть мастила змен-

шується i вона стає бiльш рiдкою (згiдно (1.5) напруження визначають вiдно-

сну швидкiсть поверхонь V ). Також з рисунка слiдує, що чим нижче темпера-

тура Te, тим бiльша товщина прилеглої до верхньої зсувної поверхнi мастила
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має однакову швидкiсть. Це вiдбувається за рахунок того, що iз зменшенням

температури Te збiльшується в’язкiсть мастильного матерiалу, за рахунок чого

також зменшується швидкiсть зсуву поверхонь V .

На рис. 1.4 показано вплив на режим тертя коефiцiєнта Dσ при Dε =

DT = 0. У цьому випадку встановлюються такi ж залежностi, як i на поперед-

нiх рисунках. Однак варто вiдзначити, що при збiльшеннi Dσ (крива 3) роз-

подiл напружень за товщиною знаходиться поруч з прямою лiнiєю, що вiдпо-

вiдає початковим умовам. Тобто iз збiльшенням коефiцiєнтаDσ мастило набу-

ває ньютонiвських властивостей, оскiльки реалiзується залежнiсть V (y), що

наближається зi зростанням Dσ до вигляду (1.2). На рис. 1.4 добре видно,

що при зменшеннi коефiцiєнта Dσ в’язкiсть стає неньютонiвською i верхнiй

шар мастила твердне, оскiльки зi збiльшенням Dσ зростає товщина поверх-

невого шару, який рухається зi швидкiстю, рiвною швидкостi верхнiй поверхнi

V0. Таким чином, варiацiя Dσ дозволяє враховувати тип мастила, змiнюючи її

в’язкiснi характеристики.

1.2 Межове плавлення мастила мiж двома шорсткими поверхнями

1.2.1 Вiльна енергiя та фазова дiаграма

У одновимiрному випадку вираз для щiльностi вiльної енергiї ма-

стильного шару мiж двома твердими поверхнями може бути представлено у

виглядi [16, 27, 54, 58]:

f = α(T − Tc)ϕ2 +
a

2
ϕ2ε2

el −
b

3
ϕ3 +

c

4
ϕ4, (1.20)

де T – температура мастила, Tc – критична температура, εel – зсувна ком-

понента пружної деформацiї, α, a, b, c – додатнi постiйнi. Параметр порядку

ϕ представляє амплiтуду перiодичної частини мiкроскопiчної функцiї щiль-

ностi середовища [16, 27]. Таким чином, рiдиноподiбна фаза мастила харак-
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теризується стацiонарним значенням ϕ0 = 0, тодi як у твердоподiбнiй фазi

встановлюється нульове значення ϕ0 > 0. Розкладання (1.20), на вiдмiну вiд

робiт [16,27], вiдповiдає моделi фазового переходу першого роду [39,54,58,98].

Оскiльки параметр ϕ є модуляцiєю щiльностi, далi будемо розглядати

дiапазон ϕ ≥ 0. Аналiзуючи вираз (1.20), можна видiлити критичнi темпера-

тури плавлення Tc0 i затвердiння T 0
c мастила, причому Tc0 > T 0

c на постiйну

величину, що залежить тiльки вiд констант розкладання [54, 58]:

Tc0 = Tc −
a

2α
ε2
el +

b2

8αc
, (1.21)

T 0
c = Tc −

a

2α
ε2
el. (1.22)

У дiапазонi температур T 0
c < T < Tc0 на залежностi ϕ0(T, εel) реалiзується

область гiстерезису, характерна для фазових переходiв першого роду [54, 58].

Вiдзначимо, що при плавленнi параметр порядку стрибкоподiбно змiнюється

вiд стацiонарного значення ϕ0 = 0.5bc−1 до нуля, у той час як при затвердiннi

стацiонарне значення ϕ зростає вiд нуля до величини ϕ0 = bc−1 [54, 58].

При тертi поверхонь у мастильному шарi з’являються пружнi напружен-

ня σel, якi визнаються як похiдна вiд вiльної енергiї f (1.20) за деформацiєю εel:

σel = µεel, (1.23)

µ = aϕ2, (1.24)

де модуль зсуву мастила µ пiдноситься до квадрату параметра порядку з

точнiстю до постiйного множника a [16,27,54,58]. Сила тертя, яка чинить опiр

руху поверхонь, визначається згiдно до формули [29, 54, 58, 99]:

F =

[
σel + k sgn(V )

(
|V |
h

)γ+1
]
A, (1.25)

деA– площа контакту поверхонь тертя, h– товщина мастильного шару, а фе-

номенологiчнi параметри k, γ задають тип мастильного матерiалу [41, 57]. Зо-
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крема, значення γ < 0 вiдповiдає неньютонiвському псевдопластичному ма-

стилу. Другий доданок у дужках у виразi (1.25) являє в’язкi напруження, що

iснують тiльки при русi поверхонь з вiдносною швидкiстю V 6= 0. У формулi

(1.25) сила тертя пропорцiйна площi контакту A i не залежить вiд наванта-

ження на поверхнi. Це пов’язано з тим, що розглядаються специфiчнi умови

тертя двох нанорозмiрних поверхонь, роздiлених шаром простого неполярно-

го мастила. Причому мiж поверхнями при русi пiдтримується фiксована вiд-

стань. У цьому випадку площа реального контакту через мастило близька до

площi поверхонь незалежно вiд прикладеного тиску, що дозволяє використо-

вувати формулу (1.25). При цьому таке поняття, як коефiцiєнт тертя, втрачає

сенс [100].

У роботах [29, 54, 55, 58] показано, що пiд час руху поверхонь тертя з

вiдносною швидкiстю V у мастильному шарi виникають стацiонарнi пружнi

деформацiї

ε0
el =

V τε
h
, (1.26)

де τε – максвелiвський час релаксацiї внутрiшнiх напружень [27]. При зна-

ченнi τε � 1 вираз (1.26) з достатньою точнiстю може бути використаний для

визначення поточного значення деформацiї εel. З урахуванням (1.26) iз виразiв

для критичних температур (1.21) i (1.22) легко отримати аналогiчнi вирази для

визначення критичних швидкостей [54, 58]:

Vc0 =
h

τε

√
2α(Tc − T )

a
+

b2

4ac
, (1.27)

V 0
c =

h

τε

√
2α(Tc − T )

a
. (1.28)

На рис. 1.5 показана фазова дiаграма станiв мастила. Вона представляє

залежнiсть швидкостей Vc0 i V 0
c вiд температури T . Вище кривої Vc0 мастило рi-

диноподiбне (потенцiал f(ϕ) має єдиний мiнiмум при ϕ = 0) i реалiзується ре-

жим рiдинного тертя SF . У областi V < V 0
c мастило має твердоподiбну струк-
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Рисунок 1.5 – Фазова дiаграма з областями рiдиноподiбного (SF ) та твердоподiбного (DF )
мастила при параметрах α = 0.95 Дж·K−1/м3, Tc = 290 K, a = 2 · 1012 Пa, b = 230 Дж/м3,
c = 900 Дж/м3, h = 10−9 м, τε = 10−8 с.

туру, що вiдповiдає єдиному мiнiмуму потенцiалу при ϕ > 0. Мiж кривими

на рисунку потенцiал f(ϕ) у додатнiй областi ϕ володiє нульовим та ненульо-

вим мiнiмумами, якi роздiленi максимумом. Таким чином, у цiй промiжнiй об-

ластi стан мастильного матерiалу залежить вiд початкових умов. Рисунок 1.5

можна також iнтерпретувати як залежностi критичних температур Tc0 (1.21) i

T 0
c (1.22) вiд швидкостi зсуву V .

1.2.2 Кiнетика плавлення мастила

На рис. 1.6 представлена схема типової трибологiчної системи [11, 27,

40], поведiнка якої в рамках запропонованої моделi дослiджувалася нами ранi-

ше [58]. Основна вiдмiннiсть представлених дослiджень полягає у тому, що

ранiше вивчалась поведiнка атомарно-гладких поверхонь тертя у той час як

дана робота спрямована на вивчення процесiв межового тертя поверхонь,

що мають рельєф. Система, приведена на рис. 1.6, складається з пружини з
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жорсткiстю K, верхнього блоку масою M , що ковзає по нижнiй поверхнi, вi-

докремленої вiд нього шаром мастила товщиною h, яка далi у кожнiй точцi по-

верхонь має своє конкретне значення, котре змiнюється пiд час руху. Вiльний

кiнець пружини приводиться в рух з фiксованою швидкiстю V0. При ковзаннi

блоку по поверхнi мiж ними виникає сила тертя F , яка визначається згiдно з

формулою (1.25).

h
F K

V

M

X

V0

Рисунок 1.6 – Схема трибологiчної системи.

Запишемо рiвняння руху верхнього блоку з координатою X у

виглядi [11, 27, 58]:

MẌ = K (V0t−X)− F, (1.29)

де вираз у дужках представляє розтягнення пружини ∆X , а t– час руху її вiль-

ного кiнця. Додатково до (1.29) необхiдно записати кiнетичне рiвняння типу

Ландау-Халатнiкова [58, 101]:

ϕ̇ = −δ ∂f
∂ϕ

, (1.30)

яке в явному виглядi набуває форми

ϕ̇ = −δ
(
2α (T − Tc)ϕ+ aϕε2

el − bϕ2 + cϕ3
)

+ ξ(t). (1.31)

У (1.31) введено кiнетичний коефiцiєнт δ, а також додатковий стоха-

стичний доданок ξ(t), який представляє малi адитивнi флуктуацiї, якi необ-

хiдно враховувати iз-за особливостей подальшого чисельного розрахунку [54,

58]. У найпростiшому випадку процес ξ(t) представляється бiлим шумом з мо-

ментами

〈ξ(t)〉 = 0; 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′), (1.32)
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де iнтенсивнiсть стохастичного джерела D скрiзь приймається рiвною

10−25 с−1.

На рис. 1.7 показаний зовнiшнiй вигляд поверхонь тертя, якi згенерованi

за допомогою використання вiдомого пагорбного алгоритму (Hill Algorithm).

Зазначений алгоритм являється iтерацiйним i полягає у наступному. Спершу

створюється двовимiрний масив розмiром N × N i заповнюється нульовими

значеннями. Значення елемента масиву – це висота z точки поверхнi, iндекси

елемента – цiлочисловi координати точки (x, y). Таким чином, маємо площину.

Потiм випадковим чином вибираються координати (xr, yr), причому вони мо-

жуть вибиратися i за межами масиву (поверхнi). На цьому ж етапi генерується

ще одна випадкова величина – радiус пагорба r. Дiапазон випадкових вели-

чин r iстотно впливає на остаточний вигляд поверхнi. Далi для всiх елементiв

масиву (точок поверхнi) (x, y) розраховується значення висот z згiдно до фор-

мули

z = r2 − (x− xr)2 − (y − yr)2. (1.33)

У разi z(x, y) > 0 висота z додається до значення вiдповiдного елемен-

та масиву. Далi знову генерується випадкова точка (xr, yr), випадковий радiус

r, i описанi дiї повторюються. Нехай процедура повторюється n разiв. Зазна-

чимо, що величина n iстотно впливає на характер отриманої поверхнi. Пiсля

закiнчення описаної процедури проводиться масштабування висот поверхнi z

вiд 0 до 1, i отримана поверхня “спускається” до нульового рiвня. Це легко

здiйснити, якщо всi висоти z(x, y) перерахувати згiдно до спiввiдношення

z =
z − zmin

zmax − zmin
, (1.34)

де zmin, zmax – мiнiмальне та максимальне значення z у масивi до масштабу-

вання. На рис. 1.7 показанi отриманi таким чином поверхнi. Верхня поверх-

ня (лiворуч) у площинi xy має 200× 200 точок, нижня (праворуч) – 400× 200.

Випадкова величина радiуса r для обох поверхонь вибиралася у дiапазонi
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вiд 0 до 50. Кiлькiсть iтерацiй для верхньої поверхнi n = 1000, для нижньої

n = 2000, оскiльки її площа є у два рази бiльшою. Координати xr, yr при ге-

неруваннi обох поверхонь вибиралися згiдно визначеного дiапазону масиву,

тобто для верхньої поверхнi обидвi координати вибиралися у межах вiд 0 до

199, а для нижньої – y ∈ [0, 199], x ∈ [0, 399]. Пiсля формування таким чи-

ном поверхонь кожне значення z було пiднесене до квадрату, що дозволило

“притиснути” краї поверхонь до низу, а виступи зробити бiльш високими, у

порiвняннi з загальною картиною.
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Рисунок 1.7 – Зовнiшнiй вигляд верхньої (лiворуч) та нижньої (праворуч) поверхонь тертя,
отриманих за допомогою застосування пагорбного алгоритму (Hill Algorithm).

Пiсля того, як поверхнi отриманi, їх необхiдно пiдготувати для постав-

леної задачi. Оскiльки верхня поверхня буде ковзати по нижнiй, всi її точки

слiд дзеркально вiдобразити щодо площини xy вниз, тобто всi елементи ма-

сиву верхньої поверхнi перераховуються згiдно з спiввiдношенням z = 1 − z.

Далi, щоб уникнути перетину площин (значення висот верхньої i нижньої по-

верхонь знаходяться в дiапазонi вiд 0 до 1), при кожнiй фiксованiй координатi

y для верхньої поверхнi знаходиться мiнiмальне значення висоти zmin, а для

нижньої – максимальне zmax i визначається величина ∆z = zmin − zmax. Та-

ким чином, отримуємо 200 значень ∆z для всiх наявних осей y. З цих значень

вибирається мiнiмальне ∆zmin, i верхня поверхня згiдно до замiни її елементiв

z = z − ∆zmin приводиться у дотикання з нижньою пiд час руху. Тепер по-

верхнi при перемiщеннi не будуть перекриватися, проте в деяких точках (при-

наймнi в однiй) дотикаються. Далi кожен елемент обох масивiв поверхонь до-
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множується на величину l = 10−9 м, пiсля чого верхня поверхня “пiднiмаєть-

ся” на 0.5 нм згiдно до замiни z = z + 0.5 · 10−9 м. Виберемо лiнiйний розмiр

сторiн верхньої квадратної поверхнi L = 1.2 · 10−5 м, тодi її площа становить

A = L2 = 0.144·10−9 м2, а вiдстань мiж точками по осях x i y на обох поверхнях

буде дорiвнювати

Sx,y =
L

200
= 6 · 10−8 м. (1.35)

У результатi маємо двi нанорозмiрнi поверхнi необхiдних розмiрiв з од-

наковими властивостями.

На рис. 1.8 показано масштабування поверхнi у виглядi карти висот, де

координати x i y є не номерами точок, як на рис. 1.7, а просторовi координа-

ти у мiкрометрах, де за початок вiдлiку взято лiвий нижнiй кут. На малюнку

на легендi вiдтiнками сiрого видiленi значення висот поверхонь у нанометрах.

Оскiльки при пiдготовцi верхньої поверхнi вона була iнвертована, виступи на

нiй тепер вiдповiдають меншим значенням z. Тому для того, щоб на рис. 1.8 на

обох поверхнях виступам вiдповiдали свiтлi дiлянки, значення висот на лiвiй

поверхнi збiльшуються вiд свiтлого до темного, а на правiй – навпаки.

Рисунок 1.8 – Карта висот верхньої (лiворуч) та нижньої (праворуч) поверхонь тертя пiсля
масштабування. Координати x i y приведенi у мкм, висоти на легендах – у нм.

Розглянемо кiнетику системи, показаної на рис. 1.6, де в ролi верхньої

та нижньої поверхонь тертя виступають поверхнi, що показанi на рис. 1.8.

Для цього необхiдно чисельно розв’язувати систему диференцiальних рiвнянь
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(1.29), (1.31) з урахуванням визначень (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.32).

Оскiльки область контакту мiстить 200 × 200 = 40000 доменiв, на кожному

кроцi чисельного iнтегрування для всiх доменiв окремо визначаються величи-

ни h[i][j], εel[i][j], ϕ[i][j], σel[i][j], F [i][j], де i – цiлочисловий iндекс точки поверх-

нi по осi X , а j – iндекс, що вiдповiдає осi Y (обидва iндекси змiнюються вiд

0 до 199). При цьому вважаємо, що температура мастила T постiйна для всiх

доменiв, що вiдповiдає випадку ультратонкого мастила, коли надлишкове теп-

ло, що виникає пiд час руху у зонi контакту, швидко передається поверхням

тертя (термостату або навколишньому середовищу). Зазначимо, що у процесi

руху верхньої поверхнi величини h[i][j] будуть змiнюватися, оскiльки цi висоти

являють собою вiдстань мiж вiдповiдними точками верхньої та нижньої повер-

хонь, що труться. Для врахування цього факту вводиться цiлочислова змiнна

s = integer

(
X

Sx,y

)
, (1.36)

яка описує зсув верхньої поверхнi вiдносно нижньої. Тут X – координата

верхнього поверхнi, що треться, на початку руху при t = 0 дорiвнює нулю,

а Sx,y (1.35) – вiдстань мiж точками поверхнi по осi X . Тодi h[i][j] легко визна-

чити як

h[i][j] = top[i][j]− bottom[i + s][j], (1.37)

де top[200][200] – масив, що мiстить шкалу висот верхньої поверхнi,

bottom[400][200] – масив висот нижньої. З виразу (1.37) видно, що зсув верх-

ньої поверхнi проводиться у напрямку осi X , тому як координати Y (iндекс j)

для обох поверхонь у процесi руху не змiнюються. При чисельному розв’язку

рiвняння руху (1.29) будемо на кожному часовому кроцi для всiх доменiв окре-

мо чисельно розв’язувати диференцiйне рiвняння (1.31), визначаючи поточнi

значення величин параметра порядку ϕ[i][j], якi залежать вiд попереднiх зна-

чень масиву ϕ[i][j]. На початку руху (t = 0) всiм елементам масиву ϕ[i][j] при-

своюється значення ϕ0 = 0.5, тобто спочатку мастило однорiдне у просторi
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i знаходиться у твердоподiбному станi. Далi, знаючи значення параметра по-

рядку для всiх доменiв, внесок у силу тертя вiд кожного з них розраховується

за модифiкованою формуло (1.25):

F [i][j] =

[
σel[i][j] + k sgn(V )

(
|V |
h[i][j]

)γ+1
]
L2

N 2
, (1.38)

де A = L2 = 0.144 · 10−9 м2 – ранiше введена площа областi контакту, N 2 –

загальна кiлькiсть доменiв. Пiсля розрахунку значень (1.38) дiюча сила тертя

визначається як сума всiх елементiв масиву (всього N 2 = 40000) i це значен-

ня використовується для розв’язання кiнетичного рiвняння (1.29). При цьому

розраховуються новi значення X , V , ∆X , i процедура повторюється знову. У

рiвняннi (1.38) швидкiсть V не має iндексiв, оскiльки верхня поверхня є абсо-

лютно жорсткою i рухається як єдине цiле.

Для чисельного iнтегрування описаних рiвнянь використовується iтера-

цiйний метод Ейлера [54, 58] з кроком по часу ∆t = 10−7 с. Iтерацiйна про-

цедура продовжується до тих пiр, доки значення цiлочислової змiнної зсуву

s (1.36) не стане рiвним 200, тобто поки верхня поверхня не дiйде до кiнця

нижньої. При вибраних параметрах для цього потрiбно бiльше нiж 9 · 107 iте-

рацiй, на кожнiй iтерацiї необхiдно розраховувати N 2 = 40000 значень ма-

сивiв h[i][j], εel[i][j], ϕ[i][j], σel[i][j], i в пiдсумку F [i][j], що суттєво сповiльнює

чисельний розрахунок, роблячи його нездiйсненним на сучасному персональ-

ному комп’ютерi. Однак, оскiльки у рамках запропонованого пiдходу домени

не взаємодiють один з одним, значення масивiв на кожному кроцi також роз-

раховуються незалежно. Це дозволяє для обчислень значень застосувати ро-

зроблену компанiєю NVIDIA у 2007 роцi паралельну архiтектуру CUDA [102],

яка використовується для виконання неграфiчних обчислень на унiверсальних

графiчних процесорах (GPU) вiдеокарт компанiї NVIDIA. Оскiльки рiвняння

руху (1.29) пiсля обчислення значення повної сили тертя F як суми елемен-

тiв (1.38) розраховується на центральному процесорi (CPU), його частота та-
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кож iстотно впливає на час чисельного розрахунку. Нами використовувалася

система на основi центрального процесора Intel Core 2 Quad Q9400, що прац-

ює на частотi 2.66 GHz i вiдеокарта Palit GeForce GTX 570 Sonic 1280MB, яка

має 480 унiверсальних процесорiв, кожен з яких працює на частотi 1.4 GHz.

При цьому час виконання програми (розрахунку залежностей, наведених на

рис. 1.9) склав 5 годин 32 хвилини.
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Рисунок 1.9 – Залежностi сили тертя F (мН), координати верхнього блоку X (мкм) i його
швидкостi V (мкм/с) вiд часу t (с) при параметрах рис. 1.5 i k = 1.5 · 105 Па·с1/3, γ = −2/3,
δ = 100 Дж−1·м3/с, K = 600 Н/м, M = 0.5 кг, T = 200 K, V0 = 1400 нм/с.

Отриманi у результатi розв’язку зазначених рiвнянь залежностi показанi

на рис. 1.9. При вибранiй температурi T у станi спокою (εel = 0) мастило твер-

доподiбне. У момент часу t = 0 вiльний кiнець пружини починає рiвномiрний

рух зi швидкiстю V0 = 1.4 мкм/с. На початковому етапi змiнна s, що описує

зрушення, приймає нульове значення, тому зi зростанням швидкостi V для всiх

доменiв зростають компоненти сили тертя (1.38). За рахунок зростання швид-
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костi також збiльшуються значення пружних деформацiй εel[i][j], що приво-

дить до зростання пружних компонент напруження σel[i][j]. Оскiльки спочатку

швидкiсть V iстотно менше значення V0, пружина розтягується, i розтягнення

∆X збiльшується. З плином часу збiльшується координатаX , встановлюєть-

ся ненульове значення s (1.36), i вiдбувається перерахунок h[i][j]. Це приво-

дить до порушення перiодичностi, що особливо видно на залежностi V (t). Для

кожного домену виконання умови плавлення V > Vc0 буде вiдбуватися у рiзнi

моменти часу, оскiльки критична швидкiсть Vc0 (1.27) пропорцiйна вiдстанi мiж

“площинами” поверхонь h[i][j], яку обмежують вiдповiднi домени. Тому у кож-

ний момент часу мастило в одних мiсцях поверхнi твердоподiбне, а в iнших рi-

диноподiбне. Однак, як видно з рисунку, iснують моменти часу, коли швидкiсть

руху V багатократно збiльшується. Ця ситуацiя вiдповiдає повному плавлен-

ню мастильного матерiалу, оскiльки при багаторазовому збiльшеннi V для всiх

доменiв виконується умова V > Vc0. При плавленнi напруження σel[i][j] прий-

мають нульовi значення, за рахунок чого i зростає швидкiсть проковзування

верхнього блоку V , оскiльки пружнi складовi сил тертя F [i][j] стають рiвними

нулю. При цьому блок швидко перемiщується на велику вiдстань, про що свiд-

чить збiльшення кута нахилу залежностi X(t) до осi абсцис пiсля плавлення.

Оскiльки тепер блок рухається зi швидкiстю V , яка iстотно перевищує швид-

кiсть руху вiльного кiнця пружини V0, пружина стискається, зменшується роз-

тягнення ∆X , а разом з ним i пружна силаK∆X , що приводить до руху. Умова

V < V 0
c знову ж для всiх доменiв вiдбувається у рiзний час, тому при затвер-

дiннi формується неоднорiдна доменна структура. Варто вiдзначити, що хоча

представленi на рис. 1.9 залежностi не є строго перiодичними, вони близькi до

перiодичного вигляду, що також пiдтверджують дослiдження поведiнки взає-

модiючих шорстких поверхонь при їх взаємному перемiщеннi з урахуванням

пружностi [103]. Зазначимо, що переривчастий режим руху stick − slip, що

показаний на рис. 1.9, спостерiгався Боуденом i Тейбором бiльше 50 рокiв то-

му [104] при проведеннi експериментiв для визначення впливу молекулярної
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ваги полiмерiв на коефiцiєнт тертя.
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Рисунок 1.10 – Залежностi F (t) i V (t), наведенi на рис. 1.9 на вiдрiзку часу t ∈ [7.5, 7.8] (с)
i розподiл значень параметра порядку ϕ(x, y) по площi контакту поверхностей для чотирьох
обраних моментiв часу t = 7.57, 7.61, 7.73, 7.74 (с).

Розглянемо бiльш докладно перехiд мiж кiнетичним режимом ковзання

i сухим тертям. На рис. 1.10 наведено залежностi сили тертя F i швидкостi ко-

взання V вiд часу, показанi на рис. 1.9, однак для обмеженого промiжку часу.

На рисунку обранi чотири моменти часу, для яких наведенi розподiли значень

параметра порядкуϕ по площi ковзання. Координати x i y на цих рисунках вiд-

повiдають значенням, якi представленi на рис. 1.8 для верхньої поверхнi, що

треться. Координати X точок поверхонь верхнього блоку тертя можуть бути

розрахованi як

X = x+ sSx,y, (1.39)

де змiнна зсуву s (1.36) для 4-х збiльшуваних на рис. 1.10 моментiв часу прий-

мають значення 161, 162, 174, 174. Проаналiзуємо отриманi данi. Як видно на

залежностi F (t), у момент часу t = 7.57 с в системi реалiзується режим су-
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хого тертя, що характеризується високим значенням сили тертя i малою ве-

личиною швидкостi зсуву V . На вiдповiдному просторовому розподiлi ϕ(x, y)

видно, що параметр порядку практично скрiзь приймає значення ϕ > 0, однак

присутнi темнi дiлянки, де мастило близьке до рiдиноподiбного стану. Оскiль-

ки кiлькiсть доменiв з твердоподiбним мастилом значно перевищує кiлькiсть

доменiв з рiдиноподiбною структурою, встановлюється режим сухого тертя.

Момент часу t = 7.61 с вiдповiдає режиму ковзання, оскiльки сила тертя F

рiзко зменшується, а швидкiсть зсуву V зростає. Якщо подивитися на вiдпо-

вiдну залежнiсть ϕ(x, y), то видно, що по всiй площинi контакту реалiзуються

значення ϕ ∼ 10−14, що вiдповiдає рiвню обраної iнтенсивностi бiлого шуму

D (1.32). Таким чином, всi домени перебувають у розплавленому станi. У на-

ступний розглянутий момент часу t = 7.73 с вiдбувається збiльшення сили

тертя F , а також зниження швидкостi V (на залежностi V (t) при зростаннi F

в околi обраного часу спостерiгається перегин). Таким чином, система пере-

ходить у режим сухого тертя. Однак, як видно з вiдповiдного рисунка ϕ(x, y),

не всi домени при цьому мають твердоподiбну структуру. Рiдиноподiбну струк-

туру у даний момент часу має бiльша кiлькiсть доменiв (темнi дiлянки залеж-

ностi). I пiсля повного затвердiння (t = 7.74 с) всi домени характеризуються

значенням ϕ > 0, однак на вiдповiднiй залежностi ϕ(x, y) є бiльш темнi дi-

лянки, для яких модуль зсуву приймає найменше значення. Зазначимо, що за-

лежностi ϕ(x, y) для останнiх двох моментiв часу характеризуються однако-

вими величинами s = 174. Таким чином, їх принципова вiдмiннiсть викликана

не змiною набору значень h[i][j], а релаксацiйними процесами у мастильному

матерiалi. Якщо ж параметр s при русi довгий час залишається постiйним, то

картина ϕ(x, y) повнiстю визначається набором h[i][j] при iнших фiксованих

параметрах. Це вiдбувається за рахунок того, що при обраному значеннi кi-

нетичного коефiцiєнта δ вiдбувається швидка релаксацiя параметра порядку

ϕ до сталого значення, що визначається величиною h. Однак, у нанотриболо-

гiчних системах, у порiвняннi з об’ємними мастилами, часи релаксацiї можуть
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вiдрiзнятися на порядки величин в залежностi вiд створених умов, тому варi-

юванням значення δ при необхiдностi можна домогтися якiсного опису рiзних

ефектiв, що спостерiгаються експериментально, таких, наприклад, як ефекти

пам’ятi, коли час релаксацiї напружень багатократно перевищує час спосте-

реження процесiв пiд час експерименту [11]. Зазначимо, що залежнiсть сили

тертя вiд часу, що представлена на рис. 1.10, має особливостi (два максимуми

пiсля плавлення), якi докладно описанi ранiше у роботi [58].

1.3 Вплив адитивних шумiв на самоподiбну поведiнку зсувного плав-

лення

1.3.1 Постановка моделi та рiвняння Фоккера-Планка

Загальний вираз для густини вiльної енергiї системи, що зазнає зсувне

плавлення, в однорiдному випадку може бути записано у виглядi [46]

F (ρ, θ) =
a1ρ

2

2
− b1ρ

3

3
+
c1ρ

4

4
+
αρ2

2

(
a2θ

2

2
− b2θ

3

3
+
c2θ

4

4

)
, (1.40)

де параметр порядку ρ має значення iнтенсивностi брегiвських рефлексiв. Па-

раметр θ описує вiдхилення, що виникають пiд час руху частинок, тобто фак-

тично являє деформацiю шарiв. Для твердоподiбного стану при малих або ну-

льових вiдхиленнях θ = 0. Також у твердоподiбнiй фазi, коли ми маємо упо-

рядкування, ρ > 0. Коли ж система зазнає плавлення змiщенням, навпаки,

встановлюється стацiонарне значення ρ = 0. Вiдзначимо, що у роботi [46]

енергiя (1.40) записана, грунтуючись на результатах моделювання броунiвсь-

кої динамiки багаточастинкової моделi. Аналiзуючи отриманi результати, ав-

тори [46] обирають параметри у потенцiалi (1.40): a1 = 0.85, b1 = 5.8, c1 = 8.0,

a2 = 1.3644, b2 = 8.7105, c2 = 13.674. Надалi ми також будемо використову-

вати цi значення. Зазначимо, що параметр зв’язку α не є константою, i його

вплив на поведiнку системи також дослiджується у роботi [46].
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Використовуючи енергiю (1.40), запишемо систему еволюцiйних рiвнянь

типу Ландау-Халатнiкова [46]:

ρ̇ = − 1

γρ

∂F (ρ, θ)

∂ρ
+ ξρ(t), (1.41)

θ̇ = − 1

γθ

∂F (ρ, θ)

∂θ
+ Ω + ξθ(t), (1.42)

де бiлий шум ξq(t) має моменти

〈ξq(t)〉 = 0, 〈ξq(t)ξq(t+ τ)〉 = 2Dqδ(τ), (1.43)

де q = ρ, θ i введенi iнтенсивностi шуму Dq, причому шуми ξρ(t) i ξθ(t) не коре-

люють мiж собою.

У рiвняннi (1.42) введено параметр Ω, який задає ефект вiдносного ру-

ху поверхонь. Основна iдея введення цього параметра у тому [46], що при

вiдсутностi сил i шумiв останнє рiвняння перетворюється у спiввiдношення

θ̇ = Ω. Це нагадує використовуваний нами ранiше при описi зсувного плав-

лення в ультратонких мастильних шарах вираз ε̇ = V/h (спiввiдношення (1.26)

у роздiлi 2), де ε – повна деформацiя у шарi, V – вiдносна швидкiсть зсуву

поверхонь, h – товщина шару мастила. Таким чином, параметр Ω задає швид-

кiсть руху взаємодiючих шарiв.

Вiдзначимо, що у випадку Ω = 0 система описується вiльної енергiєю

(1.40). Ситуацiя Ω 6= 0, згiдно до структури рiвнянь (1.41) та (1.42), вiдповiдає

енергiї

F ′(ρ, θ) = F (ρ, θ)− θΩγθ, (1.44)

що вiдрiзняється вiд початкового виразу наявнiстю останнього доданку. Таким

чином, рух у системi змiнює стацiонарнi стани [46]. Далi будемо використову-

вати узагальнений вираз (1.44).

На рис. 1.11 показана тривимiрна залежнiсть F ′(ρ, θ). У вiд’ємнiй об-

ластi параметрiв ρ i θ потенцiал (1.44) зростає, а величина швидкостi Ω визна-
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чає нахил прямої F ′(θ) при ρ = 0. Вiдповiдно до вигляду потенцiалу, наведено-

го на рис. 1.11, за вiдсутностi шуму при стацiонарному значеннi ρ = 0 параметр

θ буде монотонно збiльшуватися з часом. Однак при наявностi шуму цього не

вiдбувається, а реалiзуються постiйнi переходи мiж двома (або бiльше) точ-

ками, що притягуються. Однiй iз цих точок вiдповiдає мiнiмум при ρ 6= 0, що

показаний на рис. 1.11. У роботi [46] чисельно дослiджено вплив iнтенсивно-

стi шуму, а також параметрiв α i Ω на поведiнку системи. Запишемо аналiтичнi

вирази, що дозволяють проводити такий аналiз.

Рисунок 1.11 – Вiльна енергiя F ′(ρ, θ) (1.44) при параметрах α = 0.17, Ω = 0.08, γθ = 0.05.

Для загального розгляду наведемо рiвняння Фоккера-Планка (РФП).

Системi рiвнянь (1.41) i (1.42) може бути поставлено у вiдповiднiсть двови-

мiрне рiвняння виду [105, 106]:

∂P (ρ, θ)

∂t
=

∂

∂ρ

[
1

γρ

∂F ′(ρ, θ)

∂ρ
P (ρ, θ)

]
+

∂

∂θ

[
1

γθ

∂F ′(ρ, θ)

∂θ
P (ρ, θ)

]
+

+ Dρ
∂2

∂ρ2
P (ρ, θ) +Dθ

∂2

∂θ2
P (ρ, θ). (1.45)

У роботi [46] чисельно розглядається випадок, коли часи релаксацiї γρ =

γθ = γ та iнтенсивностi шумiвDρ = Dθ = D є тотожними величинами. У цьому
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випадку рiвняння (1.45) може бути переписано у спрощеному виглядi:

γ
∂P (ρ, θ)

∂t
=

∂

∂ρ

[
∂F ′(ρ, θ)

∂ρ
P (ρ, θ)

]
+

∂

∂θ

[
∂F ′(ρ, θ)

∂θ
P (ρ, θ)

]
+

+ γD

(
∂2

∂ρ2
P (ρ, θ) +

∂2

∂θ2
P (ρ, θ)

)
. (1.46)

Тепер обидва коефiцiєнти дрейфу в точностi представляють похiднi вiд

потенцiалу (1.44). У стацiонарному випадку ∂P (ρ, θ)/∂t = 0 розв’язок рiвнян-

ня (1.46) добре вiдомий i дає щiльнiсть iмовiрностi виду [105, 106]:

P (ρ, θ) = C exp

{
−F

′(ρ, θ)

γD

}
, (1.47)

деC – нормуюча постiйна, а F ′(ρ, θ), як i ранiше, визначається виразом (1.44).

Нагадаємо, що коефiцiєнт γ входить також i до спiввiдношення для енергiї

F ′(ρ, θ) (1.44). Вигляд розподiлу (1.47) без урахування значення нормуючої

константи C показаний на рис. 1.12. З рисунка видно, що зi зростанням iн-

тенсивностi шуму D збiльшується iмовiрнiсть переходiв мiж твердоподiбним i

рiдиноподiбним станами. У роботi [46] такi переходи докладно дослiджуються

чисельно при рiзних значеннях Ω та α, тому зупинимося на одному наборi вже

обраних значень.

Для чисельного розв’язку рiвнянь (1.41), (1.42) достатньо скористати-

ся методом Ейлера [58]. При цьому рiвнянням вiдповiдає наступна iтерацiйна

процедура [58]:

ρi+1 = ρi −
∆t

γρ

(
a1ρi − b1ρ

2
i + c1ρ

3
i + αρiV (θi)

)
+
√

∆tWρi, (1.48)

θi+1 = θi −
αρ2

i∆t

2γθ

(
a2θi − b2θ

2
i + c2θ

3
i

)
+ ∆tΩ +

√
∆tWθi, (1.49)

де потенцiал V (θi) задається виразом у дужках енергiї (1.40). Випадковi

сили Wq визначаються згiдно до стандартної процедури [143]

Wq =
√

2Dq

√
−2 ln rq1 cos (2πrq2), rqi ∈ (0; 1], (1.50)
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Рисунок 1.12 – Ненормований розподiл (1.47) при параметрах рис. 1.11 при значеннях iнтен-
сивностi шуму: а) D = 0.025; б) D = 0.2.

а псевдовипадковi числа rq1, rq2 характеризуються рiвномiрним розподiлом.

На рис. 1.13 i рис. 1.14 показанi часовi траєкторiї ρ(t), θ(t), що отри-

манi при чисельному розв’язаннi системи рiвнянь (1.48) i (1.49).4 При обра-

них параметрах згiдно до рисункiв вiдбуваються постiйнi спонтаннi переходи

мiж рiдиноподiбним (ρ = 0) та твердоподiбним (ρ 6= 0) станами. Однак, на

рис. 1.13 iмовiрнiсть переходiв мiж впорядкованим i невпорядкованим стана-

ми менше, оскiльки вiн побудований при меншому значеннi iнтенсивностi шу-

му D. У правих частинах рисункiв приведено чисельно визначенi одновимiрнi

щiльностi iмовiрностей Pρ(ρ) i Pθ(θ). Вiдповiднi часовi ряди для знаходження

щiльностi iмовiрностей розраховувалися на iнтервалi часу t ∈ [0; 106] з кроком

∆t = 10−3, тобто кожен ряд мав 109 точок. Цим i пояснюється гладкий вигляд

залежностейPρ(ρ) iPθ(θ), якi також пiдпорядковуються одновимiрним умовам

нормування:
+∞∫
0

Pρ(ρ)dρ = 1,

+∞∫
−∞

Pθ(ρ)dθ = 1, (1.51)

де iнтенсивнiсть брегiвських рефлексiв ρ вимiрюється вiд нуля. Останнi умови

також були врахованi чисельно. Таким чином, площi пiд кривими iмовiрностей
4На рисунках наведенi абсолютнi значення параметра ρ, оскiльки область ρ < 0 не має фiзичного значення.
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на рис. 1.13 i рис. 1.14 дорiвнюють одиницi. Зазначимо, що форма кривих для

одновимiрних щiльностей iмовiрностей на рисунках пiдтверджує вигляд дво-

вимiрної поверхнi, показаної на рис. 1.12. У роботi [46] проведено детальний

аналiз описаної ситуацiї, де грунтуючись на виглядi одновимiрної щiльностi

iмовiрностi Pρ чисельно розраховуються фазовi дiаграми з наявнiстю обла-

стей кристалiзацiї, рiдиноподiбної поведiнки, а також областi, у якiй вiдбува-

ються спонтаннi переходи мiж зазначеними станами (stick-slip режим). Тому

вивчення даного питання не є метою представленої роботи. Зосередимо увагу

на випадку, коли iнтенсивнiсть одного iз шумiв багаторазово перевищує iнтен-

сивнiсть iншого i покажемо, що у цьому випадку встановлюється самоподiбна

поведiнка твердоподiбної системи [50].

Рисунок 1.13 – Часовi залежностi абсолютного значення параметра порядку ρ, величини θ,
а також їх щiльностi iмовiрностей Pρ(ρ), Pθ(θ) при параметрах рис. 1.11 i γρ = γθ = 0.05,
Dρ = Dθ = 0.025.

1.3.2 Самоподiбна поведiнка

Для з’ясування поведiнки системи у загальному випадку (коли часи ре-

лаксацiї i iнтенсивностi шумiв мають рiзнi значення) можна розв’язати за-

гальне рiвняння Фоккера-Планка (1.45). Однак зазначене рiвняння є рiвнян-

ням другого порядку в частинних похiдних, що в деякiй мiрi ускладнює ситуа-
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Рисунок 1.14 – Вiдповiднi до рис. 1.13 залежностi, але при Dρ = Dθ = 0.2.

цiю. Тим бiльше, нас не цiкавить розподiл iмовiрностi процесу на початковому

етапi, а iнтерес представляє тiльки стацiонарний вигляд розподiлу. Це дозво-

ляє замiнити розв’язок вiдповiдного РФП (1.45) чисельним аналiзом вихiд-

ної системи (процедура (1.48), (1.49)). У роботi [50] проводиться аналiтичний

аналiз з визначенням областей iснування рiзних самоподiбних режимiв, однак

рiвняння (1.48), (1.49) мають бiльш складну структуру, що ускладнює такий

аналiз. Тому обмежимося у рамках даного роздiлу чисельним моделюванням.

На рис. 1.15 показана розрахована ненормована щiльнiсть iмовiрностi

Pρ(ρ) для рiзних спiввiдношень мiж величинами iнтенсивностей шумiв, при-

чому для всiх кривих значення Dθ не змiнюється.5 З рисунка можна зробити

висновок, що величина iнтенсивностi шуму Dρ критичним чином впливає на

поведiнку системи. Наприклад, кривi 1 i 2 показують поведiнку системи у дво-

фазнiй областi, оскiльки реалiзуються два максимуми iмовiрностi. Причому

для кривої 1 максимум бiльш виражений при ρ = 0, а крива 2 вiдповiдає ви-

падку, коли система бiльше часу знаходиться у твердоподiбному станi (ρ 6= 0).

Зi зменшенням iнтенсивностi шуму Dρ (кривi 3–8) двофазна область зникає,
5При розрахунку кривих вiдповiднi часовi ряди розраховувались на часовому iнтервалi t ∈ [0; 2 · 107] з кроком

∆t = 10−3. Таким чином, кожний часовий ряд мав 2 · 1010 точок. Пiсля цього проводився пiдрахунок кiлькостi
влучень значень ряду в той чи iнший iнтервал ρ. На заключному рис. 1.15 кожна крива побудована на 2 · 105

точках, тобто була обрана така кiлькiсть iнтервалiв на осi ρ вiд значення 10−5 до 3. Розрахованi значення ρ на
заданому iнтервалi не пiднiмались вище значення 3. Пiсля цього кiлькiсть влучень у кожний iнтервал дiлилось
на загальну кiлькiсть точок у рядовi, таким чином кривi “спускалися” донизу.
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оскiльки реалiзується лише нульовий максимум Pρ(ρ). Причому лiнiйна дiлян-

ка iмовiрностi при невеликих ρ при пониженнi iнтенсивностi шуму Dρ змен-

шується (кривi 3–5). Для кривих 6–8 вже виконується умова

Dθ � Dρ, (1.52)

яка у нашому випадку в областi малих значень параметра порядку ρ приво-

дить до самоподiбного вигляду щiльностi розподiлу [50]. Справа в тому, що у

випадку (1.52) в областi малих ρ функцiя розподiлу стає однорiдною [50, 113]:

Pρ(ρ) ∼ ρ−a (1.53)

i вiдповiдає самоподiбнiй системi, для якої вiдсутнiй характерний масштаб па-

раметра ρ (a < 1 – показник розподiлу, який визначає нахил розподiлу на

лiнiйнiй дiлянцi) [108]. Зазначимо, що режиму самоорганiзованої критичностi

(СОК) вiдповiдає значення a = 1.5. У випадку, показаному на рис. 1.15, зна-

чення a ≈ 1.

Рисунок 1.15 – Щiльнiсть iмовiрностi Pρ(ρ), розрахована при Dθ = 10−2. Кривi 1–8 вiдпо-
вiдають значенням Dρ = 100, 10−1, 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25. Крива 7 розташована
мiж кривими 6 та 8, цифрою на рисунку не позначена.

На рис. 1.16 показанi часовi ряди ρ(t), що вiдповiдають параметрам кри-
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вих 8 i 6 на рис. 1.15. Залежностi приведенi у логарифмiчному масштабi, для

кращого визначення дiапазону значень параметра порядку, де встановлюєть-

ся самоподiбна поведiнка (рiзкi збiльшення значень параметра порядку видно

як на малих, так i на великих масштабах). Залежностi на рис. 1.16а вiдповi-

дає менша iнтенсивнiсть шумуDρ, що приводить до самоподiбної поведiнки на

бiльшому дiапазонi масштабiв, що видно iз залежностi. Рис. 1.16б, для якого

функцiя розподiлу згiдно рис. 1.15 у деякому iнтервалi ρ також є самоподiб-

ною, демонструє змiну параметра ρ на меншому дiапазонi масштабiв. Часо-

вi ряди при однакових iнтенсивностях шуму наведенi на рис. 1.14 i рис. 1.15,

для яких самоподiбна поведiнка не спостерiгається. Таким чином, степеневий

вигляд функцiї розподiлуPρ(ρ) обмежений i мiнiмальним значенням параметра

ρ, яке зменшується при зменшеннi величини Dρ.

Рисунок 1.16 – Часовi залежностi ρ(t), що вiдповiдають параметрам рис. 1.15: а –Dρ = 10−25;
б – Dρ = 10−10.

1.3.3 Статистичний аналiз часових рядiв

Як було зазначено у попередньому роздiлi, характерною особливiстю

часових залежностей параметра порядку, отриманих для значень iнтенсивно-

стей шуму Dρ = 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривi 3–8 на рис. 1.15), є
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наявнiсть у обмеженому дiапазонi степеневого вигляду функцiї щiльностi роз-

подiлу, i, як наслiдок, самоподiбна структура ряду. Слiд зазначити, що розра-

хованi у попередньому роздiлi статистичнi параметри не дають повної iнфор-

мацiї про поведiнку ряду, зокрема про його передбачуванiсть. Так, при розра-

хунку стандартних статистичних параметрiв для самоподiбних рядiв не врахо-

вується вiдсутнiсть характерного масштабу у рiзнi моменти часу. Дана особ-

ливiсть може бути врахована в рамках так званого скейлiнгового аналiзу. Од-

нiєю iз можливих методик розгляду локальних властивостей часових залеж-

ностей є метод мультифрактального флуктуацiйного аналiзу [109], що дозво-

ляє дослiдити часовi ряди рiзної природи [110, 111].

Алгоритм зазначеного методу зводиться до наступних крокiв (оригi-

нальнiй опис приведено у роботi [109]). Спочатку, для розглянутого ряду x(k),

k = 0, 1, 2, ..., N видiляється флуктуацiйний профiль

y(i) =
i∑

k=1

[x(k)− x̄], (1.54)

вiдрахований вiд середньої величини x̄. Потiм отриманi значення y(i)

розподiляються по непересiчним сегментам довжини s, число яких дорiвнює

цiлому значеннюNs = [N/s]. Так як довжина рядуN не завжди кратна обранiй

шкалi s, то у загальному випадку остання частина мiстить число точок менше,

нiж s. Для врахування цього залишку слiд повторити процедуру подiлу на сег-

менти, починаючи з протилежного кiнця ряду. У результатi повне число сег-

ментiв, що володiють довжиною s, складе 2Ns.

Оскiльки змiна випадкової величини y(i) вiдбувається поблизу значен-

ня yν(i) 6= 0, обумовленого певною тенденцiєю (трендом) еволюцiї ряду, то

далi слiд знайти локальний тренд yν(i) для кожного iз 2Ns сегментiв. При цьо-

му найпростiше використовувати метод найменших квадратiв, представляючи

тренд yν(i) полiномом, степiнь якого вибирається таким чином, щоб забезпе-

чити iнтерполяцiю з помилкою, що не перевищує задану межу. Наступним ета-



49

пом є визначення дисперсiї

F 2(ν, s) =
1

s

s∑
i=1

{y [(ν − 1) s+ i]− yν(i)}2, (1.55)

для сегментiв ν = 1, ..., Ns, що слiдують у прямому напрямку, i вiдповiдне зна-

чення

F 2(ν, s) =
1

s

s∑
i=1

{y [N − (ν −Ns) s+ i]− yν(i)}2, (1.56)

для зворотної послiдовностi ν = Ns + 1, ..., 2Ns.

На наступному кроцi проводиться узагальнення дисперсiї

Fq(s) =

{
1

2Ns

2Ns∑
ν=1

[
F 2(ν, s)

]q/2}1/q

(1.57)

шляхом пiднесення виразiв (1.55), (1.56) до степенi q i подальшим усереднен-

ням за всiма сегментами. Оскiльки при q = 0 рiвнiсть (1.57) мiстить невизна-

ченiсть, то замiсть нього слiд використовувати межовий вираз

F0(s) = exp
1

4Ns

2Ns∑
ν=1

ln[F 2(ν, s)]. (1.58)

Змiнюючи часову шкалу s при фiксованому показнику q, знаходимо за-

лежнiсть Fq(s), представляючи її у подвiйних логарифмiчних координатах. Як-

що дослiджуваний ряд зводиться до самоподiбної множини, що проявляє да-

лекодiючi кореляцiї, то флуктуацiйна функцiя Fq(s) представляється степене-

вою залежнiстю

Fq(s) ∝ sh(q) (1.59)

з узагальненим показником Херста h(q), величина якого визначається пара-

метром q. Iз визначень (1.57), (1.59) випливає, що при q = 2 цей показник

зводиться до класичного показника Херста H. Для часових рядiв, якi вiдповi-

дають монофрактальнiй множинi, флуктуацiйна функцiя F 2(ν, s) однакова для

всiх сегментiв ν, i узагальнений показник Херста h(q) = H не залежить вiд па-
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раметра деформацiї q. Для мультифрактальних рядiв при додатних q основний

внесок у функцiю Fq(s) дають сегменти ν, що проявляють великi вiдхилення

F 2(ν, s), а при вiд’ємних q домiнують сегменти з малими значеннями дисперсiї

F 2(ν, s). У результатi можна зробити висновок, що при вiд’ємних значеннях

q узагальнений показник Херста h(q) описує сегменти, якi проявляють малi

флуктуацiї, а при додатних – великi [109, 112].

При реалiзацiї викладеного алгоритму слiд мати на увазi, що iз зростан-

ням розмiру сегментiв до s > N/4, функцiя Fq(s) втрачає статистичну iнфор-

мативнiсть зважаючи на малiсть числа Ns < 4 сегментiв, що використову-

ються при усередненнi. Таким чином, проведення вказаної процедури перед-

бачає виняток, з одного боку, великих сегментiв (s > N/4), а з iншого – малих

(s < 10).
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Рисунок 1.17 – Залежнiсть (1.59), побудована у подвiйних логарифмiчних осях при показнику
деформацiї q = 2 для рядiв iз значенням Dρ = 10−2, 10−3, 10−5 (а) i Dρ = 10−10, 10−15, 10−25

(б).

Стандартне подання скейлингових властивостей часового ряду передба-

чає перехiд вiд показника Херста h(q) до масового показника τ(q) i спектраль-

ної функцiї f(α), якi є основними характеристиками мультифракталiв [109,

112]:

τ(q) = qh(q)− 1, (1.60)
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f(α) = αq(α)− τ(q(α)). (1.61)

Тут значення q(α) визначається умовою τ ′(q) = α, де штрих означає диферен-

цiювання за аргументом. При |q| � 1 залежнiсть τ(q) має лiнiйно зростаючий

вигляд з криволiнiйною дiлянкою поблизу q = 0, який забезпечує уповiль-

нення зростання масового показника τ зi збiльшенням параметра деформацiї

q. Спектральна функцiя f(α) визначає набiр монофракталiв з розмiрностями

α, якi формують дослiджувану множину: при цьому вiдносна кiлькiсть моно-

фракталiв з даними α, якi потрапляють до сегментiв з розмiром l, що покри-

вають цю множину, задається спiввiдношенням N(α) ∼ l−f(α). Згiдно з цим

визначенням, ширина спектра f(α) буде тим бiльше, чим сильнiше вираженi

мультифрактальнi властивостi. Так, для монофракталу спектральна функцiя

f(α) має δ-подiбну форму, що видiляє єдине значення фрактальної розмiрно-

стi α [112].
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Рисунок 1.18 – Узагальнений показник Херста h(q) для рядiв з iнтенсивнiстю шуму Dρ =
10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривi 3–8 вiдповiдно), а також змiна класичного показни-
ка Херста H для зазначених кривих.

На рис. 1.17 представлений типовий вид залежностi (1.59) для рядiв з

iнтенсивностями шумiв Dρ = 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 при показ-

нику деформацiї q = 2. Як видно з рисунка, залежнiсть (1.59), побудована

у подвiйних логарифмiчних осях, має яскраво виражену лiнiйну дiлянку при
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Рисунок 1.19 – Спектральна функцiя f(α) для рядiв з iнтенсивнiстю шуму Dρ =
10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривi 3–8 вiдповiдно), а також ширина розкиду мульти-
фрактального спектра ∆α.

значеннях масштабу 50 < s < 500, i отже, може бути використана для об-

числення параметра h(q). Лiнiйна iнтерполяцiя рiвностi (1.59), що розрахова-

на для дослiджуваних рядiв, у рамках зазначеного iнтервалу змiни масштабу

s при значеннях параметра деформацiї 0 ≤ q ≤ 3.5 приводить до залежно-

стей h(q), представлених на рис. 1.18, де на додатковiй панелi також приведена

залежнiсть класичного показника Херста H вiд номера (iнтенсивностi шуму)

вiдповiдного ряду. Для дослiджуваних рядiв так само була розрахована спек-

тральна функцiя f(α) з використанням рiвностей (1.60) i (1.61). Результати

проведених розрахункiв представленi на рис. 1.19. З наведених на рис. 1.18

i 1.19 залежностей випливає, що зменшення iнтенсивностi шуму Dρ приво-

дить до iстотного ускладнення динамiки часових залежностей параметра по-

рядку, що проявляється у збiльшеннi ширини розкиду значень узагальненого

показника Херста h(q) i функцiї мультифрактального спектра (1.61). Виходя-

чи з фiзичного змiсту функцiї f(α), зростання розкиду значень ∆α обумовлено

тим, що в сегментах часового ряду довжини s, зростає число пiдмножин (так

званих монофракталiв) N(α), з показником Гельдера α. Дана ситуацiя може

означати, що в системi зростає кiлькiсть статистично рiзних сценарiїв розвит-

ку. Крiм того, значення показника Херста H iз зменшенням Dρ наближається
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до значення H ≈ 0.5, яке, як вiдомо, вiдповiдає абсолютно випадкової по-

слiдовностi [112], таким чином, ускладнення структури часових рядiв робить

їх подальшу поведiнку непередбачуваною. Цiй ситуацiї вiдповiдає наявнiсть

екстремально великих розкидiв значень параметра порядку, що показано на

рис. 1.16.
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2 ТЕРМОДИНАМIКА IНТЕНСИВНОЇ ПЛАСТИЧНОЇ ДЕФОРМАЦIЇ

(IПД) I НАДПЛАСТИЧНОСТI

2.1 Пiдхiд нерiвноважної еволюцiйної термодинамiки

На основi базового енергетичного потенцiалу для густини внутрiшньої

енергiї (див. явний вигляд в роботах [70, 74–76]), який дозволяє описати пе-

ребiг сильно нерiвноважних процесiв при фрагментацiї металiв або сплавiв пiд

час IПД [70, 71], еволюцiйнi рiвняння визначаються наступним спiввiдношен-

ням:

τhm
∂hm
∂t

=
∂ū

∂hm
, (2.1)

де τhm – часи релаксацiї вiдповiдних дефектних пiдструктур, якi задають iнер-

цiйнi властивостi системи; hm – щiльнiсть дефектiв m-го типу; ū – ефективна

внутрiшня енергiя [70, 71], яка в даному випадку визначається спiввiдношен-

ням

ū = u−
∑
m=g,D

ϕstmhm, (2.2)

деϕstm – енергiя дефектуm-типу у стацiонарному станi. У такому формулюван-

нi стацiонарнi стани будуть визначатися максимумами ефективної внутрiшньої

енергiї. Рiвняння (2.1) описує передемпфовану i детермiнiстичну динамiку для

незбережних i однорiдних параметрiв порядку [70]. Перетворення (2.2) мож-

на розумiти, як аналог перетворення Лежандра у рiвноважнiй термодинамiцi.

Складовi пiд знаком суми являють собою в такому випадку пов’язану дефек-

тами енергiю, а ефективна внутрiшня енергiя ū є аналогом вiльної енергiї, яка

також володiє екстремальними властивостями.

У наближеннi двохдефектної моделi з урахуванням щiльностi меж зерен

(МЗ) i дислокацiй, якi безпосередньо визначають мiру фрагментацiї твердих

тiл i формування високих фiзико-механiчних властивостей [114–117], рiвнян-
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ня (2.1) приймають явний вигляд [71]:

τhD
∂hD
∂t

= ϕ0D − ϕ1DhD + ϕgDhg, (2.3)

τhg
∂hg
∂t

= ϕ0g − ϕ1ghg + ϕ2gh
2
g − ϕ3gh

3
g + ϕgDhD. (2.4)

Оскiльки стацiонарнi значення ϕstm входять до комбiнацiї з лiнiйним по

щiльностi дефектiв внеском (див. вид спiввiдношення для щiльностi внутрiш-

ньої енергiї в роботах [70,71,74–76]), то без збитку для спiльностi його можна

об’єднати з вiдповiдним коефiцiєнтом ϕ0m = ϕ0m − ϕstm.

При цьому параметри ϕkm (k = 0, 1) задаються рiвняннями:

ϕ0m = ϕ∗0m + gmε
e
ii +

(
1
2M̄m (εeii)

2 + 2µ̄mI2

)
, (2.5)

ϕ1m = ϕ∗1m + 2emε
e
ii, (2.6)

де M = λ + 2µ – модуль одностороннього стиснення матерiалу; εeii, I2 ≡

(−εeiiεejj + εeijε
e
ji)/2 – перший i другий iнварiанти тензора пружних деформа-

цiй; додатна константа gm вiдповiдає за генерацiю дефектiв при розтягуваннi

εeii > 0, або за їх анiгiляцiю при стисненнi εeii < 0; M̄m, µ̄m – пружнi постiйнi,

обумовленi iснуванням дефектiв; em – висловлює процес анiгiляцiї дефектiв

при додатному значеннi εeii > 0, а при вiд’ємному εeii < 0 – мається на ува-

зi генерацiя; τhm – характернi часи релаксацiї параметрiв порядку. Значення

iндексiв m = g вiдносяться до меж зерен, а m = D – до дислокацiй.

Тут повна деформацiя представлена у виглядi суми

εij = εeij + εpij (2.7)

оборотної εeij (пружної) i незворотної εpij (пластичної або залишкової) складо-

вих [118, 119].

Оскiльки енергiя системи не повинна залежати вiд вибору системи ко-

ординат, то вона виражається через iнварiанти тензора деформацiй. Перший
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iнварiант εeii, з фiзичної точки зору, це об’ємна пружна деформацiя або вiдно-

сна змiна об’єму, обумовлена пружними напруженнями. У представлених ро-

зрахунках в основному прийнято εeii < 0, так як при IПД реалiзується процес

стиснення деформованого матерiалу (протитиск). Також передбачається, що

другий iнварiант I2 визначає рiвень пружних зсувних деформацiй (або харак-

теризує вiдносну змiну кута мiж вiдповiдними осями деформування) i є голов-

ним чинником, однаково вiдповiдальним за генерацiю дефектiв, як при розтя-

гуваннi, так i при стисканнi.

В рамках даної теорiї значення пластичних (накопичених) деформацiй εpij

не представленi у явному виглядi. Вiдомо, що при постiйнiй швидкостi дефор-

мування накопичена пластична деформацiя пропорцiйна часу, а при змiннiй

швидкостi деформування монотонно залежить вiд нього. Тому в механiцi прий-

нято замiсть часу використовувати накопичену деформацiю (мертвий час). У

представленiй тут теорiї час використовується в явнiй формi, а пластична де-

формацiя присутня неявно, у формi щiльностi дефектiв (див. виведення уза-

гальненого спiввiдношення Гiббса в [70]). Тепловий канал дисипацiї на данiй

стадiї вивчення проблеми не враховується.

Для чисельного аналiзу прийнятий наступний феноменологiчний набiр

коефiцiєнтiв [70–73]:

ϕ∗0g = 0.4 Дж · м−2, gg = 12 Дж · м−2, M̄g = 2.5 · 105 Дж · м−2, ϕ3D = 0 Дж · м5,

µ̄g = 3 · 105 Дж · м−2, ϕ∗1g = 3 · 10−6 Дж · м−1, eg = 3.6 · 10−4 Дж · м−1,

ϕ2g = 5.6 · 10−13 Дж, ϕ3g = 3 · 10−20 Дж · м, ϕ∗0D = 5 · 10−9 Дж · м−1,

gD = 2 · 10−8 Дж · м−1, M̄D = 0 Дж · м−1, µ̄D = 1.65 · 10−4 Дж · м−1,

ϕ∗1D = 10−24 Дж · м, eD = 6 · 10−23 Дж · м, ϕgD = 10−16 Дж, ϕ2D = 0 Дж · м3,

τhD = 1/γD = 3−1 · 10−25 Дж · м · с, τhg = 1/γg = 10−6 Дж · м−1 · с.

Вибiр феноменологiчних сталих здiйснюється вiдповiдно до спостере-

жуваних пiд час IПД закономiрностей [114–116, 120, 121], у результатi яких у
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матерiалi формуються стацiонарнi субмiкрокристалiчнi (СМК) або нанокри-

сталiчнi (НК) структури. Стацiонарнi значення для щiльностi МЗ спостерiга-

ються при значеннях hst1g = 104 м−1 i hst2g = 107 м−1, яким вiдповiдають середнi

розмiри зерен 100 мкм i 100 нм. При цьому, щiльнiсть дислокацiй в СМК i НК

структурах досягає рiвноважних значень при hstD = 1014 − 1015 м−2 [115, 121].

Технiка пiдбору основних значень для параметрiв теорiї представлена в робо-

тах [70, 71, 73].

2.2 Фазова кiнетика двохдефектної системи

2.2.1 Фазова дiаграма та дiаграма стiйкостi стацiонарних структур

Застосовуючи адiабатичне наближення τhg � τhD [74–76], що визначає

характер еволюцiї основних змiнних hm (m = g, D) в рамках принципу пiдпо-

рядкування, отримуємо рiвняння Ландау-Халатнiкова:

τhg
∂hg
∂t

=
∂V

∂hg
, (2.8)

явний вигляд якого представляється спiввiдношенням

τhg ḣg = ϕ0g + ϕgD
ϕ0D

ϕ1D
−

(
ϕ1g −

ϕ2
gD

ϕ1D

)
hg + ϕ2gh

2
g − ϕ3gh

3
g. (2.9)

При цьому система характеризується термодинамiчним потенцiалом

V (hg) =

hg∫
0

F
(
h′g
)
dh′g. (2.10)

Пiдiнтегральна функцiя у правiй частинi (2.10) визначає термодинамiчну силу

∂V /∂hg ≡ F (hg), пiд впливом якої змiнна hg прагне до притягуючого аттрак-

тору (стацiонарного значення).

У стацiонарному станi при ḣg = 0 рiвняння (2.8) може мати два стiй-
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ких стани, якi вiдповiдають максимумам термодинамiчного потенцiалу V (hg),

i однин нестiйкий (тобто формується мiнiмум V (hg)). Однак, згiдно з основ-

ною теоремою алгебри завжди буде реалiзуватися хоча б один стацiонарний

розв’язок (або гранична структура).

Вiдзначимо, що можливiсть встановлення рiзних стiйких станiв для од-

ного типу дефектiв визначається самим процесом деформацiї, в результатi

якого здiйснюються взаємодiї на мiкроскопiчному рiвнi. Збiльшення протяж-

ностi МЗ на початковiй стадiї є продуктивним механiзмом дисипацiї енергiї.

Однак, пiсля досягнення ультрадисперсної структури iз середнiми розмiрами

зерен близько 100 нм, активiзуються процеси рекристалiзацiї або коалесценцiї

зерен [120–122], якi спрямованi в протилежному напрямку зменшення щiль-

ностi дефектiв. У стацiонарному станi обидва цi процеси динамiчно урiвно-

важуються, ефективно переробляючи енергiю, отриману вiд роботи зовнiшнiх

сил, в тепло.

Провiвши дослiдження втрати стiйкостi стацiонарних станiв термоди-

намiчного потенцiалу V (hg), визначенi областi формування рiзних граничних

структур в залежностi вiд значень першого та другого iнварiантiв εeii, I2, якi

представленi на рис. 2.1 (див. технiку побудови у роботах [74–76]).

Крива 1 на рис. 2.1 вiдображає критичний рiвень реалiзацiї першого

максимуму термодинамiчної потенцiалу V (hg). Значення пружних деформа-

цiй, взятi нижче цiєї кривої, приведуть до формування нульового невпорядко-

ваного стацiонарного стану. Вiдповiдно, розглядаючи пружнi деформацiї ви-

ще цiєї кривої формуються тiльки ненульовi впорядкованi граничнi структури.

Збiжнi лiнiї на рис. 2.1 визначать значення пружних деформацiй, якi форму-

ють критичнi стацiонарнi значення для щiльностi МЗ, що роздiляють мiнiмум

i ненульовi максимуми термодинамiчної потенцiалу (див. вид залежностi ста-

цiонарних значень щiльностi МЗ hg0, hmg у роботi [76]). Вiдзначимо, що процес

фрагментацiї починає реалiзуватися тiльки при досягненнi пружними дефор-

мацiями деякої критичної величини, що вiдповiдає межi текучостi, що в резуль-
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Рисунок 2.1 – Фазова дiаграма режимiв фрагментацiї [76].

татi приведе до утворення ненульових стацiонарних станiв V (hg).

Вiдповiдно рис. 2.1, фазова дiаграма утворює чотири областi фрагмен-

тацiї металевих зразкiв. В областi A iснують два ненульових максимуми тер-

модинамiчного потенцiалу V (hg) (див. поведiнку V (hg) у роботi [76]), i можли-

ве спiвiснування двох граничних структур з великими зернами (перший макси-

мум потенцiалу) i бiльш дрiбною СМК або НК структурою (другий максимум).

ОбластьA′, iстотно вiдрiзняється вiд областiA тим, що перший максимум тер-

модинамiчного потенцiалу взагалi має нульову щiльнiсть дефектiв, при цьому

зразок — майже монокристал. Єдиний нульовий стацiонарний стан V (hg) (ну-

льовий максимум), який вiдповiдає реалiзацiї монокристала або КЗПК, фор-

мується в областi малих деформацiй B′. При великих деформацiях в областi

B формуються одна гранична структура. Однак, важливо пам’ятати, що отри-

манi розмiри кристалiтiв є граничними лише для певних умов обробки, таких

як швидкiсть деформування, температура i прикладений тиск, а також зале-

жать вiд стану матерiалу до обробки (фаз речовини, хiмiчного складу, а також

кiлькостi структурних дефектiв hm, де m = g, D).
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Перехiд мiж граничними структурами може реалiзуватися безпосеред-

ньо пiд час IПД [114,117,120,122,123]. Пiсля зупинки процесу обробки струк-

тура матерiалу далi не еволюцiонує, а залишається у тому станi, в якому вона

перебувала на момент припинення обробки, так як для подальшої еволюцiї у

будь-яку сторону, як мiнiмум необхiдно пластичний плин. При цьому, може

вiдбуватися деяка теплова релаксацiя, однак вона практично не зачiпає де-

фектну структуру, а тiльки може лише трохи перерозподiлити компонентний

склад, розглядаючи сплави, або перерозподiлити точковi дефекти. Система у

цьому випадку прийде до теплової рiвноваги, але в рядi випадкiв може зали-

шатися у нерiвноважному структурному станi.

Таким чином, отримана фазова дiаграма (рис. 2.1) дозволяє у загально-

му виглядi зобразити можливi сценарiї i режими поведiнки системи еволюцiй-

них рiвнянь, i може зiграти важливу роль з точки зору технiчних застосувань

запропонованої моделi.

Використовуючи метод фазової площини [124–127], проведемо дослiд-

ження двохдефектної системи (2.3), (2.4). Розглянутий пiдхiд дозволяє побу-

дувати фазовi портрети, класифiкувати тип i визначити стiйкiсть стацiонар-

них станiв. Отриманi фазовi портрети на рис. 2.2 [128] мiстять нерухомi точки

(стацiонарнi стани), до яких прагнуть або вiддаляються всi фазовi траєкторiї

системи. Кiлькiсть особливих точок обумовлюється характером прикладеного

навантаження пiд час IПД обробки, i, в даному випадку, визначається згiдно з

фазовою дiаграмою (ФД) на рис. 2.1. Так в областях (A,A′) iснують три неру-

хомi точки O, S i D, а в областях (B,B′) — тiльки одна D (або O).

Дослiджуючи за допомогою першого методу Ляпунова, стiйкiсть ста-

цiонарних розв’язкiв системи (2.3), (2.4), визначенi показники Ляпунова λi

(i = 1, 2), якi виступають характеристикою руху динамiчної системи у фазовiй

площинi. Таким чином, загальний вираз для показникiв Ляпунова, який спра-

ведливий для будь-яких особливих точок системи (2.3), (2.4) обчислюється
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а) б)

в) г)

Рисунок 2.2 – Фазовi портрети режимiв фрагментацiї металiв або сплавiв у процесi IПД. За-
лежностi на малюнках а – г вiдповiдають точкам 1− 4 ФД (рис. 2.1), побудованi при значен-
нях τhD = 1/γD = 3−1 · 10−25 [Дж · м · с], τhg = 1/γg = 10−6 [Дж · м−1 · с] i часовому кроцi
dt = 6 ·10−7 [с]. Тут i на подальших рисунках штрихпунктирнi лiнiї вiдображають точки, в яких
фазовi траєкторiї мають вертикальнi дотичнi, а штриховi — горизонтальнi. Час t вимiряно в
секундах [128].

вiдповiдно до спiввiдношення:

λ1,2 = 1
2

(
−Bλ ±

√
B2
λ − 4Cλ

)
, (2.11)
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де

Bλ = τhD
−1ϕ1D + τhg

−1
(
ϕ1g − 2ϕ2gh

st
gn + 3ϕ3g

(
hstgn
)2
)
, (2.12)

Cλ = τ−1
hD
τ−1
hg

(
−ϕ2

gD + ϕ1Dϕ1g − 2ϕ1Dϕ2gh
st
gn + 3ϕ1Dϕ3g

(
hstgn
)2
)
. (2.13)

Оскiльки, явний аналiтичний вираз для координат особливих точок є до-

статньо складним, введено загальне позначення — (hstDn, h
st
gn), де n = 1, ..., 3.

Аналiз отриманих виразiв (2.11) дозволяє класифiкувати тип i визначити

характер стiйкостi нерухомих точок O(hstD1, h
st
g1), S(hstD2, h

st
g2) i D(hstD3, h

st
g3) (ста-

цiонарних станiв) системи (2.3), (2.4). Отже, вiдповiдно до виду пiдкоренево-

го виразу в (2.11) очевидно, що показники Ляпунова приймають тiльки дiйснi

значення, оскiльки при будь-якому ступенi пружних деформацiй εeij реалiзу-

ються додатнi величини B2
λ − 4Cλ ≥ 0. Тому всi особливi точки двохдефектної

системи (2.3), (2.4) можуть бути тiльки двох типiв: “вузол” або “сiдло”. Визна-

чення критичних умов для керуючих параметрiв εeii i I2, при яких вирази (2.11)

змiнюють свої значення, дозволяє однозначно встановити тип всiх точок.

На рисунку 2.3 в координатах hstg −εeii представлена дiаграма, яка наочно

демонструє отриманi критичнi вирази [128] для великого дiапазону можливих

граничних структур. Як видно, утворюються три областi, при чому двi областi

N st i N демонструють умови формування стiйких i нестiйких особливих то-

чок (стацiонарних структур) типу “вузол”, а область S – вiдповiдає реалiзацiї

“сiдла”.

Суцiльнi кривi на рис. 2.3 вiдображають межi формування стацiонар-

них структур, а штрихова лiнiя демонструє межу стiйкостi впорядкованих кон-

фiгурацiй. У разi формування “вузла” для значень пружної об’ємної дефор-

мацiї, розташованих нижче штриховий кривої формуються нестiйкi граничнi

структури. Однак, такi стацiонарнi структури, згiдно дiаграмi (рис. 2.3), мож-

ливi лише при великих пружних нормальних деформацiях, якi на практицi, при

обробцi IПД металевих зразкiв, не реалiзуються. Вiдповiдно до визначення
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st

st

Рисунок 2.3 – Дiаграма областей формування особливих точок (стацiонарних структур) рiз-
них типiв. Об’ємна пружна деформацiя εeii приймає фактичнi значення [128].

повної деформацiї (2.7), очевидно, що значення пружних деформацiй можуть

досягати набагато менших значень (0.2 − 0.8 %), у порiвняннi з пластичними

(20 − 40 %), однак, з появою пластичних складових, пружнi — не зникають.

Тiльки у разi, коли εpij � εeij (зазвичай при εij > 1 % деформацiї вважають-

ся iстотними), значеннями пружних деформацiй нехтують, що спостерiгається

при пластичнiй деформацiї в технологiчних процесах i т.д. [119].

Таким чином, представлена на рис. 2.3 дiаграма дозволяє пiдiбрати

оптимальнi значення для пружних нормальних деформацiй εeii, якi сприя-

ють найбiльш ефективному формуванню рiвномiрно розподiлених СМК або

НК структур, що володiють високими концентрацiями дефектiв i стабiльними

фiзико-механiчними властивостями. Крiм того, в залежностi вiд сталих ста-

цiонарних значень для щiльностi МЗ hstg при фiксованiй величинi пружних

нормальних деформацiй εeii = const, за допомогою дiаграми легко визначаєть-

ся тип граничної структури i її стiйкiсть, а також, способом варiацiї εeii, мож-

на забезпечити формування стiйких стацiонарних конфiгурацiй з необхiдною

щiльнiстю дефектiв.

Головна вiдмiннiсть при порiвняннi рис. 2.3 з ФД на рис. 2.1 полягає в
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тому, що ФД визначає тiльки кiлькiсть сформованих граничних структур (ста-

цiонарних станiв), а дiаграма на рис. 2.3 — їх стiйкiсть. Очевидно, що в рам-

ках даної двохдефектної системи (2.3), (2.4) реалiзацiя стiйких стацiонарних

станiв повнiстю визначається встановленим дiапазоном пружних нормальних

деформацiй εeii, якi, згiдно з рис. 2.3, лежать в межах областей N st и S. Вiдпо-

вiднi значення пружних зсувних деформацiй I2, згiдно рис. 2.1, визначають вже

кiлькiсть стiйких станiв i дозволяють впливати на формування бiльш дрiбної

СМК або НК структури.

Таким чином, аналiз показникiв Ляпунова демонструє, що точки

O(hstD1, h
st
g1) i D(hstD3, h

st
g3) в фазовiй площинi представляють стiйкий “вузол”, а

S(hstD2, h
st
g2) є “сiдлом”. При цьому, отриманi дiаграми дозволяють встановити

оптимальнi значення для першого i другого iнварiантiв εeii и I2, на пiдставi яких

можна сформувати стацiонарну, рiвномiрно розподiлену СМК або НК струк-

туру з високими концентрацiями дефектiв.

2.2.2 Вплив часiв релаксацiї на кiнетику двохдефектної системи

Дослiдимо вплив часiв релаксацiї основних нерiвноважних змiнних τhm

(m = g, D) на кiнетику двохдефектної системи [127]. Згiдно з дослiдженням

стiйких стацiонарних станiв у попередньому пiдроздiлi, очевидно, що в цiлому

рiзнi спiввiдношення часiв релаксацiї не приведуть до якiсних (бiфуркацiйних)

змiн фазової кiнетики, а лише сприяють прояву унiверсальної кiнетичної по-

ведiнки [128].

На рис. 2.4 i рис. 2.6 представленi фазовi портрети системи, якi цiлiс-

но описують поведiнку структурних дефектiв пiд час IПД при рiзних значен-

нях часiв релаксацiї. Розглянутi випадки, згiдно ФД на рис. 2.1, вiдповiда-

ють двом режимам фрагментацiї. Вiдповiдно, рис. 2.4 побудований для вели-

ких деформацiй з областi B при нормальному σeii ≈ −10−3µ [Па] i зсувному
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σeij ≈ 2.2 · 10−3µ [Па] пружних напруженнях (точка 1 на рис. 2.1)6, а рис. 2.6

вiдображає реакцiю системи на пружнi напруження σeii ≈ −5 · 10−4µ [Па] i

σeij ≈ 1.6 · 10−3µ [Па] з областi A (точка 2 на рис. 2.1). Штриховi i штрих-

пунктирнi лiнiї на рис. 2.4 i рис. 2.6 визначають точки iзоклiн, фазовi траєк-

торiї в яких матимуть горизонтальнi i, вiдповiдно, вертикальнi дотичнi. Iзоклi-

ни отриманi в результатi обернення похiдних у рiвняннях (2.3) i (2.4) в нуль.

Отже, штрихпунктирнi кривi вiдповiдають параметрам теорiї, при яких щiль-

нiсть МЗ hg не змiнюється, а штриховi лiнiї вiдповiдають перманентному стану

щiльностi дислокацiй hD. При цьому, в точках перетину цих лiнiй формуються

стацiонарнi стани системи, кiлькiсть та стiйкiсть яких, як зазначалося ранiше,

визначається характером механiчної обробки матерiалу, i реалiзується вiдпо-

вiдно до представлених на рис. 2.1 i 2.3 дiаграм [76, 128].

а) б) в)

Рисунок 2.4 – Фазовi портрети двохдефектної системи (2.3), (2.4) при пружних деформацiях
εeii = −0.1 [%], I2 = 5 · 10−4 [%] (точка 1 на рис. 2.1) i значеннях часiв релаксацiї: (а) τhg >
10−1τhD ; (б) 10−1τhg > τhD ; (в) 10−2τhg > τhD .

Iнерцiйнi властивостi двохдефектної системи вивчаються в рамках на-

ступних випадкiв, для яких вiдповiднi часи релаксацiї приймають значення

10−1τhD , 10−1τhg i 10−2τhg . У першому випадку розглядається фазова динамiка

системи при прискореннi еволюцiї щiльностi дислокацiй hD, в двох наступ-

них — прискореннi процесу фрагментацiї МЗ hg. Вiдзначимо, що всi отри-

манi ранiше залежностi (рис. 2.2) реалiзуються при значеннях τhD = 1/γD =

6Припускається, що зсувнi деформацiї визначаються значеннями I2, µ – це модуль зсуву для вiдповiдного
материалу.
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3−1 · 10−25 Дж · м · с, τhg = 1/γg = 10−6 Дж · м−1 · с, якi, згiдно з експери-

ментальним даними, вiдображають природнiй хiд еволюцiї структури матерiа-

лу [70–73,117,129,130]. На початкових стадiях обробки зазвичай вiдбуваєть-

ся швидке накопичення щiльностi дислокацiй, якi в подальшому рекомбiнують

i перерозподiляються по атомарним площинам, що в результатi приводить до

формування пористої структури i подрiбнення кристалiтiв за рахунок реалiза-

цiї пластичної течiї. Однак не можна виключати iншi сценарiї в еволюцiї струк-

турних дефектiв, тому дослiдимо поведiнку системи (2.3), (2.4) при вiдхиленнi

вiд цих величин.

В цiлому, у динамiцi нерiвноважних змiнних можна видiлити два етапи:

на першому вiдбувається миттєва релаксацiя системи до однiєї з лiнiй iзо-

клiн, що визначається в залежностi вiд значень кiнетичних коефiцiєнтiв γm

(m = g, D), а на другий — повiльний рух уздовж цих кривих. Оскiльки, на

другiй стадiї рух здiйснюється повiльно, то можна вважати, що в будь-який

момент часу виконується умова стацiонарностi. Тому, в цьому випадку вiд-

бувається повiльне упорядкування в кристалiчнiй структурi оброблюваного

матерiалу, що супроводжується динамiчним урiвноваженням всiх внутрiшньо-

протiкаючих процесiв пов’язаних як з генерацiєю, так i анiгiляцiєю структур-

них дефектiв.

Таким чином, фазовий портрет, представлений на рис. 2.4(а), вiдповiдає

випадку τhg > 10−1τhD , який демонструє прискорення процесу утворення дис-

локацiй i, вiдповiдно, характеризується бiльш швидкою їх релаксацiєю до ста-

цiонарного стану. Про це також свiдчить поява лiнiйної дiльники, до якої зго-

дом еволюцiонують всi фазовi траєкторiї. На першому етапi щiльнiсть МЗ hg

навпаки, швидко зменшується вище лiнiйної дiлянки, або збiльшується, роз-

глядаючи початковi наближення нижче вiд особливої лiнiї. Як видно, на друго-

му етапi система перебуває тривалий час, оскiльки особливий дiлянка розта-

шована дуже близько до лiнiї iзоклiн (штрихова крива). У той же час, нерiвно-

важнi змiннi в ходi фрагментацiї металу при IПД зазнають структурно-фазовi
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перетворення, оскiльки супроводжуються рiзкими переходами вiд малих зна-

чень до великих. Згiдно з рисунком, лiнiйна дiлянка практично повнiстю на-

кладається на штриховую криву, що вiдповiдає стацiонарностi hD, тому оче-

видно, що при подальшому зменшеннi параметра τhD особлива область буде

подовжуватися уздовж цiєї лiнiї (див. рис. 2.2), що на границi можна розгля-

дати як адiабатичне наближення τhg � τhD . При цьому час релаксацiї систе-

ми до стiйкого стану (особливої точки DB) повнiстю визначається еволюцiєю

щiльностi МЗ hg.

Вiдповiдно часовiй залежностi, представленiй кривою 1 на рис. 2.5(а),

видно, що конфiгуративна точка здiйснює швидкий рух по траєкторiї, яка

розташована за межами лiнiйної дiлянки. При попаданнi в особливу область

рух iстотно сповiльнюється, при цьому, як зазначалося ранiше, ефект уповiль-

нення проявляється тим сильнiше, чим бiльше зменшувати τhD . Зiставляючи

часову залежнiсть пройденого шляху кiнетицi щiльностей структурних дефек-

тiв [131], видно, що процес встановлення стацiонарного режиму при 10−1τhD

сповiльнюється приблизно в 10 разiв.
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Рисунок 2.5 – Часовi залежностi пройденого конфiгуративними точками шляхiв l по фазовим
траєкторiям: (а) крива 1 вiдповiдає фазовому портрету на рис. 2.4(а), крива 2 – рис. 2.4(б) та
крива 3 — рис. 2.4(в); (б) крива 1 вiдповiдає випадку, представленому на рис. 2.6(а), крива
2 – рис. 2.6(б) i крива 3 — рис. 2.6(в). Початок шляху l позначено хрестиком на вiдповiдних
малюнках.
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Рисунок 2.4(б) побудований для випадку, коли час релаксацiї щiльно-

стi дефектiв задається виразом 10−1τhg > τhD , який, у порiвняннi з попереднiм

випадком, представляє уповiльнення кiнетики нерiвноважного параметра hD

(τhg > 10τhD) або прискорення формування впорядкованих станiв у результатi

швидкої релаксацiї щiльностi МЗ hg. Як видно, у даному випадку особливi дi-

лянки практично не формуються. Процес фрагментацiї протiкає iнтенсивно i

система швидко еволюцiонує до стiйкого стацiонарного стану. Можна зроби-

ти висновок, що структурнi дефекти надають взаємноiнтенсифiкацiйну (пiд-

силювальну) дiю один на одного у процесi IПД, що також може проявлятися

пiд впливом i iнших, неврахованих, типiв дефектiв пiд час фрагментацiї ме-

талу або сплаву i сприяти поясненню багатьох спостережуваних на практицi

явищ [132].

Розглядаючи рух конфiгуративної точки, шлях якої представлений кри-

вою 2 на рис. 2.5(а), очевидно, що спочатку здiйснюється швидкий рух по фа-

зовiй траєкторiї, в результатi якого система вiдчуває iнтенсивне енергетичне

“насичення” за рахунок зростання внутрiшньої енергiї. Пiсля досягнення де-

якого значення дефектностi, процес iстотно сповiльнюється i в кристалiчнiй

структурi матерiалу здiйснюється вiдносно повiльне впорядкування. Однак

при цьому, для встановлення стацiонарного режиму буде потрiбно в кiлька

разiв менше часу у порiвняннi з еволюцiйними кривими в [131].

Фазовий портрет на рис. 2.4(в) вiдповiдає випадку 10−2τhg > τhD . Тут,

аналогiчно рис. 2.4(а), видiлено два етапи: вiдносно швидка релаксацiя до

майже вертикальної лiнiйної дiлянки, яка близька до штрихпунктирной лiнiї

iзоклiн, i подальший повiльний рух уздовж неї, що також спостерiгається в

динамiцi кривої 3 на рис. 2.5(а). Однак, особлива дiлянка досягається вже

в результатi вiдносно малих змiн hD i швидкої релаксацiї hg, якщо початковi

наближення розташованi правiше вiд штрихпунктирной кривої, або за раху-

нок iнтенсивного зростання щiльностi МЗ при розташуваннi hg0(t = 0) злiва.

При цьому, час, витрачений на формування стацiонарного стану, виявляється
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меншим у порiвняннi з протiкаючим процесом згiдно кривої 2 на рис. 2.5(а) i

еволюцiєю системи при τhg > τhD [131]. Очевидно, що зменшення парамет-

ра τhg → 0 приведе до перманентностi hD на першiй стадiї реалiзацiї процесу

фрагментацiї i, надалi, до бiльш вираженої майже вертикальної лiнiйної дiлян-

ки, яка на границi повнiстю спiвпадає з лiнiєю iзоклiн, що можна розглядати

як зворотне адiабатичне наближення τhD � τhg .

Таким чином, унiверсальнiсть кiнетичної поведiнки двохдефектної си-

стеми проявляється як при наближеннi до прямої τhg � τhD , так i до зворотної

τhD � τhg адiабатики. У першому випадку, вихiд на лiнiйну, майже горизон-

тальну, дiлянку вiдбувається у результатi швидкої еволюцiї щiльностi дисло-

кацiй hD при практично перманентному станi нерiвноважного параметра hg

(рис. 2.4(а)), у другому спостерiгається зворотна картина — значення щiльно-

стi МЗ hg змiнюються дуже швидко, а щiльнiсть дислокацiй незначною мiрою

(рис. 2.4(в)). У промiжнiй областi (рис. 2.4(б)), унiверсальнiсть практично не

проявляється. Загалом, спостереджуваним особливим дiлянками можна при-

дати значення притягувальної множини, позначеної в роботi [133] як “рус-

ло великої рiчки”, що характерно для рiзних фiзичних систем [134–136]. При

цьому, унiверсальнiсть кiнетичної картини фазового переходу полягає у то-

му, що незалежно вiд початкових умов з наближенням до адiабатичної межi

τhD → 0 (рис. 2.4(а)) або τhg → 0 (рис. 2.4(в)) система швидко еволюцiонує

до вiдповiдної особливої дiлянки, положення якої залежить тiльки вiд способу

механiчної обробки i власне значень εeii, I2, i в подальшому повiльно розви-

вається вздовж цих траєкторiй.

На рис. 2.6 зображенi фазовi портрети для таких же спiввiдношень часiв

релаксацiї, що i рис. 2.4, однак при пружнiй деформацiй, що визначає мож-

ливiсть одночасного iснування двох граничних структур. Тут, як говорилося

ранiше, реалiзуються два стiйких стацiонарних стани (точки OA та DA), що

вiдповiдають впорядкованим фазами або максимумам термодинамiчного по-

тенцiалу V (hg), i один нестiйкий в особливiй точцi SA, який вiдповiдає неупо-
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а) б) в)

Рисунок 2.6 – Фазовi портрети двохдефектної системи (2.3), (2.4) при пружних деформацiях
εeii = −0.05 [%], I2 = 2.5 · 10−4 [%] (точка 2 на рис. 2.1) i значеннях часiв релаксацiї: (а)
τhg > 10−1τhD ; (б) 10−1τhg > τhD ; (в) 10−2τhg > τhD .

рядкованiй фазi або мiнiмуму V (hg). Зауважимо, що в даному випадку, фа-

зовi портрети на рис. 2.6 вiдображають змiни, характернi для фазових пере-

ходiв першого роду [134, 137]. Отже, в залежностi вiд варiювання величини

τhm (m = g, D), формуються одночасно двi лiнiйних дiлянки (визначенi як

“русло великої рiчки”), до яких згодом прагнуть все фазовi траєкторiї. Одно-

часне iснування цих дiлянок пояснюється природою штрихпунктирной кривої

i характерними умовами для пружної деформацiї (значеннями εeii i I2), при яких

стацiонарне кубiчне рiвняння має три розв’язки. Таким чином, очевидно, що на

фазових портретах з’являється додаткова “репеллєрна” дiлянка, яка прохо-

дить через сiдлову точку SA (див. штрихпунктирну криву) i вiдображає перехiд

системи через енергетичну яму (див. вид термодинамiчного потенцiалу V (hg)

в [74–76]), що роздiляє лiнiйнi областi. При цьому фазовi траєкторiї, за певних

умов, огинають цю дiлянку, вiддаляючись з часом вiд лiнiї її розташування.

Застосовуючи необхiдну умову iснування екстремуму до рiвняння iзо-

клiн, фазовi траєкторiї в яких матимуть вертикальнi дотичнi (тобто до штрих-

пунктирної кривої), отримаємо вираз для точок перегину

hS1,2
g =

2ϕ2g ±
√

4ϕ2
2g − 12ϕ3g

(
ϕ1g −

ϕ2
gD

ϕ1D

)
6ϕ3g

, (2.14)
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що роздiляють максимуми з мiнiмумом на стацiонарнiй кривiй hg, або

точки позначаючi межi “репеллєрної” дiлянки, положення якої, також як i всiєї

штрихпунктирной кривої, визначається зовнiшнiми умовами (величиною εeii та

I2).

При τhg > 10−1τhD спостерiгається поведiнка системи, представлена на

рис. 2.6(а). Тут, як i на рис. 2.4(а), фазовi траєкторiї швидко еволюцiонують

до лiнiйних дiлянок, близьких до штрихової лiнiї iзоклiн, при збереженнi зна-

чень змiнної hg. Розглядаючи початковi наближення злiва вiд особливої точ-

ки SA, оскiльки дiлянка “репеллєра” при даному спiввiдношеннi часiв релак-

сацiї практично не проявляється, формується перша лiнiйна область, уздо-

вж якої система повiльно релаксує до стацiонарного стану OA. Друга дiлян-

ка, що демонструє протяжну еволюцiю системи до впорядкованої фази у точ-

цi DA, реалiзується при початкових умовах, розташованих праворуч вiд SA.

Однак, в залежностi вiд розташування початкових умов вiдносно особливих

дiлянок, процес їх досягнення на першому етапi обробки матерiалу супровод-

жуватиметься як миттєвою генерацiєю, так i анiгiляцiєю щiльностi дислока-

цiй hD. З наближенням до адiабатичної межi τhD → 0, як i для випадку на

рис. 2.4(а), спостерiгається уповiльнення реалiзацiї стацiонарних режимiв, що

також можна виявити вивчаючи часову залежнiсть пройденого шляху по фа-

зової траєкторiї (крива 1 на рис. 2.5(б)).

Дослiджуючи наближення до зворотної адiабатики τhD � τhg , якiй вiд-

повiдають випадки на рис. 2.6(б),(в), видно, що зi зменшенням параметра τhg

в унiверсальнiй поведiнцi системи спостерiгається плавний перехiд вiд майже

горизонтальних лiнiйних дiлянок до бiльш вертикальних. При цьому, загаль-

ний час еволюцiї до стiйких стацiонарних станiв, на вiдмiну вiд попереднього

випадку на рис. 2.6(а), з наближенням до границi τhg → 0 зменшується, що та-

кож проявляється в еволюцiї кривих 2, 3 на рис. 2.5(б). Вивчаючи особливостi

фазової динамiки нерiвноважних змiнних на рис. 2.6(в), чiтко спостерiгається

формування трьох особливих дiлянок, двi з яких мають притягувальний ха-
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рактер i визначаються як “русло великої рiчки”, а третя, яка роздiляє майже

вертикальнi дiлянки, має протилежну природу, бiльш вiдому як “репеллєр”.

Як бачимо, фазовi траєкторiй системи прагнуть уникнути перетинання з об-

ластю “репеллєра”. Очевидно, що з подальшим зменшенням часу релаксацiї

щiльностi МЗ τhg , майже вертикальнi дiлянки будуть подовжуватися уздовж

штрихпунктирної залежностi, а на границi повнiстю спiвпадуть iз стацiонар-

ною кривою.

Таким чином, унiверсальнiсть фазової динамiки нерiвноважних змiнних

спостерiгається в основному з наближенням системи до адiабатичних границь,

якi задаються прямим τhg � τhD i зворотним τhD � τhg межами для будь-якого

режиму фрагментацiї. Безумовно, з точки зору опису процесiв, що спостерiга-

ються i природи фрагментацiї металiв або сплавiв пiд час IПД бiльш iнформа-

тивно дослiджувати точну кiнетику двохдефектної системи (2.3), (2.4), проте

розгляд граничних адiабатичних пiдходiв грає не менш важливу роль, оскiль-

ки дозволяє отримати додатковi залежностi, що визначають умови iснуван-

ня декiлькох граничних структур i дозволяють пiдiбрати оптимальнi значення

для пружних деформацiй, якi сприяють найбiльш ефективному формуванню

впорядкованої СМК або НК структури з високими концентрацiями дефектiв i

стабiльними фiзико-механiчними властивостями. Тому важливо розумiти по-

ведiнку кристалiчної структури матерiалу в граничних адiабатичних випадках.

2.3 Фазова дiаграма з урахуванням впливу шуму

Здiйснюючи повне перетворення Лежандра по обом видам зв’язаної

енергiї, отримаємо вираз для густини вiльної енергiї у виглядi [71]:

f = u− Ts− ϕh. (2.15)
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Тут u – густина внутрiшньої енергiї, T , s – температура та ентропiя; ϕ и h –

спряжена пара термодинамiчних змiнних – середня енергiя дефекту та щiль-

нiсть дефектiв.

Оскiльки точний аналiтичний вираз для вiльної енергiї не вiдомо, розг-

лянемо спрощену модель, розклавши вiльну енергiю в ряд за її аргументами до

кубiчних внескiв:

f(ϕ, T ) = f0 − h0ϕ+
1

2
aϕ2 − 1

3
bϕ3 + αϕ∆T + βϕ2∆T − γ (∆T )2 . (2.16)

При цьому коефiцiєнти задаються спiввiдношеннями:

f0 = f ′0 +
1

2
λ (εeii)

2 + µ
(
εeij
)2
,

h0 = h′0 − gεeii +
1

2
λ̄ (εeii)

2 + µ̄
(
εeij
)2
, (2.17)

a = a′ − 2eεeii, α = α′ + αgε
e
ii,

де ∆T = T − T0, T0 – початкова температура, сталi h′0, a′, b показують залеж-

нiсть вiльної енергiї квазiрiвноважної пiдсистеми вiд густина енергiї меж зерен

при вiдсутностi зовнiшнiх впливiв. Iншi параметри описують зовнiшнi механiч-

нi, температурнi або змiшанi впливи. Пружнi напруження враховуються з точ-

нiстю до квадратичних внескiв через першi два iнварiанта тензора деформацiй

εeii,
(
εeij
)2 ≡ εeijε

e
ji. Оскiльки описується типовий для IПД процес стиснення де-

формованого об’єкта, покладається εeii < 0. У даному випадку припускається,

що головним дефектом металу, є найбiльший дефект структури - межа зерна,

а решта дефектiв можуть бути врахованi значеннями параметрiв теорiї.

Фактично, всi добре вiдомi дислокацiйнi механiзми пластичної дефор-

мацiї (див., наприклад, огляди по цiй проблемi [63,64]) беруть участь у форму-

ваннi нової межi зерна. Однак їх врахування здiйснюється вибором ефектив-

ної сталої теорiї h0, яка являється ефективною щiльнiстю дефектiв бiльш гли-

боких структурних рiвнiв або джерело пiдвищення енергiї меж зерен, тобто,

ступеня їх нерiвноважностi (див. еволюцiйнi рiвняння (2.19)-(2.20)). Розпад
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сильно нерiвноважних меж приводить до їх розмноження, iншими словами, до

подрiбнення зерен.

Ранiше був дослiджений детермiнiстичний пiдхiд, який дозволив описати

iснування граничної зернистої структури. Була також побудована фазова дiа-

грама в координатах пружної частини першого та другого iнварiанта тензора

деформацiї, яка визначила областi реалiзацiї рiзних типiв граничних структур.

Дослiджуємо тепер вплив адитивних шумiв на формування областей фазового

дiаграми.

Запишемо еволюцiйнi рiвняння:

τϕϕ̇ = −∂f
∂ϕ

, τT Ṫ = −∂f
∂T

, (2.18)

де τϕ и τT – часи релаксацiї вiдповiдних величин, що характеризують iнерцiйнi

властивостi системи.

Продиференцiював вiльну енергiю за температурою T i енергiєю дефек-

ту ϕ, отримуємо двохпараметричну систему рiвнянь для параметрiв стану:

τϕϕ̇ = −h0 + aϕ− bϕ2 + α∆T + 2βϕ∆T +
√
Iϕξ1(t), (2.19)

τT Ṫ = αϕ+ βϕ2 − 2γ∆T +
√
IT ξ2(t). (2.20)

Варто вiдмiтити, що в вiльнiй енергiї (2.16), на вiдмiну вiд [71], нами вра-

хованi два додаткових доданки. Перший iз них дозволяє ввести вiд’ємний зво-

ротний зв’язок мiж ϕ и T у рiвняннi (2.19), другий необхiдний для опису са-

моузгоджуваної поведiнки ϕ и T . При введеннi останнього доданку результу-

ючий шум стає мультиплiкативним (залежить вiд параметра ϕ). При цьому вiн

забезпечує не тiльки переходи системи мiж мiнiмумами потенцiалу, а й є при-

чиною виникнення додаткових стацiонарних станiв [138].

У правi частини рiвнянь (2.19), (2.20) доданi стохастичнi складовi, вони

моделюють шуми iз iнтенсивностями Iϕ, T , якi виникають у внаслiдок впливу

рiзних структурних неоднорiдностей, включень, домiшок, дефектiв, теплових
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флуктуацiй i т.д. З точки зору параметра ϕ це означає, що в початковому станi

в матерiалi одночасно є як великi, так i дрiбнi зерна (статичний шум або хаос),

спiввiдношення мiж якими визначає конкурентну боротьбу i перекидання мiж

рiзними структурними станами. Функцiї ξi(t) представляють δ – корельованi

стохастичнi джерела (бiлий шум). Їх моменти визначаються наступним чином:

〈ξi(t)〉 = 0, 〈ξi(t), ξi(t′)〉 = 2δijδ(t− t′). (2.21)

Тут множник 2 обраний для того, щоб величина I(ϕ) (2.24) грала у вiдповiдно-

му рiвняннi Фоккера-Планка роль коефiцiєнта дифузiї.

Використовуючи адiабатичне наближення τϕ � τT , при якому еволюцiя

температури T слiдує за змiнами параметра ϕ, отримуємо рiвняння Ланжеве-

на:

τϕϕ̇ = F (ϕ) +
√
I(ϕ)ξ(t), (2.22)

де сила F задається спiввiдношенням:

F (ϕ) = h0 − (a+ α2/2γ)ϕ+ (b− 3βα/2γ)ϕ2 − (β2/γ)ϕ3, (2.23)

а ефективна iнтенсивнiсть шуму I виражається рiвнiстю:

I(ϕ) = (α + 2βϕ)2/(2γ)2IT + Iϕ, (2.24)

яка випливає iз властивостi адитивностi дисперсiї гаусових випадкових вели-

чин [106].

Рiвнянню (2.22) вiдповiдає рiвняння Фоккера-Планка в формi Iто [106,

138]:

τϕ
∂P (ϕ, t)

∂t
= − ∂

∂ϕ
[F (ϕ)P (ϕ, t)] +

∂2

∂ϕ2
[I(ϕ)P (ϕ, t)] , (2.25)

З плином часу розподiл розв’язкiв рiвняння (2.22) стає стацiонарним i

його явний вигляд може бути знайдений з (2.25) при ∂P (ϕ, t)/∂t = 0. У ре-
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зультатi отримуємо вiдповiдний стацiонарний розподiл

P (ϕ) = Z−1 exp(−U(ϕ)), (2.26)

який визначається нормуючою сталої Z та ефективним потенцiалом:

U(ϕ) = ln I(ϕ)−
∫ ϕ

0

F (ϕ′)

I(ϕ′)
dϕ′. (2.27)

Дослiджуючи стацiонарнi стани густини енергiї меж зерен ϕ, якi зада-

ються умовою iснування екстремуму розподiлу (2.26) (потенцiалу (2.27)), ви-

явлено, що стацiонарнi стани, визначаючi режими фрагментацiї при IПД, не

залежать вiд iнтенсивностi шуму Iϕ. Вiдзначимо, що максимуми ефективного

потенцiалу вiдповiдають мiнiмумам функцiї розподiлу, що вiдповiдають нестiй-

кому стану, а його мiнiмуми, вiдповiднi максимумам функцiї розподiлу – стiй-

ким.

На рисунку 2.7 показано розв’язки рiвняння стацiонарних станiв. Згiдно

з ними, при малих значеннях iнтенсивностi IT iснують три стацiонарнi стани,

два з яких вiдповiдають мiнiмуму потенцiалу U(ϕ) (суцiльна i пунктирна кри-

ва), а один його максимуму (штрихпунктирна крива). Перший мiнiмум може

досягатися при нульовому i ненульовому значеннях густини енергiї меж зе-

рен ϕ0 в залежностi вiд значень
(
εeij
)2

. Ненульовi значення вiн приймає тiльки

у тому випадку, коли
(
εeij
)2

бiльше деякої критичної величини. Це обумовле-

но тим, що при IПД процес фрагментацiї може протiкати, коли пружнi де-

формацiї (εeij) i пов’язанi з ними напруження σij перевищують межу текучо-

стi. Стацiонарнi стани у процесi IПД досягаються тiльки при виконаннi цiєї

умови. Частина кривої може виявитися в нефiзичнiй областi уявних дефор-

мацiй (крива 1). Другий мiнiмум завжди має ненульове значення. Менший iз

стацiонарних значень вiдповiдає бiльшому розмiру зерна (пунктирна крива на

рис. 2.7), бiльший (суцiльна) - меншому його розмiру. Їх роздiляє нестiйкий

стан (штрихпунктирна крива) при значеннi густини енергiї меж зерен ϕm, що
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вiдповiдає максимуму потенцiалу. Слiд зазначити, що нульовий мiнiмум вiд-

повiдає крупнозернистому полiкристалу, а на границi монокристалу. У випад-

ку монокристала спочатку реалiзується нульовий мiнiмум потенцiалу, i тiльки

коли вiн стане ненульовим процес фрагментацiї починає протiкати. Якщо зра-

зок до IПД вже має дрiбнозернисту структуру (реалiзується стан близький до

ненульового мiнiмумуU(ϕ)), то еволюцiя структури матерiалу до стацiонарних

станiв можлива навiть при малих значеннях
(
εeij
)2

.

При збiльшеннi IT залежнiсть виходить з нефiзичної областi (крива 2), i

при
(
εeij
)2

= 0 зразок представляє собою монокристал (або крупнозернистий

полiкристал). Якщо пiдвищувати рiвень деформацiї, то деякий час реалiзуєть-

ся монокристал (ϕ0 = 0). При збiльшеннi
(
εeij
)2

до значення, коли спiвiсну-

ють нульовий i ненульовий мiнiмуми потенцiалу при недостатнiй iнтенсивно-

стi шуму, який здiйснює перекидання мiж мiнiмумами, процес фрагментацiї не

може вiдбутися, тому що цi мiнiмуми роздiленi потенцiйним бар’єром (штрих-

пунктирна лiнiя). Потiм нульовий мiнiмум стає ненульовим (пунктирна лiнiя), i

вiдбувається безперервний процес фрагментацiї. При подальшому збiльшеннi

деформацiї перший мiнiмум зникає разом з потенцiйним бар’єром, i система

за механiзмом фазового переходу першого роду рiзко переходить до стану, що

описується другим мiнiмумом потенцiалу (суцiльна лiнiя). Даний перехiд мо-

же здiйснюватися i при наявностi потенцiйного бар’єру за рахунок шуму, якщо

його iнтенсивнiсть виявиться достатньою. При цьому вiдбувається рiзке змен-

шення розмiрiв зерен. Вiдомо, що при фазовому переходi першого роду через

наявнiсть одночасно двох мiнiмумiв термодинамiчного потенцiалу система мо-

же перебувати в двох метастабiльних фазах [137]. Тут це означає спiвiснуван-

ня граничних структур iз рiзним розмiром зерна.

Критичний вираз для другого iнварiанту при ϕ = 0 приймає вигляд:

(
εeij
)2

с
= −1

µ

(
h′0 + gεeii + λ̄ (εeii)

2 /2− αβIT/γ2
)
. (2.28)
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Рисунок 2.7 – Залежнiсть стацiонарних значень густини енергiї меж зеренϕ0, ϕ
m вiд iнварiан-

та
(
εeij
)2

. Кривi 1-4 вiдповiдають значенням IT = 0.1, 0.22, 0.45, 0.6.

Спiввiдношення (2.28) представляє криву, нижче якої iснує нульовий

стацiонарний розв’язок рiвняння (2.27), що вiдповiдає мiнiмуму U(ϕ) в точцi

ϕ0 = 0.

На рисунку 2.8 наведена фазова дiаграма, де лiнiї вiдповiдають межам

втрати стiйкостi системи. Пряма 1, нижче якої можливий нульовий стацiонар-

ний розв’язок, визначається виразом (2.28). При ϕ0 = 0 вiдсутнiй канал диси-

пацiї енергiї, пов’язаний з утворенням дефектних структур, i система представ-

ляє собою монокристал, або структуру, близьку до нього. Точки 1-4 на фазовiй

дiаграмi вiдповiдають кривим потенцiалу на рис. 2.9, який визначається мiнi-

мумами.

Область A вiдповiдає реалiзацiї двох ненульових мiнiмумiв потенцiалу

U(ϕ) (крива 2 на рис. 2.9). Тут спостерiгаються двi граничнi структури з вели-

ким (перший мiнiмум потенцiалу) i малими (другий мiнiмум) розмiрами зерен.

Область дiаграми A′ подiбна областi A, але з тiєю вiдмiннiстю, що пер-

ший мiнiмум потенцiалу тут нульовий (крива 1 рис. 2.9). Оскiльки перша гра-
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Рисунок 2.8 – Фазова дiаграма системи з областями формування двох (A, A′) i однiєї (B, B′)
граничних структур.

нична структура формується при ϕ0 = 0, вона представляє собою монокри-

стал. У цiй областi малих деформацiй у процесi IПД фрагментацiя матерiа-

лу може не реалiзуватися. Однак, так як завжди позначається вплив шуму,

який здiйснює перехiд системи мiж мiнiмумами потенцiалу, тут скорiше бу-

дуть спiвiснувати двi граничнi структури з рiзними розмiрами зерен. Перша з

них вiдповiдає найбiльшим монокристалiчним зернам (нульовий мiнiмум по-

тенцiалу), друга - бiльш дрiбним зернам.

В областi великих деформацiйB, вiдповiдно до кривої 3, формується од-

на гранична структура, i розмiр зерна тут мiнiмальний. При збiльшеннi (εeii)
2

вiн буде зменшуватися, i на границi (εeii)
2 →∞ оброблений зразок має аморф-

ну структуру.

Єдиний нульовий мiнiмум U(ϕ) (крива 4 на рис. 2.9) реалiзується в об-

ластi малих деформацiй B′. Тут система вiдповiдає монокристалу, оскiльки

вiдсутнiй iнший мiнiмум, в котрий у результатi дiї шуму у процесi IПД здiйс-

нюються переходи. Слiд зазначити, що такi переходи можливi тiльки безпо-

середньо пiд час IПД. Завдяки їм, в областях A, A′ формуються двi граничнi

структури, що вiдповiдає режиму, при якому має мiсце сумiш зерен рiзного
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Рисунок 2.9 – Залежнiсть ефективного потенцiалу (2.27) вiд густини енергiї меж зерен
ϕ при Iϕ = 0.4. Кривi 1-4 вiдповiдають значенням IT = 0.2, 0.3, 0.3, 0.3 та (εeii)

2 =
0.05, 0.125, 0.15, 0.05.

розмiру. Коли процес IПД закiнчений, слiд вважати, що зразок сформований,

i подальшi переходи за рахунок шуму не здiйснюються.
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3 CТОХАСТИЧНА МОДЕЛЬ РОЗМ’ЯКШЕННЯ ПОВЕРХНЕВОГО

ШАРУ ЛЬОДУ ПРИ ТЕРТI

3.1 Вплив шуму на розм’якшення поверхнi льоду пiд час тертя

Запропонована синергетична теорiя плавлення ультратонкої плiвки по-

верхнi льоду в процесi тертя, вiдповiдно до якої зсувна деформацiя вiдiграє

роль параметра порядку, спряжене поле зводиться до зсувного напруження i

температура представляє керувальний параметр. Введенi адитивнi шуми за-

значених величин i побудованi фазовi дiаграми, де iнтенсивностi шумiв i тем-

пература поверхонь тертя визначають областi льоду, пом’якшеного льоду та

їх сумiшi. На область пом’якшеного льоду, критичним чином впливають iн-

тенсивностi шумiв напружень й температури. Продемонстровано, що збiль-

шення iнтенсивностi шуму напружень приводить до плавлення плiвки навiть

при низьких температурах поверхонь тертя, i вiдповiдне поводження системи

визначається флуктуацiями температури, а також з ростом iнтенсивностi шу-

му напружень зникає область тертя льоду.

Тому що iдеальної поверхнi не iснує в дiйсностi, опис неоднорiдностi ду-

же важливий, особливо, у випадку льоду та снiгу. Дослiдження [17] показує

тертя “прилипання-ковзання” (stick-slip) для морського льоду для низької

ковзної швидкостi (V = 0.28 см/с). Це продемонстровано фрикцiйним на-

рощуванням (збiльшенням коефiцiєнта тертя) при сталому зсувi, що супро-

воджується перiодами руху та швидкої релаксацiї напружень. Прiсноводний

гранульований лiд та солоний стовбчастий лiд демонструє неоднорiдне тер-

тя [19]. Вiдповiдна часова залежнiсть тертьової сили має пилкоподiбну фор-

му для всiх температур при швидкостях ковзання не менше нiж 5 · 10−5 м/с i

для температури T = −3◦C на швидкостях менших чим 10−5 м/с. Дослiджен-

ня тертя льоду на льодi та альфа–мiдi по мiдi в дiапазонах T = 173 − 263 К

та V = 10−6 − 10−3 м/c [20] показує, що коливання сили зсуву в залежностi
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вiд зсуву визначаються типом матерiалу, але не жорсткiстю апарата. Цi ре-

зультати пiдтвердженi в [22–25, 78, 80–83, 93] для бiльш широких iнтервалiв

температур i швидкостей поверхнi льоду. Крiм того, динамiка “прилипання-

ковзання” є характерною для руху полiмеру (полiметилметакрилату) на льоду

при V = 0.1 м/с й T = 13.5◦c [23]. Зазвичай вважається [24,25,78], що поверх-

нева шорсткiсть впливає на реальну площу контакту та, отже, змiнює тертя.

Крiм того, важливо для нашого розгляду, що товщина розм’якшених льодових

шарiв зменшується мiж виступами льоду та збiльшується в мiсцях западин ви-

падковим чином [80–83, 93]. Тому вiдбувається неоднорiдний розподiл тепло-

вих та пружних полiв. Спостереження [83] показує, що внаслiдок маленького

розмiру системи флуктуацiї розширюють розплавлену поверхню льоду. В цiй

роботi ми дотримуємося позицiї, що вище згаданi явища можуть бути описанi

через введення шуму деформацiй, напруження й температури. Для пояснення

цих процесiв тут використовуються аналiтичнi та числовi методи.

У роботах [18, 19, 84] лiд поданий як в’язкопружне середовище з коефi-

цiєнтом теплопровiдностi вiдмiнним вiд нуля за допомогою реологiчної моделi.

Система кiнетичних рiвнянь описує взаємно скоординовану поведiнку дефор-

мацiї ε, напружень σ та температури T у поверхневому льодовому шарi пiд

час тертя. Вiдмiнною особливiстю даної роботи є те, що адитивнi шуми зсув-

них компонент деформацiї й напруження i температури розглядаються у плiвцi

на поверхнi льоду. У рiвняннях (3.2) – (3.4) введенi iнтенсивностi шумiв де-

формацiї, напруження й температури Iε, Iσ i IT , якi вiдповiдно вимiрюються в

одиницях

(εs/τε)
2, σ2

s , T
2
c . (3.1)

Запишемо цi рiвняння:

τεε̇ = −ε+ σ +
√
Iεξ1(t), (3.2)

τσσ̇ = −σ + g(T − 1)ε+
√
Iσξ2(t), (3.3)

τT Ṫ = (τTQ− T )− σε+
√
IT ξ3(t). (3.4)
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Тут τσ – час релаксацiї напруження, g = G0/Gε < 1 – стала (G0 ≡ G(T =

2Tc)), температура термостата (в далi вiд поверхонь тертя) Te = τTQ, де Q є

потоком тепла вiд навколишнiх твердих тiл до поверхневого шару. Релаксацiй-

на поведiнка в’язкопружного льоду пiд час тертя описана рiвнянням Кельвiна-

Фойгта (3.2), що звичайно використовується в теорiї тертя льоду [80–82]. Рiв-

няння Ландау-Халатнiкова для релаксацiї напруження (3.3) [80–84], враховує

залежнiсть модуля вiд безрозмiрнiй температури G(T ) = G0(T − 1). Функцiя

ξi(t) є δ–корельоване стохастичне джерело (бiлий шум) [106]. Його моменти

визначаються як:

〈ξi(t)〉 = 0, 〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2Dδijδ(t− t′), (3.5)

де D є iнтегралом кореляцiйної функцiї, що має сенс iнтенсивностi джерела.

Твердий лiд припускається аморфним (невпорядкованим). Тому ми дослiд-

жуємо розм’якшення льоду за схемою фазового переходу другого роду. Рiв-

няння (3.4) є виразом до теплопровiдностi, що описує теплопередачу вiд нав-

колишнiх твердих тiл до поверхневого шару льоду, дисипативне нагрiвання ви-

кликане в’язким напруженням, тепловi джерела за рахунок дилатацiї та пруж-

ної енергiї.

Рiвняння (3.2) – (3.4) формально збiгаються з синергетичною системою

Лоренца, де деформацiя дiє як параметр порядку, а спряжене поле зводить-

ся до сколюючого напруження, i температура є керувальним параметром. Як

вiдомо, ця система може використовуватись для опису термодинамiчних фа-

зових та кiнетичних переходiв [84, 106].

У роботах [18, 19, 84] розм’якшення поверхнi льоду було представлено

як результат появлення зсувної компоненти деформацiї, викликаної нагрiван-

ням поверхонь вище критичного значення Tc0 = 1+g−1. Таким чином, вивчення

переходу вiдбувається за механiзмом термодинамiчного та зсувного плавлен-

ня.
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Початковою причиною цього процесу самоорганiзацiї є додатнiй зворот-

нiй зв’язок T i ε iз σ у (3.3), викликаний температурною залежнiстю модуля

зсуву, що може приводити до його зникнення. З iншого боку, вiд’ємний зворот-

нiй зв’язок σ i ε iз T у (3.4) забезпечує стабiльнiсть системи, тому вiн вiдiграє

ключову роль.

Ми розглядаємо випадок перетворення поверхнi льоду в тiло з вели-

кою щiльнiстю дефектiв, що нагадує сильно в’язку рiдину, що має модуль зсу-

ву або напруження течiї або велику в’язкiсть [22, 24, 78]. Коли ε = 0 лiд не

розм’якшений, ситуацiя з ε 6= 0 вiдповiдає розм’якшенню [84]. Звичайний

твердий стан льоду вiдповiдає деформацiї ε = 0, тому що рiвняння Кельвiна-

Фойгта (3.2), що мiстить в’язке напруження, не розглядається в цьому випад-

ку. Рiвняння (3.3) зводиться до закону Дебая, що описує швидку релаксацiю

зсувних напружень протягом мiкроскопiчного часу τσ ≈ a/c ∼ 10−12 с, де

a ∼ 1 нм – стала решiтки або мiжмолекулярна вiдстань i c ∼ 103 м/с – швид-

кiсть звуку [17, 20].

Вiдповiдно рiвняння теплопровiдностi (3.4) приймає форму найпростi-

шого виразу для температурної релаксацiї, що не має додаткiв, якi пред-

ставляють дисипативне нагрiвання й дилатацiю в’язкої рiдини. При нену-

льовому значеннi ε рiвняння (3.2) – (3.4) описують вищезгаданi властивостi

розм’якшеного льоду. Сила тертя зменшується з ростом температури внаслi-

док зменшення бар’єра енергiї для молекулярних стрибкiв. Крiм того, пов-

на сила тертя зменшується iз ростом швидкостi мiж поверхнями контакту

V = l∂ε/∂t, оскiльки останнє збiльшує фрикцiйний розiгрiв та вiдповiдно тов-

щину розм’якшеної плiвки [84].

В роботi буде показано, що збiльшення iнтенсивностi шуму напружен-

ня викликає розм’якшення льоду навiть при маленькiй фоновiй льодовiй тем-

пературi, при цьому температурний шум впливає критично. Отримано фазо-

вi дiаграми з областями розм’якшення, формування неоднорiдної тонкої по-

верхневої плiвки, що складається iз швидко флуктуючих областей льоду й
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розм’якшеного льоду, та звичайного тертя поверхнi льоду. Вони будуються в

декiлькох площинах:

1) iнтенсивнiсть шуму температури – температура поверхонь тертя;

2) iнтенсивнiсть шуму напруження, що сколює – температура поверхонь тер-

тя;

3) iнтенсивнiсть шуму зсувного напруження – шуму температури.

3.2 Фазовi дiаграми режимiв тертя

3.2.1 Рiвняння Ланжевена й Фоккера-Планка

Розглянемо основнi рiвняння для дослiдження впливу адитивних неко-

рельованих шумiв зсувних компонент деформацiї та напруження ε, σ i тем-

ператури T [86]. Мiнiмальний час релаксацiї деформацiї τε визначається ча-

сом переорiєнтацiї молекул води в точцi замерзання прiсної води 2 × 10−5 с

та τε зростає на декiлька порядкiв величини при високих навантаженнях [87].

Експерименти, проведенi на льодi [17, 19], демонструють, що час релаксацiї

напруження τσ становить приблизно 10−12 с. Тому, що товщина розм’якшеної

плiвки льоду дорiвнює приблизно декiльком молекулярним дiаметрам релак-

сацiя температури до значення Te вiдбувається на протязi часу τT � τε. Тодi

за допомогою синергетичного принципу пiдпорядкування [82] τε � τσ, τT , рiв-

няння (3.3) i (3.4) набирають вид:

σ(t) = σ̄ + σ̃ξ4(t), T (t) = T̄ + T̃ ξ5(t); (3.6)

σ̄≡gε (Te − 1) d(ε), σ̃≡
√
Iσ+IT (gε)2 d(ε),

T̄≡1 + (Te − 1) d(ε), T̃ ≡
√
IT+ε2Iσ d(ε),

d(ε)≡(1 + gε2)−1. (3.7)
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Детермiнованi компоненти збiгаються з отриманими в [19,82,88], тодi як

флуктуацiйнi отриманi на основi властивостi адитивностi варiацiй незалежних

гаусових випадкових величин [106]. Таким чином, спочатку адитивнi шуми на-

пруження σ й температури T перетворюються до мультиплiкативної форми в

адiабатичному наближеннi. Рiвняння (3.2), (3.6) i (3.7) приводять до рiвняння

Ланжевена:

τεε̇ = f(ε) +
√
I(ε) ξ(t), f ≡ − ∂V

∂ε
, (3.8)

де сила f отримана iз синергетичного потенцiалу [82, 88]

V =
1

2

[
ε2 + (1− Te) ln

(
1 + gε2

)]
, (3.9)

ефективна iнтенсивнiсть шуму

I(ε) ≡ Iε +
[
Iσ + IT (gε)2

]
d2(ε) (3.10)

випливає iз властивостi адитивностi варiацiй шумiв. Безпосередня пiдстанов-

ка (3.6) i (3.7) в (3.2) дає стохастичну добавку[
I1/2
ε +

(
I1/2
σ + I

1/2
T gε

)
d(ε)

]
ξ(t). (3.11)

квадрат амплiтуди якої вiдрiзняється вiд ефективної iнтенсивностi шуму (3.10).

Крiм того, безпосередньо за допомогою адiабатичного наближення у форму-

лах (3.3) i (3.4) ми одержуємо наступнi флуктуацiйнi доданки в (3.6) (замiсть

виразу (3.7)): σ̃ ≡
(
I

1/2
σ +I

1/2
T gε

)
d(ε), T̃ ≡

(
I

1/2
T −εI

1/2
σ

)
d(ε). Останнiй дода-

нок не має фiзичного змiсту оскiльки ефективний шум температури T̃ дорiвнює

нулю при деформацiї ε =
√
IT/Iσ. Формально, це викликано тим, що звичайнi

методи не можуть бути застосованi до аналiзу рiвняння Ланжевена [106].

Присутнiсть стохастичної сили
√
I(ε) ξ(t) в рiвняннi Ланжевена (3.8)

означає, що воно представляє стохастичне диференцiальне рiвняння (СДР).

Тому що розв’язок СДР унiкальнi, тiльки їхнi статистичнi властивостi можуть
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бути дослiдженi. Вiдповiдно до цього в подальшому буде розглядатися тiльки

розподiл ймовiрностей розв’язкiв P (ε) за значеннями деформацiї ε. У загаль-

ному випадку множина форм рiвнянь Фоккера-Планка (РФП) може вiдповi-

дати рiвнянню Ланжевена (3.8). Ранiше форми Iто та Стратоновича [106] РФП

використалися для опису межового тертя. Далi ми базуємося на iнтерпретацiї

Стратоновича, тому що вона дозволяє врахувати автоматично ефекти пам’ятi

наявнi в зм’якшенiй плiвцi льоду через її маленьку товщину приблизно 1− 100

нм [84, 89–93, 139]. Тут для нової фiзичної системи показано, що числення

Стратоновича не приводить до якiсних змiн результату в порiвняннi з бiльш

простою iнтерпретацiєю Iто. Запишемо вiдповiдне РФП (S-форма):

∂P (ε, t)

∂t
= − ∂

∂ε
[f(ε)P (ε, t)]

+ D
∂

∂ε

[√
I(ε)

∂

∂ε

√
I(ε)P (ε, t)

]
. (3.12)

З часом розподiл розв’язкiв (3.8) стає стацiонарним, i його явна форма

може бути визначена iз (3.12) при ∂P (ε, t)∂t = 0:

P (ε) = Z−1 exp{−U(ε)}, (3.13)

де Z – стала нормування [137].

Ефективний потенцiал:

U(ε) =
1

2
ln I(ε)− 1

D

ε∫
0

f(ε′)

I(ε′)
dε′, f ≡ − ∂V

∂ε
, (3.14)

зв’язаний iз синергетичним потенцiалом V (3.9) i iнтенсивнiстю шуму

I(ε) (3.10). Оскiльки явний аналiтичний вираз для U(ε) виявляється громiзд-

ким, ми його не наводимо.
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Точки екстремумiв функцiї розподiлу P (ε) визначаються виразом

x3+g(1−Te)x2−Dg2ITx+2Dg(gIT−Iσ)=0,

x ≡ 1+gε2, (3.15)

що випливає з рiвностi dU/dε = dI/dε − 2f/D = 0. Подальший аналiз грун-

тується на дослiдженнi екстремумiв функцiї розподiлу, тобто обчисленнi фазо-

вої дiаграми й стацiонарних станiв за допомогою пiдходу Стратоновича. Такий

пiдхiд погоджується з основними результатами, отриманими для ультратонкої

плiвки мастила в рамках iнтерпретацiї Стратоновича та Iто.

Згiдно з (3.16) положення максимумiв не залежать вiд iнтенсивностi

шуму Iε деформацiї ε, але вони фiксуються значеннями температури повер-

хонь тертя Te, постiйної g = G0/Gε, iнтенсивностi джерела D i iнтенсивно-

стей Iσ та IT флуктуацiй напруження σ i поверхневої температури льоду T .

Тому беручи для спрощення ефективного потенцiалу Iε = 0, отримаємо з фор-

мул (3.9), (3.10) i (3.14):

U(ε) =
1

2
ln
[
d2(ε)

(
Iσ+ (gε)2 IT

)]
+

1

2gDIT

×
{

1

2
gε2
(
2 + gε2

)
+ [i− g (1− Te)]

×
(
i ln |i+1+gε2|−i ln |i+1|−gε2

)}
, i≡Iσ

IT
−1. (3.16)

3.2.2 Фазовi дiаграми

Фазовi дiаграми для фiксованих iнтенсивностей Iσ i IT зображенi на

рис. 3.1(a) i (б). Лiнiї 1′ та 2′ визначають пороги втрати стабiльностi систе-

ми, тобто, границi областей, що вiдповiдають рiзним формам функцiї розподiлу
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ймовiрностi (3.13). Згiдно з формулою (3.16) нижче прямої лiнiї 1′, що визна-

чається рiвнiстю

T c = 1 + g−1 +D (gIT − 2Iσ) , (3.17)

функцiя розподiлу (3.13) завжди має максимум при ε = 0, i лiд може не

розм’якшуватись, а вище за (3.17) цей максимум не iснує. Таким чином, кри-

тична температура T c (3.17) зростає при збiльшеннi iнтенсивностi шуму тем-

ператури та зменшується з ростом шуму напруження, що сколює. Три областi

якi зображенi на фазових дiаграмах вiдповiдають рiзним режимам тертя. Оби-

два рисунки є площинними перетинами трьохвiмiрної фазової дiаграми в коор-

динатах Te-Iσ-IT . Тому, далi проаналiзованi точки 1− 3 пiдiбранi на перетинах

пересiчних площин, таким чином, щоб вони вiдповiдали iдентичним парамет-

рам системи.

На рис. 3.2.2 зображено розподiли ймовiрностей (3.13) вiдповiднi точ-

кам на рис. 3.1. У точцi 1 нижче кривої 2′, де розподiл ймовiрностей (3.13) має

максимум тiльки при ε0 = 0, вiдбувається звичайне тертя льоду (I), що харак-

терно для нерозм’якшеної поверхнi льоду. Мiж лiнiями 1′ й 2′ (точка 2) роз-

подiл ймовiрностей (3.13) має максимуми при нульовий та вiдмiннiй вiд нуля

деформацiї ε0, i спостерiгається двофазна область зменшеного тертя з пере-

ходами мiж двома динамiчними станами протягом стацiонарного ковзання. Це

так званий, режим перемiжностi зм’якшення поверхнi льоду, де з’являється

сумiш фаз льоду й розм’якшеного льоду (SI). Точка 3 розташована вище

лiнiї 1′, де розподiл iмовiрностi (3.13) має максимум при ε0 6= 0 та поверхня

льоду розм’якшується (S). Тепер, розглянемо умови для стабiльностi коренiв

ε± (3.16) у простому випадку Iσ = 0. Розв’язки рiвняння (3.16)

ε2
± = 2−1/2g−1 [g(Te−1)−3

±
√

(g(Te−1)+7) (g(Te−1)−1)
]1/2

(3.18)

одержано на лiнiї, що визначається виразом (3.17), пiсля усунення кореня ε2 =
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0. При Te<T
0
c =1+(4/3)g−1 коренi ε2

± комплекснi, для Te = T 0
c значення ε2

−

стає нульовим, у дiапазонi Te > T 0
c значення ε2

− комплекснi, а ε2
+ дiйснi, що

означає розм’якшення плiвки льоду. Якщо рiвнiсть (3.17) задоволено, корiнь

ε = 0 вiдповiдає максимуму функцiї розподiлу (3.13) при Te<T 0
c , тодi як при

Te>T
0
c цей розв’язок є мiнiмумом, i коренi ±ε+ 6= 0 вiдповiдають симетричним

максимумам.

Дорiвнюємо дискримiнант (3.16) до нуля i одержуємо рiвняння:

IT=0, (DIT )2 +DIT

[
4−1 (1−Te)2

− 9g−1 (1−Te)−27g−2
]
−2g−1 (1−Te)3 =0. (3.19)

Останнє має розв’язки:

2DIT = 9g−1
(
1−Te+3g−1

)
− 4−1 (1−Te)2

±
{[

9g−1
(
1−Te+3g−1

)
− 4−1 (1−Te)2

]2

+ 8g−1 (1−Te)3
}1/2

. (3.20)

Вони дають колоколоподiбну лiнiю Te(IT ), що перетинає вiсь абсцис у

точцi:

IT =
1

2D

{
9g−1

(
1+3g−1

)
− 4−1

+
[(

9g−1
(
1+3g−1

)
− 4−1

)2
+8g−1

]1/2
}

(3.21)

i вiсь ординати в точцi Te = 1. Кривi (3.20) з’єднуються i формують макси-

мум C за умови, що вираз пiд квадратним коренем дорiвнює нулю. Видно, що

лiнiя (3.17) торкається кривої (3.20) у трикричнiй точцi T :

Te = T 0
c = 1+

4

3
g−1, IT =

g−2

3D
. (3.22)

Ця точка пов’язана з дiйсними розв’язками±ε+ 6= 0 (3.18) рiвняння (3.16), що



91

визначають розм’якшену поверхню льоду.

Розглянемо бiльше загальний випадок двох мультиплiкативних шумiв

Iσ, IT 6= 0. Умова екстремуму розподiлу ймовiрностi (3.13) представлена рiв-

нiстю ε = 0 i рiвнянням (3.16). Його аналiз показує, що лiнiя iснування ну-

льового розв’язку визначається спiввiдношенням (3.17). На жаль, координа-

ти трикритичної точки T занадто громiздкi, щоб їх навести. Але можна описа-

ти основнi особливостi. Зокрема для Iσ < (1 + g−1)/(2D) поводження подiбно

простому випадку Iσ = 0 (див. рис. 3.1). При Iσ > (1+g−1)/(2D) розм’якшення

льоду, може вiдбутися навiть для маленьких значень температури термостата

Te й iнтенсивностi шуму температури поверхнi льоду IT . Трикритична точка

потрапляє на вiсь IT при

Iσ=gIT+
1

Dg

{
g3

6

(
2

9
+DIT

)
−

[(
g3

6

(
2

9
+DIT

))2

+
g6

27
(DIT )2

(
1

4
+DIT

)]1/2
}
, (3.23)

де DIT =
(
2DIσ − 1− g−1

)
/g. Коли iнтенсивнiсть шуму Iσ перевищує кри-

тичне значення IoC , що визначається (3.23) при

ITC =
1

3D

[
(6 + g)2

g2
− 1

]
, (3.24)

стабiльна область льоду зникає (дiв. рис. 3.1(б)).

Дослiдження адитивних флуктуацiй ε, σ i T демонструє, що стохастич-

ний ефект є малим для зсувної компоненти деформацiї та значним як для вiд-

повiдної компоненти напруження, так i для температури плiвки льоду. Область

розм’якшення льоду обмежена спiввiдношенням для iнтенсивностi шуму

DIT = (2DgIσ − 1− g) /g2, (3.25)

отриманим з (3.16) при x = 1(ε = 0) i Te = 0. Вiдповiдно до (3.25), коли

температурний шум вiдсутнiй, розм’якшення льоду вiдбувається, якщо iнтен-
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Рисунок 3.1 – Фазова дiаграма при g = 0.4, D = 1.5 з областями розм’якшеного льоду (S),
льоду (I), розм’якшеного i не розм’якшеного льоду (SI) (T – трикритична точка,C – критична
точка): (a) Iσ = 1; (б) IT = 20.

сивнiсть флуктуацiй напруження, що сколює, перевищує значення (точкаO на

рис. 3.3)

IσO = (1 + g)/ (2Dg) . (3.26)

Зростання флуктуацiй зсувного напруження та температури викликає

розм’якшення льоду, коли їхня iнтенсивнiсть нижче лiнiї (3.25). Область неод-

норiдного тертя виникає з подальшим ростом цих iнтенсивностей вище зна-
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Рисунок 3.2 – Розподiл (3.13) при Iε = 0, Iσ = 1, IT = 20 i режимах, показаних точками на
рис. 3.1: 1 – Te = 4(I); 2 – Te = 8(SI); 3 – Te = 13.5(S).

чень у трикритичнiй точцi T на рис. 3.3.

Iσ1 =
4+3g

2Dg
, IT1 =

3+2g

Dg2
. (3.27)

Така перемiжна поведiнка вiдбувається в областi вище прямої

лiнiї (3.25) i поза кривої, що фiксується (3.23). Якщо iнтенсивнiсть шуму на-

пруження, що сколює, перевищує значення IσC , визначене (3.23) з темпера-

турним шумом ITC (3.24) (точкаC на рис. 3.3), область тертя звичайного льоду

зникає повнiстю. Точка, де крива (3.23) перетинає вiсь ординат визначається

рiвнiстю

DIT2 =
1

2

[
9

g

(
3

g
+1

)
− 1

4

]
+

{
1

4

[
9

g

(
3

g
+1

)
− 1

4

]2

+
2

g

}1/2

. (3.28)

Вище цiєї точки не спостерiгається тертя звичайного льоду. Фазова дiа-

грама на рис. 3.3 показує досить нетривiальну поведiнку, особливо, в областi

Iσ1≤Iσ≤IσC .
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Рисунок 3.3 – Фазова дiаграма при g = 0.4, D = 1.5, Te = 0 i Iσ, IT 6= 0.

3.3 Часовi ряди сили тертя

Множення (3.8) на dt приводить до диференцiального рiвняння Ланже-

вена:

dε = f(ε)dt+
√
I(ε)dW (t), (3.29)

де час t вимiрюється в одиницях часу релаксацiї деформацiї τε, dW (t) = W (t+

dt)−W (t) ≡ ξ(t)dt – вiнерiвський процес з властивостями [141]:

〈dW (t)〉 = 0; 〈(dW (t))2〉 = 2Ddt. (3.30)

Метод Ейлера i iтерацiйна процедура [84, 90, 140] використовується для

чисельного розв’язання рiвняння (3.29). Перетворивши стохастичне диферен-

цiальне рiвняння (СДР) Стратоновича (3.29) на еквiвалент СДР Iто та взявши

до уваги (3.30), отримаємо [141, 142]:

dε =

[
f(ε)+D

√
I(ε)

∂

∂ε

√
I(ε)

]
dt+

√
I(ε)dW (t). (3.31)

З визначення дискретного аналога диференцiала стохастичної сили
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dW (t) ≡
√

∆tWi, (3.8) та (3.10) iтерацiйна процедура розв’язання рiвнян-

ня (3.31) виглядає наступним чином:

εi+1 = εi +

(
f(εi) +

Dgεi[gIT (1− gε2
i )− 2Iσ]

(1 + gε2
i )

3

)
∆t

+
√
I(εi)∆tWi. (3.32)

Розв’язання рiвняння виконується в iнтервалi часу t ∈ [0, Tm]. Для числа

iтерацiй N (числа точок часового ряду) iнкримент часу дорiвнює ∆t = Tm/N .

Сила Wi має наступнi властивостi (див. (3.20)):

〈Wi〉 = 0, 〈WiWi′〉 = 0, 〈W 2
i 〉 → 2D. (3.33)

Випадкова сила описується моделлю Бокса-Мюллера [143]:

Wi =
√
µ2
√
−2 ln r1 cos(2πr2), rn ∈ (0, 1], (3.34)

де µ2 = 2D – дисперсiя i Wi випадкове число, яке визначається за (3.33).

Псевдовипадковi числа r1, r2 рiвномiрно розподiленi i повторюються через

певнi промiжки часу. Оскiльки ефективний потенцiал (3.14) має мiнiмуми при

додатних i вiд’ємних значеннях деформацiї ε, флуктуацiї можуть привести до

переходiв мiж станами, визначеними цими мiнiмумами. Вiд’ємна область ε < 0

виключається з аналiзу оскiльки розглядається рух верхньої поверхнi в одно-

му напрямку. Таким чином, розглядається в подальшому |ε|(t).

З одного боку, площа контакту в дослiдi з тертя полiмеру (полi (метил

метакрилат) (ПMMA)), гуми i сталi по льоду [25] i полiкристалiчного прiсно-

го та солоного льоду по собi [17–19] приблизно дорiвнює A ≈ 10−6 − 10−1

м2 [23, 139, 144]. З iншого боку, припустимо, що модуль зсуву поверхнi льоду

визначається значенням границi текучостi Gε ≈ 0.1 − 10 MПa [23]. Тому, ви-

користовуючи формулу для сили тертя F (t) = AGε|ε|(t), можна пiдрахувати

типовi реалiзацiї F (t) для визначених режимiв на рис. 3.4.
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рiвнянням (3.32) при N = 5 · 103, Tm = 50, dt = 0.01. Показанi режими вiдповiдають точкам
на фазовiй дiаграмi (рис. 3.1).

Цi залежностi вiдповiдають експериментально дослiдженим в робо-

тах [23, 139, 144] у випадку, коли час релаксацiї деформацiї τε знаходиться в

iнтервалi 0.1 − 5 с. Часовi ряди рiзних режимiв встановлюють рiзнi режими

тертя вiдповiдно до розподiлiв ймовiрностей P , як це зображено у правiй ча-

стинi рис. 3.4. При величинi сили тертя близької до нуля, реалiзується режим

тертя льоду (I). Випадковi переходи мiж нульовими i ненульовими величина-

ми сили тертя F трапляються при режимi прилипання - ковзання (stick-slip

regime (SI)). Видно, що нижня залежнiсть вiдповiдає розм’якшеному режи-

му льоду (S), оскiльки завжди F > 0. При цьому, вiдповiдно, великi значення

сили тертя обумовленi внеском в’язкостi. Часовi залежностi легко вiдрiзнити,

оскiльки їх побудовано на основi фазових дiаграм в осях Te − IT , i F (t) отри-

мано при рiзних величинах температури блоку Te. При високiй температурi Te

поверхня льоду повнiстю розм’якшується, при низькiй Te поверхня в твердому

станi.

Аналiз за допомогою швидкого перетворення Фур’є [143] часових рядiв
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режиму прилипання-ковзання (SI) (рис. 3.4) дає спектр коливань сили тертя,

зображений на рис. 3.5. Розгляданутi часовi ряди F (t) побудованi вiдповiд-

но до (3.32) при N = 104, T = 100, dt = 0.01. В спектрi потужнiсть сигналу

зменшується з ростом частоти. Лiнiя апроксимацiї спектру Sp(ν) ∝ 1/ν0.85 має

спадний вигляд з частотою, що суперечить властивостi бiлого шуму Sp(ν) =

const. Отже, в моделi присутнi рiзнi кореляцiї часу. Для всiх режимiв тертя

спектри мають спiльну форму Sp(ν) ∝ 1/ν0.85. Тому, в загальному випадку за-

стосування рiвняння (3.8) приводе до переходу бiлого шуму, який характери-

зує бiльшiсть фiзичних систем, у корельованi флуктуацiї. Експериментальне

дослiдження, що виявило схожу поведiнку, описано в [145].
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Рисунок 3.5 – Спектральна густина сили Sp(ν) (в умовних одиницях) вiдповiдає SI режиму,
параметри вказанi на рис. 3.4. Пунктирна лiнiя визначена за спiввiдношенням Sp(ν) ∝ 1/ν0.85.
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ВИСНОВКИ

У представленiй роботi в рамках синергетичної моделi межового тертя, вив-

чалися процеси тертя двох атомарно-гладких та шорстких поверхонь при на-

явностi ультратонкого шару мастила мiж ними. Врахована просторова неод-

норiднiсть напружень, деформацiї i температури мастильного шару дозволила

описати нетривiальну неньютонiвську поведiнку ефективної зсувної в’язкостi

мастила. Розглянутi два випадки, що вiдрiзняються врахуванням рiзних типiв

руху поверхонь тертя. Отриманi просторовi профiлi напружень, деформацiї i

температури у рiзнi моменти часу. Розгляд поверхонь тертя з нанорозмiрними

нерiвностями дозволив розширити та узагальнити отриманi ранiше результати

для атомарно-гладких поверхонь. З’ясовано, що у процесi тертя нерiвних по-

верхонь мастило по площинi тертя представляє доменну структуру, де присут-

нi рiдиноподiбнi та твердоподiбнi дiлянки, що робить рiзний внесок у загаль-

ну силу тертя. Вводячи до розгляду зовнiшнiй адитивний шум з’ясовано його

характер впливу на поведiнку системи та показано, що iз зростанням iнтен-

сивностi шуму збiльшується iмовiрнiсть переходiв мiж твердоподiбним та рi-

диноподiбним станами. Показано, що в деякому обмеженому дiапазонi функ-

цiя щiльностi розподiлу часових залежностей параметра порядку приймає сте-

пеневий вигляд, тобто встановлюється самоподiбна поведiнка твердоподiбної

системи. За допомогою методу мультифрактального флуктуацiйного аналiзу,

що дозволяє дослiдити часовi ряди рiзної природи, вдалося отримати iнфор-

мацiю про локальнi властивостi часових залежностей. Також з’ясовано умови,

за яких система демонструє монофрактальну чи мультифрактальну поведiнку,

що характеризується спектром фрактальних розмiрностей.

У рамках нерiвноважної еволюцiйної термодинамiки, на основi двохде-

фектного наближення, вивчений процес фрагментацiї кристалiчної структури

при IПД. В якостi основних структурних дефектiв обранi межi зерен (МЗ)

i дислокацiї. Побудована фазова дiаграма режимiв фрагментацiї металу або
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сплаву при IПД. Використовуючи метод фазової площини, побудованi фазовi

портрети, якi однозначно вiдображають поведiнку системи вiдповiдно до обла-

стей на ФД. Отримана дiаграма, яка наочно демонструє областi формування

стiйких стацiонарних станiв. Вивчено вплив часiв релаксацiї на фазову дина-

мiку нерiвноважних змiнних системи. Показано, що з наближенням як до пря-

мої τhg � τhD , так i до зворотної адiабатики τhD � τhg система демонструє

унiверсальну кiнетичну поведiнку. Особливiсть такої поведiнки проявляється

у формуваннi на фазових портретах вiдповiдних майже лiнiйних дiлянок, бiльш

вiдомих як “русло великої рiчки”, до яких, незалежно вiд початкових умов,

швидко еволюцiонують всi фазовi траєкторiї. Розглядаючи однодефектну мо-

дель НЕТ, в розвиненнi вiльної енергiї з урахуванням шуму, описанi додатко-

вi стiйкi стани, якi досягаються у процесi IПД (ненульовий мiнiмум термоди-

намiчного потенцiалу вiльної енергiї). Цiкавим є те, що крупнозернистий стан

матерiалу (на границi монокристал) пов’язаний з нульовим мiнiмумом вiльної

енергiї (нульовим максимумом внутрiшньої енергiї) i в контекстi теорiї його та-

кож можна розглядати як свого роду граничну структуру, яка буде рiвноваж-

ною щодо звичайної пластичностi.

Розм’якшення поверхнi льоду представляється виникненням деформа-

цiї зсуву, викликаної критичним нагрiванням льоду. Дослiдження теплового

й деформацiйного флуктацiйного впливу на поверхню льоду, дозволяє, по-

будувати фазову дiаграму з областями її неоднорiдностi, льоду, а також його

розм’якшеного стану. Таким чином, розглянутi флуктуацiї приводять до уск-

ладнення переходу. Встановлено, що при збiльшеннi шуму температури плiв-

ки на поверхнi льоду може спостерiгатися зменшення або збiльшення сили

тертя залежно вiд початкових умов, але зi збiльшенням шуму напруження об-

ласть, що розм’якшується, тiльки збiльшується. Побудовано фазовi дiаграми

з областями льоду, розм’якшеного льоду та їх сумiшi (переривчастого тертя).

Виявлено, що область тертя льоду обмежена порiвняно низькими значення-

ми температури блоку, що ковзає, та iнтенсивностей флуктуацiй напружень i
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температури поверхнi льоду. З ростом iнтенсивностi шуму напружень вiдбу-

вається розм’якшення плiвки льоду навiть при низьких температурах термо-

стата. Часовi ряди характеризують рiзнi режими тертя вiдповiдно до розподiлу

ймовiрностей деформацiй, при цьому величина сили тертя, що близька до ну-

ля, вiдповiдає режиму тертя звичайного льоду. Аналiз за допомогою швидкого

перетворення Фур’є часових рядiв в режимi прилипання-ковзання дає спектр

коливань сили тертя, що означає їх кореляцiю.
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