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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР 109 с., 78 джерел.

ГАУССОВА КРИВИЗНА, ЗАМКНЕНИЙ IДЕАЛ, IНТЕРПОЛЯЦIЯ,
МАКРОСКОПIЧНА РОЗМIРНIСТЬ, НОРМАЛЬНА КРИВИЗНА,
ОПУКЛИЙ ПIДМНОГОВИД КЕЛЕРА, ПРОСТIР МIНКОВСЬКОГО,
МНОГОВИД РIМАНА, СУБГАРМОНIЙНА ФУНКЦIЯ.

Об’єкт дослiдження є пiдмноговиди в евклiдовому, рiмановому та
фiнслеровому просторах, групах Лi; субгармонiйнi функцiї.

Мета дослiдження полягає у вивченнi оптимальних властивостей
пiдмноговидiв у фiнслеровому, рiмановому та афiнному просторах, а та-
кож дослiдження властивостей субгармонiйних функцiй.

Метод дослiдження — теореми в просторах постiйної кривизни,
теореми Александрова, Погорєлова про изометричне занурення Алексан-
дрiвських просторiв, топологiчнi властивостi шарiв, метод рядiв Фур’є.

Актуальнiсть теми дослiдження обумовлена недостатньою до-
слiдженiстю дiйсних повних келерових опуклих пiдмноговидiв в евклi-
довому просторi, макроскопiчних розмiрностей рiманових рiзноманiть,
cубгармонiйних функцiй у пiвплощинi.

Основнi отриманi результати: Доведено теорему про розщепле-
ння дiйсного повного келерового опуклого пiдмноговиду в евклiдовому
просторi в метричний добуток двовимiрних поверхонь позитивної гаусо-
вої кривизни в тривимiрних евклiдових просторах. Вирiшено проблему
Громова про макроскопiчну розмiрнiсть риманових рiзноманiть. Знайде-
но топологiчну будову багатовимiрного компактного рiзноманiття з пло-
ским шаром коразмiрностi один. Доведено, що якщо нормальнi криви-
зни гiперповерхнi вiдокремленi вiд одиницi, то гiперповерхня в геометрiї
Гiльберта є компактною. Доведено, що некомпактнi фiнслеровi пiдмного-
види невiд’ємної кривизни Рiччi в просторах Мiнковського є цилiндрами,
якщо пiдмноговиду належить пряма об’ємного простору Мiнковського.
Вивчено випадки будови багатовимiрного компактного рiзноманiття з
плоским шаром коразмiрностi один. Знайдено умови регулярного вкла-
дення двовимiрної сфери в евклiдiв чотиривимiрний простiр. Доведено
теорему про нижнiй порядок субгармонiйних у верхнiй пiвплощинi фун-
кцiй нескiнченного порядку. Знайдено умови розв’язання iнтерполяцiй-
ної задачi в класi цiлих функцiй нульового порядку. Описано лiнiйнi фун-
кцiонали в класах цiлих функцiй скiнченного порядку i замкненi iдеали
в класах цiлих функцiй.
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Перелiк скорочень, умовних познак, одиниць i термiнiв

C — вiдкрита комплексна площина;
C+ — верхня вiдкрита комплексна площина: C+ = {z : Im z > 0} ;
R — дiйсна вiсь;
γ(r) — функцiя зростання;
ρ(r) — уточнений порядок, V (r) = rρ(r) ;
[·] — цiла частина числа;
δS(γ(r)) — клас дельта-субгармонiйних функцiй скiнченного γ -типу;
S(γ(r)) — клас субгармонiйних функцiй скiнченного γ -типу;
Sδ(γ(r)) — клас дельта-субгармонiйних функцiй скiнченного γ -типу у
пiвплощинi;
JS(γ(r)) — клас субгармонiйних функцiй скiнченного γ -типу у пiв-
площинi;
C(a, r) — вiдкритий круг з центром в точцi a радiуса r ;
B(a, r) — замкнений круг з центром в точцi a радiуса r ;
l∗(G) — верхня лiнiйна щiльнiсть множини G ;
ck(r; v) — коефiцiєнти Фур’є функцiї v ;
µv — мiра Рiсса функцiї v ;

S(r; k, µ) =
1

k

∫∫
B(0,r)

dµ(ζ)

ζk
;

S(r1, r2; k, µ) = S(r2; k, µ)− S(r1; k, µ), r1 ≤ r2;

S ′(r; k, µ) =
1

k

∫∫
B(0,r)

(
ζ̄

r

)k

dµ(ζ);

T (r; v) = N(r, v) +m(r, v) — характеристика Неванлiнни функцiї v ;

N(r, v) =

r∫
0

µ(t)

t
dt;

m(r, v) = 1
2π

2π∫
0

v+(re
iθ dθ ;

λv — повна мiра функцiї v ;
νv — гранична мiра функцiї v ;
D+(R1, R2) = C+(0, R2)\C+(0, R1) , R1 < R2 , — пiвкiльце.
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1 Про занурення келерових многовидiв в
класi опуклих пiдмноговидiв

Теореми про розщеплення займають одне iз центральних мiсць в
рiмановiй геометрiї i геометрiї пiдмноговидiв. Це теореми Топоногова,
Чiгера-Громолла в рiмановiй геометрiї, теорема Хартмана про цiлiндрi-
чнiсть пiдмноговидiв невiд’ємної секцiйної кривини, теорема про цилiн-
дрiчнiсть пiдмноговидiв в евклiдовому просторi без вимоги на внутрi-
шню геометрiю, якi замiнюються природною зовнiшньо геометричною
умовою.

Дайчер, Флорит вивчали побудову дiйсних келерових пiдмноговидiв
в евклiдовому просторi. При додатковому обмеженнi на внутрiшню кри-
вину при малому ковимiру вкладення справедлива

Теорема 1. [1] Нехай f :M2n → R2n+p є iзометричне занурення келе-
рового многовиду з p ≤ n . Якщо M 2n має або додатню кривину Рiччi
або додатню голоморфну секцiйну кривину, то p = n i f локально
розщеплюється як добуток n двовимiрних опуклих поверхонь в R3 .
За умови, що M 2n повний многовид, то розщеплення глобальне.

Нагадаємо, що iзометричне занурення f :Mm → Rm+p розщеплює-
ться локально як добуток гiперповерхонь, якщо для будь-якого x ∈Mn

iснує окiл x ∈ U ⊆ Mn i для будь-якого 1 ≥ i ≥ p рiмановий много-
вид Umi

i допускає iзометричне занурення fi : U
mi

i → Rmi+1 таке, що
U = U1× ...×Up i f |U = f1× ...× fp . При менш жорстких обмеженнях
на внутрiшню кривину справедлива

Теорема 2. [1] Нехай f : M 2n → R2n+p є iзометричне занурення ке-
лерового многовиду. Якщо M 2n має або невiд’ємну кривину Рiччi або
невiд’ємну голоморфну кривину, то зовнiшнiй нуль-iндекс ν ≥ 2n−2p .
Бiльш того, якщо ν = 2n− 2p , то на деякiй вiдкритiй всюди щiльнiй
множинi W ⊂M2n пiдмноговид f |W локально розщеплюється як ме-
тричний добуток p нiде не плоских дiйсних келерових гiперповерхонь
з невiд’ємною кривизною Рiччi.

Якщо многовид повний, то розщеплення глобальне:

M 2n = M 2
1 × ...×M 2

p × Cn−p i

f = f1 × ...× fp × I,
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fi :M
2
i → R3 , 1 ≤ i ≤ p — повнi двовимiрнi опуклi поверхнi додатної

гаусової кривини, i I : Cn−p → R2n−2p — тотожне вiдображення.

Цi результати уточнювались i узагальнювались в [2].
Занурення келерових многовидiв вивчались в класi плюрiгармонiй-

них пiдмноговидiв: це такi келеровi евклiдовi пiдмноговиди, коли образ
будь-якої голоморфної кривої є мiнiмальною поверхнею в осяжному ев-
клiдовому просторi.

Нехай α(x) друга квадратична форма f : M2n → R2n+p iзоме-
тричного занурення келерового многовиду M 2n в евклiдiв простiр. У
фiксованiй точцi x ∈M 2n

α : TxM × TxM → T⊥
x M = N ∼= Rp

є симетричне бiлiнiйне вiдображення, де TxM = R2n — дiйсний доти-
чний простiр M 2n в точцi x i (T⊥

x M,<,>) — нормальний простiр в
точцi x .

Комплексифiкуємо α

α : (TxM)⊗ C× (TxM)⊗ C → N ⊗ C.

Нехай V — простiр дотичних векторiв типу (0, 1) в точцi x такий,
що V є комплексний пiдпростiр (TxM) ⊗ C , де V = {v − iJv : v ∈
TxM} , V = {v + iJv : v ∈ TxM} , де J — комплексна структура на
M . Тодi (TxM)⊗ C ∼= V ⊕ V . Позначимо H = α|V×V .

Визначимо нуль-iндекс плюрiгармонiйностi νJ(x) M 2n в точцi x

[1]:

νJ(x) = dimC∆1,1, где ∆1,1 := {v ∈ V |Hvw = 0,∀w ∈ V }.

Вiдображення f є плюрiгармонiйним тодi i тiльки тодi, якщо
νJ(x) = n для всiх точок x ∈M2n .

Нагадаємо визначення зовнiшнього нуль-iндексу ν :

ν(x) = dim∆(x),

де ∆(x) = kerα(x) = {v ∈ TxM : α(v, w) = 0, ∀w ∈ TxM} , тобто це
є нуль-простiр другої квадратичної форми.

На вiдкритiй множинi, де нуль-iндекс постiйний, нуль-простори утво-
рюють гладкий розподiл, який є iнтегрованим.

Шари є цiлком геодезичними як у пiдмноговидiв так i в осяжному ев-
клiдовому просторi [3, 4, 5]. Тому нижня оцiнка на зовнiшнiй нуль-iндекс
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дає глибоку iнформацiю про пiдмноговиди. Отримання такої оцiнки i бу-
де метою цього роздiлу.

Вимога позитивностi (невiд’ємностi) кривини Рiччi — це вимога на
метрику, щоб iзометричне занурення було "далеким” вiд мiнiмального.
Тому природно було б занурювати в класi пiдмноговидiв, який успадко-
вує деякi властивостi опуклих гiперповерхонь. Такий клас пiдмноговидiв
був введений в [4, 6].

Нехай r(x, ξ) є ранг другої квадратичної форми α(x, ξ) пiдмного-
виду M l в рiмановому просторi Rn в точцi x вiдносно нормалi ξ .
Рангом другої квадратичної форми пiдмноговидiв M l в точцi x нази-
вається цiле невiд’ємне число

r(x) = max
ξ∈Nx

r(x, ξ),

де Nx — нормальний простiр в точцi x , а максимум узятий по
множинi нормалей в цiй точцi.

Нехай друга квадратична форма α(x, ξ) пiсля зведення до дiаго-
нального вигляду має k1 позитивних i k2 вiд’ємних членiв. Позначимо
j(x, ξ) = min(k1, k2) . Типом точки x називається число

j(x) = min j(x, ξ),

де мiнiмум береться по всiм нормалям в точцi x , для яких r(x, ξ) =
r(x) , j = max

x∈M l
j(x) [4, 6].

Якщо j(x) = 0 , то iснує нормаль в точцi x , вiдносно якої друга
квадратична форма є невiд’ємно визначеною.

Якщо r(x) = l , то вiдносно деякої нормалi друга квадратична фор-
ма строго позитивно визначена. Пiдмноговиди з j(x) = 0 для всiх точок
пiдмноговидiв природно назвати опуклими.

Зауважимо, що для пiдмноговиду невiд’ємної кривини Рiччi j(x) = 0
[4].

Зворотнє твердження невiрне. Тому клас опуклих пiдмноговидiв
ширше, нiж клас пiдмноговидiв з невiд’ємною кривиною Рiччi.

Ми будемо розглядати занурення келерових многовидiв в класi пiд-
многовидiв евклiдового простору з j(x) = 0 для x ∈M l .

Теорема 3. Нехай M l пiдмноговид в рiмановому просторi Rl+p .
Якщо j(x) = 0 , то зовнiшнiй нуль

ν(x) = l − r(x).
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Доведення. Ранiше було доведено нерiвнiсть [5, 6, 7]

ν(x) ≥ l − r − j(p− 1). (1)

Так як j = 0 , ν ≥ l−r . Але з iншого боку ν ≤ l−r i ми отримаємо
необхiдну рiвнiсть. Має мiсце

Теорема 4. [5, 6, 7] Нехай F l — повний регулярний зв’язний пiдмно-
говид в евклiдовому просторi Rn такий що:

1. тип точки j(x) = 0 для всiх точок поверхнi;

2. нуль-iндекс ν(x) = k для всiх точок поверхнi.

Тодi пiдмноговид F l є цилiндр з k –мiрною твiрною.

Теорема 5. Нехай f :M 2n → R2n+p — келеровий пiдмноговид в евклi-
довому просторi, p ≥ 1 . Тодi νJ(x) ≥ n− p . Бiльш того:

1. якщо νJ(x) = n− p , то ν ≥ 2(n− p) ;

2. якщо νJ(x) = n− p i ν = 2(n− p) , тодi є вiдкрита всюди щiльна
множина W ⊂ M 2n така, що f |W локально розщеплюється як
добуток p нiде не плоских келерових гiперповерхонь;

3. якщо ν = νJ = 0 , то f локально розщеплюється як добуток p

нiде не плоских поверхонь в R3 .

Розщеплення глобальне, якщо M 2n повний пiдмноговид.

Справедлива

Теорема 6. Нехай f : M 2n → R2n+p є iзометричне занурення келе-
рового многовиду. Якщо j(x) = 0 для всiх x ∈ M 2n , то зовнiшнiй
нуль-iндекс

ν ≥ 2(n− p). (2)

Бiльш того, якщо ν = 2(n − p) , то iснує всюди щiльна вiдкри-
та множина W ⊂ M 2n така, що f |W розщеплюється локально як
добуток p нiде не плоских келерових гiперповерхонь з невiд’ємною кри-
виною Рiччi.
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Теорема 7. Нехай f : M 2n → R2n+p є iзометричне занурення келеро-
вого многовиду з p ≤ n . Якщо в кожнiй точцi x ∈ M 2n , j(x) = 0 ,
r(x) = 2n , то p = n i f розщеплюється локально як добуток n дво-
вимiрних поверхонь позитивної гауссової кривини в R3 . Розщеплення
глобальне, якщо M 2n повний.

Наслiдок. Нехай f : M 2n → R2n+p є iзометричне занурення пов-
ного келерового многовиду. Якщо j(x) = 0 для всiх x ∈ M 2n , то
зовнiшнiй нуль-iндекс ν ≥ 2(n− p) має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
M2n = M2

1 × ... ×M 2
p × Cn−p i f = f1 × ... × fp × I глобально розще-

плюється, де fi : M
2
i → R3 , 1 ≤ i ≤ p , є повнi поверхнi позитивної

гауссової кривини i I : Cn−p → R2n−2p є тотожне вiдображення.
Доведення теореми 3. Нехай N — нормаль в точцi x ∈M 2n , для

якої r(x,N) = r(x) i j(x,N) = j(x) = 0 . За теоремою 3 νJ(x) ≥ n−p .
Iз визначення iндексу плюрiгармонiйностi випливає, що iснує пiдпро-

стiр L ⊂ TxM
2n ⊗ C , dimC L = νJ(x) такий, що

α(u− iJu, v + iJv) = 0

для u ∈ LR ⊂ TxM
2n , v ∈ TM 2n

x , де LR — одiйснення L .
Тодi маємо:

α(u, v) + α(Ju, Jv) + i(α(u, Jv)− α(v, Ju)) = 0.

Тодi для v = u ця рiвнiсть перепишеться так:

α(u, u) + α(Ju, Ju) = 0. (3)

Так як для нормалi N друга квадратична форма αN невiд’ємна,
то
αN(u, u) = 0 , αN(Ju, Ju) = 0 , для u ∈ LR . Так як за теоремою 3
dimC L ≥ n − p , dimLR ≥ 2(n − p) i обмеження другої квадратичної
форми αN на LR дорiвнює нулю, то ранг другої квадратичної форми
пiдмноговиду задовольняє нерiвнiсть r(x) ≤ l − 2(n− p) .

Тодi з теореми 1 випливає, що зовнiшнiй нуль-iндекс ν = l − r(x) ≥
2(n − p) . Якщо ν = 2(n − p) , то i νJ = n − p i виконується умова 2
теореми 3. Невiд’ємнiсть кривини Рiччi гiперповерхонь випливає з умови
j = 0 .

Доведення теореми 4. Так як з умови теореми 4 r(x) = 2n ,
j(x) = 0 , то з нерiвностi (1) випливає ν = 0 . З нерiвностi (2) i умо-
ви теореми 4 p ≤ n випливає, що p = n . З рiвностi (3) i умови j = 0
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випливає, що νJ = 0 . Тому пiдмноговид M 2n задовiльняє умову 3 те-
ореми 3. Звiдси i випливає теорема 4.

Наслiдок вiрний тому, що виконується умова 2 теореми 3.
В. К. Бiлошапка, С. Н. Бичков довели наступне твердження [8]:
Нехай опукла гiперплощина F в комплексному евклiдовому просто-

рi Cn розшаровується на комплекснi гiперповерхнi. Тодi гiперповерхня
є цилiндр з комплексною твiрною Cn−1 .

Цю теорему можна узагальнити на випадок пiдмноговидiв любого
ковимiру з j(x) = 0 для всiх точок пiдмноговидiв. Цi пiдмноговиди є
узагальненням опуклих гiперповерхонь.

У регулярному випадку справедлива

Теорема 8. Нехай F 2l+1 — регулярний пiдмноговид в комплексному
евклiдовому просторi Cn . Якщо j(x) = 0 для всiх точок пiдмного-
видiв i пiдмноговид розшаровується на комплекснi площини Cl . Тодi
F 2l+1 є цилiндр з комплексною твiрною Cl .

Доведення. Нехай N нормаль до F 2l+1 в точцi x така, що
r(x,N) = r(x) , j(x,N) = j(x) = 0 .

В силу того, що через точку на пiдмноговидi проходить площина
Cl i j(x,N) = 0 ранг другої квадратичної форми вiдносно нормалi N
задовольняє нерiвнiсть r(x,N) ≤ 1 . З теореми 1 випливає, що зовнiшнiй
нуль-iндекс ν(x) ≥ 2l i комплекснi площини Cl , на якi розшаровується
пiдмноговид, належать нульовому пiдпростору.

Параметризуємо пiдмноговид наступним чином: нехай Cl — компле-
ксна площина, яка проходить через точку O ∈ F 2l+1 . Дiйснi вектори
eq = (0, ..., 1, ..., 0, 0, ..., 0) , Jeq = (0, ..., 0, 0, ..., 1, ..., 0) , q = 1, ..., l , де в
першому векторi 1 стоїть на q мiсцi, в другому векторi на (l+ q) мiсцi,
утворюють базис в Cl = R2l .

Проведемо ортогональний комплексний простiр Cn−l = R2(n−l) че-
рез точку O . Вiн перетинає F 2l+1 по кривiй ρ(t) . Вiзьмемо дотичний
простiр в точцi O за координатну площину в R2n = Cn , де змiнються
координати (u1, ..., ul, ul+1, v1, ..., vl) . В просторi Cn−l = R2(n−l) змiню-
ються координати (ul+1, un, vl+1, vn) . Виберемо напрямнi вектори пло-
щини Cl(x) , x ∈ F 2l+1 так, щоб їх ортогональнi проекцiї на площину
Cl спивпали з базовими векторами eq , Jeq , q = 1, ..., l . У цьому базисi
радiус-вектор пiдмноговиду має вигляд:

R = ρ(t) + Sk(t)u
k + JSk(t)v

k. (4)
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Враховуючи, що вектори Sk(t) , JSk(t) належать нульовому пiд-
простору других квадратичних форм (див. [4, роздiл 3.2, рiвнiсть 3.2.8])
ми отримаємо:

∂Sk(t)

∂t
= λk(t)

∂ρ

∂t
,

∂JSk(t)

∂t
= µk(t)

∂ρ

∂t
,

Sk(t) = (ak(t), bk(t)) ,

де ak , bk — l -мiрнi дiйснi вектори ,

JSk(t) = (−bk, ak).

Вектор ρ(t) перепишемо у виглядi ρ =
(
ρ1(t), ρ2(t)

)
, де ρ1(t) —

ортогональна проекцiя на пiдпростiр натягнутий на вектори el+1, ..., en ,
ρ2(t) — ортогональна проекцiя на пiдпростiр натягнутий на вектори
Jel+1, ..., Jen .

Тогдi рiвняння (4) перепишуться у виглядi:

∂ak
∂t

= λk
dρ1(t)

dt
;

∂bk
∂t

= λk
dρ2(t)

dt

−∂bk
∂t

= µk
∂ρ1(t)

∂t
;

∂ak
∂t

= µk
∂ρ2(t)

∂t
.

Звiдси

µk
dρ1

dt
+ λk

dρ2

dt
= 0;

λk
dρ1

dt
− µk

dρ2

dt
= 0

dρ1

dt

∣∣∣∣
t=0

= (1, 0, ..., 0);
dρ2

dt

∣∣∣∣
t=0

= (0, 0, ..., 0).

Так як вектори
∂ρ1

∂t
,
∂ρ2

∂t
не рiвнi одночасно нулю, то µk = λk = 0 .

Звiдси
∂Sk

∂t
=
∂JSk(t)

∂t
≡ 0 i комплекснi площини Cl , на якi розшаро-

вується пiдмноговид, паралельнi.
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2 Топологiя i макроскопiчна геометрiя
рiманових многовидiв

У цьому роздiлi описанi методи сучасної алгебраїчної топологiї, якi
використовуються в роботi. Зокрема, на мовi спектрiв описанi рiзнi теорiї
(ко)гомологiй, предcтавлений необхiдний матерiал з теорiї перешкод з
локальними коефiцiєнтами i теорiї грубих когомологiй.

Роздiл присвячено вивченню топологiчних, гомотопiчних i макроско-
пiчних iнварiантiв рiманових многовидiв i їх вiдображень.

Одним з основних питань, пiднятих в роздiлi є дослiдження проблем,
поставлених М. Громовим, про макроскопiчню вимiрнiсть унiверсально-
го накриття замкненого рiманового многовиду, зокрема — гiпотеза про
падiння макроскопiчного вимiру. Отриманi в роздiлi результати пiдтвер-
джують гiпотезу в тривимiрному i цiлком неспиновому випадках i спро-
стовують її в спиновому випадку бiльшого вимiру.

Найбiльш значуща гiпотеза Громова про макроскопiчний вимiр унi-
версального накриття замкненого многовиду, що допускає метрику пози-
тивної скалярної кривини, виявилася тiсно пов’язана з фундаментальною
групою многовиду. Встановлено, що в випадку спинового многовиду, гi-
потеза має позитивне рiшення, якщо фундаментальна група задовольняє
деяким додатковим умовам, наприклад, є абелевою.

Вирiшено проблему Громова про макроскопiчний вимiр рiманових
многовидiв, якi ми сформулюємо у виглядi гiпотез.

Макроскопiчна розмiрнiсть визначається наступним чином:

Означення 9. Макроскопiчна розмiрнiсть метричного простору X не
перевищує k , або dimmcX , якщо iснує k -мiрний полiедр P k i власне
неперервне вiдображення h : X → P k таке, що Diam(h−1(p)) ≤ ε для
деякого ε > 0 i довiльного p ∈ P k . Скажемо, що dimmcX = k , якщо
k найменше iз чисел, для яких виконано dimmcX ≤ k .

Гипотеза 10 (Про падiння макроскопiчного вимiру). Нехай Mn – за-
мкнений многовид вимiру n . Якщо dimmc M̃

n < n , то dimmc M̃
n <

n− 1 .

Зауваження 11. Нехай Mn компактний рiмановий многовид, i класифi-
коване вiдображення f : Mn → Bπ , є вiдображення в k -остов Bπ(k) ,
тодi пiдняття даного вiдображення до вiдображення унiверсальних на-
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криттiв f̃ : M̃n → Eπ(k) гарантує нам, що dimmc M̃
n ≤ k , якщо метри-

ку на M̃n припускати пiднятою з Mn .
Гомотопiчний аналог гiпотези має такий вигляд.

Гипотеза 12. Якщо Mn несуттєво, то класифiковане вiдображення f :

Mn → Bπ , можна продеформувати на Bπ(n−2) .
Нагадаємо, що по Громову

многовид Mn називається несуттєвим, якщо класифiкова-
не вiдображення f : Mn → Bπ , можна продеформувати на
Bπ(n−1) .

Природно також дати наступне визначення (Дранишников):

многовид Mn називається макроскопiчно несуттєвим, якщо
iснує обмежена деформацiя класифiкованого вiдображення f :
M̃n → Eπ на Eπ(n−1) .

Ясно, що якщо M несуттєве, то з гiпотези i зауваження негайно
випливає гiпотеза . На рiвнi когомологiй гiпотеза не має перешкод, так
як неважко показати, що f ∗(Hn−1(Bπ)) = 0 .

В даному роздiлi автором наводиться позитивне розв’язання гiпотез
i в окремих випадках i негативне розв’язання в загальному випадку.

Наступна теорема пiдтверджує гiпотезу Громова про падiння макро-
скопiчного вимiру унiверсального накриття замкненого многовиду вимi-
ру 3 .

Теорема 13. Нехай M - замкнений рiмановий многовид вимiру 3 , а
- його унiверсальне накриття. Тодi dimmc M̃ ̸= 2.

Зауваження 14. Якщо M 3 несуттєвий, то вiн не мiстить K(π, 1) -
фактори Ki в розвиненнi Кнезера - Мiлнора многовиду M 3 на не-
зведенi многовиди:

M 3 = Σ1# . . .#Σn#k(S
2 × S1)#K1# . . .#Km.

Тому, якщо π1(M
3) з теореми не має крутiння, то π1(M) або три-

вiальна, або Bπ1(M
3) гомотопiчно еквiвалентно букету кiл, а значить

в цьому випадку пiдтверджується гiпотеза Громова . rem
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Виявляється, гiпотеза Громова про падiння макроскопiчного вимi-
ру не пiдтверджується для n ≥ 4 . Тут суттєвим виявилася наявнiсть
спiнової структури на многовидi.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 15. Для кожного n ≥ 4 iснує замкнений несуттєвий спiновий
многовид Mn , що має макроскопiчний вимiр унiверсального накриття
dimmc M̃

n = n− 1 .

В чотиривимiрному випадку приклад многовиду з теореми будується
наступним чином.

Розглянемо розшарування на колi S3 × S1 → S2 × S1 , отримане
добутком розшарування Хопфа S3 → S2 на S1 .

Тепер розглянемо тривiальне розшарування T 4 = S1 × T 3 → T 3 i
вiзьмемо його зв’язну суму над S1 з побудованим вище розшаруван-
ням вздовж маленьких розшарованих трубок навколо фiксованих шарiв
з природною тривiалiзацiєю, яка визначається розшаруваннями. Отри-
маємо шуканий многовид M 4 = S3 × S1#S1T 4 . У загальному випадку
контрприклад до гiпотези Громова доставляє многовид Mn = M 4+k ,
який є тотальним простором розшарування над M 3×T k , яке iндуковано
проекцiєю pr :M 3 × T k →M 3 i розшаруванням p :M 4 →M 3 .

У неспiновому випадку аналога теореми не iснує, так як має мiсце
наступна теорема.

Теорема 16. Нехай M є цiлком неспiновим замкненим орiєнтованим
n -многовидом, n ≥ 5 , з π1(M) = Γ , чиє унiверсальне накриття M̃

є макроскопiчно несуттєвим. Тодi dimmc M̃ ≤ n− 2 .

Нагадаємо, що многовид називається цiлком неспiновим, якщо його
унiверсальне накриття не є спiновим многовидом, або що те ж саме —
має нетривiальний другий клас Штiфеля-Уїтнi.

Має мiсце також гомотопiчний аналог теореми , проте з деякими
обмеженнями на фундаментальну групу. Нагадаємо, що для скiнчено-
пердставимої групи π , умова FPm означає, що Bπ може бути взяте
з скiнченим m -остовом.



16

Теорема 17. Нехай M цiлком неспiновий, замкнений, орiєнтований,
несуттєвий n -многовид, n ≥ 5 , чия фундаментальна група π має
тип FP3 . Тодi класифiковане вiдображення uM : M → Bπ може
бути продеформовано в Bπ(n−2) , зокрема, dimmc M̃ ≤ n− 2 .

Тепер сформулюємо ряд гiпотез Громова про макроскопiчнi вимiри
PSС-многовидiв.

Гипотеза 18. Нехай Mn є повний PSC-многовид вимiру n i скалярна
кривина Sc(Mn) > c > 0 . Тодi dimmcM

n ≤ n− 2 .

Зауваження 19. У разi n = 2 справедливiсть гiпотези випливає з того,
що рiмановий многовид секцiйної кривини K ≥ K0 > 0 , як i будь-
який простiр Александрова кривини вiдокремленої вiд нуля додатньою
константою, має обмежений дiаметр, а значить має нульовий макроско-
пiчний вимiр. Випадок n = 3 доведений Громовим i Лоусоном (1983).

Гипотеза 20 (Гiпотеза Громова). Нехай Mn – замкнений PSС-многовид
вимiру n . Тодi dimmc M̃

n ≤ n− 2 .

Гипотеза 21 (Сильна гiпотеза Громова). Класифiковане вiдображення
f :Mn → Bπ замкненого PSC-многовиду Mn можна продеформувати
у (n− 2) -остов Bπ(n−2) .

Зауваження 22. Iз зауваження випливає, що гiпотеза Громова випливає
з сильної гiпотези Громова. Крiм того, гiпотеза Громова негайно випли-
ває з гiпотези , яку також можна вважати її сильним аналогом.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 23. Припустимо, що група π мiстить пiдгрупу π′ скiнченого
iндексу, задовольняє наступним двом умовам:

1. π′ задовiльняє сильнiй гiпотезi Новiкова.

2. Вiдображення per : kon(Bπ
′) → KOn(Bπ

′) iн’єктивне.

Тодi гiпотеза Громова справедлива для спiнових многовидiв Mn з
фундаментальною групою π1(M

n) = π .
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Зауваження 24. Будемо називати другу умову на фундаментальну гру-
пу умовою Розенберга-Штольца або (RS) -умовою, так як Розенберг i
Штольц вперше розглянули цю умову при доведеннi гiпотези Громова
-Лоусена.

Iз цiєї теореми можна отримати наступнi наслiдки.

Наслiдок 0.1. Гiпотеза Громова виконується для замкнених спiнових
n -мiрних многовидiв M з фундаментальною групою π1(M) = π , що
має скiнчене Bπ i задовольняє нерiвнiсть asdimπ ≤ n+ 4 .

Зауваження 25. Помiтемо, що приклади Mn , побудованi в теоремi ,
мають фундаментальну групу π1(M

n) ∼= (Z ∗ Z3) × Zk , яка задоволь-
няє попередньому наслiдку, тому вони не допускають метрики додатньої
скалярної кривини.

Наслiдок 0.2. Гiпотеза Громова виконується для спiнових n -мiрних
многовидiв M з фундаментальною групою π1(M) = π , що дорiвнює
добутку вiльних груп F1×· · ·×Fn . Зокрема, для вiльних абелевих груп,
а значить i для абелевих груп, так як останнi мiстять вiльнi абелевi
групи скiнченого iндексу.

Далi ми представляємо результати, якi описують топологiю рiмано-
вих многовидiв, надiлених структурою шарування ковимiрностi один iз
заданими обмеженнями на внутрiшню або зовнiшню геометрiю шарiв,
що розглядаються як рiмановi пiдмноговиди. Зокрема, описується топо-
логiя замкнених многовидiв, якi допускають шарування ковмимiрностi
один невiд’ємної кривини.

Ми доводимо наступний результат, який є топологiчним узагальнен-
ням шарової теореми Картана-Адамара, доведеної Г. Штаком (1991).

Теорема 26. Нехай (M,F) — C2 -унiверсально рiвномiрно стягува-
не шарування корвимiрностi 1 на повному рiмановому n -вимiрному
многовидi M . Тодi унiверсальне накриття многовиду M є стягува-
ним.

Нагадаємо, що метричний простiр називається рiвномiрно стягува-
ним якщо iснує неспадна функцiя Q : R+ → R+ , що будь-яка куля
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радiусу r стягується всерединi кулi радiуса Q(r) . Функцiя Q назива-
ється функцiєю рiвномiрностi.

Основниою задачею даного роздiлу є опис топологiї замкнених много-
видiв, якi допускають шарування ковимiрностi один невiд’ємної кривини.
Описується тривимiрний випадок.

Наступна теорема дає класифiкацiю замкнених орiєнтованих триви-
мiрних многовидiв, що допускають шарування невiд’ємної кривини.

Теорема 27. Нехай M 3 — гладкий замкнений орiєнтований рiмановий
многовид вимiрностi 3, а F — C∞ -трансверсально орiєнтоване ша-
рування невiд’ємної кривини ковимiрностi 1 на цьому многовидi. Тодi
M3 гомеоморфне многовиду одного з наступних типiв:

1) Торичне розшарування над колом;

2) Торичне напiврозшарування;

3) S2 × S1 ;

4) RP 3#RP 3 ;

5) Лiнзовий простiр Lp/q ;

6) Призматичний простiр.

Кожний iз перелiчених многовидiв для деякої метрики допускає
шарування невiд’ємної кривини.

Наслiдок 0.3. З теореми випливає, що не всi тривимiрнi сферичнi фор-
ми допускають шарування невiд’ємної кривини. Наприклад, таке шару-
вання неможливе на гомологiчнiй сферi Пуанкаре з фундаментальною
групою I , iзоморфною A5 , i такою, що є групою симетрiй iкосаедра.

Серед шарувань невiд’ємної кривини плоскi шарування характери-
зуються наступною теоремою.

Теорема 28. Трансверсально орiєнтоване шарування F корвимiру один
невiд’ємної кривини на замкненому орiєнтованому тривимiрному мно-
говидi M плоске, тодi i тiльки тодi, коли M є торичним розшару-
ванням або напiврозшаруванням.



19

Розглядаються шарування корвимiрностi один невiд’ємної кривини в
довiльному вимiрi. Одним iз основних наших спостережень є наступний
результат, що узагальнює тривимiрний випадок.

Твердження 0.1. Нехай F — C2 -трансверсально орiєнтоване шару-
вання невiд’ємної кривини Рiччi на M , де M — орiєнтований замкне-
ний многовид. Тодi F — шарування майже без голономiї.

Зауваження 29. Вимогу невiд’ємностi кривини Рiччi в теоремi можна
послабити i вимагати, щоб шари мали полiномiальне зростання i скiнчене
число кiнцiв.

Твердження дає можливiсть застосування результатiв, отриманих
Iманiшi, до шарувань корвимiрностi один невiд’ємної кривини Рiччi на
замкненому многовидi, що дає нам таку структурну теорему.

Теорема 30. Нехай F — трансверсально орiєнтоване шарування кови-
мiрностi один невiд’ємної кривини Рiччi на замкненому орiєнтованому
рiмановому многовидi M . Тодi виконана одна iз наступних можливо-
стей:

1) Всi шари всюди щiльнi i M є розшаруванням над S1 . При цьому
фундаментальна група M описується груповим розширенням:

1 → π1(L) → π1(M)→Zk → 0 (k ≥ 1) (0.2)

2) F мiстить компактний шар i M можна розбити скiнченим
числом компактних шарiв на блоки одного з наступних типiв:

А) Винятковий блок: B — гомеоморфний L× I , де L є компа-
ктним шаром шарування i шар L × 0 є граничним для мно-
жини компактних шарiв;

B) Щiльний блок: всi внутрiшнi шари дiффеоморфнi типовому ша-
ру L i скрiзь щiльнi в B ;

С) Власний блок: всi внутрiшнi шари дiффеоморфнi типовому ша-
ру L i є власними (вкладеними пiдмноговидами) в B .
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Фундаментальна група блокiв описується груповим розширенням:

1 → π1(L) → π1(B)
ϕ→ Zk → 0. (0.3)

При цьому якщо k = 1 , то int B є розшаруванням над колом з
шаром L , i в цьому випадку блок буде власним. Якщо ж k ≥ 2 , то
B буде щiльним блоком. Для будь-якого k має мiсце гомеоморфiзм

ĩnt B ≃ L̃× R (0.4)

Введемо таке визначення.

Означення 31. Будемо говорити, що компактна пiдмножина B замкне-
ного многовиду M з шаруванням ковимiру один є блоком, якщо B

— зв’язний многовид з краєм, який є насиченою множиною, тобто мно-
жиною, що є об’єднанням шарiв.

Структурна теорема дозволяє нам бiльш детально описати тополо-
гiчну структуру блокiв, оснащених шаруваннями невiд’ємної кривини
Рiччi.

Твердження 0.2. Нехай B — блок без внутрiшнiх компактних шарiв,
оснащений шаруванням невiд’ємної кривини Рiччi i границя ∂B має
бiльше однiєї компоненти зв’язностi. Тодi:

1. Кожен внутрiшнiй шар є регулярним iзометричним накриттям
будь-якого граничного шару K ∈ ∂B .

2. #(π0(∂B)) = 2 , а B є h-кобордiзмом.

Наслiдком твердження є наступне важливе твердження.

Твердження 0.3. Нехай B — блок без внутрiшнiх компактних ша-
рiв, оснащений шаруванням невiд’ємної кривини Рiччi. Якщо фундамен-
тальна група типового шару L скiнчено-породжена, тодi:

1. Фундаментальна група π1(B) є майже полiциклiчною.

2. Образ гомоморфiзму i∗ : π1(K) → π1(B) , iндукованого включенням
граничного шару i : K → B , має iндекс в π1(B) , що не перевищує
2 .
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Наступна теорема описує фундаментальну групу замкнених много-
видiв, якi допускають шарування невiд’ємної кривини i є шаровим анало-
гом вiдповiдних результатiв Чiгера-Громолла про топологiчну структуру
замкнених многовидiв невiд’ємної кривини Рiччi.

Теорема 32. Нехай M — замкнений, рiмановий n-вимiрний многовид
з заданим C2 -шаруванням F ковимiрностi один невiд’ємної кривини
Рiччi. Припустимо, що всi шари мають скiнчено-породжену фунда-
ментальну групу (наприклад F -шарування невiд’ємної секцiйної кри-
вини). Тодi:

1. π1(M) — майже полiциклiчна група.

2. F — плоске, тодi i тiльки тодi, коли M є K(π, 1) -многовидом.
В цьому випадку виконана одна iз таких можливостей:

1) F не мiстить компактнi шари. Тодi F є шаруванням без
голономii зi всюди щiльними шарами, iзометричними рiмано-
вому добутку S×Ek , а сам многовид гомеоморфний розшару-
ванню над S1 .

2) F мiстить компактнi шари. Якщо dimM ≥ 5 , тодi всi ком-
пактнi шари гомеоморфнi мiж собою, а сам многовид або його
дволистне накриття гомеоморфне розшаруванню над колом з
шаром, гомеоморфним компактному шару шарування.

3. asdim π1(M) ≤ n , причому asdim π1(M) = n , тодi i тiльки то-
дi, коли M є K(π, 1) -многовидом. Якщо asdim π1(M) < n , то
asdim π1(M) < n− 1 .

Наслiдок 0.4. Нехай M задовольняє умову теореми . Тодi для M має
мiсце гiпотеза Громова .

Наступна теорема дає вичерпну вiдповiдь на питання Г. Штака про
можливiсть iснування шарувань ковимiру один невiд’ємної секцiйної
кривини на рiмановому многовидi, гомеоморфному 2n+1 -вимiрнiй сфе-
рi S2n+1 , де n ≥ 2 . Зауважимо, що стандартне шарування Рiба на стан-
дартнiй круглiй сферi S3 дає приклад шарування невiд’ємої кривини.
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Теорема 33. 3-зв’язний многовид M вимiру n ≥ 5 , зокрема, многовид
гомеоморфний Sn , не допускає C2 -шарування ковимiру один невiд’єм-
ної кривини.

Ми розглядаємо питання iснування сiдлових шарiв на замкнених
3-вимiрних многовидах. Ми наводимо спосiб побудови таких метрик,
який використовує подвiйнiсть мiж зовнiшньою геометрiєю шарування
i геометрiєю одновимiрного потоку Φt , який визначається ортогональ-
ним до шарування одиничним векторним полем. Зокрема, є наступна
подвiйнiсть для сiдлових шарувань: шарування F є сильно сiдловим
( Ke < 0 ), тодi i тiльки тодi, коли для кожного x ∈ M i досить
малого t > 0 iснують одиничнi вектори v, w дотичнi до F такi,
що |dΦt(v)| ≤ e−Ct|v| та |dΦt(w)| ≥ eCt|w| , де dΦt := π ◦ dΦt , а
π : TM → L — проекцiя на дотичне до шарування F розподiл L .

Зауважимо, що друга квадратична форма B(X, Y ) може бути ви-
значена i для розподiлiв наступним чином.

B(X,Y ) =
1

2
g(∇XY +∇YX, ξ).

Використовуючи вищевикладений критерiй можна довести, що для
даного розподiлу P з другою квадратичною формою B i ортогональ-
ним векторним полем X , можна змiнити метрику так, що дане транс-
версальне до X шарування в новiй метрицi буде ортогональне до X i
матиме ту ж другу квадратичную форму, що i P в старiй метрицi. Це
спостереження дозволило нам довести наступний ключовий результат
цього пiдроздiлу, який вiдповiдає на питання, поставлене О. А. Борисен-
ко.

Теорема 34. На S3 iснує рiманова метрика, така, що шарування Рiба
є сильно сiдловим.

Також в даному роздiлi ми наводимо приклади однорiдних сильно
сiдлових шарувань на замкнених тривимiрних многовидах, зокрема, на
торичних розшаруваннях над колом.

Ми дослiджуємо зв’язок мiж гомотопiчним типом розподiлу на рi-
мановому торi T 2 , який визначає деяке C2 -шарування, з абсолютною
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кривиною цього шарування. Пiд абсолютною кривиною шарування ма-
ється на увазi iнтеграл

∫
T 2 |k|dσ , де |k|(x) це кривина (без знака) в

точцi x ∈ T 2 шарування, що проходить через x . Першим кроком в
оцiнцi iнтеграла є оцiнка знизу числа рiбовских компонентiв шарування,
що належить даному гомотопiчному класу. Це число оцiнюється знизу
так званим абсолютним числом обертання розподiлу, а саме, вiрна на-
ступна теорема.

Теорема 35. Мiнiмально можливе число рiбовскiх компонентiв шарува-
ння тору з дотичним розподiлом заданого гомотопiчного типу (m,n)

дорiвнює абсолютному числу обертання |µ| -розподiлу. Причому якщо
m ̸= 0 i n ̸= 0 , то |µ| = HOD(m,n) .

Ця теорема дала можливiсть довести наступний результат, який дає
оцiнку знизу абсолютнiй кривинi шарування, яке належить фiксованому
гомотопiчному класу.

Теорема 36. Нехай (T 2,F) — двовимiрний тор iз заданим шаруванням
класу C2 . Припустимо, що гомотопiчний тип дотичного розподiлу є
(m,n) . Тодi ∫

T 2

|k|dσ ≥ 2|µ|lgeod,

де |µ| — абсолютне число обертання дотичного розподiлу, а lgeod

— довжина глобально мiнiмальної геодезичної, що представляє клас за-
мкненої кривої на торi, в який переходить пряма mx + ny = 0 при
факторизацiї R2 по Z2 .

Зауваження 37. Вiдмiтимо, що всi нерiвностi переходять в рiвностi для
шарування, заданого розподiлом (cos π(mx+ny), sin π(mx+ny)) , якщо
метрика на торi є евклiдовою, iндукованою з R2 .

З останньої теореми, як наслiдок, нами доводиться наступний важли-
вий результат.

Наслiдок 0.5. Нехай (T 2, g) — тор з деякою рiмановою метрикою g

на ньому. Тодi для заданої константи C iснує не бiльше скiнченого
числа гомотопiчних класiв одновимiрних C2 -розподiлiв на T 2 таких,
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що дотичне до розподiлу шарування F має шарування, чия кривина
обмежена зверху нерiвнiстю |k| < C .

Далi розглядається проблема Коена-Ласка про часткову склейку ор-
бiти Zp -простору в евклiдiв простiр. Визначимо множину

A(f, q) = {x ∈ X|

iснують такi i1, i2 . . . iq(0 ≤ i1 < i2 < · · · < iq < p), що f(σi1) =

f(σi2) = · · · = f(σin)} , где σ позначає твiрну Zp.

Коен i Ласк довели, що якщо X — паракомпактний хаусдорфiв про-
стiр, на якому дiє група Zp , де p — просте число, а f : X → Rn —
довiльне неперервне вiдображення в n -мiрний векторний простiр, тодi
якщо H i(X) = 0 для 0 < i < (n − 1)(p − 1) + q − 1 и q ≥ (p + 1)/2

или q = 2, тo
A(f, q) ̸= ∅. (0.5)

Гiпотеза Коена-Ласка полягає в тому, що (0.5) має мiсце без будь-
яких обмежень на q . Ми довели наступну теорему.

Наш результат покращує оцiнку на q , наведену Коеном i Ласком
при деяких незначних обмеженнях на p . А саме, має мiсце наступна
теорема.

Теорема 38. (0.5) має мiсце в разi q = (p− 1)/2 = [p/2], p ≥ 11 .

У цьому роздiлi ми розглядаємо також одне iз фундаментальних пи-
тань геометрiї в цiлому про можливiсть iзометричного занурення про-
стору Лобачевського Ln в евклiдiв простiр Em бiльшого вимiру. При
цьому ми припускаємо плоску зв’язнiсть в нормальному розшаруваннi,
що, наприклад, завжди має мiсце в разi найменшого можливого вимiру
занурення m = 2n− 1 . Має мiсце наступний результат.

Теорема 39. Не iснує iзометричного занурення Ln в Em з плоскою
нормальною зв’язнiстю i обмеженим модулем вектора середньої кри-
вини.

Ми даємо часткову вiдповiдь на наступне питання, поставлене про-
фесором Ю. Б. Зелiнським.
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Вопрос 40. Чи iснує континiум в E4 , що має гомотопiчний тип дво-
вимiрної сфери i є 2-опуклим? Останнє означає, що через кожну точку
поза континiумом проходить двовимiрна площина, що має з континiумом
поржнiй перетин.

Тут ми даємо часткову вiдповiдь на це питання, а саме ми вiдповiда-
ємо на питання, поставлене професором О. А. Борисенко, який перефор-
мулював задачу для гладкого випадку.

Теорема 41. Нехай S2 ⊂ E4 двовимiрна сфера, C2 -ладко вкладена в
евклiдiв чотиривимiрний простiр E4 . Тодi знайдеться така точка
x ∈ E4 , що будь-яка двовимiрна площина, що проходить через x ,
перетинає S2 . Iншими словами, не iснує 2-опуклого вкладення класу
гладкостi C2 двовимiрної сфери S2 в E4 .

Зауваження 42. Можна показати, що для двовимiрного тора дана тео-
рема вже не вiрна. Прикладом є стандартний тор Клiффорда T 2 ⊂ S3 ⊂
E4.



26

3 Екстримальнi оцiнки для повних
гiперповерхонь в рiманових

просторах

Результати по зовнiшнiй геометрiї пiдмноговидiв можна природним
чином роздiлити на два класи: локальнi, коли йде мова про локальнi
властивостi об’єкту в деякому околi простору, ы глобальнi результати
“в цiлому”, коли щось затверджується про об’єкт в цiлому. Другий клас
включає в себе перший, тому отримання результатiв “в цiлому” є, в пев-
ному сенсi, бiльш цiкавою, але складною задачею. Класичнi результати
диференцiальнiй i рiмановiй геометрiї “в цiлому” були отриманi в пер-
шiй половинi XX столiття в роботах В. Бляшке, А.Д. Александрова,
А.В. Погорєлова. Пiзнiше, їх результати були розвинутi i доповненi в
роботах Л. Сантало, Г. Каршера, А.Д. Мiлкi i iншi. Сучасний розвиток
iдей геометрiї “в цiлому” може бути проiлюстровано, серед iншого, по-
зитивим розв’язанням гiпотез Г. Лоусона (С. Брендл, [9]) та Т. Вiлмора
(Ф.К. Маркус i А. Невес, [10]).

В 1972 роцi Л.Сантало i I. Янеш [11], цiкавлячись питаннями гео-
метричної теорiї ймовiрностi, дослiджували асимптотичну поведiнку сi-
мейств h -опуклих областей, тобто областей, кривина границi яких не
менше 1 , якi поширюються на весь простiр. Вони показали, що на пло-
щинi Лобачевського для таких областей вiдношення площi до довжи-
ни границi прямує до 1 . Варто зауважити, що для опуклих областей
на евклiдовiй площинi ця границя дорiвнює ∞ , а для довiльних опу-
клих областей на площинi Лобачевського, як було показано Э. Галлего
i А. Ревентосом [12, 13], ця границя може набувати будь-якого значення
вiд 0 до 1. Узагальнення результату Сантало i Янеша для багатовимiр-
ного простору Лобачевського при додаткових обмеженнях на сiмейство
h -опуклих областей було отримано в [14]. Використовуючи принципово
iнший пiдхiд, О.А. Борисенко з спiвавторами (В. Мiкуель, Э. Галлего,
Д.I. Власенко, та iншi) в цiлому циклi праць [15, 16, 17, 18, 19] вдалося
лiквiдувати цi обмеження i перенести результат Сантало та Янеша на
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випадок сiмейства λ -опуклих областей, тобто областей, нормальнi кри-
вини, границi яких не менше λ для деякої додатньої константи λ 6 1 ,
в повних однозв’язних рiманових многовидах вiд’ємної кривини не мен-
ше −1 (многовидах Адамара). Ключовим етапом цих дослiджень був
розгляд величини кута мiж границею областi i радiальним напрямом iз
фiксованної точки всерединi цiєї областi (функцiя радiального кута) i
доведення запропованої О. А. Борисенко теореми порiвняння для таких
кутiв i випливаючих з неї точних оцiнок для них. Аналогiчнi оцiнки у
випадку осяжного евклидового простору були отриманi i застосованi в
роботах О.А. Борисенко з К. Тененблат [20, 21] i з Е. А. Олiним [22].
Тому цiкавим є росповсюдження згаданих результатiв для функцiї ра-
дiального кута на випадок невiд’ємно-викривлених многовидiв, а також
для вже згаданих многовидiв Адамара у випадку λ > 1 .

Для просторовоподiбних гiперповерхонь в просторi-часу канонiчним
чином виникає поняття функцiї гiперболiчного кута мiж орiєнтуючим,
часоподiбним, векторним полем i направленим в майбутнє (часоподi-
бним) нормальним векторним полем до гиперповерхнi. Величина цого
кута має визначенiй фiзичний змiст у питаннях загальної теорiї вiдно-
сностi. В циклi праць А. Ромеро, Р. Рубiо з спiвавторами ця функцiя бу-
ла використана для дослiдження поверхонь постiйної середньої кривини.
Для отримання результатiв типу Бернштейна суттєвою виявлялась обме-
женiсть цього кута. Тому природно спробувати перенести результати по
оцiнкам радiальних кутiв iз рiманового випадку на випадок поверхонь
обмеженої нормальної кривини в лоренцевому многовидi.

Обмеження на нормальну кривину повної гиперповерхнi накладують
обмеження на структуру цiєї поверхнi “в цiлому”. Так, В. Бляшке довiв
[23], що гладкий овалоiд (границя компактної областi з внутрiшнiми то-
чками) в Em , нормальна кривина якого задовiльняє kn > λ > 0 ( λ -
опуклий), може вiльно перекачуватися в шарi радiуса 1/λ . У випадку
λ > kn > 0 , вiдповiдний шар може вiльно перекачуватися всерединi ова-
лоiда. Ця теорема узагальнювалась у багатьох напрямках в просторах
постiйної кривини (див., наприклад, [24, 25]), а також для довiльних рi-
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манових многовидiв в роботi Р. Ховарда [26]. Виникає природнє питання
про зв’язок теореми прокачування Бляшке з теоремою порiвняння ку-
тiв для повних λ -опуклих поверхонь в просторах постiйної кривини i
загальних рiманових просторах.

О.A. Борисенко (частково з В. Мiкуелем) в серiї праць [15, 17, 19, 20]
було отримано точну оцiнку для ширини сферичного шару, тобто про-
стору мiж двома концентричними геодезичними сферами, в який можна
помiстити замкнену λ -опуклу гiперповерхню, λ ∈ (0, 1] , в многовидах
Адамара кривини не менше −1 . Окремий випадок цього результата у
просторi Лобачевського був пiзнiше iншими методами отриманий В. К.
Iонiним [27]. Оцiнки подiбного роду показують степiнь близькостi вiдпо-
вiдної поверхнi до сфери. Тому звичайний iнтерес представляє дослiдже-
ння степенi сферичностi λ -опуклих поверхонь при iнших обмеженнях на
λ в многовидах Адамара та в рiманових просторах невiд’ємної кривини.
Також виникає питання про степiнь сферичностi i отриманнi вiдповiд-
них точних оцiнок для повних гiперповерхонь затисненої нормальної
кривини, тобто кривина яких для деяких додатних констант λ1 , λ2

задовольняє умову λ2 > kn > λ1 . З цим питанням тiсно пов’язанi до-
слiдження про стабiльнiсть для гiперповерхонь, у яких матриця другої
фундаментальної форми в кожнiй точцi p в деякiй нормi близька до
λ(p) · I , де λ(p) — функцiя точки, I — одинична матриця (практично
омбiлiчнi поверхнi). Результати такого типу були отриманi А. В. Пого-
рєловым [28], Р. Шнайдером [29], К. Лихтвейсом [30], В. I. Дискантом
[31], Ж. Шойером [32] та iнш.

Одним з важливих роздiлiв глобальної геометриї гiперповерхонь є
результати, пов’язанi з мiнiмiзацiєю одних геометричних величин при
обмеженнi (фiксацiї) iнших. Мабуть, iсторично першим питанням такого
типу є iзопереметрична задача. Так, в Em вона свiдчить: максимiзувати
об’єм компактної областi при заданiй площi границi. Рiшенням класичної
iзопериметричної задачi є шар. Ця задача уточнювалася та нетривiально
узагальнювалась великою плеядою видатних математикiв, таких как Я.
Штейнер, К. Брунн, Г. Мiнковський, Т. Боннезен, А.Д. Александров та
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багатьма iншими. Але, тема актуальна i по сей день. Вiдмiтимо, недав-
нє вирiшення гипотези подвiйної бульбашки [33] про форму поверхнi в
E3 мiнiмальної площi, що обмежує два заданних об’єма. Поряд з кла-
сичною постановкою, має мiсце i обернена iзопериметрична задача про
мiнiмiзацiю об’єму i знаходження екстремального об’єкту. Для довiль-
них областей вона має тривiальне рiшення. Тому необхiдно звичайним
чином звузити клас розглядуваних об’єктiв з накладанням додаткових
обмежень. Одним iз таких обмежень може бути кривина. Єдиний резуль-
тат такого типу був отриманий Р. Ховардом i А. Трайбергсом в [34]. В
нiй автори повнiстю розв’язали обернену iзопериметричну задачу в E2

для замкнених вкладених кривих кривини |k| 6 1 (взагалi кажучи, не
опуклих) при деяких додаткових обмеженнях на довжину. В цьому пла-
нi iнтерес представляє розгляд оберненої iзопериметричної задачi в класi
повних λ -опуклих гiперповерхонь. На завершення вiдмiтимо, що в Em

таке питання перекликається з задачею Бляшке – Лебега про мiнiмiза-
цiю об’єма областi, границею якої є гiперповерхня постiйної ширини d

([35, 37, 38, 39] для m = 2 , в вимiрi бiльше 2 проблема Бляшке – Ле-
бега в повнiй спiльностi до сих пiр не вирiшена). При m = 2 i m = 3 ,
з необхiднiстю, вирiшенням задачi є повна 1/d -опукла гiперповерхня
[36, 37].

Були розглянутi основнi означення i необхiднi допомiжнi факти iз
рiманової та лоренцевої геометрiй, теорiй оптимального управлiння.

Доведена теорема порiвняння радiальних кутiв (в рiмановому випад-
ку) i гiперболiчних кутiв (в лоренцевому випадку), iз яких виводяться
деякi наслiдки.

Теорема 43. Нехай Mm+1 — гладкий рiманiв многовид, всi секцiйнi кри-
вини Kσ якого задовольняють умову

c2 > Kσ;

Σ ⊂Mm+1 – гладка λ -увiгнута гiперповерхня (у випадку c2 > 0 вва-
жаємо, що Σ лежить всерединi геодезичної сфери радiуса π/(2

√
c2) );

Sλ ⊂ Mm+1(c2) — цiлком омбiлична гiперповерхня кривини λ ; то-
чки p ∈ Mm+1\Σ , pλ ∈ Mm+1(c2)\Sλ вибранi так, що dist(p,Σ) =
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dist(pλ,Sλ) . Якщо точки q ∈ Σ i qλ ∈ Sλ такi, що

τp(q) = τpλ(qλ),

то для радiальних кутiв φ та φλ по вiдношенню до p i pλ гiперпо-
верхонь Σ i Sλ в цих точках виконується нерiвнiсть

cosφ(q) 6 cosφλ(qλ).

Бiльш того, якщо DΣ – опукла область i p ∈ DΣ , pλ ∈ DSλ
, то

для опорних функцiй hp i hpλ гiперповерхонь Σ i Sλ в точках q та
qλ справедлива нерiвнiсть

hp(q) 6 hpλ(qλ).

Справедливий наступний наслiдок.

Наслiдок 0.6. Нехай виконанi умови теореми , i при цьому гiперповерх-
ня Σ є повною гладкою λ -опуклою гiперповерхнею в повному одно-
зв’язному рiмановому многовидi Mm+1 . Тодi для опорних функцiй hp

и hpλ гiперповерхонь Σ та Sλ виконується нерiвнiсть

hp(q) > hpλ(qλ).

Далi справедлива

Теорема 44. Нехай Mm+1(c) — повний однозв’язний рiмановий мно-
говид постiйної секцiйної кривини, що дорiвнює c , Σ ⊂ Mm+1(c) —
регулярна класу C2 повна λ -опукла ( λ > 0 ) гiперповерхня в ньому,
p ∈ DΣ — точка всерединi областi, обмеженою Σ , d = dist(p,Σ)

i φ — функцiя радiального кута гiперповерхнi Σ по вiдношенню до
точки p . Тодi:

1. Якщо c = 0 , тобто осяжний простiр є евклидовим простором
Em+1 , то функцiя радiального кута зодовальняє нерiвнiсть

cosφ >
√

2d

Rλ
− d2

R2
λ

> d

Rλ
. (0.6)
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2. Якщо c = −k2 < 0 , тобто осяжний простiр є простором Лоба-
чевського Hm+1(−k2) , та λ > k , то функцiя φ задовольняє

cosφ >

√
1− sh2 k(Rλ − d)

sh2 kRλ

> sh k d

sh kRλ
. (0.7)

3. Якщо c = k2 > 0 , тобто осяжний простiр є сферичним просто-
ром Sm+1(k2) , то для функцiї φ виконується оцiнка

cosφ >

√
1− sin2 k(Rλ − d)

sin2 kRλ

> sin k d

sin kRλ
. (0.8)

В усiх оцiнках вище Rλ — радiус цiлком омбiлiчної сфери кривини,
що дорiвнює λ , в просторi постiйної кривини Mm+1(c) .

Бiльш того, першi оцiнки у всiх випадках є точними.

Теорема 45. Нехай Σ ⊂Mm+1 — повна C2 -гладка λ -опукла ( λ > 0 )
гiперповерхня в повному однозв’язному (m + 1) -мiрному рiмановому
многовидi Mm+1 , p ∈ DΣ — точка всерединi Σ на вiдстанi d =

dist(p,Σ) вiд Σ , φ — функцiя радiального кута для Σ i p . Тодi:

1. Якщо секцiйнi кривини Kσ многовиду Mm+1 по будь-якiй дво-
мiрнiй площадцi σ задовольняють нерiвностi 0 > Kσ > −k2 , i
λ > k > 0 , то виконується нерiвнiсть (0.7).

2. Якщо секцiйнi кривини многовиду Mm+1 задовольняють нерiв-
ностi K2 > Kσ > k2 , для додатнiх K та k , а область
DΣ лежить в шарi радiуса π/2K , то для φ справедлива нерiв-
нiсть (0.8).

Теорема 46. Нехай DΣ ⊂ Mm+1(c) – замкнена опукла область з не-
порожньою внутрiшнiстю та гладкою границею. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi:

1. DΣ – λ -опукла область ( λ > 0 , при цьому для c < 0 вважаємо,
що λ >

√
−c ).
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2. Для будь-яких точок p ∈ DΣ\Σ та pλ ∈ DSλ
таких, що

dist(p,Σ) = dist(pλ,Sλ) для вiдповiдних p,Σ та pλ,Σλ функцiй
радiальних кутiв φ та φλ справедлива нерiвнiсть

φ(q) 6 φλ(qλ) (0.9)

в тих точках q ∈ Σ та qλ ∈ Sλ для яких τp(q) = τpλ(qλ) .

3. Для будь-якої точки s ∈ Σ iснує сфера Sλ(s) кривини, щ дорiвнює
λ , така, що s ∈ Sλ(s) та

DSλ(s) ⊂ DΣ.

Теорема 47. Нехай DΣ ⊂ Mm+1(c) – замкнена опукла область з не
порожньою внутрiшнiстю та гладкою границею. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi:

1. DΣ – λ -увiгнута область ( λ > 0 , при цьому для c < 0 вважа-
ємо, що λ >

√
−c ).

2. Для будь-яких точок p ∈ DΣ\Σ и pλ ∈ DSλ
таких, що

dist(p,Σ) = dist(pλ,Sλ) для вiдповiдних p,Σ i pλ,Σλ функцiй ра-
дiальних кутiв φ та φλ справедлива нерiвнiсть

φ(q) > φλ(qλ) (0.10)

в тих точках q ∈ Σ i qλ ∈ Sλ для яких τp(q) = τpλ(qλ) .

3. Для будь-якої точки s ∈ Σ iснує сфера Sλ(s) кривини, що дорiв-
нює λ , така, що s ∈ Sλ(s) i

DΣ ⊂ DSλ(s).

Теорема 48. Нехай Mm+1 — (m+1) -мiрний простiр-час, N – гладка,
опукла ахронiчна простороподiбна гiперповерхня в M з I+(N) ̸= ∅ .
Припустимо, що вздовж будь-якої часоподiбної направленої в майбутнє
геодезичної γ : [0, s0) → I+(N) , випущеної ортогонально N , секцiйнi
кривини Kσs

многовиду Mm+1 задовiльняють умову

Kσs
> k2,
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для деякої додатньої константи k i всеможливих двомiрних часопо-
дiбних площин σs , що мiстять γ̇(s) , s > 0 . Нехай Σ ⊂ I+(N) –
гладка простороподiбна гiперповерхня, ν – напрямлене в минуле нор-
мальне векторне поле для Σ , Σλ ⊂ Sm+1

1 (c) — цiлком омбiлiчна гi-
перповерхня кривини λ така, що dist(N,Σ) = dist(S0,Σλ) . Тодi для
φ i φλ – функцiй гiперболiчного кута для Σ , Σλ по вiдношенню,
вiдповiдно, до N i S0 – в тих точках q ∈ Σ та qλ ∈ Σλ , для яких

τN(q) = τS0
(qλ),

Виконується нервнiсть

chφ(q) 6 chφλ(qλ).

Теорема 49. Нехай Mm+1 – (m+1) -мiрний простiр-час, N – гладка
опукла ахронiчна простороподiбна гiперповерхня в M з I+(N) ̸= ∅ .
Припустимо, що вздовж будь-якої часоподiбної напрямленої в майбу-
тьнє геодезичної γ : [0, s0) → I+(N) , випущеної ортогонально N , се-
кцiйнi кривини Kσs

многовиду Mm+1 задовiльняють

Kσs
> k2, k > 0,

для всеможливих двомiрних часоподiбних площин σs , що мiстять
γ̇(s) , s > 0 . Нехай Σ ⊂ I+(N) – гладка просторо-подiбна гiперпо-
верхня, ν – напрямлене в минуле нормальне векторне поле для Σ , i
припустимо, що d(N,Σ) = d(p0, q0) = t0 для деяких p0 ∈ N, q0 ∈ Σ .
Якщо нормальнi кривини kνn гiперповерхнi Σ в кожнiй точцi та в
кожному напрямку задовiльняють нерiвнiсть

kνn 6 λ, λ > 0,

функцiя гiперболiчного кута φ гiперповерхнi Σ по вiдношенню до N

обмежена i задовiльняє наступним нерiвностям:

1. У випадку λ < k ,

shφ 6 sh ((β − t0)k)

ch (βk)
;

де β = 1/karcth (λ/k) ;
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2. у випадку λ = k ,
shφ 6 e−t0k;

3. У випадку λ > k ,

shφ 6 ch ((β − t0)k)

sh (βk)
, для β > t0 ,

i
shφ <

1

sh (βk)
, для β 6 t0 ,

де β = 1/karccth (λ/k) .

Бiльш того, наведенi оцiнки точнi.
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4 Субгармонiйнi функцiї нескiнченного
порядку у пiвплощинi

В роздiлi 4 розглядаються субгармонiйнi функцiї у верхнiй пiвплощи-
нi нескiнченного порядку, з повною мiрою, розподiленою на скiнченнiй
системi променiв. Доведена теорема про те, що в цьому випадку i ни-
жнiй порядок функцiї дорiвнює нескiнченностi. Аналогiчний результат
для цiлих функцiй був отриманий Д. Майлзом.

Нехай v – субгармонiйна функцiя в комплекснiй площинi C ,
M(v, r) = max

0≤θ≤2π
v(reiθ) . Порядком i нижнiм порядком функцiї v нази-

ваються вiдповiдно числа

ρ[γ] = lim sup
r→∞

lnM(v, r)

ln r
, ρ∗[γ] = lim inf

r→∞

lnM(v, r)

ln r
.

Порядком i нижнiм порядком цiлої функцiї f називаються вiдповiдно
порядок i нижнiй порядок субгармонiчної функцiї ln |f | .

В роботi [40] розглядались цiлi функцiї, нулi яких лежать на скiн-
ченнiй системi променiв. Зокрема, було доведено, що якщо f – цiла
функцiя нескiнченного порядку з нулями, розташованими на скiнченнiй
системi променiв, то її нижнiй порядок також дорiвнює нескiнченностi.
Цей результат легко узагальнюється на субгармонiйнi функцiї в компле-
кснiй площинi: якщо рiсовська мiра субгармонiйної на всiй комплекснiй
площинi функцiї v , нескiнченного порядку, зосереджена на скiнченнiй
системi променiв, тобто її нижнiй порядок також дорiвнює нескiнченно-
стi. Ми доводимо аналогiчний результат для функцiй, субгармонiйних у
пiвплощинi.

Позначимо через C+ = {z : Im z > 0} верхню пiвплощину ком-
лексної змiнної z . Через C(a, r) будем позначати вiдкритий, а через
B(a, r) замкнений, круг радiуса r з центром в точцi a ; через Ω+

– перетин множини Ω з пiвплощиною C+ : Ω+ = Ω ∩ C+ ; G

означає замикання множини G . Якщо 0 < r1 < r2 , то D+(r1, r2) =
C+(0, r2)\C+(0, r1) означає замкнене напiвкiльце.

Нехай SK – клас субгармонiйних функцiй в C+ , що мiстять дода-
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тню гармонiйну мажоранту в будь-якiй обмеженiй областi в C+ . Функцiї
классу v(z) SK мають наступнi властивостi [41]:

a) v(z) має недотичну границю v(t) майже скрiзь на дiйснiй осi,
v(t) ∈ L1

loc(−∞,∞) ;

b) на дiйснiй пpямiй iснує знакозмiнна мipа ν така, що

lim
y→+0

b∫
a

v(t+ iy) dt = ν([a, b])− 1

2
ν({a})− 1

2
ν({b}) .

Мiра ν називається граничною мiрою функцiї v ;

c) dν(t) = v(t) dt + dσ(t) , де σ – сингулярна мiра вiдносно мiри Ле-
бега.

Для функцiї v ∈ SK визначимо, дотримуючись [41], повну мiру λ

як
λ(K) = 2π

∫
C+∩K

Im ζ dµ(ζ)− ν(K) ,

де µ — рiсовська мiра функцiї v .
Мiра λ має наступнi властивостi:

1) λ – скiнченна мiра на кожному компактi K ⊂ C ,

2) λ – невiд’ємна мiра поза R ,

3) λ дорiвнює нулю у пiвплощинi C− = {z : Im z < 0} .

Навпаки, якщо мiра λ задовольняє умовам 1) – 3), то iснує функцiя
v ∈ SK , з повною мiрою що дорiвнює λ . Сукупнiсть умов 1) – 3)
надалi будемо позначати через {G}, якщо, крiм того, мiра λ невiд’ємна
i на R , то через {G+} .

Якщо D – обмежена область в C+ , D1 = D∪ (∂D∩R) , v ∈ SK ,
z ∈ D , тодi

v(z) =
1

2π

∫∫
D1

1

Im ζ
ln

∣∣∣∣z − ζ

z − ζ̄

∣∣∣∣ dλ(ζ) + h(z) ,
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де h – гармонiйна функцiя в D , а якщо [a, b] ⊂ {R ∩ ∂D} , то h

допускає неперервне продовження нулем на (a, b) , ядро
1

Im ζ
ln

∣∣∣∣z − ζ

z − ζ̄

∣∣∣∣
вважається продовженим за неперервнiстю на дiйсну вiсь. Повна мiра λ

визначає функцiiю v ∈ SK так як i мiра Рiса µ визначає субгармонiйну
функцiю в C . Точнiше, якщо функцiї v1 , v2 ∈ SK i кожна має повну
мiру λ , то iснує дiйсна цiла функцiя g така, що v2(z)−v1(z) = Im g(z) ,
z ∈ C+ .

Субгармонiйна в C+ функцiя v називається iстинно субгармонiй-
ною, якщо lim sup

z→t
v(z) 6 0 для будь-якого дiйсного числа t ∈ R . Клас

iстинно субгармонiйних функцiй позначимо через JS . Повна мiра фун-
кцiї v ∈ JS є додатньою мiрою, чим i пояснюється термiн "iстинно
субгармонiйна функцiя". Також зазначимо, що множина JS є конусом,
тобто, якщо v1 , v2 ∈ JS , α ≥ 0 , то v1 + v2 , αv1 ∈ JS .

Клас iстинно дельта-субгармонiйних функцiй Jδ визначається як
рiзниця Jδ = JS − JS . Зауважимо, що Jδ – найбiльш шиpокий клас
δ -субгармонiйних функцiй у пiвплощинi, для яких можна визначити не-
ванлiннiвську хаpактеpистику.

Справкдливi наступнi твердження [41]:
Твердження 1. JS ⊂ SK .
Твердження 2. Jδ = SK − SK .
Iз твердження 2 випливає, що SK ⊂ Jδ . Тому надалi при розглядан-

нi субгармонiйних функцiй ми можемо обмежитись класом JS , оскiль-
ки функцiя класа SK представляється у виглядi рiзницi двох iстинно
субгармонiйних функцiй. Для функцiй v ∈ Jδ справедливе представле-
ння у напiвкiльцi z ∈ D+(R1, R2) :

v(z) = − 1

2π

∫∫
D+(R1,R2)

K(z, ζ) dλ(ζ)+

π∫
0

[
R2

2π

∂G(z, R2e
iφ)

∂n
v
(
R2e

iφ
)
+
R1

2π

∂G(z, R1e
iφ)

∂n
v(R1e

iφ)

]
dφ ,
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i у пiвкрузi z ∈ C+(0, R) :

v(z) = − 1

2π

∫∫
C+(0,R)

G(z, ζ)

Im ζ
dλ(ζ) +

R

2π

π∫
0

∂G(z,Reiφ)

∂n
v(Reiφ) dφ ,

,

де G(z, ζ) – функцiя Грiна пiвкpуга,
∂G

∂n
– означає похiдну по вну-

трiшнiй нормалi, ядро пiд знаком подвiйного iнтеграла продовжується
на дiйсну вiсь по непеpевностi пpи |t| 6 R .

Для заданої мiри λ позначимо через λ(t) = λ(C(0, t)) . Нехай v ∈
Jδ , v = v+−v− , λ – повна мiра функцiї v , λ = λ+−λ− – жорданове
розвинення мipи λ . Далi будемо вважати, що виконується умова:

d) функцiя v гармонiйна в деякому околi нуля i збiгається iнтеграл∫ r0

0

λ−(t)

t3
dt <∞ при деякому r0 > 0 .

Введемо наступнi характеристики функцiї v :

m(r, v) :=
1

r

π∫
0

v+(re
iφ) sinφdφ, N(r, v, r0) :=

r∫
r0

λ−(t)

t3
dt ,

T (r, v, r0) := m(r, v) +N(r, v, r0) +m(r0,−v), r > r0 ,

де r0 – довiльне, зазвичай фiксоване, додатне число, яке в позначе-
ннях (якщо це не викликає нерозумiння) ми не будемо брати до уваги
(наприклад, замiсть T (r, v, r0) писати T (r, v) ). Окрiм того, позначимо
T0(r, v) = T (r, v, 0) , N0(r, v) = N(r, v, 0) .

Позначимо
dλk(τe

iφ) =
sin kφ

sinφ
τ k−1 dλ(τeiφ)(

функцiя
sin kφ

sinφ
при φ = 0 , π , визначається за неперевнiстю

)
.

Покладемо λk(r) = λk(C(0, r)) . Справедлива нерiвнiсть, яка буде
використовуватися надалi:

|λk(r)| 6 krk−1|λ|(r) .

Вiдмiтимо формулу Карлемана в позначеннях Грiшина:

1

rk

π∫
0

v(reiφ) sin kφ dφ =

r∫
r0

λk(t)

t2k+1
dt+

1

rk0

π∫
0

v(r0e
iφ) sin kφ dφ , (1)
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Зокрема, для k = 1 маємо

1

r

π∫
0

v(reiφ) sinφdφ =

r∫
r0

λ(t)

t3
dt+

1

r0

π∫
0

v(r0e
iφ) sinφdφ . (2)

Формула (2) може бути записана у виглядi:

T (r, v) = T (r,−v) . (3)

Означення 50. Гармонiйними коефiцiєнтами Фур’є функцiї v ∈ Jδ на-
зиваються функцiї

ck(θ, r, v) =
2 sin kθ

π

π∫
0

v(reiφ) sin kφ dφ, θ ∈ [0, π], k ∈ N .

Нехай λ – повна мiра функцiї v ∈ Jδ , величина λk визначена
вище. Тодi iз формули (1) отримаємо наступнi вирази для гармонiйних
коефiцiєнтiв Фур’є:

ck(θ, r, v) = αkr
k +

2rk sin kθ

π

r∫
r0

λk(t)

t2k+1
dt, k ∈ N , (4)

де αk =
2

π
r−k
0 ck(θ, r0, v) (тут i далi r0 – фiксоване додатнє число,

наприклад, r0 = 1 ).
Застосовуючи формулу iнтегрування частинами до iнтеграла в пра-

вiй частинi (4), отримаємо

ck(θ, r, v) = αkr
k +

rk sin kθ

πkr2k0

∫∫
C+(0,r0)

sin kφ

Im ζ
τ k dλ(ζ)+

rk sin kθ

πk

∫∫
D+(r0,r)

sin kφ

τ k Im ζ
dλ(ζ)− sin kθ

rkπk

∫∫
C+(0,r)

sin kφ

Im ζ
τ k dλ(ζ)

(5)

(тут i скрiзь нижче ζ = τeiφ ).

Означення 51. Порядком i нижнiм порядком функцiї v ∈ Jδ називаю-
ться вiдповiдно числа ρ[rT (r, v)] i ρ∗[rT (r, v)] .

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема.
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Теорема 52. Якщо v ∈ SK – субгармонiйна функцiя в C+ нескiн-
ченного порядку з повною мiрою λ на скiнченнiй системi променiв
Lk =

{
z : arg z = eiθk,

⟩
θk =

πpk
qk

; k = 1, . . . , N0; pk, qk, N0 ∈ N;
pk < qk; тодi її нижнiй порядок також дорiвнює нескiнченностi.

Доведення. Будемо вважати, що 0 /∈ supp v . Оскiльки мiра λ зо-
середжена на скiнченнiй системi променiв, то iз формул (5) для коефiцi-
єнтiв Фур’є функцiї v знаходимо:

cn(r, v) = αnr
n +

N0∑
k=1

rn sin(θkn)

πnr2n0

r0∫
0

tn−1dλ(t)+

N0∑
k=1

rn sin(θkn)

πn

r∫
r0

dλ(t)

tn+1
−

N0∑
k=1

sin(θkn)

rnπn

r∫
0

tn−1dλ(t), n ∈ N .

Вибираючи r0 так, щоб C(0, r0) /∈ supp v , звiдси отримаємо:

cn(r, v) = αnr
n+

N0∑
k=1

sin(θkn)

πn

r∫
r0

1

t

[(r
t

)n
−
(
t

r

)n]
dλ(t), n ∈ N .

(6)

Iнтегруючи двiчi частинами у формулах (6), отримаємо:

cn(r, v) = αnr
n +

2

π

N0∑
k=1

sin(θkn)

Ñ(r) + rn
r∫

r0

Ñ(r)

tn+1
dt

+

+
n− 1

π

N0∑
k=1

sin(θkn)

r∫
r0

1

t

[(r
t

)n
−
(
t

r

)n]
Ñ(r) dt, n ∈ N ,

(7)

де Ñ(r) =

∫ r

r0

λ(t)

t2
dt.

Позначимо через C =
N0∑
k=1

sin θk . Ясно, що C > 0 . iз (7) з n = nl =

1 + 2l
N0∏
k=1

qk , l ∈ N , мы отримуємо

|cn(r, v)|
rn

> 2C

π

Ñ(r)

rn
+

r∫
r0

Ñ(r)

tn+1
dt

− |αn|, n ∈ N . (7)
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Якщо функцiя Ñ(r) має нескiнченний порядок, то iнтеграл, що зна-
ходиться в правiй частинi цiєї нерiвностi, необмежений при r → ∞ ,
оскiльки ∞∫

r

Ñ(t)

tn+1
dt > Ñ(r)

nrn
, n ∈ N , , n = 1, 2, . . . , (8)

i права частина цiєї нерiвностi може бути зроблена безмежно великою
при пiдходящому виборi r .

Iз означення коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, v) випливає нерiвнiсть:

|ck(r, v)| 6
2k

π

π∫
0

|v(reiφ)| sinφdφ, k ∈ N .

Звiдси i iз рiвностi (3) отримаємо

rT (r, v) > π

2k
|ck(r, v)|, k ∈ N .

Враховуючи це i нерiвнiсть (7), iз (8), отримаємо необхiдне твердже-
ння.

Якщо Ñ(r) має скiнченний порядок, то iснують додатнi числа K >

0 i ρ > 0 такi, що Ñ(r) 6 Krρ для всiх r > 0 . Можна вважати ρ

нецiлим. Звiдси випливає, що

K2ρrρ > Ñ(2r) >
∫ 2r

r

λ(t)

t2
dt > λ(r)

∫ 2r

r

dt

t2
=
λ(r)

2r
,

тобто
λ(r) 6 K2ρ+1rρ+1 .

У цьому випадку iз роботи [41] випливає, що iснує функцiя g ∈ JS

порядка ρ з повною мiрою λ . Тодi функцiя G = v− g ∈ Jδ i λG ≡ 0 .
Оскiльки G(z) = Im f(z) , де f(z) – цiла дiйсна функцiя,

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n .

Якщо лише скiнченне число an ̸= 0 , то f(z) – многочлен, тодi
функцiї G i v мають скiнченний порядок, що суперечить умовi.

Далi
cn(r,G) = anr

n , n = 1, 2, . . . .
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Тодi iз нерiвностi

rT (r, v) > rT (r,G)− rT (r, g) > π

2n

∣∣cn(r,G)∣∣+O(rρ) >
1

2

∣∣an∣∣ rn +O(rρ) , r → ∞ , n = 1, 2, . . . ,

випливає, що α[rT (r, v)] = ∞ .
Теорема доведена.
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5 Лiнiйнi функцiонали в класах цiлих
функцiй скiнченного порядку

У роздiлi 3 розглядаються лiнiйнi функцiонали в класах цiлих фун-
кцiй скiнченного порядку.

Введемо необхiднi означення. Функцiя ρ(r) , визначена на променi
(0,∞) , яка задовольняє умову Лiпшица на будь-якому сегментi [a, b] ⊂
(0,∞) i умову

lim
r→∞

ρ(r) = ρ ≥ 0, and lim
r→∞

rρ′+(r) ln r = 0

називаєтся уточненим порядком.
Опис властивостей уточненого порядку можна знайти в [48, 49]. Ми

використовуємо позначення V (r) = rρ(r) . Будемо вважати, що V (r) –
зростаюча функцiя на (0,∞) i lim

r→+0
V (r) = 0 .

Сформулюємо деякi властивостi уточненого порядку, якi будемо ви-
користовувати надалi [48, (2), p.33].

Для r → ∞ i 0 < a ≤ k ≤ b <∞ асимптотична нерiвнiсть

(1− ε)kρV (r) < V (kr) < (1 + ε)kρV (r) (0.11)

вiрна рiвномiрно вiдносно k .
Позначимо через Mf(r) = max

|z|=r
|f(z)| . Якщо для цiлої функцiї f(z)

число
σf = lim sup

r→∞

logMf(r)

V (r)

вiдмiнне вiд нуля i нескiнченностi, то ρ(r) називається уточненим по-
рядком цiлої функцiї f(z) i σf називаєтся типом функцiї f(z) вiд-
носно уточненого порядку ρ(r) .

Нехай ρ(r) – уточнений порядок, limr→∞ ρ(r) = ρ ≥ 0 . Цiла фун-
кцiя f(z) комплексної змiнної z належить простору [ρ(r), p] , якщо
f(z) має порядок менший нiж ρ(r) або рiвний ρ(r) , але у цьому ви-
падку тип менший або дорiвнює p .

Послiдовнiсть функцiй {fn(z)} iз [ρ(r), p] збiгається в сенсi
[ρ(r), p] , якщо: (i) вона збiгається рiвномiрно на компактах, (ii) для всiх



44

ε > 0 iснує r0(ε) , незалежне вiд n , таке що

|fn(z)| < exp[(p+ ε)V (|z|)], |z| > r0(ε)(n ≥ 1) .

Для вiдповiдних C(ε) , якi не залежать вiд n , для всiх z

|fn(z)| < C(ε) exp[(p+ ε)V (|z|)] (n ≥ 1) . (0.12)

Простiр [ρ(r), p] – це лiнiйний топологiчний простiр з секвенцiйною
топологiєю.

Введемо функцiю φ(t) , яка визначається як єдиний розв’язок рiв-
няння t = V (r) . Таким чином

φ(V (t)) = t . (0.13)

Теорема 53. ([48, Теорема 2’, сторiнка 42]) Тип σf цiлої функцiї

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n уточненого порядку ρ(r) (ρ > 0) визначається рiвнi-

стю
lim sup
n→∞

φ(n) n
√
|cn| = (eσfρ)

1/ρ . (0.14)

Введемо

dn =
(epρ)n/ρ

(φ(n))n
n ≥ 1, d0 = 1 .

Для функцiї f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n ∈ [ρ(r), p] ми ставимо у вiдповiднiсть

функцiю

F (z) =
∞∑
n=0

bnz
n, bn =

cn
dn

(n ≥ 0) , (0.15)

яка є аналiтичною, принаймi, в крузi |z| < 1 . Насправдi, маємо з (0.14)
lim sup
n→∞

φ(n) n
√

|cn| ≤ (epρ)1/ρ , звiдси випливає φ(n) n
√

|cn| ≤ (ep1ρ)
1/ρ ,

p1 > p , n > n0 , i

|bn| <
(
p1
p

)n/ρ

, n ≥ n0 .

Оскiльки p1 бiльше p , то

lim sup
n→∞

n
√
|bn| ≤ 1

i ряд (0.26) збiгається в крузi |z| < 1 . З iншої сторони, кожнiй аналiти-
чнiй в крузi |z| < 1 функцiї F (z) вiдповiдає функцiя f(z) iз [ρ(r), p] .
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Факт вiдповiдностi f(z) з [ρ(r), p] функцiї F (z) , описаним вище
способом, записується наступним чином

f(z) ∼ F (z) .

Очевидно, якщо F (z) ∈ [ρ(r), p] , то f(λz) ∼ F (λz) у сенсi
[ρ(r), λρp] , де λ — параметр, i якщо fn(z) ∼ Fn(z) ( n = 1, 2, . . . ,m )
то

m∑
n=1

anfn(z) ∼
m∑
n=1

anFn(z) .

Ми доводимо двi теореми.

Теорема 54. Для того, щоб послiдовнiсть {fn(z)} функцiй iз [ρ(r), p]

збiгалася в сенсi [ρ(r), p] , необхiдно i досить, щоб послiдовнiсть
{Fn(z)} (fn(z) ∼ Fn(z)) збiгалась рiвномiрно всерединi диску |z| < 1 .

Теорема 55. Неперервний лiнiйний функцiонал l у просторi [ρ(r), p]

має вигляд

l(f) =
∞∑
n=0

ancn, f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n , (0.16)

де значення an задовольняють нерiвнiсть

lim sup
n→∞

φ−1(n) n
√

|an| < (epρ)−1/ρ . (0.17)

Випадок ρ(r) ≡ ρ > 0 розглянутий О.Ф. Леонтьєвим [50, Теорема
1.1.7, Теорема 1.1.9].

Доведемо теорему . Нехай

fk(z) =
∞∑
n=0

c(k)n zn, Fk(z) =
∞∑
n=0

b(k)n zn (k ≥ 1),

I нехай послiдовнiсть {fk(z)} збiгається в сенсi [ρ(r), p] . В силу нерiв-
ностi Кошi та умови (0.34)

|c(k)n | < C(ε)
exp[(p+ ε)V (r)]

rn
, r > 0 .
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Покладемо тут r =
φ(n)

(p1ρ)1/ρ
, p1 = p + ε , тодi iз (0.11) i (0.25)

отримаємо

|c(k)n | < C(ε)(p1ρ)
n/ρ

(φ(n))n
exp

[
p1V

(
φ(n)

(p1ρ)1/ρ

)]
≤

≤ C1(ε)(p1e
p1ρ)n/ρ

(φ(n))n
(n ≥ 0, k ≥ 1) .

Iз (0.34) для z = 0 маємо

|c(k)0 | < C1(ε) (k ≥ 1) .

На основi цих оцiнок

|b(k)n | = |c(k)n |
dn

< C1(ε)

(
p1e

p1

p ep

)n/ρ

(n ≥ 0, k ≥ 1) .

Вiзьмемо r <

(
p ep

p1ep1

)1/ρ

, p1 = p + ε . Вибираючи ε , r скiльки

завгодно близько до одиницi, маємо

|Fm(z)− Fk(z)| <
s∑

n=1

|b(m)
n − b(k)n |rn + 2C1(ε)

∞∑
n=s+1

(
p1e

p1

p ep

)n/ρ

rn .

Ряд в правiй частинi збiгається. По ε1 виберемо s таким чином,
щоб другий доданок був меншим за ε1 .

Iз рiвномiрної збiжностi {fk(z)} на компактах випливає, що для ко-
жного фiксованого n коефiцiєнт c

(k)
n має границю коли k → ∞ . Тодi

b
(k)
n також має границю при k → ∞ . Тому

s∑
n=1

|b(m)
n − b(k)n |rn < ε1,

якщо m i k великi. Остаточно, |Fm(z)− Fk(z)| < 2ε1 , |z| < r . Що i
потрiбно було довести.

Доведемо другу частину теореми. Нехай послiдовнiсть {Fk(z)} рiв-
номiрно збiгається в крузi |z| < 1 . Тодi для фiксованого n коефiцiєнт
b
(k)
n має границю коли k → ∞ i |Fk(z)| < M , |z| < r < 1 . Iз цього

випливає, що

|b(k)n | < M

rn
(n ≥ 0, k ≥ 1) .
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Iз цiєї оцiнки отримаємо

|c(k)n | = |b(k)n |dn < M
peρ)n/ρ

(rφ(n))n
(n ≥ 0, k ≥ 1)

i

|fk(z)| ≤M
∞∑
n=0

p eρ)n/ρ

((rφ(n))n
|z|n (k ≥ 1)

(права частина не залежить вiд k ).

За теоремою функцiя
∞∑
n=0

(p eρ)n/ρ

(rφ(n))n
zn – цiла функцiя порядку ρ i

типу
p

rρ
. Цей тип близький до p , коли r близьке до 1. Тому умова

(0.34) виконується.
Оскiльки коефiцiєнт c

(k)
n має границю коли k → ∞ для кожного

фiксованого n , то аналогiчно можна довести, що послiдовнiсть {fk(z)}
збiгається рiвномiрно на компактах. Таким чином, ця послiдовнiсть збi-
гається в сенсi [ρ(r), p] .

Зауважимо, що якщо послiдовнiсть {fk(z)} збiгається до f(z) в
сенсi [ρ(r), p] i {Fk(z)} збiгається до F (z) , то f(z) ∼ F (z) .

Зауваження. Якщо послiдовнiсть {fk(z)} збiгається в сенсi
[ρ(r), p1] , тодi послiдовнiсть {Fk(z)} рiвномiрно збiгається в крузi |z| <(
p

p1

)
. Обернене твердження вiрне. Це можна перевiрити, проводячи по-

переднi мiркування.
Вiдповiдно до теореми можно стверджувати, що простiр [ρ(r), p]

функцiй f(z) зi збiжнiстю в сенсi [ρ(r), p] переходить в простiр фун-
кцiй F (z) , аналiтичних в диску |z| < 1 зi збiжнiстю в сенсi рiвномiрної
збiжностi на компактах. Ми використовуємо цей факт, щоб отримати ви-
гляд лiнiйного неперервного функцiоналу у просторi [ρ(r), p] .

Нехай l(f) — неперервний лiнiйний функцiонал у просторi [ρ(r), p] .

Позначимо l(zn) = an ( n ≥ 0 ). Нехай f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n – функцiя iз

[ρ(r), p] . Оскiльки ряд збiгається в сенсi [ρ(r), p] , то, використовуючи
неперервнiсть функцiоналу, отримаємо

l(f) =
∞∑
n=0

cnl(z
n) =

∞∑
n=0

cnan .
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У цьому випадку

l(f) =
∞∑
n=0

ancn, f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n . (0.18)

Тепер розглянемо лiнiйний функцiонал L(F ) у просторi функцiй
F (z) , аналiтичних в диску |z| < 1 :

L(zn) = andn (n ≥ 0); dn =
(epρ)n/ρ

(φ(n))n
n ≥ 1, d0 = 1

(ми ще не знаємо, що це неперервний функцiонал).

Нехай F (z) =
∞∑
n=0

bnz
n аналiтична в крузi |z| < 1 . Тодi

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n ∈ [ρ(r), p], cn = bndn .

Маємо

L

(
m∑
n=0

bnz
n

)
=

m∑
n=0

bnL(z
n) =

m∑
n=0

cnan .

Виходячи iз (0.29), права частина має границю якщо m → ∞ . Позна-
чимо

L(F ) =
∞∑
n=0

ancn =
∞∑
n=0

andnbn . (0.19)

У цьому випадку
l(f) = L(F ), f(z) ∼ F (z) . (0.20)

Так як l(f) – неперервний лiнiйний функцiонал, звiдси випливає , що i
L(F ) також неперервний лiнiйний функцiонал.

Неперервний лiнiйний функцiонал у просторi аналiтичних функцiй в
одиничному крузi задається формулою

L(F ) =
∞∑
n=0

pnbn, F (z) =
∞∑
n=0

bnz
n

де lim sup
n→∞

n
√
|pn| < 1 . Iз цього i (0.19) отримаємо: lim sup

n→∞
n
√

|an|dn <
1 або

lim sup
n→∞

n
√
|an|

φ(n)
< (p eρ)−1/ρ . (0.21)
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Таким чином, неперервний лiнiйний функцiонал l(f) в просторi
[ρ(r), p] має вигляд (0.29), де числа an задовiльняють умову (0.21).
Обернене твердження також вiрне: якщо умова (0.21) вiрна, то фун-
кцiонал (0.29) є неперервним лiнiйним функцiоналом l(f) у просторi
[ρ(r), p] , оскiльки вiдповiдно цiй умовi функцiонал(0.19) є неперервним
лiнiйним функцiоналом.

Теорему доведено.
Простiр аналiтичних функцiй в одиничному крузi D = {z : |z| < 1}

зi збiжнiстю в сенсi рiвномiрної збiжностi на компактах позначимо через
A(D) . Вiдмiтимо наступнi вiдомi факти:

1) Нехай Fn(z) ∈ A(D) ( n ≥ 1 ). Для того,щоб функцiя F0(z) ∈
A(D) могла бути апроксимована з будь-яким степенем точностi лiнiйни-
ми комбiнацiями функцiй Fn(z) (рiвномiрно на компактах D ), необхi-
дно i досить, щоб виконувались рiвностi

L(Fn) = 0 (n ≥ 1) , (0.22)

де L(F ) - неперервний лiнiйний функцiонал в A(D) , i L(F0) = 0 .
Зокрема, щоб сiмейство функцiй {Fn(z)} було повним в A(D) , небхi-
дно i достить, щоб виконувались рiвностi (0.22) i L(F ) = 0 для кожної
функцiї F (z) ∈ A(D) .

2) Нехай M - замкнена множина в A(D) , не спiвпадаюча з A(D) ,
i F0(z) ∈ A(D) – функцiя, що не належить M . Тодi iснує функцiонал
L(F ) , такий, що L(F ) = 0 для всiх F (z) ∈M i L(F0) ̸= 0 .

Звернемо увагу, що замкнена множина M в A(D) , виходячи з
спiввiдношення f(z) ∼ F (z) , вiдповiдає замкненiй множинi у просторi
[ρ(r), p] .

Грунтуючись на зазначених фактах, а також беручи до уваги рiв-
нiсть (0.20), отримуємо натупнi твердження:

1) Нехай fn(z) ∈ [ρ(r), p] ( n ≥ 1 ). Для того, щоб функцiя f0(z) ∈
[ρ(r), p] могла бути аппроксимована з будь-яким степенем точностi лiнiй-
ними комбiнацiями функцiй fn(z) (у сенсi [ρ(r), p] ), необхiдно i досить,
щоб виконувались рiвностi

l(fn) = 0 (n ≥ 1) , (0.23)
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де l(f) – неперервний лiнiйний функцiонал в [ρ(r), p] , i l(f0) = 0 .
Зокрема, щоб сiмейство функцiй {fn(z)} було повним в [ρ(r), p] , необ-
хiдно i досить, щоб виконувались рiвностi 0.23) i l(f) = 0 для кожної
функцiї f(z) ∈ [ρ(r), p] .

2) Нехай N – замкнена множина в [ρ(r), p] , не спiвпадаюча з
[ρ(r), p] , i f0(z) ∈ [ρ(r), p] – функцiя, що не належить N . Тодi iснує
функцiонал l(f) , такий, що l(f) = 0 для всiх (z) ∈ N i l(f0) ̸= 0 .

Нехай ρ(r) – уточнений порядок, limr→∞ ρ(r) = ρ ≥ 0 . Однозначна
функцїя f(z) комплексної змiнної z належить простору [ρ(r),∞) ,
якщо f(z) має порядок менше, нiж ρ(r) або рiвний ρ(r) , але в цьому
вмпадку тип менший, нiж ∞ .

Послiдовнiсть функцiй {fn(z)} iз [ρ(r),∞) збiгається в сенсi
[ρ(r),∞) , якщо (i) вона сходиться рiвномiрна на компактах, (ii) iснує
β <∞ таке, що

|fn(z)| < exp[βV (|z|)], |z| > r0(β)(n ≥ 1) ,

де r0(β) не залежить вiд n ≥ 1 .
При вiдповiдному C(β) , яке не залежить вiд n , для всiх z

|fn(z)| < C(β) exp[βV (|z|)] (n ≥ 1) . (0.24)

Простiр [ρ(r),∞) – лiнiйний топологiчний простiр з секвенцiальною
топологiєю.

Як i выще, введемо функцiю φ(t) , яка визначається як єдине рiше-
ння рiвняння t = V (r) . Так,

φ(V (t)) = t . (0.25)

Нехай ρ > 0 . Позначимо

dn =
(eσρ)n/ρ

(φ(n))n
n ≥ 1, d0 = 1 .

Для функцiї f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n ∈ [ρ(r), p) ми ставимо у вiдповiднiсть

функцiю

F (z) =
∞∑
n=0

bnz
n, bn =

cn
dn

(n ≥ 0) , (0.26)
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яка аналiтична, принаймнi, в крузi |z| < 1 . Функцiя спiвставлення f(z)

iз [ρ(r), p] функцiї F (z) , как описано выще, позначається наступним
чином:

f(z) ∼ F (z) .

Нижче наш головний результат.

Теорема 56. Неперервний лiнiйний функцiонал l у просторi [ρ(r),∞)

має вигляд

l(f) =
∞∑
n=0

ancn, f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n , (0.27)

де величини an задовiльняють нерiвнiсть

lim sup
n→∞

φ−1(n) n
√
|an| = 0 . (0.28)

Доведемо тепер теорему . Нехай l(f) – неперервний лiнiйний фун-
кцiонал у просторi [ρ(r),∞) . Позначимо l(zn) = an ( n ≥ 0 ). Нехай

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n – функцiя в [ρ(r),∞) . Так як ряд збiгається в сенсi

[ρ(r),∞) , то, в силу неперервностi функцiоналу,

l(f) =
∞∑
n=0

cnl(z
n) =

∞∑
n=0

cnan .

Отже

l(f) =
∞∑
n=0

ancn, f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n . (0.29)

Вiзьмемо довiльне скiнченне число p > 0 . Функционал l(f) – це,
зокрема, лiнiйний неперервний функцiонал в просторi [ρ(r), p] . Згiдно
теоремi

lim sup
n→∞

φ−1(n) n
√

|an| < (epρ)−1/ρ .

Так як p – довiльне число, то

lim sup
n→∞

φ−1(n) n
√
|an| = 0 .

Перевiримо тепер, що якщо виконується умова (0.28), то функцiо-
нал (0.29) є неперервним лiнiйним функцiоналом у просторi [ρ(r),∞) .
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Нехай

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n ∈ [ρ(r),∞).

Згiдно теоремi , lim sup
n→∞

φ(n) n
√

|cn| = (eσfρ)
1/ρ <∞ . Тодi

lim sup
n→∞

n
√

|ancn| = lim sup
n→∞

φ(n) n
√

|cn| lim sup
n→∞

φ−1(n) n
√

|an| = 0 ,

i тодi ряд (0.29) збiгається.

Нехай {fk(z) =
∞∑
n=0

c
(k)
n zn} ⊂ [ρ(r),∞) , fk(z) → f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n ,

якщо k → ∞ i нехай l задовiльняє умову (0.28). Iз (0.34), iснує β > 0

таке, що {{fk(z)}, f(z)} ⊂ [ρ(r), β] i fk(z) → f(z) , якщо k → ∞ у
сенсi [ρ(r), β] . Iз (0.28) i (0.27) l є неперервним лiнiйним функцiона-
лом у просторi [ρ(r), β] . Тодi l(fk) → l(f) , якщо k → ∞ . Отже l –
неперервний лiнiйний фукцiонал у просторi [ρ(r),∞) .

Розглянемо тепер простiр цiлих функцiй Eρ(r) , якi мают уточне-
ний порядок менший ρ(r) . Уточнений порядок ρ1(r) буде менший нiж
ρ(r) , якщо 0 < lim

r→∞
ρ1(r) = ρ1 < lim

r→∞
ρ(r) = ρ .

Цiла функцiя f(z) комплексної змiнної z належить простору
Eρ(r) , якщо f(z) має порядок менший ρ(r) .

Послiдовнiсть функцiй {fn(z)} iз Eρ(r) збiгається в сенсi Eρ(r) ,
якщо (i) вона збiгається рiвномiрно на компактах, (ii) iснує уточнений
порядок ρ1(r) , 0 < lim

r→∞
ρ1(r) = ρ1 < lim

r→∞
ρ(r) = ρ , такий що

|fn(z)| < exp[V1(|z|)], |z| > r0(β)(n ≥ 1) , (0.30)

де r0(β) не залежить вiд n ≥ 1 , V1(r) = rρ1(r) .
Простiр Eρ(r) – це лiнiйний топологiчний простiр з секвенцiальною

топологiєю.
Неперервний лiнiйний функцiонал l(f) у просторi Eρ(r) має ви-

гляд (0.27).
Знайдемо умови, яким задовiльняють значення an . Функцiонал l(f)

є, зокрема, лiнiйним неперервним функцiоналом у просторi [ρ1(r),∞)

для всiх уточнених порядкiв ρ1(r) , 0 < lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1 < lim
r→∞

ρ(r) = ρ .
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Тому, за теоремою
lim sup
n→∞

φ−1
1 (n) n

√
|an| = 0 , (0.31)

де φ1(t) визначається як єдине рiшення рiвняння t = V1(r) . Звiдси

log |an|
φ1(n)n

< 1, n > n0 .

Покладемо ρ1(r) – довiльне число, менше за ρ(r) , i таке, що

lim sup
n→∞

log |an|
φ(n)n

≤ 1 . (0.32)

Навпаки, нехай умова (0.32) виконується i ρ1(r) – довiльне число, мен-
ше нiж ρ(r) . Тодi φ1(n) > φ(n) , n > n0 , таке що

log |an|
φ1(n)n

< 1, n > n0 ,

Тому умова (0.31) виконується i l(f) – неперервний лiнiйний фун-
кцiонал у просторi [ρ(r),∞) . Тодi ρ1(r) - довiльне число, менше за
ρ(r) , и l(f) - неперервний лiнiйний функцiонал у просторi Eρ(r) .

Теорема 57. Неперервний лiнiйний функцiонал l у просторi Eρ(r) має
вигляд

l(f) =
∞∑
n=0

ancn, f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n ,

де величини an задовiльняють умову

lim sup
n→∞

log |an|
φ(n)n

≤ 1 .

Зауваження. Простори цiлих функцiй [ρ(r), σ] уточненого поряд-
ку ρ(r) , типу менше або що дорiвнюють σ i простори цiлих фунцiй
[ρ(r), σ) уточненого порядку ρ(r) , типу меншего σ розглядались у ро-
ботах [65], [66], [67].
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6 Локально опуклi простори цiлих функцiй
нульового порядку, застосування до iнтерполцiї

Нехай f(z) – цiла функцiя, M(f, r) = max
φ

|f(reiφ)| . Через [ρ,∞]

позначимо клас цiлих функцiй, порядок яких не перевищує ρ , ρ > 0 ,
тобто таких. що

lim sup
r→∞

ln+ ln+M(f, r)

ln r
6 ρ . (0.33)

Зокрема через E0 позначимо клас цiлих функцiй нульового порядку
( ρ = 0 ). Введемо наступне означення Послiдовнiсть функцiй {fn(z)}
iз класу E0 збiгається у сенсi E0 , якщо: (i) вона рiвномiрно збiгається
на компактах, (ii) для будь-якого ε > 0 виконується нерiвнiсть

|fn(z)| < exp[|z|ε], |z| > r0(ε)(n ≥ 1) ,

де r0(ε) не залежить вiд n ≥ 1 .
При вiдповiдному C(ε) , яке не залежить вiд n , при всiх z

|fn(z)| < C(ε) exp[|z|ε] (n ≥ 1) . (0.34)

Клас E0 є лiнiйним топологiчним простором з секвенцiальною топо-
логiєю.

Через C(a, r) будемо позначати вiдкритий, а через B(a, r) — за-
мкнений круг радiуса r с центром в точцi a .

Нехай A = {an}∞n=1 — множина рiзних комплексних чисел {an =

rne
iθn}∞n=1 ⊂ C . По A визначимо мiру: nA(G) =

∑
an∈G 1 . Якщо це не

буде викликати непорозумiнь, то iндекс A будемо опускати. Множину
коренiв довiльної функцiї f будемо позначати через Af . Позначимо
через nf = nAf

, nf,a(r) = nf(C(a, r)) , nA,a(r) = nA(C(a, r)) . Зокрема,
покладемо nf(r) = nf,0(r) , nA(r) = nA,0(r) .

Нерiвнiсть (0.56) призводить до розумностi введення наступного ви-
значення.

Послiдовнiсть A = {an}∞n=1 называється интерполяцiйною в класi
[ρ,∞] , якщо для будь-якiй послiдовностi комплексних чисел bn , n ∈ N ,
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якi задовiльняють умову

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 ρ , (0.35)

Iснує функцiя F ∈ [ρ,∞] з властивiстю

F (an) = bn, n ∈ N . (0.36)

Задача (0.36) в класi [ρ,∞] у випадку коли ρ > 0 вперше розгля-
далась О. Ф. Леонтьєвим [46]. Ним були знайденi критерiї її розв’язання
в термiнах канонiчних добуткiв, якi визначаються послiдовнiстю A . Пi-
знiше К. Г. Малютин [51], виходячи з результатiв О. Ф. Леонтьєва,
знайшов критерiї можливостi розв’язання задачi (0.36) в термiнах мi-
ри, яка визначається послiдовнiстю A . В роботi К. Г. Малютин i О. А.
Боженко розглянули задачу кратной iнтерполяцiї в класi E0 . В данiй
роботi ми розглядаємо задачу вiльної iнтерполяцiї i знаходимо критерiї
можливостi розв’язання задачi (0.36) в класi E0 , розглядаючи його як
проективну границю нормованих просторiв, як в термiнах канонiчних
добуткiв, що визначаються послiдовнiстю A , так i в термiнах мiри, що
визначається вузлами iнтерполяцiї. При цьому останнi критерiї вiдрiзня-
ються вiд критерiїв, отриманих ранiше К. Г. Малютиним i О. А. Боженко.

Ми додатково припускаємо, що виконується нерiвнiсть |a1| > 0 . Це
спрощує доведення i формулiровки деяких тверджень, однак, не обмежує
спiльностi наших мiркувань. По ходу роботи ми робимо зауваження, що
послiдовностi A i A ∪ {0} є одночасно iнтерполяцiйними.

Нехай ρ(r) – уточненый порядок [52], lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0 . Якщо
ρ = 0 , то уточнений порядок ρ(r) называється нульовым уточненим
порядком. За заданною послiдовнiстю A i уточненому порядку ρ(r)

визначимо сiмейства функцiй

ΦA(z, α) =
(nA(C(z, α|z|))− 1)+

|z|ρ(|z|)
.

Наведемо формулу Пуассона для субгармонiйної функцiї v i круга
B(z, R) , на яку будемо посилатися в нашiй роботi:

v(z) =
1

2π

2π∫
0

v(z +Reiφ) dφ−
R∫

0

µv(B(z, t))

t
dt . (0.37)
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Тут µv – рiссовська мiра функцiї v . У випадку, якщо f(z) – цi-

ла функцiя, a – простий корiнь функцiї f , v(z) = ln

∣∣∣∣ f(z)(z − a)

∣∣∣∣ , то

формула Пуассона (0.37) для круга B(a,R) набуває вигляду:

ln |f ′(a)| = 1

2π

2π∫
0

ln |f(a+Reiφ)| dφ−
R∫

0

nf(B(a, t))− 1

t
dt− lnR . (0.38)

Нехай A = {an}∞n=1 – довiльна послiдовнiсть. Позначимо через

EA(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
.

Функцiя EA(z) називається канонiчною функцiєю послудовностi
A .

Основним результатом нашої роботи є наступна теорема. Нагадаємо,
ми вважаємо, що виконується умова |a1| > 0 . Крiм того, як завжди,
b+ = max{b; 0} .

Теорема 58. Наступня три твердження еквiвалентнi :

(1) последовательнiсть A є iнтерполяцiйною в класi E0;

(2) для будь якого ε > 0 виконується спiввiдношення :

∞∑
n=1

1

|an|ε
<∞ , (0.39)

i канонiчна функцiя EA(z) послiдовностi A задовiльняє умову :

lim
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln+

1

|E ′
D(an)|

6 0 . (0.40)

(3) Виконується спiввiдношення (0.39) i (3.1) iснує нульовий уточне-
ний порядок ρ(r) такий, що

ΦA(z, α) 6
1

log 1
α

. (0.41)

Розглянемо послiдовнiсть E∗
n просторiв цiлих функцiй, для яких

норма

∥f∥ = sup
z∈C

|f(z)|
exp(|z|1/n)

<∞ .
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Зрозумiло, E∗
n2

⊂ E∗
n1

, якщо n2 > n1 . Позначимо через E∗
0 прое-

ктивну границю просторiв E∗
n .

Теорема 59. Простори E∗
0 i E0 спiвпадають.

Доведення. Iз роботы [53] виплиає, що простiр E∗
0 є локально опу-

клим простором з секвенцiальною топологiєю. При цьому послiдовнiсть
функцiй {fn(z)} iз E∗

0 збiгається в сенсi {fn(z)} , якщо вона при будь-
якому n ∈ N збiгається в просторi E∗

n . Звiдси випливає, що послi-
довнiсть {fn(z)} збiгається i в просторi E0 . Очевидно, обернене, якщо
послiдовнiсть {fn(z)} збiгається i в просторi E0 , то вона збiгається i в
будь-якому просторi E∗

n , а, значить, и в просторi E∗
0 .

Теорема доведена.
Доведемо допомiжнi твердження.

Теорема 60. Нехай A – интерполяцiйна послiдовнiсть в класi E0 . Тодi
виконується спiввiдношення (0.39)

Доведення. Нехай f – цiла функцiя з класу E0 , яка розв’язує
iнтерполяцiйну задачу: f(a1) = 1 , f(an) = 0 при n > 2 . За припуще-
нням теореми така функцiя iснує. Запишемо формулу (0.37) для функцiї
v(z) = ln |f(z)| i круга B(a1, R) :

0 =
1

2π

2π∫
0

ln |f(a1 +Reiφ)| dφ−
R∫

0

nf(B(a1, t))

t
dt .

Далi отримуєм, що нерiвнiсть

R∫
0

n(t)

t
dt 6

R∫
0

nf(B(a1, t))

t
dt 6 KεR

ε , Kε > 0 ,

виконується при будь-якому фiксованому ε > 0 для всiх R > Rε .
Звiдси випливає нерiвнiсть:

n(R) 6
eR∫
R

n(t)

t
dt 6 KεR

ε. (0.42)
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Оскiльки остання нерiвнiсть виконується при будь-якому фiксовано-
му ε > 0 , то iз неї випливає спiввiдношення:

lim
R→∞

n(R)

Rε
= 0, ε > 0 . (0.43)

Тодi , використовуючи нерiвнiсть (0.42) з ε/2 ы спывiдношен-
ня (0.43), отримаємо :

∞∑
n=1

1

|an|ε
=

∞∫
0

dn(t)

tε
= ε

∞∫
0

n(t)

t1+ε
dt 6 εKε

∞∫
0

dt

t1+ε/2
<∞ .

Теорема доведено.

Теорема 61. Нехай A – iнтерполяцiйна послiдовнiсть в класi E0 . Тодi
канонiчна функцiя EA(z) належить класу E0 .

Доведення. Нехай A – iнтерполяцiйна послiдовнiсть у класi E0 , а
E(z) – його канонiчна функцiя . Iз рiвностi (0.43) випливає , що E(z)

– цiла функцiя . Крiм того,справедлива нерiвнiсть

ln |E(z)| 6
∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

|an|

)
=

∞∫
0

ln
(
1 +

r

t

)
dn(t) =

∞∫
0

rn(t)

(t+ r)t
dt ,

iз якої випливає,що E ∈ E0 .
Теорема доведено .
Тут i надалi використовується позначення |z| = r .
Iмплiкацiя 1) ⇒ (0.39) доведена в теоремi 2. Доведемо iмплiкацiю

1) ⇒ (0.41) . Спочатку доведемо ,що

lim sup
n→∞

1

ln rn
ln+

rn/2∫
0

(n(B(an, t))− 1)+

t
dt = 0 . (0.44)

Якщо це не так , то iснують послiдовнiсть nk ↑ ∞ при k → ∞ i
число ε0 > 0 такi, що

lim sup
n→∞

1

ln |ank
|
ln+

|an|/2∫
0

(n(B(ank
, t))− 1)+

t
dt > ε0 , k = 1, 2, . . . .

(0.45)
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Додатково можна вважати , що виконується нерiвнiсть |ank+1
| >

4|ank
| , k = 1, 2, . . . . Нехай f(z) – функцiя iз класу E0 , яка вирi-

шує iнтерполяцiйну задачу f(ank
) = 1 , k = 1, 2, . . . , f(an) = 0 , якщо

n ̸= nk . За умовою теореми така функцiя iснує. Запишемо формулу

(0.37) для функцiї v(z) = ln |f(z)| i круга B(ank
,
1

2
|ank

|) :

0 =
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ−

|ank |/2∫
0

nf(B(ank
, t))

t
dt .

При t ∈
[
0,

1

2
|ank

|
]

справедлива нерiвнiсть nf(B(ank
, t)) >

n(B(ank
, t))− 1 . Тому

|ank |/2∫
0

(n(B(ank
, t))− 1)+

t
dt 6

|ank |/2∫
0

nf(B(ank
, t))

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ .

Отримана нерiвнiсть, спiввiдношення f ∈ E0 i нерiвнiсть (0.45) в суку-
пностi суперечать один одному. Тим самим, рiвнiсть (0.44) доведено.

Iз рiвностi (0.39) випливає, що

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+

|an|∫
|an|/2

(n(B(an, t))− 1)+

t
dt = 0 .

Разом з рiвнiстю (0.44) це дає

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+

|an|∫
0

(n(B(an, t))− 1)+

t
dt = 0 . (0.46)

Нехай z – довiльне комплексне число i a = a(z) – найближча до
z точка послiдовностi {an} . Позначимо через F1 множину тих z ,

для яких виконується нерiвнiсть |z − a| > 1

2
|z| . Iз умови (0.39) легко

випливає, що

lim sup
z→∞
z∈F1

1

ln r
ln+

r∫
0

(n(B(z, t))− 1)+

t
dt = 0 .
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Тому в подальшому доведеннi можна вважати , що виконується не-

рiвнiсть |z − a| 6 1

2
|z| .

Далi маємо
r∫

0

(n(B(z, t))− 1)+

t
dt =

r∫
|z−a|

(n(B(z, t))− 1)+

t
dt 6

r∫
|z−a|

(n(B(a, t+ |z − a|))− 1)+

t
dt =

r+|z−a|∫
2|z−a|

(n(B(a, u))− 1)+

u− |z − a|
du 6 2

r+|z−a|∫
0

(n(B(a, u))− 1)+

u
du .

Iз наведених мiркувань, рiвностi (0.44) тепер випливає , що

lim sup
z→∞

1

ln r
ln+

r∫
0

(n(B(z, t))− 1)+

t
dt = 0 .

Звiдси випливає , що iснує нульовий уточнений порядок ρ(r) такий , що
r∫

0

(n(B(z, t))− 1)+

t
dt ≤ V (r) .

Зробивши замiну змiнної t = αr в пiдiнтегральному виразi останньої
рiвностi i роздiливши обидвi частини на V (r) , отримаємо спiввiдноше-
ння

1∫
0

ΦA(z, α)

α
dα 6 1 . (0.47)

Нерiвнiсть (0.41) випливає тодi iз ланцюжка нерiвностей

1 >
1∫

0

ΦA(z, α)

α
dα >

1∫
δ

ΦA(z, α)

α
dα > ΦA(z, δ) ln

1

δ
.

Iмплiкацiя 1) ⇒ 3) доведена.
Нехай виконується умови (0.41) i (0.39). Для довiльної точки an ∈ A

оцiнимо довжину |an − a| , де a ∈ A найближча точка до an iз
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послiдовностi A . Точнiше, оцiнимо αn =
|an − a|
|an|

. Помiтивши, що

(n(B(an, αn)) − 1)+ > 1 i скористувавшись нерiвнiстю (0.41), отрима-
ємо

1

V (rn)
6 ΦA(an, αn) 6 ln

1

αn
.

Звiдси випливає оцiнка

αn > exp[−V (|an|)] .

Знову застосовуючи нерiвнiсть (0.41) i оцiнку для αn , отримаємо

rn/2∫
0

(n(B(an, t))− 1)+

t
dt 6 V (rn)

1/2∫
exp[−V (|an|)]

1

t ln(1/t)
dt =

V (rn)(ρ(rn) ln rn − ln ln 2) .

Звiдси випливає спiввiдношення (0.44). Дослiвно повторюючи мiр-
кування, викладенi вище, отримємо справедливiсть оцiнки (0.47).

Напишемо рiвнiсть (0.38) для функцiї E(z) i круга B(an, R) :

ln |E ′(an)| =
1

2π

2π∫
0

ln |E(an +Reiφ)| dφ−

R∫
0

n(B(an, t))− 1

t
dt− lnR .

(0.48)

Рiвнiсть (0.48) можна переписати у виглядi:

ln
1

|E ′(an)|
=

1

2π

2π∫
0

ln
1

|E(an +Reiφ)|
dφ+

R∫
0

n(B(an, t))− 1

t
dt+ lnR .

(0.49)

Далi ми скористуємся наступною теоремою.
Теорема C. Нехай f(z) голоморфна в крузi B(0, 2eR) (R > 0),

f(0) = 1 i η – довiльне додатне число , що не перевищуюче
3

2
e .
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Тодi всерединi круга B(0, R), але зовнi виняткових кругiв з загальною
сумою радiусiв , що не перевищуює 4Rη, виконується нерiвнiсть

ln |f(z)| > −
(
2 + ln

3e

2η

)
lnM(f, 2eR) .

Це теорема 11 з [52, Глава I, §8].
Оскiльки E ∈ E0 , то для будь-якого числа ε > 0 iснує rε таке ,що

при r > rε виконується нерiвнiсть :

ln |E(z)| 6 rε .

Iз цiєї нерiвностi i теореми C, застосованої до функцiї E(z) i круга

B(0, 3e|an|) , випливає , що iснують номер Nε i число R1 ∈
[
1

2
|an|, |an|

]
такi, що для всiх φ i n > Nε буде виконуватися нерiвнiсть

ln
1

|E(an +R1eiφ)|
6 rεn .

Вибираючи в рiвностi (0.49) R = R1 , отримаємо доведення iмплi-
кацiї (0.45) ⇒ (0.44) .

Тим самим iмплiкацiя 3) ⇒ 2) доведена.
Позначимо

Pn(z) =
1

E ′(an)

bn
z − an

(
z

an

)Sn

, n ∈ N (0.50)

де {Sn}∞n=1 – послiдовнiсть натуральних чисел, яку ми виберемо
нижче. Замiтемо, що формальний ряд

F (z) = E(z)
∞∑
n=1

Pn(z) (0.51)

вирiшуєє iнтерполяцiйну задачу (0.36).
Покажемо, що при вiдповiдному виборi послiдовностi {Sn}∞n=1 фун-

кцiя F ∈ E0 .
Iз умов (0.35) i (0.40) отримуємо , що iснує послiдовнiсть {εn} ,

εn ↓ 0 при n→ ∞ , така, що при всiх n ∈ N ,∣∣∣∣ bn
E ′(an)

∣∣∣∣ 6 exp(rεnn ) . (0.52)
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Крiм того, в силу умови (0.39), можна вважати , що збiгається ряд
∞∑
n=1

exp(−rεnn ) . (0.53)

Позначимо un(z) =
1

z − an

(
z

an

)Sn

, n ∈ N , i оцiнимо при z /∈

C(an, 1) ,

|un(z)| 6
|z|Sn

rSn
n

, n ∈ N .

Звiдси, з урахування означення (0.50) функцiї Pn(z) i (0.52), отримаємо

|Pn(z)| 6
∣∣∣∣ bn
E ′(an)

∣∣∣∣ |un(z)| 6 exp(rεnn )
|z|Sn

rSn
n

=

(
e2|z|
rn

)Sn exp(rεnn )

e2Sn
(0.54)

при z /∈ C(an, 1) .
Покладемо Sn = [2rεnn ] + 1 , n ∈ N , де [·] – цiла частина числа.

Тодi iз (0.54) отримаємо

|Pn(z)| 6 exp(−rεnn )

(
e2|z|
rn

)2rεnn

. (0.55)

Нехай N = N(r) – найменше цiле число, що має властивiсть |an| >
e2r , якщо n > N , N0 – фiксоване число таке, що |an0

| > 1 . Функцiю
F (z) представимо у виглядi суми :

F (z) = E(z)

N0−1∑
n=1

Pn(z) + E(z)
N−1∑
n=N0

Pn(z) + E(z)
∞∑

n=N

Pn(z) =

F1(z) + F2(z) + F3(z) .

Розглянемо доданок F3(z) . Iз умови (0.53) i нерiвностi (0.55) випли-

ває, що
∞∑

n=N

Pn(z) 6 C , де C – деяка константа.

Розглянемо F2(z) . Так як |an0
| > 1 при n > N0 , то в силу нерiв-

ностi (0.55) буде справедлива оцiнка

|Pn(z)| 6 exp(−rεnn )(er)4r
εn
n .

Враховуючи отриману оцiнку, одержимо, що для будь-якого ε > 0

при r > R(ε) має мiсце |F2(z)| < rε . Оскiльки в представленнi F1(z)
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сума мiстить скiнченне число доданкiв, то iз отриманих оцiнок випливає,
що F (z) ∈ E0 .

Теорема повнiстю доведена .
В завершення покажемо, що якщо послiдовнiсть A , |a1| > 0 , є

iнтерполяцiйною в класi E0 , то i послiдовнiсть A0 = D ∪ {0} також є
iнтерполяцiйною в цьому класi. Дiйсно, розглянемо iнтерполяцiйну зада-
чу (0.36) для послiдовностi A0 . Нехай f ∈ E0 – рiшення iнтерполяцiйної
задачi (0.36) для послiдовностi A . Тодi функцiя

f1(z) = f(z) +
EA(z)

EA(0)
[b0 − f(0)],

належить классу E0 i є рiшенням поставленої iнтерполяцiйної задачi.
Тим самим , обмеження a1 ̸= 0 не є суттєвим.

Аналогiчно доводиться наступна теорема.

Теорема 62. Нехай {an} – допустима послiдовнiсть. Наступнi 3 твер-
дження еквiвалентнi :

1) для бiдь-якої послiдовностi чисел {bn}, що задовольняє умову

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 0.

iснує функцiя f(z) iз класу E0, з властивiстю (1).

2) для будь-якого ε > 0 виконується спiввiдношення :

∞∑
n=1

1

|an|ε
<∞ , (2)

i канонiчна функцiя EA(z) послiдовностi {an} задовольняє
умову :

lim
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

|E ′
A(an)|

6 0 .

3) Виконується спiввiдношення (2) i

lim sup
z→∞

1

ln |z|
ln+

1∫
0

Φ∗
A(z, α)

α
dα = 0 .
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7 Интерполяцiя в класах цiлих функцiй
нульового порядку и нормального типу

Введемо необхiднi означення. Абсолютно неперервна функцiя ρ(r)

на пiвоiсi (0,+∞) називається уточненим порядком, якщо виконується
умова: 1) lim

r→∞
ρ(r) = ρ , 2) lim

r→∞
rρ′(r) ln r = 0 ,

де пiд ρ′(r) мають на увазi найбiльше за модулем похiдне число. Де-
тально викладення властивостей уточннечого порядку можна знайти в
роботах [52, 49]. Використовується позначення V (r) = rρ(r) . Додатково
ми припускаємо, що V (r) ≡ 1 при r ∈ [0, 1] . Це зроблено для того,
щоб не вводити додаткову функцiю

V1(r) =

{
V (r), r > 1,

1, r ∈ [0, 1].

Наведемо найбiльш часто цитуєму властивiсть уточненого порядку.
Вона полягає в тому, що

lim
r→∞

V (rt)

V (r)
= tρ, t > 0 , (0.56)

i ця границя рiвномiрна на будь-якому сегментi [a, b] ⊂ (0,+∞) . У
випадку, якщо число ρ в означеннi уточненого порядку дорiвнює нулю,
то уточненого порядок ρ(r) називається нульовим уточненим порядком.

Нехай f(z) – цiла функцiя, M(f, r) = max
φ

|f(reiφ)| . Символом

[ρ(r),∞) ми будимо позначати класс цiлих функцiй f , для яких ви-
конується нерiвнiсть:

lim
r→∞

lnM(f, r)

V (r)
<∞ .

Нехай A = {an : n = 1, 2, . . . } – така послiдовнiсть комплексних
чисел, що виконується спiввiдношення: 0 < |a1| 6 |a2| 6 . . . , an ̸= ak

при n ̸= k , lim
n→∞

an = ∞ .
Такi послiдовностi ми в подальшому будимо називати допустимими.
Дослiдження розв’язностi задачi

f(an) = bn, n = 1, 2, . . . , (0.57)
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в класi [ρ(r),∞) при єдиному обмеженнi

lim
n→∞

ln+ |bn|
V (|an|)

<∞ (0.58)

тепер називають задачею вiльної простої iнтерполяцiї в класi [ρ(r),∞) .
Цей термiн ввiв О.Ф. Леонтьев.

Послiдовнiсть an називається iнтерполяцiйною в класi [ρ(r),∞) ,
якщо задача (0.57) має розв’язок в класi [ρ(r),∞) для будь-якої по-
слiдовностi чисел bn , що задовольняють умову (0.58) .

В основному текстi ми додатково припускаємо, що виконується не-
рiвнiсть |a1| > 0 . Це спрощує доведення i формулювання деяких твер-
джень, однак, не обмежую спiльностi наших мiркувань. По ходу ми ро-
бимо зауваження, що послiдовностi a1, a2, . . . i 0, a1, a2, . . . є одночасно
iнтерполяцiйними. В принципi, на нульовий уточнений порядок ρ(r) ми
не накладаємо нiяких обмежень. Однак, в основному текстi ми допуска-
ємо, що виконується додаткова умова

σ = lim
r→∞

V (r)

ln r
= ∞ . (0.59)

Справа в тому, що у випадку, якщо σ <∞ , то клас [ρ(r),∞) скла-
дається iз полiномiв P (z) таких, що degP 6 σ . Цей випадок нецiкавий
для теорiї.

Знаходяться чотири рiзних необхiдних умови, для того щоб послi-
довнiсть an була iнтерполяцiйною у класi [ρ(r),∞) . Видiляються два
рiзних набори, кожен iз яких складається з трьох умов, що зазначенi
вище. Доводиться, що виконання усiх трьох умов iз кожного набору є
достатньою для того, щоб послiдовнiсть an бiла iнтерполяцiйною в кла-
сi [ρ(r),∞) .

З кожною послiдовнiстю an ми пов’язуємо наступну мiру в компле-
кснiй площинi C :

µ(z) =
∞∑
n=1

δ(z − an) , (0.60)

де δ(z − an) – мiра Дирака, тобто є одинична мiра, зосереджена в
точцi an . Ми будимо використовувати наступнi позначення:

C(z, t) = {w ∈ C : |w − z| < t}, B(z, t) = {w ∈ C : |w − z| 6 t} .



67

Функцiя n(t) = µ(B(0, t)) називається лiчiльною функцiєю послi-

довностi an , а функцiя N(t) =

t∫
0

n(x)

x
dx називається неванлiннов-

ською лiчiльною функцiєю послiдовностi an .
В цьому означенi важлива умова |a1| > 0 . В супротивному випадку

функцiя N(t) визначається бiльш складним чином:

N(t) = m ln t+

t∫
0

n(x)−m

x
dx ,

де m – кратнiсть нуля в послiдовностi {an} .
Пiд час роботи нам доведеться зустрiчатися ще з такими об’єктами .

Нехай f(z) – цiла функцiя i нехай {zn, n = 1, 2, . . . } – множина коренiв
цiєї функцiї, перенумерованих в порядку зростання їх модулiв. З цiлою
функцiєю f позв’язана наступна мiра µf в комплекснiй плошинi C :

µf(z) =
∞∑
n=1

m(zn)δ(z − zn) ,

де m(zn) – кратнiсть кореня zn . Функцiя nf(t) = µf(B(0, t)) на-
зивається лiчiльною функцiєю коренiв функцiї f , а функцiя

Nf(t) = m(0) ln t+

t∫
0

nf(x)−m(0)

x
dx

називається неванлiнновською лiчiльною функцiєю коренiв функцiї f .
Зауважимо, що мiра µf є рiссовською мiрою субгармонiйної функцiї

v(z) = ln |f(z)| . Розглянемо бiльш детально результати роботи [54]. Ми
вже указували на зв’язок нашего дослiдження з цiєю роботою. В робо-
тi [54] дослiджується розв’язнiсть задачi кратної iнтерполяцiї в класах
[ρ(r),∞) , причому розглядається випадок ρ > 0 . Автори роботи [54]
вiдодокремлюють випадок ρ = 0 i помiчають, що в їх роботi вперше
розглядається iнтерполяцiйна задача в класi цiлих функцiй нульового
порядку.

Сформулюємо окремий випадок теореми 5 iз [54], який вiдповiдає
задачi простої iнтерполяцiї для ρ = 0 .
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Теорема А. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок такий ,
що функцiя V (r) є логарифмiчно опуклою , причому r→∞rV

′(r) > 0,

а функцiя
V (r)

rV ′(r)
є зростаючою ( не обов’язково строго ) i необме-

женою на променi [r0,∞) . Для того , щоб послiдовнiсть {an} була
iнтерполяцiйною в класi [ρ(r),∞), необхiдно й досить , щоб викону-
вались умови :

1) lim
r→∞

n(r)

rV ′(r)
= 0,

2) sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|Φδ
n(an)|

< ∞ , для будь-якого фiксованого δ ∈

(0, 1),

де
Φδ

n(z) =
∏

0<|an−ak|<δ|an|

(
1− z

ak

)
.

Замiтимо, що формулiровка теореми А потребує уточнення. В наве-
деннiй формулiровцi вона невiрна. Про це говориться в зауваженнi до
теореми 8.

Наведемо формулу Пуассона для субгармонiйної функцiї v i круга
B(z, R) , на яку часто будемо посилатися в нашiй роботi:

v(z) =
1

2π

2π∫
0

v(z +Reiφ) dφ−
R∫

0

µv(B(z, t))

t
dt . (0.61)

Тут µv – рiсовська мiра функцiї v .
У випадку, якщо f(z) – цiла функцiя, a – простий корень функцiї

f , v(z) = ln

∣∣∣∣ f(z)z − a

∣∣∣∣ , то формула Пуассона (0.61) для кругаа B(a,R)

набуває вигляду:

ln |f ′(a)| = 1

2π

2π∫
0

ln |f(a+Reiφ)| dφ−
R∫

0

µf(B(a, t))− 1

t
dt− lnR . (0.62)

Основним результатом роботи є наступни двi теореми. Нагадаємо, ми
вважаємо, що виконуються умови: |a1| > 0 i (0.59). Крiм того, зазвичай,
b+ = max{b; 0} .
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Теорема 6. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , що задо-
вольняє умову (0.59), an – допустима послiдовнiсть. Для того , щоб
послiдовнiсть an була iнтерполяцiйною у класi [ρ(r),∞), необхiдно й
досить , щоб виконувались умови :

1) lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞,

2) sup
z∈C

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt <∞,

3) для будь-якого числа M > 0 iснує цiла функцiя g ∈ [ρ(r),∞)

така , що для будь-якого n в крузi B

(
an,

1

1 + |an|

)
виконується

нерiвнiсть :

ln |g(z)| >MV (|an|) .

Теорема 7. Пусть ρ(r) – нульовий уточнений порядок , що задо-
вольняє умову (0.59), an – допустима послiдовнiсть. Для того , щоб
послiдовнiсть. an була iнтерполяцiйною у класi [ρ(r),∞), необхiдно i
дость , щоб виконувались умови :

1) lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞,

2) sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞, де E(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

an

)
,

3) для будь-якого числа M > 0 iснує цiла функцiя g ∈ [ρ(r),∞)

така , що для будь-якого n в крузi B

(
an,

1

1 + |an|

)
виконується

нерiвнiсть :

ln |g(z)| >MV (|an|) .

Вiдмiтимо, що у випадку, коли lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0 у теоремах, анало-
гiчних теоремам 6 i 7 немає аналога умови 3). Однак, цi мiркування не
поширюються на випадок, коли ρ = 0 . Тому в теоремах 6 i 7 з’являється
специфiчна умова 3).

На закiнчення роздiлу ми наводимо теореми 8 - 11, якi можна роз-
глядати як приклади на застосування теорем 6 i 7, i якi, на наш погляд,
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мають самостiйний iнтерес.
Теорема 1. Пусть an – iнтерполяцiйна послiдовнiсть

у класi [ρ(r),∞), N(r) – неванлiннiвська лiчiльна функцiя
послiдовностi an . Тодi виконується нерiвнiсть :

lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞ . (0.63)

Доведення. Нехай f – цiла функцiя iз класу [ρ(r),∞) , яка ви-
рiшує iнтерполяцiйну задачу: f(a1) = 1 , f(an) = 0 при n > 2 . За
припущенням теореми така функцiя iснує. Запишемо формулу (0.61) для
функцiї v(z) = ln |f(z)| i круга B(a1, R) :

0 =
1

2π

2π∫
0

ln |f(a1 +Reiφ)| dφ−
R∫

0

µf(B(a1, t))

t
dt . (0.64)

Далi маємо (см. формулу (0.82)):

N(R) =

R∫
0

n(t)

t
dt =

R∫
|a1|

dt

t
+

R∫
|a1|

µ(B(0, t))− 1

t
dt 6

ln
R

|a1|
+

R∫
|a1|

µf(B(0, t))

t
dt 6 ln

R

|a1|
+

R∫
|a1|

µf(B(a1, t+ |a1|))
t

dt =

ln
R

|a1|
+

R+|a1|∫
2|a1|

µf(B(a1, u))

u− |a1|
du 6 ln

R

|a1|
+ 2

R+|a1|∫
0

µf(B(a1, u))

u
du .

Iз отриманої нерiвностi, формул (0.56), (0.59), (0.64) випливає твер-
дження теореми.

Теорема доведена.
Надалi ми будемо користуватися наступною теоремою.
Теорема B. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , {bn} –

послiдовнiсть комплексних чисел , 0 6 |b1| 6 |b2| 6 . . . , n(r) – лiчiль-
на функцiя цiєї послiдовностi , а N(r) – її неванлиннiвська лiчiльнаа
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функцiя. Якщо lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞ , то

lim
r→∞

n(r)

V (r)
= 0 . (0.65)

Доведення. Очевидно, що доведення досить провести для випад-
ку, коли виконується нерiвнiсть |b1| > 0 . Надалi ми вважаємо, що
ця нерiвнiсть виконується. Припустимо, що твердження теореми невiр-
но. Тодi iснує число η > 0 i послiдовнiсть чисел rk ↑ ∞ такi, що
n(rk) > ηV (rk) . Нехай r > rk . Тодi

N(r) >
r∫

rk

n(t)

t
dt > ηV (rk) ln

r

rk
.

Зауважимо, що саме тут використовується припущення |b1| > 0 .
Нехай M таке число, що

lim
r→∞

N(r)

V (r)
< M .

Якщо взяти r = eM/ηrk , то отримаємо

N(eM/ηrk) >MV (rk) .

Ця нерiвнiсть i рiвнiсть (0.56) с ρ = 0 приводять до протирiччя.
Теорема доведена.
Таким чином, з теорем 1 i В випливає, що якщо an – iнтерполяцiйна

послiдовнiсть у класi [ρ(r),∞) , то виконується рiвнiсть (0.65).
Нехай an – iнтерполяцiйна послiдовнiсть у класi [ρ(r),∞) . Позна-

чимо

E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
.

З рiвностi (0.65) випливає, що E(z) – цiла функцiя. Крiм того, спра-
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ведлива нерiвнiсть

ln |E(z)| 6
∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

|an|

)
=

∞∫
0

ln
(
1 +

r

t

)
dn(t) =

∞∫
0

rn(t)

(t+ r)t
dt =

∞∫
0

rN(t)

(t+ r)2
dt .

(0.66)

Тут i далi використовується позначення |z| = r .
Iз нерiвностей (0.63), (0.66) i формул (1.53), (1.53 ′ ) з [52] випливає,

що E ∈ [ρ(r),∞) .
Тепер зауважимо, що якщо допустима послiдовнiсть an є iнтерпо-

ляцiйною в класi [ρ(r),∞) , то послiдовнiсть 0, a1, a2, . . . , також є iн-
терполяцiйною в цьому класi. Дiйсно, розглянемо iнтерполяцiйну задачу
f1(0) = b0 , f1(an) = bn , де

lim
n→∞

ln |bn|
V (|an|)

<∞ .

Нехай f ∈ [ρ(r),∞) – розв’язок iнтерполяцiйної задачi f(an) = bn ,
n = 1, 2, . . . . Тодi функцiя

f1(z) = f(z) + (b0 − f(0))E(z)

належить класу [ρ(r),∞) i є рiшенням поставленої iнтерполяцiйної за-
дачi. Тим самим, обмеження a1 ̸= 0 не є суттєвим.

Теорема 2. Нехай послiдовнiсть an є iнтерполяцiйною в класi
[ρ(r),∞) . Тодi

sup
z∈C

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt <∞ . (0.67)

Доведення. Доведемо спочатку, що

sup
n∈N

1

V (|an|)

|an|/2∫
0

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt <∞ . (0.68)
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Якщо це не так, то iснує послiдовнiсть nk ↑ ∞ при k → ∞ , така,що

1

V (|ank
|)

|ank |/2∫
0

(µ(B(ank
, t))− 1)+

t
dt ≥ k, k = 1, 2, . . . . (0.69)

Додатково можна вважати, що виконується нерiвнiсть |ank+1
| >

4|ank
| , k = 1, 2, . . . .

Нехай f(z) – функцiя iз класу [ρ(r),∞) , яка вирiшує iнтерполя-
цiйну задачу f(ank

) = 1 , k = 1, 2, . . . , f(an) = 0 , якщо n ̸= nk . За
умовою теореми така функцiя iснує.

Запишемо формулу (0.61) для функцiї v(z) = ln |f(z)| i круга

B(ank
,
1

2
|ank

|) :

0 =
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ−

|ank |/2∫
0

µf(B(ank
, t))

t
dt .

При t ∈
[
0,

1

2
|ank

|
]

справедлива нерiвнiсть µf(B(ank
, t)) >

µ(B(ank
, t))− 1 . Тому

|ank |/2∫
0

(µ(B(ank
, t))− 1)+

t
dt 6

|ank |/2∫
0

µf(B(ank
, t))

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ .

Отримана нерiвнiсть, спiввiдношення f ∈ [ρ(r),∞) i нерiвнiсть
(0.69) в сукупностi суперечливi. Тим самим, нерiвнiсть(0.68) доведено.

З рiвностi (0.65) випливає, що

lim
n→∞

1

V (|an|)

|an|∫
|an|/2

µ(B(an, t))

t
dt = 0 .

Разом з нерiвнiстю (0.68) це дає

sup
n∈N

1

V (|an|)

|an|∫
0

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt <∞ . (0.70)
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Нехай z – довiльне комплексне число i a = a(z) – найближча до z

точка послiдовностi an . Позначимо через F1 множину тих z , для яких

виконується нерiвнiсть |z − a| > 1

2
|z| . З рiвностi (0.65) легко випливає,

що

sup
z∈F1

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt <∞ .

Тому в подальшому доведеннi можна вважати, що виконується нерiв-

нiсть |z − a| 6 1

2
|z| . Далi маємо

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt =

1

V (r)

r∫
|z−a|

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt 6

1

V (r)

r∫
|z−a|

(µ(B(a, t+ |z − a|))− 1)+

t
dt =

1

V (r)

r+|z−a|∫
2|z−a|

(µ(B(a, u))− 1)+

u− |z − a|
du 6 2

V (r)

r+|z−a|∫
0

(µ(B(a, u))− 1)+

u
du .

З наведених мiркувань випливає твердження теореми.
Теорема доведена.
Теорема 3. Нехай an – така допустима послiдовнiсть , що ви-

конується нерiвнiсть (0.63) . Нехай E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
. Тодi умо-

ва (0.67) еквiвалентна умовi

lim
n→∞

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ . (0.71)

Доведення. Нехай виконується умова (0.67). Напишемо рiв-
нiсть (0.62) для функцiї E(z) i круга B(an, R) :

ln |E ′(an)| =
1

2π

2π∫
0

ln |E(an +Reiφ)| dφ−

R∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt− lnR .

(0.72)
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Рiвнiсть (0.72) можна переписати у виглядi:

ln
1

|E ′(an)|
=

1

2π

2π∫
0

ln
1

|E(an +Reiφ)|
dφ+

R∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt+ lnR .

(0.73)

Далi ми скористаємося наступною теоремою.
Теорема C. Нехай функцiя f(z) голоморфна у крузi B(0, 2eR)

(R > 0), f(0) = 1 i η – довiльне додатне число , що не перевищує
3

2
e . Тодi в серединi круга B(0, R), але поза винятковими кругами iз

загальною сумою радiусiв , що не перевищує 4Rη, виконується нерiв-
нiсть

ln |f(z)| > −
(
2 + ln

3e

2η

)
lnM(f, 2eR) .

Це теорема 11 з [52, Глава I, §8].
Оскiльки E ∈ [ρ(r),∞) , то iснує постiйна M1 така, що у всiй пло-

щинi C виконується нерiвнiсть ln |E(z)| 6 M1V (r) . З цiєї нерiвностi
i теореми С, застосованої до функцiї E(z) i круга B(0, 3e|an|) , ви-
пливає, що iснують постiйна M2 , яка незалежiть вiд n , число R1 ∈[
1

2
|an|, |an|

]
такi, що для всiх φ буде виконуватись нерiвнiсть

ln
1

|E(an +R1eiφ)|
6M2V (|an|) .

Вибираючи в рiвностi (0.73) R = R1 , отримаємо доведення
iмплiкацiї (0.67) ⇒ (0.71) .

Iмплiкацiї (0.71) ⇒ (0.67) , очевидно, випливає з рiвностi (0.73) з
R = |an| i еквiвалентностi умов (0.67) i (0.70).

Теорема доведена.
Теорема 4. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , а Λ =

{λn : n = 1, 2, . . . }, 0 6 |λ1| 6 |λ2| 6 . . . , – така послiдовнiсть
комплексних чисел , що її неванлiновська лiчильна функцiя NΛ(r) має
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нормальний тип щодо уточненого порядку ρ(r) . Нехай

f(z) = zm−1
∞∏

n=m

(
1− z

λn

)
, g(z) = zm−1

∞∏
n=m

(
1 +

z

|λn|

)
,

де m − 1 – кiлькiсть нулiв у послiдовностi Λ . Нехай H – така
необмежена пiдмножина комплексної площини C, що

lim
δ→0

sup
z∈H

1

V (r)

δr∫
0

µΛ(B(z, t))

t
dt = 0 .

Тодi
lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |f(z)| − ln g(r)) = 0 .

Доведення. Доведення спирається на наступну теорему.
Теорема D. Нехай v(z) – субгармонiйна функцiя в комплекснiй

площинi C, гармонiна в деякому околi нуля , µv – рiсовська мiра цiєї
функцiї. Нехай неванлiнновская лiчильна функцiя мiри µv

Nv(r) =

r∫
0

µv(B(0, x))

x
dx

має нормальний тип щодо нульового уточненого порядку ρ(r) . Тодi
виконується рiвнiсть

v(z) = −
r∫

0

µv(B(z, t))

t
dt+Nv(r) + o(1)V (r), r → ∞ .

Зауважимо, що рiзниця ln |f(z)|− ln g(r) не залежить вiд m . Тому
можна вважати, що m = 1 . У цьому випадку

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
, g(z) =

∞∏
n=1

(
1 +

z

|λn|

)
.

Позначимо v(z) = ln |f(z)| , u(z) = ln |g(z)| . Застосовуючи теорему
D до субгармонiйних функцiй v(z) i u(z) отримаємо рiвностi

ln |f(z)| = −
r∫

0

µv(B(z, t))

t
dt+Nv(r) + o(1)V (r), r → ∞ ,
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ln g(r) = −
r∫

0

µu(B(r, t))

t
dt+Nu(r) + o(1)V (r), r → ∞ .

Так як мiра µu зосереджена на променi (−∞, 0) , то
r∫

0

µu(B(r, t))

t
dt = 0 .

Зауважимо ще, що Nv(r) = Nu(r) . Зi сказаного випливає, що

ln |f(z)| − ln g(r) = −
r∫

0

µv(B(z, t))

t
dt+ o(1)V (r), r → ∞ .

З теореми B випливає, що для будь-якого δ ∈ (0, 1)

lim
r→∞

1

V (r)

r∫
δr

µv(B(0, t))

t
dt = 0 .

Таким чином, отримаємо формулу

ln |f(z)| − ln g(r) = −
δr∫
0

µv(B(z, t))

t
dt+ o(1)V (r), r → ∞ ,

iз якої легко випливає твердження теореми.
Теорема доведена.
Нехай функцiя

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
належить класу [ρ(r),∞) . Нехай an – допустима послiдовнiсть i нехай

lim
r→∞

N1(r)

V (r)
=M1 <∞ ,

де N1(r) – неванлiновська лiчильна функцiя послiдовностi an .
Розглянемо послiдовнiсть сегментiв

In =

[
|an| −

2

1 + |an|
, |an|+

2

1 + |an|

]
, n = 1, 2, . . . .

Якщо |an1
| = |an2

| , то In1
= In2

. через |In| будемо позначати довжину

In . Маємо |In| =
4

1 + |an|
.
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Iз рiвностi (0.65) випливає, що

L :=
∞∑
n=1

|In| <∞ .

Нехай

F =
∞∪
n=1

In, Sk = (2k, 2k+1] \ F, k = 0, 1, . . . ,

i нехай k0 – таке число, що при k > k0 виконується нерiвнiсть
|Sk| > 2k−1 .

Нехай νk – число коренiв функцiї f(z) у кiльцi 2k < |z| 6 2k+1 .
Припустимо, що νk > 0 . Нехай це будуть коренi bnk+1, . . . , bnk+νk .

Визначимо числа b′nk+ν , ν ∈ 1, νk , наступним чином. Число b′nk+1

визначається рiвнiстю: b′nk+1 = 2k + x1 , де x1 визначається iз умов

|Sk ∩ [2k, 2k + x1]| =
|Sk|
νk

, x1 /∈ intF

(тут intF означає внутрiшнiсть множини F ). Якщо числа b′nk+ν при
ν 6 m уже визначенi рiвностями b′nk+ν = 2k + xν i m < νk , то число
b′nk+m+1 визначається рiвнiстю b′nk+m+1 = 2k + xm+1 , де число xm+1

визначається iз умов

|Sk ∩ [xm, xm+1]| =
|Sk|
νk

, xm+1 /∈ intF .

Таким чином, числа b′nk+ν будуть визначенi для будь-якого ν ∈
1, νk .

Далi визначимо послiдовнiсть b′′n за наступним правилом: b′′n = bn ,
якщо |bn| 6 2k0 , якщо ж |bn| > 2k0 , то arg b′′n = arg bn , |b′′n| = |b′n| .
Функцiю

f1(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

b′′n

)
ми у подальшому будемо називати T -перетворенням функцiї f i пи-
сати f1 = Tf . Зазначимо, що вiдображення T будується, виходячи iз
спецiальної послiдовностi an . У подальшому вiдображення T ми бу-
демо використовувати у зв’язку iз вивченням iнтерполяцiйної задачi. У
цьому випадку послiдовнiсть an буде послiдовнiстю вузлiв iнтерполяцiї.
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Лемма 1. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок. Нехай фун-

кцiя f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
належить классу [ρ(r),∞), f1 = Tf,

f2(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

|bn|

)
. Тодi виконується рiвнiсть :

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |f1(z)| − ln |f2(r)|) = 0 ,

де H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

Доведення. Визначимо наступнi мiри:

µk =
∑

|b′′n|∈(2k,2k+1]

δ(z − b′′n), µ =
∞∑

k=k0

µk .

Величина µk(B(z, t)) не перевищує числа точок b′n , що потрапля-
ють на сегмент [|z| − t, |z|+ t] . ТОму справедлива нерiвнiсть:

µk(B(z, t)) 6 1 +
2t

δk
,

де δk =
|Sk|
νk

. Будемо оцiнювати при z ∈ H , δ ∈ (0, 1/2] , k > k0 ,
наступну величину:

Jk(z, δ) =
1

V (r)

δr∫
0

µk(B(z, t))

t
dt .

Якщо r = |z| /∈ [2k−1, 2k+2] , то Jk(δ, z) = 0 . Тому у подальшому

будемо вважати, що r ∈ [2k−1, 2k+2] . Нехай z ∈ B

(
an,

1

1 + |an|

)
. Тодi

виконується нерiвнiсть r − 1 6 |an| 6 r + 1 . Крiм того, з того, що iн-

тервал
(
|an| −

2

1 + |an|
, |an|+

2

1 + |an|

)
не мiстить точок b′n випливає,

що µk

(
B

(
an,

1

1 + |an|

))
= 0 .

Нехай b = b(z) – точка послiдовностi b′′n , найближча до z . Заува-

жимо, що |b − z| > 1

1 + |an|
. Якщо |b − z| > δr , то Jk(δ, z) = 0 . У
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супротивному випадку

Jk(z, δ) =
1

V (r)

δr∫
|z−b|

µk(B(z, t))

t
dt =

1

V (r)
ln

δr

|z − b|
+

+
1

V (r)

δr∫
|z−b|

µk(B(z, t))− 1

t
dt 6 1

V (r)

(
ln r + ln(1 + |an|)+

+2δ
r

δk

)
6 1

V (r)

(
ln r + ln(r + 2) + 2δ

2k+2

|Sk|
νk

)
6

6 1

V (r)
(ln r + ln(r + 2) + 16δn(4r)) ,

(0.74)

де n(r) – лiчильа функцiя послiдовностi bn .
Якщо припустити, що |z| 6 R , то, враховуючи оцiнку |z − b| >
1

1 + |an|
, отримаємо наступну нерiвнiсть, виходячи iз означення величи-

ни Jk(z, δ) ,

|Jk(z, δ)| 6
1 + |an|
V (r)

δrµ(B(z, δr)) 6 A(R)δ , (0.75)

де A(R) – деяка величина, що залежить тiлькi вiд R .
Iз нерiвностей (0.74), (0.75), (0.59) и (0.65) випливає, що

lim
δ→0

sup
z∈H

sup
k>k0

Jk(z, δ) = 0 . (0.76)

Зважаючи на те, що δ ∈ (0, 1/2] круг B(z, δr) перетинає не бiльше
двох кiлець вигляду 2k 6 |w| 6 2k+1 , то iз (0.76) випливає, що

lim
δ→0

sup
z∈H

1

V (r)

δr∫
0

µ(B(z, t))

t
dt = 0 . (0.77)

Нехай Λ – це послiдовнiсть b′′n . Обмеження мiри µΛ на зовнiшнiсть
круга |z| > 2k0 є мiра µ . Тому iз рiвностi (0.77) випливає рiвнiсть :

lim
δ→0

sup
z∈H

1

V (r)

δr∫
0

µΛ(B(z, t))

t
dt = 0 .
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Тепер iз теореми 4, застосованої до функцiї f1(z) , i рiвностi

lim
r→∞

1

V (r)

(
ln

∞∏
n=1

(
1− z

|bn′′|

)
− ln

∞∏
n=1

(
1− z

|bn|

))
= 0

випливає твердження леми.
Лема доведена.
Теорема 5. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок. Нехай по-

слiдовнiсть an є iнтерполяцiйною у класi [ρ(r),∞), M – довiльне ,
додатне число. Тодi iснує цiла функцiя g(z) нормального типу вiд-
носно уточненого порядку ρ(r) така , що для будь-якого n в крузi

B

(
an,

1

1 + |an|

)
буде виконуватися нерiвнiсть :

ln |g(z)| >MV (|an|) .

Доведення . Так як послiдовнiсть {an} є iнтерполяцiйною, то
iснує цiла функцiя g1(z) iз класу [ρ(r),∞) така, що виконуються рiв-
ностi:

g1(0) = 1, g1(an) = e(M+1)V (|an|), n = 1, 2, . . . .

Оскiльки g1(0) = 1 , то функцiя g1(z) представляється у виглядi:

g1(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
,

де bn – коренi функцiї g1(z) . Позначимо

g2(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

|bn|

)
.

Нехай g3 = Tg1 . За лемою 1

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |g3(z)| − ln g2(r)) = 0 ,

де H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

Маємо g2(|an|) > |g1(an)| = e(M+1)V (|an|) . Легко бачити, що функцiя
1

V (r)
(ln g2(r + hr)− ln g2(r))
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збiгається до нуля при r → ∞ рiвномiрно вiдносно h на се-
гментi [−1/2, 1/2] . Тому для всiх достатньо великих n при z ∈

B

(
an,

1

1 + |an|

)
виконується нерiвнiсть:

ln |g3(z)| >MV (|an|) .

У якостi функцiї g(z) можна взяти функцiю λg3(z) з достатньо
великим λ .

Теорема доведена.
Перед тим як доводити теорему 6 нагадаємо, що мiра µ визначається

формулою (0.82), а функцiя N визначається формулою:

N(t) =

t∫
0

n(x)

x
dx =

t∫
0

µ(B(0, x))

x
dx .

Далi зауважимо, що теорема 6 в сторону необхiдностi вже доведена.
Це теореми 1, 2, i 5. Доведемо теорему у сторону достатньостi.

Позначимо ln = min
k ̸=n

|an − ak| . Iз умови 2) випливає, що iснує стала

K1 така, що для всiх n > 2 виконуються нерiвностi:

K1 >
1

V (|an|)

|an|∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt > 1

V (|an|)

|an|∫
ln

dt

t
=

1

V (|an|)
ln

|an|
ln

.

Звiдси випливає, що для будь-якого n виконується нерiвнiсть:

ln
|an|
ln

6 K1V (|an|) . (0.78)

Насправдi, ми довели цю нерiвнiсть для n > 2 . Але збiльшуючи,
якщо потрiбно, сталу K1 , можна вважати, що (0.78) виконується i для
n = 1 .

Вiдмiтемо також нерiвнiсть |an − ak| >
1

2
(ln + lk) , iз якої випливає,

що круги C

(
an,

1

2
ln

)
попарно не перетинаються.

Покажемо, що iснує послiдовнiсть нескiнченно диференцiйованих
функцiй χn(z) , що має властивостi: χn(z) ∈ [0, 1] , χn(z) = 1 при
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z ∈ B

(
an,

1

4
ln

)
, χn(z) = 0 при z /∈ C

(
an,

1

2
ln

)
, для всiх z викону-

ється нерiвнiсть:
∣∣∣∣∂χn(z)

∂z̄

∣∣∣∣ 6 6

ln
.

Дiйсно, нехай функцiя φ(x) визначається наступним чином: φ(x) =

1 при x ∈
[
−1

3
ln,

1

3
ln

]
, φ(x) = 0 при x ∈

(
−∞,− 5

12
ln

]
∪[

5

12
ln,+∞,

)
, φ(x) – лiнiйна функцiя на кожному iз її сегментiв[

− 5

12
ln,−

1

3
ln

]
,
[
1

3
ln,

5

12
ln

]
. Побудована функцiя φ(x) є кусково-

лiнiйною i всюди, окрiм кутових точок, виконується нерiвнiсть:

|φ′(x)| 6 arctg
12

ln
.

Розглянемо добре вiдому у теорiї регуляризацiї функцiю

ωε(x) =
c

ε

{
e

ε2

x2−ε2 , |x| < ε,

0 , |x| ≥ ε ,

де стала c вибирається iз умови
∞∫

−∞

ωε(x) dx = 1 .

Функцiя ωε(x) є нескiнченно диференцiйовною функцiєю на всiй дiй-
снiй осi, причому для будь-якого x виконується спiввiдношення: ψ(x) ∈

[0, 1] ; ψ(x) = 1 на сегментi
[
−1

4
ln,

1

4
ln

]
i ψ(x) = 0 при |x| > 1

2
ln ,

ψ′(x) =

∞∫
−∞

φ′(x− y)ωε(y) dy, |ψ′(x)| 6 arctg
12

ln
.

Далi покладемо h(z) = ψ(
√
x2 + y2) , z = x + iy . Функцiя h(z) є

нескiнченно диференцiйовною на комплекснiй площинi C , причому для
будь-якого z виконуються спiввiдношення: h(z) ∈ [0, 1] ; h(z) = 1 в
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крузi B
(
0,

1

4
ln

)
, h(z) = 0 при |z| > 1

2
ln .Крiм того,

∂h(z)

∂x
= ψ′(|z|) x

|z|
,

∂h(z)

∂y
= ψ′(|z|) y

|z|
,∣∣∣∣∂h(z)∂z̄

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣12 ∂h(z)∂x
+
i

2

∂h(z)

∂y

∣∣∣∣ 6 1

2
arctg

12

ln
6 6

ln
.

У якостi χn(z) можна взяти функцiю h(z − an) .
Позначимо

αn(z) =
∂χn(z)

∂z̄

bn
E(z)

.

Тут {bn : n = 1, 2, . . . } – довiльна послiдовнiсть комплексних чисел, що
задовiльняє умову (0.58) . Вважаємо, що αn(an) = 0 , αn(z) = 0 при

|z − an| >
1

2
ln . Крiм того, позначимо

u(z) = ln

∣∣∣∣ E(z)

E ′(an)(z − an)

∣∣∣∣ , γn = min

{
ln,

1

1 + |an|

}
.

Функцiя u(z) є гармонiйною функцiєю в крузi C(an, γn) , субгар-
монiйною в C i u(an) = 0 . Ми вже довели, що E(z) ∈ [ρ(r),∞) . З
теореми 3 випливає, що

lim
n→∞

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ .

Якщо врахувати ще умови (0.59) i (0.78), то отримаємо, що iснує
стала K2 , така, що для будь-якого n на межi круга B(an, γn) , а отже
i у всьому крузi B(an, γn) , буде виконуватися нерiвнiсть :

u(z) 6 K2V (|an|) .

Розглянемо тепер функцiю v(z) = K2V (|an|) − u(z) . Це додатна
гармонiйна функцiя в крузi C(an, γn) , причому v(an) = K2V (|an|) .У
цьому крузi справедливе представлення:

v(an +Reiθ) =
1

2π

2π∫
0

γ2n −R2

γ2n − 2Rγn cos(φ− θ) +R2
dσ(φ) ,

де σ –скiнчена додатня мiра. Справедливa оцiнка:

v(an +Reiθ) 6 γn +R

γn −R
v(an) .
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Якщо R ∈
[
1

4
γn,

1

2
γn

]
, то отримуємо, що v(an+Re

iθ) 6 3K2V (|an|) .
Для таких R це приводить до оцiнки :

ln

∣∣∣∣ E ′(an)R

E(an +Reiθ)

∣∣∣∣ 6 2K2V (|an|) .

Iз цього, в свою чергу, випливає, що iснує така стала K3 , що для

всiх натуральних n i для всiх R ∈
[
1

4
γn,

1

2
γn

]
виконується нерiвнiсть:

ln
1

|E(an +Reiθ)|
6 K3V (|an|) .

Iз цього, в свою чергу, випливає, що iснує стала K4 така, що для

будь-якого n в кiльцi
1

4
γn 6 |z − an| 6

1

2
γn буде виконуватись нерiв-

нiсть:
ln((1 + |z|4)|αn(z)|) 6 K4V (|an|) .

Iз умови 3) теореми випливає, що iснує цiла функцiя g(z) ∈ [ρ(r),∞)

така, що в кругах B

(
an,

1

1 + |an|

)
виконується нерiвнiсть : ln |g(z)| >

K4V (|an|) .
Нехай α(z) =

∑∞
n=1 αn(z) . Iз викладеного вище випливає, що на всiй

комплекснiй площинi C виконується нерiвнiсть

|α(z)| 6 |g(z)|
1 + |z|4

. (0.79)

Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння:

∂β(z)

∂z̄
= α(z) .

Одним iз розв’язкiв цього рiвняння є функцiя

β(z) = −g(z)
π

∫∫
C

α(ζ)dξdη

g(ζ)(ζ − z)
, ζ = ξ + iη .

Iз оцiнки випливає, що виконується нерiвнiсть :∣∣∣∣∣∣1π
∫∫
C

α(ζ)dξdη

g(ζ)(ζ − z)

∣∣∣∣∣∣ ≤ K5
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з деякою сталою K5 . Таким чином, |β(z)| ≤ K5|g(z)| .
Розв’язок iнтерполяцiйної задачi (0.57) задається функцiєю:

F (z) =
∞∑
n=1

bnχn(z)− β(z)E(z) .

Маємо

∂F (z)

∂z̄
=

∞∑
n=1

bn
∂χn(z)

∂z̄
− ∂β(z)

∂z̄
E(z) = E(z)

(
α(z)− ∂β(z)

∂z̄

)
= 0 .

Таким чином, F (z) – цiла функцiя. Очевидно, що F ∈ [ρ(r),∞) .
Теорема 6 доведена.
Теорема 7 є наслiдком теорем 6 i 3.
Далi ми доводимо 4 теореми, якi можна розглядати, як приклади на

застосування теорем 6 i 7.
Теорема 8. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , що за-

довольняє умову (0.59), i такий , що функцiя V (r) = rρ(r) є лога-
рифмiчно опуклою на деякiй пiвосi (r0,∞) . Нехай an – допустима
послiдовнiсть. Для того , щоб послiдовнiсть an була iнтерпояцiйною
у класi [ρ(r),∞), необхiдно й досить , щоб виконувались умови :

1) lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ .

Доведення. Необхiднiсть умов 1) i 2) випливає iз теорем 1 i 3. Тому
доведення потребує лише достатнiсть. Iз умови теореми випливає, що
функцiя rV ′(r) є зростаючою на напiвосi (r0,∞) . Iз рiвностi (0.59)

випливає, що це необмежена функцiя. Нехай n1(r) – зростаюча функцiя
стрибкiв зi стрибками що дорiвнюють одиницi, яка дорiвнює нулю на
деякому сегментi [0, δ] , δ > 0 , i стрибки якої, на напiвосi, (r0,∞)

спiвпадають зi стрибками функцiї [rV ′(r)] (зазвичай, [·] означає цiлу
частину числа). Позначимо

N1(r) =

r∫
0

n1(t)

t
dt .

Легко бачити, що N1(r) ∼ V (r) при r → ∞ .

Нехай bn – точки стрибкiв функцiї n1(r) , f1(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

bn

)
.
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Добре вiдомо i легко перевiряється що

lim
r→∞

ln f1(r)

V (r)
= 1 .

Нехай f2 = Tf1 . Iз леми 1 випливає, що для всiх достатньо великих n

в крузi B
(
an,

1

1 + |an|

)
буде виконуватися нерiвнiсть

ln |f2(z)| >
1

2
V (|an|) .

Тодi якщо λ i m – достить великi натуральнi числа, g(z) =

λfm2 (z) , то для будь-якого n в крузi B

(
an,

1

1 + |an|

)
буде викону-

ватися нерiвнiсть ln |g(z)| > MV (|an|) з будь-яким наперед заданим
M . Теперь iз теореми 7 буде випливати, що послiдовнiсть an є iнтерпо-
ляцiйною у класi [ρ(r),∞) .

Теорема доведена.
Зауваження. За допомогою теореми 8 можна впевнитися, що те-

орема А сформульована неточно. Нехай V (r) = ln2 r при r > e . Тодi
функцiя V (r) задовольняє усiм обмеженням, якi накладаються на цю
функцiю в теоремi А. Розглянемо послiдовнiсть an = en/2 i функцiю

E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

en/2

)
.

Справедливi спiввiдношення:

N(r) ∼ ln2 r(r → ∞), ln |E ′(an)| ∼ ln2 an(n→ ∞) .

Тодi за теоремою 8 послiдовнiсть an є iнтерполяцiйною у классi[
2 ln ln r

ln r
,∞
)

. Мiж тим, умова з теореми А не виконується, так як

lim
r→∞

n(r)

rV ′(r)
= 1 .

Теорему 8 можна вважати виправленим варiантом теореми А.
Теорема 9. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , що задо-

вольняє умову (0.59), V (r) = rρ(r), i нехай iснує логарифмiчно опукла
функцiя h(r) на деякiй напiвосi (r0,∞) така , що

0 < lim
r→∞

V (r)

h(r)
6 lim

r→∞

V (r)

h(r)
<∞ .
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Нехай an – допустима послiдовнiсть. Для того , щоб послiдовнiсть
an была iнтерполяцiйною у класi [ρ(r),∞), необхiдно й досить, , щоб
виконувалися умови :

1) lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ .

Доведення суттєво повторює доведення попередньої теореми, тiль-
ки функцiю n1(r) треба будувати використовуючи функцiю rh′+(r) , а
не rV ′(r) як у доведеннi попередньої теореми.

Теорема 10. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , що за-
довольняє умову (0.59), V (r) = rρ(r), i нехай

lim
r→∞

V (r)

ln2 r
> 0 .

Нехай an – допустима послiдовнiсть. Для того , щоб твердження:
i) an – iнтерполяцiйна послiдовнiсть у класi [ρ(r),∞),

i
ii) виконуються умови :

1) lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞,

були еквiвалентнi , необхiдно i досить , щоб iснувала логарифмiчно
опукла функцiя h(r) на деякiй пiвосi (r0,∞) така , що

0 < lim
r→∞

V (r)

h(r)
6 lim

r→∞

V (r)

h(r)
<∞ . (0.80)

Доведення. Те, що при виконаннi умови (0.80) умови i) та ii) еквi-
валентнi – це теорема 9.

Доведемо необхiдну частину теореми. Спочатку зауважимо, що iз
твердження i) випливакє твердження ii). Це теореми 1 та 3. Тому нам
залишилося довести, що якщо з твердження ii) випливає твердження i),
то виконується умова (0.80).

Розглянемо послiдовнiсть an таку, як у зауваженнi до теореми 8.
Виконуються умови:

N(r) ∼ ln2 r(r → ∞), ln
1

|E ′(an)|
∼ − ln2 an(n→ ∞) .
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Iз обмежень на V (r) в умовi теореми випливає, що

lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ .

Таким чином, для послiдовностi an справедливе твердження ii). За
припущенням iз цього випливає, що послiдовнiсть an є iнтерполяцiйною
в класi [ρ(r),∞) . Тому iснує функцiя f(z) iз цього класу, яка вирiшує
iнтерполяцiйну задачу: f(an) = eV (an) , f(0) = 1 . Нехай bn – коренi
функцiї f(z) . Маємо

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
.

Введемо ще функцiю

f1(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

|bn|

)
.

Функцiя f1 також належить класу [ρ(r),∞) . Тому з деяким M1 ви-
конується нерiвнiсть

h(r) := ln
∞∏
n=1

(
1 +

r

|bn|

)
< M1V (r) .

Окрiм цього,
V (an) = ln f(an) 6 ln f1(an) = h(an) .

З цiєї нерiвностi, визначення an та умов V (r) = rρ(r) , де ρ(r) – нульо-
вий уточнений порядок, h(r) – зростаюча функцiя, випливає, що

lim
r→∞

V (r)

h(r)
6 1 .

Тим самим доведено, що

1

M1
< lim

r→∞

V (r)

h(r)
6 lim

r→∞

V (r)

h(r)
<∞ .

Так як h(r) – логарифмiчно опукла функцiя, то тим самим доведене
спiввiдношення (0.80), а разом з ним i теорема.

На закiнчення ми наведемо просто сформульованi достатнi умови рi-
шення iнтерполяцiйної задачi, якi можуть бути застосованi для досить
широкого класу послiдовностей.
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Теорема 11. Нехай ρ(r) – нульовий уточнений порядок , що за-
довольняє умову (0.59) i an – допустима послiдовнiсть. Нехай вико-
нуються умови :

1) lim
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞,

3) lim
n→∞

V (|an|)
N(|an|)

<∞, 4) lim
r→∞

n(r)

N(r)
= 0 .

Тодi an є iнтерполяцiйною послiдовнiстю в класi [ρ(r),∞) .
Доведення. З умови 4) випливає, що функцiя N(r) представля-

ється у виглядi N(r) = V1(r) = rρ1(r) , де ρ1(r) – нульовий уточнений
порядок. Точками зростання функцiї n(r) є точки |an| . Позначимо

g1(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

|an|

)
.

Виконується рiвнiсть:

lim
r→∞

g1(r)

V1(r)
= 1 . (0.81)

Нехай g2 = Tg1 . За лемою 1

lim
z→∞
z∈H

1

V1(r)
(ln |g2(z)| − ln g1(r)) = 0 .

З (0.81) випливає, що для усiх достатньо великих n в крузi

B

(
an,

1

1 + |an|

)
буде виконуватися нерiвнiсть

ln |g2(z)| >
1

2
V1(|an|) .

Тепер якщо взяти g(z) = λgm2 (z) , то при достатньо великих натураль-

них числах λ i m в будь-якому крузi B

(
an,

1

1 + |an|

)
буде викону-

ватися нерiвнiсть ln |g(z)| > MV1(|an|) з будь-яким наперед заданим
M . Тепер iз теореми 7 буде випливати, що послiдовнiсть an є iнтер-
поляцiйною в класi [ρ1(r),∞) . Iз умови 1) теореми випливає, що ця
послiдовнiсть буде iнтерполяцiйною також в класi [ρ(r),∞) .

Теорема доведена.
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8 Замкненi iдеали
в класах E(γ)

Позначимо через E алгебру цiлих функцiй на C зi звичайними
операцiями додавання та множення. Для фiксованих дiйсних сталих
A,B > 0 введемо банахiв простiр

EA,B(γ) := {f : f ∈ E , ||f ||A,B = sup
z∈C

|f(z)| exp(−Aγ(B|z|)) <∞} .

Ясно, що E(γ) =
∪

A,B>0

EA,B(γ) . Простiр E(γ) є лiнiйним локаль-

но опуклим простором з топологiєю iндуктивної границi. Бiльш того,
простiр E(γ) є топологiчною алгеброю вiдносно додавання i добутку
функцiй.

Послiдовнiсть цiлих функцiй {fn(z)} збiгається у просторi E(γ)
при n → ∞ до функцiї f(z) тодi i тiльки тодi , коли {fn(z)} збi-
гається до функцiї f(z) рiвномiрно на компактних множинах в C i
iснують сталi A,B > 0 такi , що для всiх z ∈ C виконується нерiв-
нiсть:

|fn(z)| ≤ exp(Aγ(B|z|)), n ∈ N .

Зауважимо, що якщо γ(r) = rρ ( ρ > 0 ), то простiр E(γ) = [ρ,+∞)

є простором цiлих функцiй скiнченого порядку ρ i нормального типу.
Такi простори вивчалися О. Ф. Леонтьєвим при побудовi бiортогональ-
них систем функцiй.

Якщо L – мультиплiкативний гомоморфiзм з E(γ) на C , то мно-
жина ω всiх елементiв з E(γ) , на яких L набуває значення 0, є ма-
ксимальним (власним) iдеалом в E(γ) , так як C – поле.

Для будь-якої точки z ∈ C функцiонал обчислення значення в точцi
z

f 7−→ f(z)

є гомоморфiзмом алгебри E(γ) на C . Отже, кожнiй точцi z компле-
ксної площини очевидним чином вiдповiдає деякий максимальний iдеал,
а саме iдеал функцiй f ∈ E(γ) , якi що обертаются в нуль в z . Цей
iдеал називається закрiпленим (в точцi z ). Дамо загальне означення.
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Нехай D = {ak, qk}∞k=1 – який-небудь дивiзор ( не обов’язково γ -
допустимий ) . Тодi множина

ID = {f ∈ E(γ) : f (j)(ak) = 0, j = 0, . . . , qk − 1}

називається iдеалом закрiпленим в дивiзорi D .
Ясно, що iдеал ID є замкненим iдеалом в алгебрi E(γ) . Справедли-

во и обернене твердження: кожен нетривiальний замкнений iдеал I в
E(γ) – закрiплений i визначається однозначно дивiзором своїх нулiв.

Iдеал I називається головним , якщо вiн має вигляд : I = fI E(γ) ,
де fI ∈ E(γ) .

Н. К. Нiкольський довiв, що в просторi E(rρ) , ρ > 0 , при нецiлому
ρ всi замкненi iдеали головнi. При цiлому ρ це справедливо тодi i тiльки

тодi, коли частковi суми ряду
∞∑
k=1

qka
−ρ
k обмеженi.

Ми можемо сформулювати наступне твердження:
Замкнений iдеал ID у просторi E(γ) головний тодi i тiльки тодi ,

коли дивiзор D є γ -допустимим.
Зрозумiло, що у цьому випадку в якостi функцiї fI ми можемо взяти

узагальнений канонiчний добуток дивiзора, який визначає iдеал I .
Важливою задачею при вивченнi iдеалiв аналiтичних функцiй є зна-

ходження будь-якого достатньо простої за своєю структурою множини,
яка була б щiльною в цьому iдеалi. Для просторiв Hp , p > 0 , аналiти-
чних функцiй в одиничному крузi {z ∈ C : |z| < 1} при p = 2 рiшення
було отримане А. Берлiнгом.

Нехай F = IFQF ∈ H2 , IF – внутрiшня функцiя F . Тодi замика-
ння в H2 лiнiйного многовиду F (z)· { многочлени вiд z} спiвпадає
з IF ·Hp .

Загальний випадок p > 0 був розглянутий Т. Срiнiвассаном i Д.
Вангом. Для алгебри цiлих функцiй скiнченого порядку i нормально-
го типу аналогiчний результат був отриманий К. Г. Малютiним и Н.
Садиком. Ми доведемо узагальнення цiєї теореми на випадок довiльної
функцiї зростання.

Теорема. Припустимо, що функцiя зростання γ(r) є опуклою
функцiєю вiдносно ln r . Нехай функцiя f = EfQf ∈ E(γ), де Ef –
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внутрiшня функцiя f, а Qf – зовнiшня функцiя f . Тодi замикання
в E(γ) лiнiйного многовиду f(z)· { многочлени вiд z} спiвпадає з
Ef · E(γ) .

Доведення. Позначимо через H(r) = γ(er) . За умовою теореми
H(r) – опукла функцiя на пiвосi [0,+∞) . Припустимо, що iснує гра-
ниця

lim
r→+∞

H(r)

r
= +∞. (0.82)

Тодi визначена двоїста по Юнгу функцiя H∗(r) к H(r) :

H∗(r) := max{ru−H(u) : u ≥ 0} .

Функцiя H∗(r) – опукла, задовольняє умову (0.82) i H(r)∗∗ ≡
H(r) .

Нехай ur – точка максимуму функцiї ru−H(u) , u ≥ 0 . За визначе-
нням H∗(r) : H∗(r) = rur −H(ur) ≤ rur . Використовуючи (0.82) для
H∗(r) , неважко показати, що lim

r→+∞
ur = +∞ . Отже, для будь-якого

t ≥ 0 , iснує r0(t) ≥ 0 таке, що

H∗(r) = max{ru−H(u) : u ≥ t}, (0.83)

для всiх r ≥ r0(t) .
Використовуючи (0.83) , можна показати, що двоїста по Юнгу фун-

кцiя до H1(r) = H(r +B) +D має вигляд

H∗
1(r) = H∗(r)−Br −D. (0.84)

Тут B,D ≥ 0 – фiксованi додатнi числа. Нехай A > 0 – фiксоване
число. Тодi функцiя Aγ(r) також є функцiєю зростання. Двоїста фун-
кцiя HA(r) до Aγ(r) є опуклою на пiвiнтервалi [0,+∞) i задовольняє
умову (0.82) .

Нехай цiла функцiя

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n ∈ E(γ). (0.85)

Тодi iснують сталi A,B > 0 , що не залежать вiд r , такi що
M(r, f) := max

|z|=r
|f(z)| ≤ exp(Aγ(Br)) для всiх r ≥ 0 . Отже,

lnM(r, f) ≤ Aγ(Br) = AH(ln(Br)) = HA(lnB + ln r).
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Для максимального члену степеневого ряду (0.85) µ(r, f) :=

max
n≥0

|an|rn , має мiсце наступна нерiвнiсть

µ(r, f) ≤ lnM(r, f) ≤ HA(lnB + ln r).

За спiввiдношенням (0.84) двоїста по Юнгу функцiя к HA(lnB+r)

має вигляд H∗
A(r)− r lnB . Тодi

ln |an| ≤ −H∗
A(n) + n lnB, n = 0, 1, . . . . (0.86)

Доведемо допомiжну лему.
Лема. Нехай f(z) ∈ E(γ) . Тодi iснує послiдовнiсть полiномiв

Pn(z), n = 1, 2, . . . , така , що Pn(z) збiгається в просторi E(γ)
до f(z) коли n→ ∞ .

Доведення. Нехай функцiя f(z) представлена у виглядi ряду
(0.85) . Тодi iснують числа A,B > 0 такi, що має мiсце (0.86) . От-
же, застосовуючи (0.86) ,

∞∑
k=0

|ak|rk ≤
∞∑
k=0

exp{−H∗
A(k) + k lnB}rk =

∞∑
k=0

exp{−H∗
A(k) + k lnB + k ln(2r)} 1

2k
≤

max
k≥0

{exp{−H∗
A(k) + k lnB + k ln(2r)}}

∞∑
k=0

1

2k
≤

2 exp{max
u≥0

{−H∗
A(u) + u ln(2Br)}} =

2 exp{H∗∗
A (ln(2Br)} = 2 exp{HA(ln(2Br)} = 2 exp{Aγ(2Br)}.

Використовуючи цю нерiвнiсть, ми отримаємо, що послiдовнiсть час-
ткових сум ряду (0.85) збiгається в просторi E(γ) до f(z) коли
n→ ∞ .

Лема доведена.
Доведемо тепер теорему.
a) Доведемо, що If ·E(γ) включає в себе замикання у просторi E(γ)

лiнiйного многовиду f(z)· { многочлени вiд z} . Нехай g ∈ E(γ) , i
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нехай {Pn(z)} – послiдовнiсть полiномiв така, що {fPn} збiгається у
просторi E(γ) до g(z) коли n→ ∞ .

Нехай {zk}∞k=1 – множина нулiв функцiї f(z) . Так як {fPn} збiга-
ється до g рiвномiрно на кожнiй компактнiй множинi, то {f(zk)Pn(zk)}
збiгається до g(zk) коли n → ∞ для будь-якого k ∈ N . Так як
f(zk)Pn(zk) = 0 для будь-якого k, n ∈ N , то g(zk) = 0 для всiх k ∈ N .
Тодi G := g/If – цiла функцiя. Доведемо, що G ∈ E(γ) .

Наступне мiркування ми назвемо "стандартним мiркуванням". Нехай
C(a, ρ) – круг радiуса ρ з центром в точцi a . Нехай {C(an, ρn)} –
послiдовнiсть кругiв. Тодi число

L = lim sup
n→∞

1

r

∑
|an|≤r

ρn (0.87)

називається верхньою лiнiйною щiльнiстю множини
∞∪
n=1

C(an, ρn)} [48].

Використовуючи теорему 11 [48, глава 1], легко показати, що для даної
функцiї f ∈ E(γ) , та числа η , 0 < η < 1/2 , iснують числа A(η), B > 0

такi, що
ln |f(reiθ)| ≥ −A(η)γ(Br)

для всiх reiθ /∈ Cη , де Cη – множина кругiв з верхньою лiнiйною щiль-
нiстю меншою нiж η . Можна вважати, що круги Cη не перетинаються.

Отже, iснує множина кругiв Cη , що неперетинаються з верхньою
лiнiйною щiльнiстю меншою нiж η таких, що нерiвнiсть

ln |G(reiθ)| ≤ A(η)γ(Br) (0.88)

виконується для всiх reiθ /∈ Cη , де A(η), B > 0 – постiйнi, якi не
залежать вiд r .

Нехай reiθ ∈ Cη та нехай C(an, ρn) – круг iз множини Cη такi, що
reiθ ∈ C(an, ρn) . Iз (0.87) випливає, що

ρn ≤ 1 + η

1− η
r.

Застосовуючи принцип максимуму модуля до (0.88) , отримуємо, що
ця нерiвнiсть (можливо з iншими константами) справедлива для всiх
z ∈ C .
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б) Доведемо тепер, що замикання f(z)· { многочлени вiд z} мi-
стить If · E(γ) . Ми доведемо, що лiнiйне многовид Q(z)· { многочлени
вiд z} є всюди щiльною множиною у просторi E(γ) . Нехай функцiя
g ∈ E(γ) . Тодi (використаємо "стандартне мiркування") g/Qf ∈ E(γ) .
Нехай {Pn(z)} – послiдовнiсть многочленiв, яка збiгається у просто-
рi E(γ) до g(z)/Qf(z) . Тодi послiдовнiсть {Qf(z)Pn(z)} збiгається до
g(z) коли n→ ∞ .

Звiдси слiдує доведення теореми.
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ВИСНОВКИ

Теореми про розщеплення займають одне з центральних мiсць в гео-
метрiї Рiмана i геометрiї пiдмноговидiв. Це теореми Топоногова, Чiгера-
Громолла в геометрiї Рiмана, теорема Хартмана про цiлiндрiчнiсть пiдм-
ноговидiв невiд’ємної секцiйної кривини, теорема про цiлiндрiчнiсть пiд-
многовидiв в евклiдовому просторi без вимоги на внутрiшню геометрiю,
якi замiнюються природною зовнiшньою геометричною умовою. У пер-
шому роздiлi розглядаються занурення келерових рiзноманiть в класi
пiдмноговидiв евклiдового простору.

Одним з основних питань, розглянутих у другому роздiлi є дослi-
дження проблем, поставлених М. Громовим, про макроскопiчний вимiр
унiверсального накриття замкненого рiманового многовиду, зокрема, –
гiпотеза про падiння макроскопiчного вимiру. Отриманi результати пiд-
тверджують гiпотезу в тривимiрному i цiлком неспiновом випадках i
спростовують її в спиновому разi бiльшого вимiру.

Найбiльш значуща гiпотеза Громова про макроскопiчний вимiр унi-
версального накриття замкненого многовиду, що допускає метрику пози-
тивної скалярної кривини, виявилася тiсно пов’язаною з фундаменталь-
ною групою многовидiв. Встановлено, що в разi спинового многовиду,
гiпотеза має позитивне рiшення, якщо фундаментальна група задоволь-
няє деяким додатковим умовам, наприклад, є абелевою.

Наступним фундаментальним питанням пiднятим в роботi, є опис
топологiї замкнених риманових многовидiв, якi допускають шарування
ковимiру один невiд’ємної кривини. Нам вдалося описати топологiчну
структуру таких шарувань. Це дозволило показати, що фундаменталь-
на група осяжного многовиду повинна бути майже полiциклiчною. У
разi невiд’ємної секцiйної кривини виявилося, що 3-зв’язний замкнений
многовид не допускає шарування невiд’ємної секцiйної кривини. Таким
чином, дано вичерпну вiдповiдь на питання, поставлене Г. Штаком про
можливiсть iснування шарування ковимiру один невiд’ємної секцiйної
кривини на сферах. Крiм того, нами дана топологiчна характеризацiя
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плоских шарувань, а в тривимiрному випадку нам вдалося класифiку-
вати замкненi орiєнтованi многовиди, що допускають шарування невiд’-
ємної кривини.

Розглянутi питання, пов’язанi з зовнiшньою геометрiєю шарувань на
тривимiрних многовидах. Зокрема, доведено, що для деякої метрики на
тривимiрнiй сферi шарування Рiба є сильно сiдловим. Пред’явлена кон-
струкцiя побудови таких шарувань i на iнших, зокрема, на однорiдних
тривимiрних многовидах.

Дослiджено питання про зв’язок гомотопiчного типу розподiлу, до-
тичного шарування на двовимiрному торi з абсолютною кривиною цьо-
го шарування. Введено поняття абсолютного числа обертання розподi-
лу. Виявилося, що це число обмежує знизу число рiбовських компонент
шарування. Це дозволило показати, що якщо кривина шарiв обмежена
зверху спiльною константою, то число гомотопiчних класiв розподiлiв,
дотичних до таких шарувань скiнченне.

Також в роботi дослiджене питання топологiчних i макроскопiчних
перешкод до iснуванню деяких класiв вiдображень в евклiдiв простiр. У
спецiальному окремому випадку доведена гiпотеза Коена-Ласка про час-
ткову склейку орбiти вiльного Zp -простору при вiдображеннi в евклiдiв
простiр, доведена неможливiсть изометрического занурення з плоскою
нормальною зв’язнiстю простору Лобачевського в евклидiв простiр за
умови обмеженостi довжини вектора середньої кривини, i в C2 глад-
кому випадку дана вiдповiдь на питання, поставлене Ю. Б. Зелiнським,
про iснування 2-опуклого вкладення двовимiрної сфери в чотиривимiр-
ний евклидiв простiр.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню екстремальних властивостей
повних сильно опуклих гiперповерхонь, нормальнi кривини яких обме-
женi знизу деякою додатною константою λ ( λ -опуклi гiперповерх-
нi) або затиснутi мiж двома невiд’ємними константами, i їх нерегуляр-
них аналогiв. У рiманових многовидах обмеженої кривини доведенi те-
ореми порiвняння для радiальних кутiв, що утворюються мiж повною
вкладеною сильно опуклою гiперповерхнею i радiальними напрямками
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з фiксованої точки всерединi неї. Отриманi точнi оцiнки таких кутiв.
Аналогiчнi результати доведенi в лоренцевих многовидах. У рiманових
просторах дослiджено зв’язок мiж теоремами порiвняння радiальних ку-
тiв i теоремою прокатування Бляшке. Знайденi точнi оцiнки ширини i
вiдношення радiусiв сферичного шару, в який можна помiстити повну
вкладену сильно опуклу гiперповерхню в рiманових модельних просто-
рах. Для λ -опуклих гiперповерхонь оцiнки ширини шару перенесенi на
випадок рiманових многовидiв обмеженої знакосталої секцiйної криви-
ни. На двовимiрних площинах постiйної кривини для замкнених вкладе-
них λ -опуклих кривих вирiшена обернена iзопериметрична задача про
знаходження кривої, яка обмежує найменшу площу серед кривих даної
довжини. Доведенi вiдповiднi оберненi iзопериметричнi нерiвностi.

В роботi Майлза розглядалися цiлi функцiї, нулi яких лежать на скiн-
ченнiй системi променiв. Зокрема, було доведено, що якщо F - цiла
функцiя нескiнченного порядку з нулями, розташованими на скiнченнiй
системi променiв, то її нижнiй порядок також дорiвнює нескiнченностi.
Цей результат легко узагальнюється на субгармонiйнi функцiї в компле-
кснiй площинi: якщо рiсовська мiра субгармонiйнiй у всiй комплекснiй
площинi функцiї V , нескiнченного порядку, зосереджена на скiнченнiй
системi променiв, то її нижнiй порядок також дорiвнює нескiнченностi.
У четвертому роздiлi доводено аналогiчний результат для функцiй, суб-
гармонiйних у пiвплощинi.

У п’ятому роздiлi розглядаються лiнiйнi топологiчнi простори цiлих
функцiй уточненого порядку i нормального типу менше заданого. Отри-
мано форму неперервного лiнiйного функцiоналу на цьому просторi.

У шостому роздiлi вивченi локально опуклi простори цiлих функцiй
нульового порядку. Основним результатом шостого роздiлу є теорема,
в якiй сформульованi необхiднi та достатнi умови можливостi розв’яза-
ння iнтерполяцiйної задачi в класi цiлих функцiй нульового порядку в
термiнах канонiчного добутку i мiри Дiрака, що визначаються вузлами
iнтерполяцiї.

У сьомому роздiлi отримано два критерiї можливостi розв’язання за-
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дачi простої вiльної iнтерполяцiї в класi цiлих функцiй, заздалегiдь не
фiксованого скiнченного типу вiдносно нульового уточненного порядку
ρ(r) . У формулюваннi першого критерiю бере участь мiра, що породже-
на вузлами iнтерполяцiї, в формулюваннi другого – канонiчний добуток,
породжений цими вузлами. У попереднiй роботi А.В. Братiщева i Ю.Ф.
Коробейника така задача розглядалася при дуже жорстких обмеженнях
на уточнений порядок ρ(r) , i тим не менше, частина результатiв цiєї
роботи, що вiдноситься до нульового уточненого порядку потребує коре-
гування.

Питанням опису замкнених iдеалiв в класах цiлих функцiй скiнчен-
ного гама-типу присвячено восьмий роздiл роботи.
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53. Sebastiäo e Silva J. Su certi spazi localmente convessi importanti per le
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