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Ó ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ç äâîìà 

ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ â ìàòåð³àë³. ²ç ñèñòåìè ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ 
îòðèìàíî íîâå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü ³ 
³íåðö³éíî-æîðñòê³ñíèõ ïàðàìåòð³â. Íà ï³äñòàâ³ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïðè 
ðåàë³çàö³¿ øåñòè ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü îòðèìàí³ àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü òà ³íåðö³éíî-æîðñòê³ñíèõ 
ïàðàìåòð³â.  

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïàðàìåòðè êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, ã³ñòåðåçèñíå ðîçñ³ÿííÿ 
åíåðã³¿, ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ.  

 
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû 

ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ãèñòåðåçèñíûì ðàññåÿíèåì ýíåðãèè â ìàòåðèàëå. 
Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷åí íîâîå èíòåãðàëüíîå 
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è èíåðöèîííî-
æåñòêîñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè 
ðåàëèçàöèè øåñòè ðåæèìîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå 
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è èíåðöèîííî-
æåñòêîñòíûõ ïàðàìåòðîâ.  

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðû êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, ãèñòåðåçèñíîå 
ðàññåèâàíèå, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå.  

 
Êîíñòðóêö³¿ îá’ºêò³â êîìïðåñîðíîãî ³ åíåðãåòè÷íîãî ìàøèíîáóäóâàííÿ 

ôóíêö³îíóþòü â óìîâàõ ä³¿ ³íòåíñèâíîãî â³áðàö³éíîãî íàâàíòàæåííÿ ó 
âèãëÿä³ ñèãíàë³â ãàðìîí³éíîãî, ïîë³ãàðìîí³éíîãî, ñòîõàñòè÷íîãî òèïó àáî 
ð³çíîãî òèïó íàâàíòàæåíü óäàðíî¿ ä³¿. 

Äëÿ îö³íêè â³áðîíàä³éíîñò³, â³áðîì³öíîñò³, â³áðîñò³éêîñò³ êîíñòðóêö³é 
íà ñòàä³¿ ¿õ ïðîåêòóâàííÿ ³ ëàáîðàòîðíèõ äîñë³äæåíü îáîâ’ÿçêîâèìè º 
â³áðàö³éí³ âèïðîáóâàííÿ îêðåìèõ åëåìåíò³â, âóçë³â àáî âñ³º¿ êîíñòðóêö³¿ 
ó ö³ëîìó. Ç äîïîìîãîþ â³áðàö³éíèõ íàâàíòàæåíü âèÿâëÿòü ñëàáê³ ì³ñöÿ 
ùîäî â³áðîì³öíîñò³, â³áðîñò³éêîñò³, â³áðîíàä³éíîñò³, âèçíà÷àþòü 
â³áðîàêòèâí³ñòü îêðåìèõ âóçë³â, åëåìåíò³â àáî âñ³º¿ êîíñòðóêö³¿ ó ö³ëîìó, 
îö³íþþòü ð³âåíü â³áðî³çîëÿö³¿ àáî â³áðîçàõèñòó. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêîãî êëàñó çàäà÷ âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ïðîâåäåííÿ 
íàòóðíèõ äîñë³äæåíü äëÿ çàïèñó àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê 
(À×Õ) âèïðîáóâàíèõ îá’ºêò³â, âèçíà÷åííÿ òèï³â À×Õ, âèçíà÷åííÿ 
íàÿâíîñò³ ðåçîíàíñíèõ ï³ê³â À×Õ â äîñë³äæóâàëüíèõ ä³àïàçîíàõ ÷àñòîò, 
âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ ðîçì³ùåííÿ ðåçîíàíñíèõ ï³ê³â ó äîñë³äæóâàëüíîìó 
ä³àïàçîí³ ÷àñòîò, âèçíà÷åííÿ òèïó îêðåìîãî ðåçîíàíñíîãî ï³êà – 
ë³í³éíèé, íåë³í³éíèé ³ç ì’ÿêîþ àáî æîðñòêîþ õàðàêòåðèñòèêàìè 
â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè, âèçíà÷åííÿ îö³íîê ïàðàìåòð³â ë³í³éíèõ àáî 
íåë³í³éíèõ ðåçîíàíñíèõ ï³ê³â [1,2,3]. 

Ïðè äîñë³äæåíí³ ³ ðîçðàõóíêó ðåàëüíèõ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ³ç 
òî÷í³ñòþ, ùî íåîáõ³äíà äëÿ ³íæåíåðíèõ çàñòîñóâàíü, íåîáõ³äíî ïðîâîäèòè 
óðàõóâàííÿ õàðàêòåðó ³ âåëè÷èíè ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿, ÿêà ìàº ì³ñöå â 
ðåàëüíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåìàõ [3]. 

Ïðè äîñë³äæåíí³ ³ ðîçðàõóíêàõ îá’ºêò³â ìàøèíîáóä³âíî¿ òåõí³êè âñå 
á³ëüøó àêòèâí³ñòü íàáóâàº äîñë³äæåííÿ ðåæèì³â êîëèâàíü ³ç 
óðàõóâàííÿì êîíñòðóêö³éíîãî äåìïôóâàííÿ, òîáòî ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿, ÿêå 
îáóìîâëåíå íåçâîðîòíèìè ïðîöåñàìè â ìàòåð³àë³ [3]. 
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Íà âàæëèâ³ñòü ðîçðîáëåííÿ òåîð³¿ ³ ìåòîä³â ðîçðàõóíê³â ìåõàí³÷íèõ 
êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ç óðàõóâàííÿì ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿ â ìàòåð³àë³ íà 
ã³ñòåðåçèñ, ùî áàçóºòüñÿ íà óðàõóâàíí³ â³äñòóïó çàëåæíîñò³ ì³æ 
äåôîðìàö³ºþ ³ ñèëîâîþ ä³ºþ â³ä ë³í³éíîãî çàêîíó Ãóêà, íàâåäåíî â [3]. 

Çà óìîâè ñëàáêî¿ íåë³í³éíîñò³ â³äñòóïó â³ä ë³í³éíîãî çàêîíó Ãóêà 
çàäà÷³ íà ðîçðàõóíêè êîëèâàíü ïðóæíèõ ñèñòåì ïðè óðàõóâàíí³ 
ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿ â ìàòåð³àë³ ðîçãëÿäàþòüñÿ â íåë³í³éí³é ïîñòàíîâö³ ïðè 
çàñòîñóâàíí³ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè [3]. 

Óðàõóâàííÿ åíåðãåòè÷íèõ âòðàò ã³ñòåðåçèñíîãî òèïó ïðîâîäÿòü 
øëÿõîì ââåäåííÿ â äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ, ùî îïèñóº ðóõ êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè òàêîãî òèïó, ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè â³äïîâ³äíèõ ÷ëåíàõ ë³âî¿ 
÷àñòèíè ð³âíÿííÿ. 

Àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä Êðèëîâà-Áîãîëþáîâà-Ìèòðîïîëüñüêîãî (ÊÁÌ) 
íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè äîçâîëÿº âæå â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ îòðèìàòè 
äîñòàòíþ òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ êîëèâàííÿ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ 
ñëàáêîíåë³í³éíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè [1,2]. 

Îäíàê ó â³äîìèõ äîñë³äæåííÿõ íå ñòàâèëèñü ³ íå äîñë³äæóâàëèñü 
çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ ³ îö³íêè ïàðàìåòð³â ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé 
êîëèâàëüíèõ ñèñòåì çà íàÿâíîñò³ ã³ñòåðåçèñíîãî ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿ 
(êîåô³ö³ºíò³â äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ) â íåë³í³éí³é ïîñòàíîâö³ ïðè 
çàñòîñóâàíí³ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè, çîêðåìà, 
ìåòîäó ÊÁÌ.  

Íåë³í³éí³ çàäà÷³ ã³ñòåðåçèñíîãî òèïó ó â³äîìèõ äîñë³äæåííÿõ 
çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿíü ç äóæå ìàëîþ íåë³í³éí³ñòþ øëÿõîì ¿õ 
³íòåãðóâàííÿ. 

Óìîâà íåçíà÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ ïðèâîäèòü äî íåîáõ³äíîñò³ ðîçãëÿäó 
ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ìåòîäó ÊÁÌ, ùî 
çàáåçïå÷óº íåîáõ³äíó òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçàííÿ ïðàêòè÷íî âñ³õ ³íæåíåðíèõ 
çàäà÷, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç ìåõàí³÷íèìè êîëèâàííÿìè. Òîìó ðîçãëÿäàþòü 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ò³ëüêè â ïåðøîìó íàáëèæåíí³, äî òîãî æ ìåòîä ìàëîãî 
ïàðàìåòðà â öüîìó âèïàäêó ìàº îñîáëèâó åôåêòèâí³ñòü. 

Ó íàøîìó äîñë³äæåíí³ ñòàâèòüñÿ çàäà÷à íà ï³äñòàâ³ òåîðåòèêî-
åêñïåðèìåíòàëüíîãî ï³äõîäó ïðè çàñòîñóâàíí³ ð³âíÿíü ïåðøîãî 
íàáëèæåííÿ äëÿ àìïë³òóäè ³ ôàçè âèçíà÷èòè ïàðàìåòðè êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè. 

Ïðè ðîçãëÿä³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè (ÊÑ) ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ ³ 
ã³ñòåðåçèñíèì ðîçñ³ÿííÿì åíåðã³¿ â ðåæèì³ â³ëüíèõ êîëèâàíü 
ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ÊÑ â³äïîâ³äàº òàê³é ñèñòåì³ íåë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü:     

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1

1 21 1 1 1 2 2 1 22

2
2

22 2 2 1 22

0 ,

           0 ,

d x
m c x c Ô x c x x c Ô x

dt

d x
m c x x c Ô x

dt

ε ε

ε


+ + − − − = 





+ − + = 


uur uursuu suu

uursuu
               (3) 

 

äå 1 2, m m  - ìàñè ïåðøîãî ³ äðóãîãî ãðóç³â â³äïîâ³äíî; 1 2, c c  - æîðñòêîñò³ 

ïåðøîãî ³ äðóãîãî ïðóæíèõ åëåìåíò³â; 1 2, x x - ïåðåì³ùåííÿ ïåðøîãî ³ 

äðóãîãî âàíòàæ³â â³äïîâ³äíî; ( )1Ô x
uursuu

, ( )2Ô x
uursuu

 - íåë³í³éí³ ôóíêö³¿ 

ïåðåì³ùåíü 1 2, x x  â³äïîâ³äíî, ùî âðàõîâóþòü ã³ñòåðåçèñí³ âòðàòè ó 

ïðóæíèõ åëåìåíòàõ ÊÑ. 
Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (3), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 

îäíî÷àñòîòíèì êîëèâàííÿì ñèñòåìè, áëèçüêèì äî îäí³º¿ ³ç ÷àñòîò 
íîðìàëüíèõ â³ëüíèõ êîëèâàíü. 
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Ïðè çíàõîäæåíí³ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (3) ð³âíÿíü ó íóëüîâîìó 
íàáëèæåíí³, òîáòî ïðè ε=0, ³ ïðè îäíî÷àñòîòíîìó ðåæèì³ êâàäðàòè 

âëàñíèõ ÷àñòîò 
1,2

2
cω  êîëèâàíü â³äïîâ³äàþòü ñï³ââ³äíîøåííþ  

1,2

2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
1 1 1

1 1 4
2c p p p p p pω

µ µ

        = + + + + −      
        

∓ ,             (4) 

 

äå 2 1
1 1 1p c m−=  (êâàäðàò ÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü ìàñè 1m  çà â³äñóòíîñò³ 

ìàñè 2m ); 2 1
2 2 2p c m−=  (êâàäðàò ÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü ìàñè 2m  çà 

â³äñóòíîñò³ ìàñè 1m ); 1
1 2m mµ −=  . 

Ïðîâåäåìî íåñêëàäí³ ïåðåòâîðåííÿ 
1

2
cω  â³äïîâ³äíî (4) 

 

( ) ( )
1

2
2 1 2 2 1 22 1 1 1 2

1 1 2 1 1 2 1 2

1
4

2c
c m m c m mc c c c

m m m m m m m m
ω

 + +    = + − + − =    
     

         

        
( )

( )
1 2 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 2 1 2

41
1 1   .

2

c m c m m c c m m
m m c m c m m

  + +   = − −      + +     
            (5) 

 
Çà óìîâè, ÿêùî        

 
( )

1 2 1 2
2

1 2 2 1 2

4
1

c c m m

c m c m m
<<

+ +  
 ,                           (6) 

 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (5) íàáèðàº âèãëÿäó    

                                            

( )
( )

1

11
1 22 1 2 2

1 2
1 2 2 1 2 2 1 1 1 2

1 1 1
 .c

m mc c m
m m

c m c m m c c c c c
ω

−−  +   
≅ = + = + +   + +     

        (7)   

                                                                          
Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä äîäàòêîâî¿ ìàñè 1m∆  ïðè óìîâ³ 1 1m m∆ <<  ïðè 

æîðñòêîìó ç’ºäíàíí³ ìàñè 1m∆  ç ìàñîþ 1m  íà ï³äñòàâ³ (7) îòðèìàºìî 

ñèñòåìó ð³âíÿíü     
 

                    

( )

1

1

1

2
1 2

1 1 2

1
2

1 1 2
1 1 2

1 1 1
      ,

1 1 1

c

c

m m
c c c

m m m
c c c

ω

ω

−

−

   = + +      

   = + ∆ + +  
   

                       (8) 

àáî  

             

( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 22 2
1 2

1 1 2

2 2 1 2
1 1 2

1 1 2

1
           1  ,  

                                
1

 1  .

c c

c c

c c
m m

c c c

c c
m m m

c c c

ω ω

ω ω

+ 
+ = 




+ 
+ ∆ + = 



                            (9) 

²ç ñèñòåìè (9) ð³âíÿíü îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
êîåô³ö³ºíòà 1c  : 
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11

1 11 1

22
1 1

1 2 22 2( ) ( )

cc

c cc c

m m
c

ω ω

ω ω ω ω
− −

∆ ∆
= =

− −
                            (10) 

Çíîâó çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä äîäàòêîâî¿ ìàñè 2m∆  (çà óìîâè, ùî 

2 2m m∆ << ) ïðè æîðñòêîìó ç’ºäíàíí³ ìàñè 2m∆  ç ìàñîþ 2m  íà ï³äñòàâ³ 

(7), (9) îòðèìàºìî òàêó ñèñòåìó ð³âíÿíü:    
 

  

( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 22 2
1 2

1 1 2

2 2
1 2

1 2 2
1 1 2

1
      1  ,

.
1

1  

c c

c c

c c
m m

c c c

c c
m m m

c c c

ω ω

ω ω

+ 
+ = 




+ 
+ + ∆ = 



                       (11) 

 
 
²ç ñèñòåìè (11) ð³âíÿíü îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, äëÿ âèçíà÷åííÿ 

êîåô³ö³ºíòà ñ2 :   
 

 
11

11

2
2

2
22 1

2

1 1
  .

cc

cc
c cm

ω ω

ω ω

 − 
 = −
∆

                                (12) 

 

Ïðè çàñòîñóâàíí³ âèðàçó (10) äëÿ 1c  ³ (12) îòðèìàºìî âèðàç äëÿ 

âèçíà÷åííÿ  ñ2 :  

 
( )11 11

1111

12
22 2

2 2 222
22

 .
cc cc

cccc

c
mm

ω ω ω ω

ω ωω ω

−
  − −  
  = −

 ∆∆ 
 

                            (13) 

 
Çàäà÷à ôîðìóâàííÿ àíàë³òè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 

ïàðàìåòð³â 1 2,m m  íà ï³äñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) íàëåæèòü äî êëàñó 

íåêîðåêòíèõ çàäà÷. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó äîäàòêîâî¿ ìàñè ïî àíàëîã³¿ ³ç 
àëãîðèòìîì äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 1 2,c c  íå äîçâîëÿº îòðèìàòè 

çàìêíóòèõ àíàë³òè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 1 2,m m . 

Òîìó ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 1 2,c c  íà ï³äñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) 

ìàºìî îäíå ð³âíÿííÿ ³ç äâîìà íåâ³äîìèìè 1 2,m m . 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ îäíîãî ³ç ïàðàìåòð³â ( )1 2m m  íåîáõ³äíå çíà÷åííÿ 

äðóãîãî ïàðàìåòðà ( )2 1m m  âçÿòè â³äîìèì. 

Íà ï³äñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (10), (13) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè íåîáõ³äíî ñïî÷àòêó âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ 

âëàñíèõ ÷àñòîò  
1 11

, ,c ccω ω ω  êîëèâàíü ñèñòåìè. 

×àñòîòó 
1c

ω  â³ëüíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè âèçíà÷àºìî ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü 

ïåðøîãî íàáëèæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó Êðèëîâà-Áîãîëþáîâà-
Ìèòðîïîëüñüêîãî (ÊÌÁ).  

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåíü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, ÿêùî 
ïàðàìåòðè ïåòë³ ã³ñòåðåçèñó äëÿ îáîõ æîðñòêîñòåé áóäóòü îäíàêîâèìè. 
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Ó öüîìó âèïàäêó ð³âíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ àìïë³òóäè aX  ³ 

ð³çíèö³ ôàç ψ ðîçâ’ÿçê³â âèçíà÷àþòü ³ç òàêî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ïåðøîãî 
íàáëèæåííÿ [3] : 

 

( )( ) ( ) ( )( )
1

4 4
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1 1 2 2 1 3
3 3
1 2
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  ,
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p pdX
X

dt l l
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                (14) 
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  ,

2c a
c
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X
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µ ϕ ϕ ϕη αψ ω
ω

 −+  
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          (15) 

 

äå ,η α  - ïàðàìåòðè ïåòë³ ã³ñòåðåçèñó; 1 2,l l - äîâæèíè åëåìåíò³â, ùî ìàþòü 

æîðñòêîñò³ 1 2,c c  â³äïîâ³äíî; ( ) ( )1 1
1 2,ϕ ϕ - ôóíäàìåíòàëüí³ ôóíêö³¿, ÿê³ ìàþòü 

îðòîãîíàëüí³ âëàñòèâîñò³ ³ º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü (3) 
çà óìîâè, ùî 0ε =  [3].    

Ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü (14), (15) îòðèìàºìî îäíå ð³âíÿííÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â αω ,

1c  :    

( )
1

20,253
  .

8
a

c
a

dX
d dt

X

α
ψ ω π

α

+
− =                          (16) 

 

Íà ï³äñòàâ³ ð³âíÿííÿ (16) îòðèìàºìî ñèñòåìó äâîõ ð³âíÿíü : 
 

( )
2

1

1

2

1 1

0,253
2 ln

8
a

c
a

X
n t

X

α
π ω π

α

+
− ∆ =   ,                      (17) 

 

( )
4

1

3

2

2 2

0,253
2 ln

8
a

c
a

X
n t

X

α
π ω π

α

+
− ∆ =   ,                     (18) 

 
äå 1 1 2 2 12 , 2 ,n n nψ π ψ π= = - ÷èñëî öèêë³â êîëèâàíü ó ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 

1t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäíèõ çíà÷åíü â³ä 
1aX  äî 2aX  ó ðåæèì³ â³ëüíèõ 

êîëèâàíü; 2n - ÷èñëî öèêë³â êîëèâàíü ó ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 2t∆  ïðè çì³í³ 

àìïë³òóäíèõ çíà÷åíü â³ä 
3aX  äî 

4aX  â ðåæèì³ â³ëüíèõ êîëèâàíü. 

²ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (17), (18) îòðèìàºìî àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â αω ,

1c
 ìàòðè÷íèì ìåòîäîì Êðàìåðà : 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (20) – öå àëãåáðà¿÷íå êâàäðàòíå ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî α . 
Âèçíà÷àºìî α  ÿê êîðåí³ êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ (20): 
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Ðîçâ’ÿçîê (20a), (20á) ìàº âèãëÿä   
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âèðàç (21) íàáèðàº âèãëÿäó  
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Àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò  

1 1
, c cω ω ìàþòü âèãëÿä (19), îäíàê ïðè íåçì³ííèõ çíà÷åííÿõ àìïë³òóä  

1 2 3 4
, , ,a a a aX X X X  áóäóòü çì³íåí³ ÷àñîâ³ ³íòåðâàëè  1 1 2 2, , , t t t t∆ ∆ ∆ ∆  ³ 

â³äïîâ³äí³ ÷èñëà öèêë³â 1 1 2 2, , , n n n n   êîëèâàíü, òîáòî ìàºìî òàê³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ :   
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π π

ω

−
∆ ∆               =                                  
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Íà ï³äñòàâ³ îòðèìàíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (7), (10), (13), (19), (23), (24), 

(25), (26) äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ç 
ã³ñòåðåçèñíèì ðîçñ³ÿííÿì åíåðã³¿ íåîáõ³äíî ðåàë³çóâàòè òàêèé àëãîðèòì : 

1)  ðåàë³çóâàòè ø³ñòü ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü äîñë³äæóâàíî¿ 
êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè;    

2)  ó ïåðøîìó ðåæèì³ çàô³êñóâàòè ÷èñëî êîëèâàíü öèêë³â 1n  ó 

÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 1t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäè â³ëüíèõ êîëèâàíü â³ä 

çíà÷åííÿ 
1aX  äî çíà÷åííÿ 

2aX  ìàñ 1 2,m m ; 

3)  ó äðóãîìó ðåæèì³ çàô³êñóâàòè ÷èñëî êîëèâàíü öèêë³â 2n  ó 

÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 2t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäè â³ëüíèõ êîëèâàíü â³ä 

çíà÷åííÿ 
3aX  äî çíà÷åííÿ 

4aX  ìàñ 1 2,m m ; 

4)  çì³íèòè ³íåðö³éí³ñòü êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè øëÿõîì æîðñòêîãî 

ç’ºäíàííÿ ç ìàñîþ 1m äîäàòêîâî¿ ìàñè  1m∆  çà óìîâè 1 1m m∆ << ; 

5)  ï³ñëÿ çì³íè ³íåðö³éíîñò³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ïðîâåñòè ðåàë³çàö³þ 
äâîõ ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü çì³íåíî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè; 

6)  ó ïåðøîìó ðåæèì³ çàô³êñóâàòè ÷èñëî 1n  öèêë³â êîëèâàíü ó 

÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 1t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäè â³ëüíèõ êîëèâàíü â³ä 

çíà÷åííÿ 
1aX  äî çíà÷åííÿ 

2aX  ìàñ ( )1 2,m m m+ ∆ ; 

7)  ó äðóãîìó ðåæèì³ çàô³êñóâàòè ÷èñëî 2n  öèêë³â êîëèâàíü ó 

÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 2t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäè â³ëüíèõ êîëèâàíü â³ä 

çíà÷åííÿ  
3aX  äî çíà÷åííÿ 

4aX  ìàñ ( )1 2,m m m+ ∆ ; 

8)  ïîâòîðíî çì³íèòè ³íåðö³éí³ñòü êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè øëÿõîì 
æîðñòêîãî ç’ºäíàííÿ ç ìàñîþ 2m  äîäàòêîâî¿ ìàñè 2m∆  çà óìîâè 

2 2m m∆ << ;  
9)  ï³ñëÿ ïîâòîðíî¿ çì³íè ³íåðö³éíîñò³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ïðîâåñòè 

ðåàë³çàö³þ äâîõ ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü çì³íåíî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè; 
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10)  ó ïåðøîìó ðåæèì³ çàô³êñóâàòè ÷èñëî 1n  öèêë³â êîëèâàíü ó 

÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 1t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäè â³ëüíèõ êîëèâàíü â³ä 

çíà÷åííÿ 1aX
 äî çíà÷åííÿ 2aX

 ìàñ ( )1 2 2,m m m+ ∆
 ; 

11)  ó äðóãîìó ðåæèì³ çàô³êñóâàòè ÷èñëî 2n  öèêë³â êîëèâàíü ó 

÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 2t∆  ïðè çì³í³ àìïë³òóäè â³ëüíèõ êîëèâàíü â³ä 

çíà÷åííÿ 3aX
 äî çíà÷åííÿ 4aX

 ìàñ ( )1 2 2,m m m+ ∆
 . 

Òàêèì ÷èíîì, ó íàøîìó äîñë³äæåíí³ äëÿ âèïàäêó êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè 
ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ ³ óðàõóâàíí³ ã³ñòåðåçèñíîãî ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿ 
ó ìàòåð³àë³ ïðè ðåàë³çàö³¿ ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü îäåðæàí³ àíàë³òè÷í³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (7), (10), (13), (19), (23), (24), (25), (26) äëÿ âèçíà÷åííÿ 
÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü ³ ³íåðö³éíî-æîðñòê³ñíèõ ïàðàìåòð³â 
êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. 

Ó ïîäàëüøèõ äîñë³äæåííÿõ íåîáõ³äíî ïðîâåñòè êîìï’þòåðíå 
ìîäåëþâàííÿ ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü, îòðèìàòè ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ 
ïàðàìåòð³â, à òàêîæ ñôîðìóâàòè ðåãðåñ³éíó çàëåæí³ñòü ³ çàñòîñóâàòè 
ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàò³â äëÿ óðàõóâàííÿ ïîõèáêè ïðè ïðîâåäåíí³ 
âèì³ðþâàíü ³íôîðìàö³éíèõ ìàñèâ³â ÷àñîâèõ ³íòåðâàë³â ³ â³äïîâ³äíèõ 
÷èñåë öèêë³â. 

ÂÈÑÍÎÂÊÈ 
Ó ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ç 

äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ ³ ã³ñòåðåçèñíèì ðîçñ³ÿííÿì åíåðã³¿ ó ìàòåð³àë³. 
²ç ñèñòåìè ð³âíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ àìïë³òóäè ³ ôàçè ð³øåíü 

îòðèìàíî îäíå íîâå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè â³ëüíèõ 
êîëèâàíü ³ ³íåðö³éíî-æîðñòê³ñíèõ ïàðàìåòð³â. Íà ï³äñòàâ³ ³íòåãðàëüíîãî 
ð³âíÿííÿ ïðè ðåàë³çàö³¿ øåñòè ðåæèì³â â³ëüíèõ êîëèâàíü îòðèìàí³ 
àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü ³ 
³íåðö³éíî-æîðñòê³ñíèõ ïàðàìåòð³â. 

 
SUMMARY 

 

DETERMINATION OF PARAMETERS OF OSCILLATORY SYSTEMS WITH GISTEREZISE 
ENERGY DISPERSION 

².D. Puz’ko  
Sumy State University,  Sumy 

In the article the mathematic model of oscillation system with two degree of freedom and 
gisterezise energy dispersion in the material is studied.  

The new integral equation from the system of equations of the first approach was received 
to define frequency of independent oscillations and inertia-rigidity parameters. The analytic 
parities were received on the base of the integral equation with realization of six regimes of 
freedom oscillations to define frequency of independent oscillations and inertia-rigidity 
parameters. 

Key words: gisterezise energy dispersion, oscillation system, inertia-rigidity 
parameters.  
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