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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР: 213 с., 66 рис., 172 джерела.
ФЕРОМАГНIТНА НАНОЧАСТИНКА, РIВНЯННЯ ФОККЕРА-

ПЛАНКА, ПОТУЖНIСТЬ ВТРАТ, МЕТОД МОЛЕКУЛЯРНОЇ
ДИНАМIКИ, МАГНIТНА ТА МЕХАНIЧНА ДИНАМIКА, ДРЕЙФОВИЙ
РУХ, ЕФЕКТ МАГНУСА.

Об’єкт дослiдження – динамiка намагнiченостi наночастинок та
їх поступальний i обертальний рухи в детермiнованих i випадкових
(теплових) магнiтних полях.

Предмет дослiдження – магнiтнi, тепловi та транспортнi властивостi
перiодично збуджених систем феромагнiтних наночастинок.

Мета дослiдження – визначення оптимальних параметрiв вiдгуку
перiодично збуджених систем феромагнiтних наночастинок.

Методи дослiдження – методи мiкромагнетизму, статистичної фiзики
та стохастичних рiвнянь, чисельнi методи.

Побудовано теорiю вiдгуку ансамблю наночастинок зважених у рiдинi
на зовнiшнє перiодичне поле. Отримано низку аналiтичних результатiв
для детермiнiстичного одночастинквого наближення. Дослiджено вплив
теплових флуктуацiй та дипольної взаємодiї на потужнiсть втрат. Вивченi
магнiтнi та дисипативнi властивостi систем феромагнiтних частинок,
напрямки легких осей яких рiвномiрно розподiленi в просторi, а самi вони
знаходяться в елiптично поляризованому магнiтному полi. Для цього класу
систем побудована загальна теорiя збурень. Вивчено ефекти скiнченностi
анiзотропiї в динамiцi намагнiченостi i обертальнiй динамiцi наночастинки.
Аналiтично i чисельно показаний та дослiджений взаємний вплив на
потужнiсть втрат сумiсного механiчного руху та магнiтної динамiки у
детермiнiстичному наближеннi. Теоретично передбачено та чисельно
пiдтверджено iснування принципово нового механiзму дрейфового руху
феромагнiтних наночастинок у в’язкiй рiдинi, який виникає внаслiдок дiї
на них сили Магнуса. Запропоновано точно розв’язувану детермiнiстичну
модель дрейфу наночастинок, в рамках якої знайдено точнi вирази для
швидкостi дрейфу.

Результати НДР можуть бути використанi для пiдбору оптимальних

параметрiв у методi магнiтної гiпертермiї для терапiї онко-захворювань

а також для нового методу сепарацiї феромагнiтних наночастинок в

суспензiях, що базується на ефектi Магнуса.
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ВСТУП

В данiй НДР дослiджено широке коло магнiтних, теплових та

транспортних властивостей перiодично збуджених систем феромагнiтних

наночастинок. В багатьох випадках теоретичнi методи, що використанi

для їх опису, суттєво вiдрiзняються, а отриманi результати характеризують

рiзнi фiзичнi системи. Тому звiт побудовано таким чином, що кожний

роздiл має свою вступну та заключну частини. У вiдповiдностi з цим

в даному роздiлi ми даємо лише перелiк проблем, розв’язаних в рамках

проекту.

Перший роздiл присвячений вивченню обертальної динамiки

феромагнiтних наночастинок та її впливу на енергетичнi втрати в

системах таких частинок розподiлених у в’язкiй рiдинi. Використовуючи

наближення, в якому намагнiченiсть вважається вмороженою в

частинку (модель жорсткого диполя), цi проблеми вирiшуються як в

детермiнiстичному пiдходi, так i в стохастичному, коли враховуються

тепловi флуктуацiї обертального руху частинок. У другому роздiлi

вивчаються особливостi динамiки намагнiченостi наночастинок в твердiй

матрицi, що виникають пiд дiєю елiптично поляризованого магнiтного

поля, i їх вплив на потужнiсть енергетичних втрат. Розглядаються системи

однодоменних частинок, напрямок осей легкого намагнiчування яких

рiвномiрно розподiлений у просторi. При цьому основна увага придiляється

резонансним ефектам в таких системах. Третiй роздiл присвячений

дослiдженню сумiсної магнiтної i обертальної динамiки наночастинок

в циркулярно-поляризованому магнiтному полi i вивченню ефектiв,

що виникають внаслiдок вiдмови вiд наближення жорстких диполей.

Нарештi, четвертий роздiл присвячено побудовi як детермiнiстичної

теорiї дрейфу зважених феромагнiтних частинок пiд дiєю сили Магнуса,

так i статистичної теорiї, в рамках якої враховується вплив теплових

флуктуацiй.

Результати НДР опублiкованi у роботах [1–14].
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1 ДИНАМIКА ТА ДИСИПАЦIЯ ЕНЕРГIЇ ЖОРСТКОГО

ДИПОЛЯ, ЗВАЖЕНОГО У В’ЯЗКIЙ РIДИНI ТА

ЗБУДЖУВАНОГО ЗМIННИМ ПОЛЕМ

1.1 Вступ до роздiлу 1

Вiдгук ферорiдин [15, 16] на зовнiшнi поля є ключовим фактором

їх подальшого застосування. По-перше, у зв’язку з цим, слiд звернути

увагу на високопродуктивнi мiкрохвильовi поглиначi, з комплексною

композитною структурою, якi зараз iнтенсивно дослiджуються [17–21].

По-друге, тут варто згадати метод магiнтної гiпертермiї для терапiї

онкологiчних захворювань [22–24]. В обох згаданих вище прикладах

енергiя перiодичного зовнiшнього поля перетворюється в теплову за

рахунок в’язкого обертання частинок ферорiдини i загасаючої прецесiї

намагнiченостi в кристалiчнiй решiтцi частинки. Процес нагрiвання часто

описується в рамках квазiрiвноважного припущення i теорiї лiнiйного

вiдгуку на змiнне поле [25]. Незважаючи на простоту i очевиднiсть

цiєї концепцiї, її область застосування вузька. Як свiдчать численнi

експерименти [24], в тому числi, проведенi нещодавно, [26–31, 31–33],

виникають сильнi вiдхилення вiд таких аналiтичних прогнозiв. У

широкому сенсi цi вiдмiнностi випливають з особливостей iндивiдуальної

динамiки, що виникає як наслiдок пов’язаних механiчних i магнiтних рухiв

кожної частинки, а структура ферорiдини виникає внаслiдок взаємодiї мiж

частинками.

У зв’язку з цим виникає потреба розгляду двох вищезгаданих типiв

динамiки, що вiдбуваються одночасно та мають взаємний вплив один

на одного: обертання наночастинки як цiлого та внутрiшнiй рух її

намагiнченостi. За великим рахунком обидва з них є стохастичними та

потребують статистичного опису. Однак на сьогоднi можна стверджувати,

що iстотного прогресу у описаннi вимушеної сумiсної динамiки пiд дiєю

зовнiшнiх полiв радiочастоти було досягнуто лише у детермiнiстичному

наближеннi, i, значною мiрою авторами даної НДР в рамках її виконання

[4, 9, 34–36]. Врахування же теплових флуктуацiй для сумiсної динамiки



10

наразi знаходиться лише на початковiй стадiї [35, 37, 38]. Саме тому ще

на етапi постановки задачi дослiджень за даною НДР було заплановано

придiлити увагу як кожному з означених типiв динамiки окремо, так i їх

одночасному описанню на рiвнi реалiстичностi моделей, що є найвищим

серед усiх вiдомих з лiтератури свiтових аналогiв.

З огляду на обчислювальнi труднощi, з описом сумiсної

динамiки наночастинки як цiлого та її магнiтного моменту, широко

використовуються спрощенi пiдходи. Перший пiдхiд - це модель

фiксованих частинок [39, 40], в межах якої передбачається блокування

всiєї частки в твердiй матрицi. Другий - модель жорсткого диполя, в

межах якого передбачається, що намагнiченiсть частинок буде закрiплена

в кристалiчнiй решiтцi сильним полем анiзотропiї. Останнiй пiдхiд дуже

плiдний, добре вiдповiдає реальним кейсам. наприклад, для наночастинок

радiуса бiльше 20 нм i не дуже високих частот ( 103 − 106 Гц) поля [24].

Цiкаво вiдзначити, що в нещодавнiх дослiдженнях зв’язаної динамiки [37]

було отримано велику кiлькiсть результатiв саме для граничного випадку

жорсткого диполя.

До моделi жорсткого диполя, як до найменш розробленої у науковiй

лiтературi ми застосуємо пiдхiд, що засновано на трьох етапах розгляду.

Спочатку ми дослiджуємо детермiнiстичний випадок, коли тепловим

шумом нехтують, а наночастинки розглядають як дуже вiддаленi одна

вiд одної щоб знехтувати i впливом їх взаємодiї. Опис спочатку всiх

можливих детермiнiстичних ефектiв, яким, насправдi, придiлено мало

уваги в лiтературi, має, в першу чергу методологiчну цiннiсть. По перше,

точнi аналiтичнi результати детермiнiстичного наближення важливi для

калiбрування подальших чисельних дослiджень у стохастичному та/або

багаточастинковому наближеннях. По друге, детермiнiстичнi траєкторiї

є вiдправною точкою аналiзу складних кейсiв поведiнки у стохастичному

та/або багаточастинковому наближеннях, без чого неможливе глибинне

розумiння динамiки та оптимiзацiя параметрiв системи для отримання

бажаного вiдгуку на зовнiшнi впливи. Нарештi, як зазначалося вище, за

певних умов вже детемiнiстичне наближення дає реалiстичнi результати,

а також встановлює максимум таких характеристик як потужнiсть
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поглинання.

Завдяки малим розмiрам (кiлька десяткiв нанометрiв) частинок,

що мiстяться в феррiдинi, термостат є першим фактором, який буде

визначати вiдмiнностi поведiнки наночастинок у зовнiшньому полi вiд

результатiв детермiнiстичного наближення. Отже, опис руху окремих

частинок має бути стохастичним. Для цього використовуються добре

вiдомi та розробленi формалiзми Ланжевена i Фоккера-Планка. Оскiльки

основна концепцiя обговорювалася у роботах [16, 41], в данiй НДР ми

зосереджуємося на чисельних дослiдженнях вiдгуку жорсткого диполя на

зовнiшнi, в першу чергу, змiннi поля. Незважаючи на те, що в рамках

концепцiї комплексної магнiтної сприйнятливостi [25] зазначена проблема

вже розглядалась ранiше [42–47], такий вiдгук в може суттєво рiзнитися вiд

прогнозу у згаданiй вище квазiрiвноважнiй лiнiйнiй моделi [25]. Також було

придiлено увагу важливiй проблемi дисипацiї енергiї, яка характеризується

середньою втратою потужностi. Незважаючи на наукову актуальнiсть

результатiв отриманих ранiше, вони є розпорошеними i не дозволяють

оцiнити з унiфiкованих позицiй вплив всiх параметрiв системи на процес

нагрiву.

Внаслiдок далекодiючого характеру мiжчастинкової дипольної

взаємодiї, дипольнi поля є другим фактором, що визначає вiдповiдь

ферорiдини на зовнiшнi поля. Отже, ми стикаємося з необхiднiстю

вирiшення проблеми багатьох тiл. З цiєю метою використовуються

кiлька наближених пiдходiв, а загального рiшення не iснує. Переважна

бiльшiсть аналiтичних методiв ґрунтуються на рiзних модифiкацiях

методу середнього поля [48–52], див. бiльше результатiв у оглядi [53].

Нажаль, цей пiдхiд не враховує кореляцiї напрямкiв магнiтних моментiв

найближчих сусiднiх частинок i можливе формування структури, що

обговорюється в [54–56]. Крiм того, пiд час дiї перiодичного зовнiшнього

поля важко застосувати пiдхiд середнього поля. Спостережуване

зростання квазiстатичної сприйнятливостi, зумовлене взаємодiєю, не

означає збiльшення уявної частини комплексної сприйнятливостi, що

пiдтверджується численними експериментами з визначення питомого

поглинання [26–31, 31–33]. Нарештi, для правильного обчислення



12

розподiлу локальних дипольних полiв вимагається чисельне моделювання.

Iснують двi чисельнi методики, а саме: метод Монте-Карло i

метод молекулярної динамiки [57–59]. Незважаючи на легку реалiзацiю

та низьке споживання обчислювальних ресурсiв, метод Монте-Карло є

незастосованим у випадку наявностi залежних вiд часу зовнiшнiх дiй.

Таким чином, ця методика застосовується для дослiдження рiвноважних

i структурних властивостей: [56, 60–63]. Метод молекулярної динамiки

заснований на iнтегруваннi зв’язаних рiвнянь Ланжевена для кожного

елемента ансамблю. Цей метод має бiльш високi вимоги як до

обчислювального обладнання, так i до програмного коду, але вiн не мiстить

обмежень, якi властивi методу Монте-Карло. Тому метод молекулярної

динамiки широко використовується для опису властивостей ферорiдин.

Так ,структура ферорiдни та первинна сприйнятливiсть вивчалися в

роботах [64, 65]; у роботi [66] повiдомляється про чисельнi результати

самоорганiзацiї та фазових переходiв в агрегованих структурах; вплив

розподiлу розмiрiв, динамiчнi та структурнi ефекти вивчалися в [67, 68];

нарештi, спектри магнiтної сприйнятливостi та релаксацiйнi властивостi

були дослiдженi чисельно в [69,70]. В той же час вплив дипольної взаємодiї

на втрати потужностi дослiджувався за допомогою моделi, заснованої на

рiвняннi Ландау-Лiфшица, де враховується лише внутрiшня загасаюча

прецесiя магнiтного моменту [71–74]. Цей пiдхiд справедливий при деяких

обставинах, але вiн використовується в першу чергу через бiльш простi

рiвняння руху. Тому роль дипольної взаємодiї в дисипацiї енергiї для

наночастинок, хважених у в’язкiй рiдинi, залишається неясною навiть у

спрощених модельних розглядах.

Мета поданого у даному роздiлi дослiдження полягає в наступному. З

одного боку, необхiдно розкласти вплив регулярної складової, термiчного

збудження i колективної поведiнки на вiдгук ферорiдини на перiодичне

поле. З iншого боку, необхiдно простежити синергiю цих факторiв

пiд час нагрiвання ферорiдини, щоб отримати уявлення про можливiсть

контролю та вибору оптимальних параметрiв. Кiнцева мета визначає

методологiю нашого аналiзу та структуру подання матерiалу. По-

перше, ми використовуємо суто динамiчний пiдхiд i з’ясовуємо можливi
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аналiтичнi розв’язки рiвнянь вимушеного обертального руху для однiєї

наночастинки у’язкiй рiдинi користуючись моделлю жорсткого диполя.

По-друге, ми дослiджуємо статистичнi властивостi одного жорсткого

диполя, що взаємодiє iз зовнiшнiм перiодичним полем i термостатом.

Нарештi, ми застосуємо метод молекулярної динамiки для опису спiльного

руху ансамблю частинок. У цьому контекстi успiшно використовуються

алгоритм Барнса-Хата [75] i технологiю CUDA [76] для спрощення

обчислення локальних дипольних полiв.

1.2 Модель жорсткого диполя та рiвняння обертального

руху наночастинки

1.2.1 Детермiнiстичне наближення: базовi рiвняння

Розглянемо наночастинку радiусом R , однорiдною густиною ρ i

намагнiченiстю M , яка зважена у рiдинi з в’язкiстю η . Ця частинка

обертається в рiдинi пiд дiєю магнiтного поля H = H(t) , яке у

загальному випадку має зовнiшню та дипольну складову H = H
ext +

H
dip . Далi використовуються наступнi припущення. По-перше, обмiнна

взаємодiя мiж атомними магнiтними моментами вважається домiнуючою.

Тому модуль намагнiченостi |M| = M наночастинки можна розглядати

як постiйний параметр. По-друге, вважається, що радiус частинки

досить малий (менше декiлькох десяткiв нанометрiв), тому неоднорiдний

розподiл намагнiченостi є енергетично несприятливим. Отже, має мiсце

однодоменний стан, який i характеризується заданою намагнiченiстю

M = M(t) . I, по-третє, одноосьове магнiтне поле анiзотропiї вважається

достатньо сильним, щоб намагнiченiсть частинки спрямована практично

вздовж цього поля. Тому намагнiченiсть M в вважається жорстко

зафiксованою у кристалiчнiй решiтцi частинки. Наведенi припущення

складають основу моделi жорсткого диполя. Найпростiшим видом руху

є обертальна динамiка, рiвняння для якої вперше згадуються в роботах

[77, 78]. Якщо знехтувати обертанням рiдини, що оточує частнику, то
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динамiка частинок регулюється системою рiвнянь:

Ṁ = ω×M, (1.1a)

Jω̇ = VM×H− 6ηVω. (1.1b)

Тут, ω = ω(t) – кутова швидкiсть частинки, крапка зверху означає

похiдну за часом, J = (2/5)ρV R2 – момент iнерцiї частинки, V = (4/3)πR3

– об’єм частинки (ми пов’язуємо гiдродинамiчний об’єм частинки з власним

об’ємом), а × позначає векторний добуток. У безрозмiрному виглядi

рiвняння (1.1) можна подати як

ṁ = ω×m,

ω̇ =
1

τ 20
m× h− 1

τr
ω, (1.2)

де ω є кутова швидкiсть наночастинки, m = M/M – одиничний вектор

магнiтного моменту наночастинки, h = H/M – безрозмiрний модуль

поля, що дiє на частинку, τ0 =
√
I/VM2 - характерний час вiдгуку

наночастинки на зовнiшнє поле, та τr = I/6ηV характерний час, що

показує швидкiсть загасання обертання, якщо зняти зовнiшню дiю. Треба

вiдзначити, що для достатньо великих часiв t ≫ τr спостереження

виконується умова ω⊥m , оскiльки ω ·m ∼ exp(−t/τr) .

У нашому дослiдженнi ми нехтуємо гiдродинамiчною взаємодiєю.

Модель жорсткого диполя широко використовується, незважаючи на

те, що вона на думку багатьох дослiдникiв є надмiрним спрощенням

i не враховує низку ефектiв. Проте низка результатiв свiдчить, що

гiдродинамiчна взаємодiя часто є не суттєвою. Так, наприклад порiвняння

результатiв чисельного моделювання з використанням низки моделей

рiзного ступеня складностi та деталiзацiї [79] вказують на те, що рух

рiдини може бути некритичним для структурних властивостей ансамблiв

феромагнiтних частинок. Iншим аргументом на користь використання

простої моделi жорсткого диполя є наш намiр використовувати доступнi,

простi i дешевi апаратнi засоби для подальшого моделювання.
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Рисунок 1.1 – Схематичне зображення використаної моделi для випадку
однiєї частинки. Зображено сферичний жорсткий диполь, його магнiтний
момент, сферичнi та декартовi координатнi системи, а також зовнiшнi поля,
що дiють на систему. а – дiє циркулярно поляризоване поле (1.3a). б – дiє
лiнiйно-поляризоване поле (1.3b).

Далi ми припустимо, що частинка збуджується зовнiшнiми

перiодичними магнiтними полями наступних типiв:

H
ext = Hm

[
ex cos(Ωt)+ey̺ sin(Ωt)

]
+ezH0z,

(1.3a)

H
ext = ezHm cos(Ωt), (1.3b)

де ex , ey , ez є одиничними векторами декартових координат, Hm –

амплiтуда поля, Ω – частота поля, H0z – статичне поле прикладене

вздовж осi z , та ̺ – множник, який визначає тип поляризацiї (−1 ≤
̺ ≤ 1 ). Основна концепцiя моделi схематично зображена на Рис. 1.1а

для циркулярно поляризованого поля (рiвняння (1.3a)) i на Рис. 1.1б для

лiнiйно поляризованого поля (̺ = 1 , рiвняння (1.3b)).

1.2.2 Умови застосування детермiнiстичного наближення для моделi

жорсткого диполя

Використана система рiвнянь є справедливою у випадку, коли

магнiтний момент розглядається як "вморожений" в кристалiчну решiтку.

Дане припущення має мiсце за виконання таких умов: Ha ≫ Hm та

κ = VM2/kBT ≫ 1 , тут kB = 1.3807 · 10−16 см 2· г · с−2· К−1 – константа
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Больцмана, T – термодинамiчна температура). У вiдповiдностi до першої

умови, магнiтний момент практично не вiдхиляється вiд осi анiзотропiї

пiд час дiї зовнiшнього поля. В той самий час, остання умова дозволяє

розглядати обертовi траєкторiї наночастинки як практично регулярнi, та

разом з першою умовою, виключає iстотнi вiдхилення магнiтного моменту

вiд осi анiзотропiї завдяки тепловим активацiям. Данi умови можуть бути

справедливими для еральних умов. Так, наприклад, для наночастинок

магхемiту [80] з наступними параметрами: середнiй радiус R = 20nm ,

поле анiзотропiї Ha = 910 Е, намагнiченiсть M = 4.25 · 103 Гс, та

амплiтуди зовнiшнього поля Hm = 0.05Ha , вiдношення магнiтної та

теплової енергiї складає κ ≈ 12 . Тобто, ймовiрнiсть iстотних вiдхилень

вiд детермiнiстичної траєкторiї буде дуже мала, а, значить, результати

детермiнiстичного наближення здатнi давати вiрнi результати.

Окрiм вимог до амплiтуди iснують також вимоги до частоти

зовнiшнього поля. По-перше, частота обмежена знизу. Навiть коли умова

κ ≫ 1 виконується, слiд врахувати фактор часу очiкування. Якщо

останнiй iстотно бiльший вiд характерного часу броунiвської релаксацiї

[16] τB = 3ηV/(kBT ) , то вiдхилення вiд детермiнiстичної траєкторiї

станеться з великою долею ймовiрностi. Саме тому буде iснувати певна

характерна частота ΩB = 1/τB = kBT/(3ηV ) , що встановлює порядок

частот, за яких вже на одному перiодi поля тепловi флуктуацiї таки

здатнi суттєво спотворити картину. Вiдповiдно, поле, яке прикладається,

повинно мати частоту, iстотно бiльшу вiд ΩB . Далi, адекватнiсть до

реальностi моделi жорсткого диполя може порушуватися протягом так

званого часу релаксацiї Неєля τN = (Υ/π)−1/2 exp(Υ)(2αγHa)
−1 (тут

α ≪ 1 – безрозмiрна константа загасання, γ ≈ 1.76 · 107 рад · с−1·
Гс−1 – гiромагнiтне вiдношення) [81, 82], Υ = VMHa/(kBT ) . Даний

факт зумовлює iснування ще однiєї характерної частоти ΩN = 1/τN =

2αγHa(Υ/π)
1/2 exp(−Υ) , яка обмежує дiапазон частот зовнiшнього поля

зверху. Таким чином, у кiнцевому пiдсумку маємо Ω ≫ max[ΩB,ΩN] . Для

вищезгаданих частинок магхемiту [80], та значень α = 0.01 and T = 310K ,

η = 5 · 10−2 П (що вiдповiдає людськiй кровi), можна легко пiдрахувати

чисельнi значення ΩB ≈ 8.54 · 103 Гц та ΩN ≈ 2.08 · 10−96 Гц або, у
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кiнцевому пiдсумку, Ω ≫ 8.54 · 103 Гц.

В той самий час, частота зовнiшнього поля має бути також обмежена

знизу. Коли виконується умова Ha ≫ H , вiдчутнi вiдхилення

магнiтного моменту M вiд легкої вiсi стають ймовiрними на частотi,

близькiй до резонансної [83] Ωr = γHa , Ωr ≈ 2.55 · 109 Гц для

наночастинок що розглядаються. Таким чином, частотний iнтервал,

в якому детермiнiстичне наближення забезпечує адекватнi реальностi

результати складає Ω = (104 − 108) Гц. Данi величини збiгаються з

частотними параметрами поля, що застосовується у гiпертермiї.

1.2.3 Детермiнiстичне наближення: основне рiвняння руху в

сферичних координатах

Оскiльки обертовий момент, що був би паралельний магнiтному

моменту вiдсутнiй, двох кутових координат достатньо для того, щоб

вичерпно описати обертальну динамiку наночастинки. Природно та

доцiльно скористатися для цих цiлей полярним та азимутальним кутами

сферичної системи координат. Здiйснимо пiдстановку виразiв ω = m× ṁ

та ω̇ = m × m̈ , який є наслiдком з другого рiвняння в системi (1.2), в

перше рiвняння цiєї системи. Як результат матимемо

m× (m̈− 1

τ 20
h+

1

τr
ṁ) = 0 (1.4)

або пiсля вiдповiдних перетворень

m̈− 1

τ 20
h+

1

τr
ṁ = A(t)m, (1.5)

де функцiя A(t) задовольняє умовам m
2 = 1 . Множенням рiвняння (1.5)

на m та з урахуванням умови ṁm = 0 , можна одержати

m̈+
1

τr
ṁ+

1

τ 20
(m · h)m+ ṁ

2
m =

1

τ 20
h. (1.6)

Використовуючи стандартне подання декартових компонент магнiтного

момента m в сферичних координатах mx = sin θ cosφ,my =
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Рисунок 1.2 – Схематичне зображення координатних систем, що
використовуються у розглядi.

sin θ sinφ,mz = cos θ , рiвняння (1.6) може бути переписане вiдносно

полярного θ та азимутального φ , кутiв (див. Рисунок 1.2):

(
θ̈ +

θ̇

τr

)
sin θ − φ̇2 sin2 θ cos θ = −hz +m · h cos θ

τ 20
,

(
φ̈+

φ̇

τr

)
sin θ + 2φ̇θ̇ cos θ =

(hy cosφ− hx sinφ)

τ 20
,

(1.7)

де hi(i = x, y, z) проекцiї зовнiшнього поля на декартовi вiсi

координат. Остання система рiвнянь є безвiдносною до того чи iншого

типу зовнiшнього поля та зручна для подальшого пошуку аналiтичних

розв’язкiв.

1.2.4 Детермiнiстичне наближення: рiвняння першого порядку для

чисельного моделювання

Система рiвнянь (1.7) добре пасує до теоретичного аналiзу, однак

її не можна напряму застосовувати у вiдомих алгоритмах чисельних

розрахункiв. Саме тому систему рiвнянь (1.2) треба переписати у явному

виглядi, в якому похiднi знаходяться лiворуч вiд знаку рiвностi для

подальшого перетворення у рiзнiчних схемах для чисельного розв’язку.
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Для цiєї мети розглянемо координатну систему, пов’язану з одиничними

векторами eθ , eφ , e|| як показано на Рисунку 1.2 а також введемо до

розгляду кут ψ , який вiдповiдає за обертання наночастинки навколо її

власного магнiтного моменту.

Перехiд вiд лабораторної системи координат до нової здiйснюється

за допомогою добре вiдомої матрицi ортогональних перетворень, що

є результатом добутку двох матриць повороту навколо осей x та z

вiдповiдно.

C =




cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ


 ·




cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1


 =

=




cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ

− sinφ cosφ 0

sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ


 ,

(1.8)

Вiдповiдно, зворотнi перетворення здiйснюються за допомогою оберненої

матрицi

C−1 =




cos θ cosφ − sinφ sin θ cosφ

cos θ sinφ cosφ sin θ sinφ

− sin θ 0 cos θ


 .

(1.9)

Далi, слiдом за Голдштейном [84] пов’яжемо часовi похiднi кутових

координат θ , φ та ψ з вiдповiдними одиничними векторами

ωϑ = eφθ̇,ωφ = ezφ̇,ωψ = e||ψ̇. (1.10)

Скористаємося ортогональными перетвореннями, очевидними з рисунка

1.2, та запишемо повнi проекцiї кутової швидкостi ω = (ωϑ, ωφ, ωψ) на
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напрямки eθ , eφ , e|| у такому виглядi




ωθ

ωφ

ω||


 =




−φ̇ sin θ
θ̇

ψ̇ + φ̇ cos θ


 . (1.11)

Нарештi, приймаючи до уваги вiдомий вираз




ωx

ωy

ωz


 = C−1




ωθ

ωφ

ω||


 , (1.12)

можна виконати перехiд до лабораторної системи координат




ωx

ωy

ωz


 =




−θ̇ sinφ+ ψ̇ sin θ cosφ

θ̇ cosφ+ ψ̇ sin θ sinφ

φ̇+ ψ̇ cos θ


 . (1.13)

Важливо пiдкреслити, що останнi рiвняння дуже схожi (та не абсолютно

однаковi) на вiдповiднi рiвняння для кутiв Ейлера [84], оскiльки характер

отримання обох систем рiвнянь однаковий. З системи (1.13) вже

можна безпосередньо отримати диференцiальнi рiвняння першого порядку

вiдносно полярного та азимутального кутiв наночастинки, в яких похiднi

будуть мiститися лiворуч вiд знака рiвностi

θ̇ = ωy cosφ− ωx sinφ,

φ̇ = ωz − (ωx cosφ+ ωy sinφ) cot θ.
(1.14)

Наступнi три рiвняння можуть бути отриманi безпосередньо з вихiдної

системи рiвнянь (1.2) користуючись стандартним поданням вектора m

в сферичних координатах. I, як результат, запишемо шукану систему
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рiвнянь в безрозмiрнiй формi

dθ

dt̃
= ω̃y cosφ− ω̃x sinφ,

dφ

dt̃
= ω̃z − (ω̃x cosφ+ ω̃y sinφ) cot θ,

dω̃x

dt̃
=

1

υ
(hz sin θ sinφ− hy cos θ − ω̃x) ,

dω̃y

dt̃
=

1

υ
(hx cos θ − hz sin θ cosφ+ ω̃y) ,

dω̃z

dt̃
=

1

υ
(hy sin θ cosφ− hx sin θ sinφ− ω̃z) .

(1.15)

де ω̃i = ωi/Ωcr, υ = τ 2r /τ
2
0 , i = x, y, z . Записана система може бути легко

перекладена на всi вiдомi технiки чисельного розв’язання диференцiальних

рiвнянь.

1.2.5 Стохастичне наближення: основнi рiвняння

У випадку, коли розмiр частинок досить малий, лiвою частиною

рiвняння (1.1b), тобто доданком, що мiстить момент iнерцiї

Jω , можна знехтувати для частот поля у кiло-, мега- та, навiть

гiгагерцовому дiапазонi, якi є найбiльш цiкавими з практичної точки

зору. Використовуючи це вже безiнерцiйне наближення i припускаючи,

що в системi ще дiє випадковий момент сил ξ = ξ(t) , який генерується

термостатом, можна записати

ω =
1

6η
M×H+

1

6ηV
ξ. (1.16)

Пiдставимо останнiй вираз у рiвняння (1.1a), та отримаємо рiвняння

Ṁ = − 1

6η
M× (M×H)− 1

6ηV
M× ξ, (1.17)

яке описує стохастичне обертання частинок у в’язкiй рiдинi. Оскiльки

намагнiченiсть частинки M постiйна у часi, для подальших розрахункiв
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доцiльно переписати рiвняння (1.17) у сферичних координатах.

θ̇ =
1

τ1
(hx sin θ cosφ+ hy sin θ sinφ + hz cos θ) cot θ

− 1

τ1

hz
sin θ

+

√
2

τ2
(ζy cosφ− ζx sinφ) , (1.18a)

φ̇ =
1

τ1 sin
2 θ

(hy cosφ− hx sinφ)

−
√

2

τ2

[
(ζx cosφ+ ζy sinφ) cot θ − ζz

]
. (1.18b)

Тут ζ = (12ηV kBT )
−1/2

ξ – перемасштабований випадковий момент

сили, kB – константа Больцмана, T – абсолютна температура, τ1 =

6η/M2 та τ2 = 6ηV/(kBT ) – характернi часи обертання частинок,

iндукованого зовнiшнiм магнiтним полем i тепловим випадковим моментом

сили, вiдповiдно. Декартовi компоненти ζν (ν = x, y, z ) являють собою

незалежнi Гауссовськi бiлi шуми з нульовим середнiм значенням, 〈ζν〉 = 0 ,

i кореляцiйними функцiями 〈ζν(t)ζν(t′)〉 = ∆δ(t − t′) , де 〈·〉 означає

осереднення за всiма реалiзацiями Вiнеровських процесiв Wν(t) , якi й

продукують шуми ζν , ∆ - безрозмiрна iнтенсивнiсть шуму, та δ(t) -

дельта-функцiя Дiрака.

1.2.6 Стохастичне наближення: рiвняння Фокера-Планка

Важливою особливiстю рiвнянь Ланжевена у формi (1.18) є те, що

шуми ζν мультиплiкативнi, тобто вони множаться на функцiї полярного та

азимутального кутiв θ i φ . Тому властивостi руху, отриманi за допомогою

таких рiвнянь можуть залежати вiд iнтерпретацiї шумiв, що, в свою чергу

(див., наприклад, у [85, 86]), може ускладнити подальшi дослiдження. На

противагу, властивостi деяких багатовимiрних систем можуть не залежати

вiд iнтерпретацiї шумiв [87], що вiдкриває можливостi для подальшого

спрощення. Для цього розглянемо проблему стохастичного обертання

частинки з iншої точки зору, а, саме, зi статистичної [88].
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Спершу перепишемо систему стохастичних рiвнянь (1.18) у виглядi

u̇i = fi(u, t) +

3∑

j=1

gij(u)ζj. (1.19)

Тут ui ( i = 1, 2 ) є компонентами 2×1 матрицi [двохкомпонентний вектор

u = u(t) ] (ui) = ( u1u2 ) з u1 = θ та u2 = φ , а доданок, що вiдповiдає за знос

fi(u, t) складає елементи 2× 1 матрицi

(fi) = − 1

τ1


 ∂w/∂u1

sin−2 u1 ∂w/∂u2


 (1.20)

де w =W/VM2 , W = −M·H – магнiтна енергiя, або т.з. енергiя Зеємана,

ζ1 = ζx(t) , ζ2 = ζy(t) , ζ3 = ζz(t) , та функцiї gij(u) є елементами 2 × 3

матрицi

(gij) = −
√

2

τ2


 sin u2 − cosu2 0

cotu1 cosu2 cotu1 sinu2 −1


 . (1.21)

Далi, щоб розписати рiвняння (1.19), спочатку припускаємо, що

прирощення δui = ui(t+τ)−ui(t) змiнних ui за умови, що τ ≪ min{τ1, τ2}
визначаються як

δui = fi(u, t)τ +
3∑

j=1

gij[u(t+ λjτ)]δWj, (1.22)

де λj ∈ [0, 1] – параметри, якi характеризують дiю бiлого шуму ζj ,

та δWj = Wj(t + τ) − Wj(t) – прирощення вiнеровських процесiв,

Wj(t) , якi генеруються шумами ζj . Оскiльки цi шуми вважаються

незалежними i статистично еквiвалентними, прирiст δWj може повнiстю

характеризуватися двома умовами

〈δWj〉 = 0, 〈δWjδWl〉 = ∆δjlτ (1.23)

де δjl – дельта-символ Кронекера. Нарештi, якщо прийняти до уваги той
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факт, що uk(t + λjτ) ≈ uk(t) + λjδuk та розписати останнiй доданок у

рiвняннi (1.22) з лiнiйною точнiстю вiдносно τ , отримаємо

δui = fi(u, t)τ +
3∑

j=1

gij(u)δWj

+

2∑

k=1

3∑

j,l=1

λj
∂gij(u)

∂uk
gkl(u)δWlδWj. (1.24)

Таким чином, стохастичнi рiвняння (1.19) стали визначеними для рiзничної

схеми (1.24), в якiй дiя шумiв враховується не лише завдяки прирощенням

δWj вiнеровських процесiв, згенерованих шумами ζj , але й також завдяки

параметру λj , який реалiзує додатковий зв’язок системи з бiлими шумами.

Оскiльки останнiй доданок в правiй частинi рiвняння (1.24) має порядок

першого ступеня τ [порiвняно з (1.23)], такий зв’язок може суттєво

змiнити статистичнi властивостi величини ui . Хоча випадки, в яких

λj = 0, 1/2, та 1, що вiдповiдає iнтерепретацiям рiвнянь Ланжевена

за Iто [89], Стратоновича [90], та Климонтовича [91] вiдповiдно, що

найчастiше використовуються, будь-якi нiшi значення λj є дозволеними з

математичної точки зору. Таким чином, вибiр параметрiв λj у рiвняннях

(1.18) може бути здiйсненим з фiзичних мiркувань, як буде показано

нижче.

Тепер, використовуючи рiвняння (1.23) та (1.24), а, також, дворiвневу

процедуру осереднення [92], ми визначаємо рiвняння Фокера-Планка,

що вiдповiдає рiвнянню Ланжевена (1.19). Введемо залежну вiд часу

щiльнiсть ймовiрностi для обертових станiв наночастинки P = P (U, t) де

u(t) = U як P = 〈δ (u(t)−U)〉 , де U є матрицею-вектором з постiйними

компонентами U1 and U2 . Далi, прямими обчисленнями, аналогiчними

до поданих у роботi [87] отримуємо шукане рiвняння Фокера-Планка у
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наступному виглядi:

∂

∂t
P +

2∑

i=1

∂

∂Ui

(
fi(U, t) + f̃i(U)

)
P

− ∆

2

2∑

i,k=1

3∑

j=1

∂2

∂Ui∂Uk
gij(U)gkj(U)P = 0, (1.25)

де

f̃i(U) = ∆

2∑

k=1

3∑

j=1

λj
∂gij(U)

∂Uk
gkj(U) (1.26)

є додатковими, iндукованими шумом, зносовi доданки, якi залежать вiд

iнтерпретацiї шуму (тобто, вiд параметрiв λj ) в стохастичних рiвняннях

(1.19). Варто зазначити тим не менше, що оскiльки шум ζ3 є адитивним,

i тому доданки ∂gi3(U)/∂Uk = 0 , та, як наслiдок, i щiльнiсть ймовiрностi

P не залежать вiд λ3 .

Якщо безрозмiрна магнiтна енергiя w не залежить вiд часу, то

виконуються умови fi(U, t) = fi(U) та, як наслiдок, P прямує до

рiвноважного значення P0 = P0(U) as t→ ∞ . В цьому окремому випадку

рiвняння (1.25) для P0 набуває вигляду

2∑

i=1

∂

∂Ui

(
fi(U) + f̃i(U)

)
P0

− ∆

2

2∑

i,k=1

3∑

j=1

∂2

∂Ui∂Uk
gij(U)gkj(U)P0 = 0. (1.27)

Природно припустити, що розв’язком цього рiвняння є щiльнiсть

ймовiрностi Больцмана, яка для h = 0 може бути записана у вiдомiй

формi.

P0 =
1

4π

κhz
sinh(κhz)

sinU1 e
κhz cosU1, (1.28)

Легко побачити, що введений ранiше параметр κ ї нiчим iншим,

як вiдношенням характеристичних часiв κ = τ2/τ1 = M2V/(kBT ) .
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Пiдстановкою рiвняння (1.28) у рiвняння (1.27) та використовуючи

означення (1.20) та (1.21), прямими обчисленнями отримуємо

λ1 + λ2 − 1 +
κhz
∆

[2 + ∆(λ1 + λ2 − 3)] cosU1

− (λ2 − λ1) cos(2U2)

(
4

sin2U1

+ κhz cosU1 − 1

)

+
(κhz)

2

∆
(∆− 1) sin2 U1 = 0. (1.29)

Ця умова виконується для всiх можливих значень змiнних U1 and U2 (0 ≤
U1 ≤ π, 0 ≤ U2 < 2π ) та параметру κhz (0 ≤ κhz < ∞ ), тобто, рiвняння

(1.28) є ров’язком рiвняння Фокера-Планка (1.27), якщо лише

∆ = 1, λ1 = λ2 =
1

2
. (1.30)

Таким чином, рiвняння (1.18) з гаусовими бiлими шумами одиничної

iнтенсивностi iнтерпретуються в сенсi Стратоновича, випадковi обертання

наночастинок характеризуються статистикою Больцмана для достатньо

великих значеннях часу спостереження.

Далi, з урахуванням умов (1.30) та введенням для зручностi нових

змiнних Θ = U1 and Φ = U2 , рiвняння Фоккера-Планка(1.25)може бути

переписане у такому виглядi

∂P

∂t
− 1

τ1

∂

∂Θ

(
∂w

∂Θ
− 1

κ
cotΘ

)
P − 1

τ1 sin
2Θ

∂

∂Φ

(
∂w

∂Φ
P

)

− 1

τ2

(
∂2

∂Θ2
+

1

sin2Θ

∂2

∂Φ2

)
P = 0. (1.31)



27

або розписавши частиннi похiднi вiд енергiї у явному виглядi

∂P

∂t
+

+
1

τ1

∂

∂Θ

[(
hx cosΦ + hy sinΦ

)
cosΘ− hz sinΘ

+
cotΘ

κ

]
P +

1

τ1 sin
2Θ

∂

∂Φ

(
hy cosΦ− hx sinΦ

)
P

− 1

τ2

∂2P

∂Θ2
− 1

τ2

1

sin2Θ

∂2P

∂Φ2
= 0, (1.32)

Ми припускаємо, що розв’язок P = P (Θ,Φ, t) цього рiвняння є

нормованим, тобто,

∫ π

0

dΘ

∫ 2π

0

dΦP (Θ,Φ, t) = 1, (1.33)

та задовольняє початковим умовам P (Θ,Ψ, 0) = δ(Θ−Θ0)δ(Φ− Φ0) with

Θ0 = θ(0) and Φ0 = φ(0) .

1.2.7 Стохастичне наближення: ефективнi рiвняння Ланжевена

Згiдно з наведеними вище результатами, основнi рiвняння Ланжевена

(1.18) слiд iнтерпретувати в сенсi Стратоновича. Завдяки цьому, а

також тому, що система двох рiвнянь (1.18) мiстить три Гаусiвських

бiлих шуми, дослiдження динамiки обертання наночастинок за допомогою

чисельного розв’язання цих рiвнянь не є цiлком практичним. Тому

зручно використовувати замiсть рiвнянь (1.18) використовувати систему

ефективних рiвнянь Ланжевена, що задовольняють наступним вимогам.

По-перше, статистичнi властивостi розв’язкiв базових i ефективних

рiвнянь повиннi бути однаковими, а по-друге, ефективнi рiвняння повиннi

iнтерпретуватися в сенсi Iто та мiстити два, а не три незалежнi гаусовi бiлi

шуми. Показано, що вiдповiдну систему ефективних рiвнянь Ланжевена
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можна записати як

θ̇ = − 1

τ1

∂w

∂θ
+

1

τ2
cot θ +

√
2

τ2
µ1,

φ̇ = − 1

τ1 sin
2 θ

∂w

∂φ
+

√
2

τ2

1

sin θ
µ2,

(1.34)

або пiсля подання похiдних вiд безрозмiрної енергiї за кутовими

координатами в явному виглядi

θ̇ =
1

τ1

(
hx cosφ+ hy sinφ

)
cos θ − 1

τ1
hz sin θ

+
1

τ2
cot θ +

√
2

τ2
µ1, (1.35a)

φ̇ =
1

τ1

(
hy cosφ− hx sinφ

) 1

sin θ

+

√
2

τ2

1

sin θ
µ2, (1.35b)

де µi = µi(t) ( i = 1, 2 ) незалежнi Гаусiвськi бiлiх шуми з нульовим

середнiм 〈µi(t)〉 = 0 , та кореляцiйною функцiєю, пропорцiйною до

дельта-функцiї, 〈µi(t)µi(t′)〉 = δ(t − t′) . Зазначимо, що аналогiчна

система ефективних рiвнянь Ланжевена, що вiдповiдає рiвнянню Ландау-

Лiфшица-Гiлберта, що описує стохастичну динамiку намагнiченостi

в однодоменних феромагнiтних наночастинках, вбудованих у тверду

матрицю, була запропонована в роботi [93], та для опису обертальної

динамiки феромагнiтних часток у рiдинах в роботi [94].

У вiдповiдностi до результатiв роботи [94], щiльнiсть ймовiрностей

розв’язкiв рiвнянь (1.35) задовольняє рiвнянню Фокера-Планка (1.31).

Як наслiдок, обертальнi властивостi феромагнiтних наночастинок можуть

бути описанi або вiдповiдно до спiввiдношень (1.35), iнтерпретованими

в сенсi Стратоновича, або, що еквiвалентно, рiвняннями (1.35),

iнтерпретованими в сенсi Iто. Чудова особливiсть останнього рiвняння

полягає в тому, що, незалежно вiд їх iнтерпретацiї, вiдповiдне рiвняння

Фоккера-Планка задано рiвнянням (1.31). В останньому можна
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переконатися, якщо переписати рiвняння (1.35) у формi

u̇i = Fi(u, t) +

2∑

j=1

Gij(u)µj, (1.36)

де

(Fi) = − 1

τ1


∂w/∂u1 − (1/κ) cotu1

sin−2 u1 ∂w/∂u2


 (1.37)

та

(Gij) =

√
2

τ2



1 0

0 1/ sinu1



 , (1.38)

та з урахуванням того, що

2∑

k=1

∂Gij(u)

∂uk
Gkj(u) = 0 (1.39)

що має мiсце для усiх i та j . Це означає, що [87] [див. також

рiвняння (1.25) та (1.26)] рiвняння Фокера-Планка, яке вiдповiдає рiвнянню

(1.35), тобто, рiвняння (1.31), не залежить вiд парамтерiв λj якi

забезпечують кiлькiсний сенс iнтерпретацiї стохастичних рiвнянь (1.35).

Хоча цей висновок очевидний для λ1 (тому що шум µ1 є адитивним),

незалежнiсть рiвняння (1.31) вiд λ2 є доволi неочiкуваною (оскiльки

шум µ2 є мультиплiкативним). Зазначимо в цьому контекстi, що,

на вiдмiну вiд одномiрного випадку, завжди iснує клас багатовимiрних

рiвнянь Ланжевена з мультиплiкативними Гауссiвськими бiлими шумами,

iнтерпретацiя яких не впливає на вiдповiднi рiвняння Фоккера-Планка.

Отриманi вище результати показують, що рiвняння (1.35) належать до

цього унiкального класу рiвнянь Ланжевена.

В статистичному сенсi останнi рiвняння еквiвалентнi початковим

рiвнянням руху (1.18). У той же час, рiвняння (1.35), на вiдмiну вiд

рiвнянь (1.18), не мiстять тих доданкiв, що складаються з функцiй кутових
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аргументiв, помножених на шуми, якi вiдповiдають за тепловi збурення

тих же самих (що принципово) кутових координат. Iншими словами,

хоч рiвняння (1.35b) формально мiстить мультиплiкативний шум, але

тут шум, що вiдповiдає вiдповiдає за тепловi коливання азимутального

кута φ множиться на функцiю вiд полярного кута θ . Останнiй факт

дозволяє в подальшому не зважати на наявнiсть таких формально

мультиплiкативного шуму пiд час подальшої чисельної обробки. Оскiльки

µi представленi Гауссовськими бiлими шумами, якi iнтерпретуються в сенсi

Стратоновича, використання рiвняння (1.35) замiсть (1.18) в чисельному

моделюваннi зручнiше завдяки бiльш простим i швидшим алгоритмам.

Це особливо важливо з точки зору моделювання великих ансамблiв

наночастинок, оскiльки тут є критичним час виконання однiєї iтерацiї для

однiєї частинки. Шляхом введення безрозмiрного часу t̃ = t/τ1 , можна

записати систему приведених ефективних рiвнянь Ланжевена (1.35) як

зазначено нижче

dθ

dt̃
=
(
hx cosφ+ hy sinφ

)
cos θ − hz sin θ

+
1

κ
cot θ +

√
2

κ
µ̃1, (1.40a)

dφ

dt̃
=

1

sin θ

(
hy cosφ− hx sinφ

)

−
√

2

κ

1

sin θ
µ̃2, (1.40b)

де µ̃i = µ̃i(t̃) =
√
τ1 µi(t̃τ1) ( i = 1, 2 ) безрозмiрнi Гауссовi бiлi шуми

〈µ̃i(t̃)〉 = 0 i 〈µ̃i(t̃)µ̃i(t̃′)〉 = δ(t̃ − t̃′) . Саме така система рiвнянь є

найбiльш зручною для аналiтичних та чисельних розрахункiв, особливо

для моделювання великих ансамблiв.

1.2.8 Моделювання ансамблю взаємодiючих частинок

Взаємодiя є дуже важливим фактором, що визначає динамiку i

властивостi феррорiдини. Проблема потребує розгляду з двох точок

зору. З однiєї сторони, отриманi дипольнi поля, що дiють на кожну
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частинку, можуть iстотно впливати на динамiку обертання та, зокрема, на

енергiю, яка поглинається вiд зовнiшнього поля. З iншої сторони, дипольна

взаємодiя через свiй характер зумовлює кластерну структуру ансамблю, i

у самоузгоджений спосiб впливає на розподiл дипольних полiв. Точний

аналiтичний опис ансамблю частинок у в’язкiй рiдинi, що збуджуються

змiнними у часi полями у в’язкiй рiдинi, швидше за все, неможливий. Тому

тут затребуваним є чисельне моделювання. Як зазначалося вище, iснує

два пiдходи для моделювання ансамблiв ферромагнiтних частинок, а саме,

методи MC (Монте-Карло) i MD (Молекулярна динамiка) (див. [57–59]).

Останнiй пiдхiд бiльш пiдходить для високопродуктивного моделювання

в режимi реального часу, але вiн потребує великих обчислювальних

потужностей. У зв’язку з цим ключову роль вiдiграє оптимальна форма

основних рiвнянь, що описують динамiку однiєї частинки. I ефективнi

рiвняння (1.40) цiлком пiдходять для цих цiлей.

Саме тут ми розширюємо модель, розроблену для одночастинкового

наближення до випадку ансамблю. Ми припускаємо, що ансамбль

складається з однакових сферичних однорiдних феромагнiтних

одновiсних частинок з параметрами, викладеними вище. Обертовий

рух таких частинок описується ефективними стохастичними рiвняннями,

подiбними до рiвнянь (1.40), якi доповнюються стандартними рiвняннями

поступального руху [64, 95] записанi для безiнерцiйного випадку як

dθk

dt̃
=
(
hkx cosφk + hky sinφk

)
cos θk − hkz sin θk

+
1

κ
cot θk +

√
2

κ
µ̃k1, (1.41a)

dφk

dt̃
=

1

sin θk

(
hky cosφk − hkx sinφk

)

−
√

2

κ

1

sin θk
µ̃k2, (1.41b)

dρk

dt̃
=

16π

9
(fdipk + f

sr
k ) +

√
8

3κ
µ̃k3, (1.41c)

де ρk – це вектор, що визначає безрозмiрнi (коли за одиницю вимiрювання
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вiдстанi береться радiус частинки R ) координати заданої частинки, k –

номер iндексу заданої частинки в ансамблi, hk = h
dip
k +h

ext - результуюче

безрозмiрне поле, що дiє на k -у частинку, яке складається з зовнiшньої

однорiдної частини (hext = H
ext/M ) i результуючого безрозмiрного

локального дипольного поля, що залежить вiд положення частинок

h
dip
k =

N∑

j=1,j 6=k

4π

3

3ρkj(mjρkj)−mjρ
2
kj

ρ 5
kj

, (1.42)

де ρkj – вектор, що з’єднує двi частинки, вимiряний в одиницях R , mj =

Mj/M - масштабований магнiтний момент j -ї частинки; N – загальна

кiлькiсть частинок.

На кожну частинку дiють двi сили, якi слiд враховувати. По-

перше, f
dip
k це сила, що дiє на k -у частинку внаслiдок її дипольної

взаємодiї з усiма iншими частинками у ансамблi. По-друге, f
sr
k це

сила, що зумовлена наявнiсть спецiального покриття наночастинок, яке

широко використовується в реальних феррорiдинах для запобiгання

агрегацiї частинок. Для подання у явному виглядi f
dip
k , ми застосували

стандартне визначення f
dip
k = (mk▽k)h

dip
k . Покриття забезпечує

в першу чергу вiдштовхування частинок. У лiтературi є багато

прикладiв, коли сила, зумовлена таким покриттям, моделюється за

допомогою потенцiалу Леннарда-Джонса. Цей тип потенцiалу є

найбiльш прийнятним для подальшого моделювання, оскiльки вона

характеризується рiвноважним станом, що запобiгає нескiнченному розбiгу

частинок, навiть якщо дипольна взаємодiя слабка. f
sr
k = − ▽k Wk , де

Wk = 4ε
∑N

j=1,j 6=k

[
(σ/ρkj)

12 − (σ/ρkj)
6
]
. Тут, σ – параметр, що визначає

рiвноважну вiдстань мiж двома частинками, i ε – параметр, що визначає

глибину потенцiального бар’єру, який треба подолати, щоб розвести двi

частинки на нескiнченну вiдстань. Нарештi, ми переписуємо вищезазначенi
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сили, що дiють на частинку як

f
dip
k =

N∑

j=1,j 6=k

[
3
ρkj(mjmk) +mk(mjρkj) +mj(mkρkj)

ρ 5
kj

− 15
ρkj(mkρkj)(mjρkj)

ρ 7
kj

]
, (1.43a)

f
sr
k = 24ε

N∑

j=1,j 6=k

ρkj

ρ 2
kj

[(
σ

ρkj

)12

−
(
σ

ρkj

)6
]
. (1.43b)

Розрахунок дипольного поля - це найбiльш витратна для обчислення

частина чисельного алгоритму. Це основний фактор, що визначає

оптимальний баланс мiж часом обчислення (Tsim ), розмiром ансамблю

(N ),та обладнання, що використовується. Точний прямий розрахунок

дипольних полiв, iндукованих усiма частинками, характеризується

квадратичною залежнiстю мiж часом моделювання та розмiром ансамблю

(Tsim ∼ N2 ). Замiсть громiздкого точного розрахунку використовуються

два наближення. Першим наближенням є так званий швидкий

мультипольний метод [96] що забезпечує продуктивнiсть на рiвнi

спiввiдношення Tsim ∼ N , а другий - алгоритм Барнса-Хата [75], що

забезпечує продуктивнiсть на рiвнi спiввiдношення Tsim ∼ N logN .

Незважаючи на кращi показники швидкостi, швидкий мультипольний

метод не обчислює кореляцiї станiв найближчих сусiднiх частинок (що,

насправдi, зумовлюють основний вплив в ансамблi) з високою точнiстю.

Тому в нашому розрахунку ми використали пiдхiд Барнса-Хата. Головна

iдея останнього полягає в усередненнi полiв, що збуджуються частинками,

якi досить вiддаленi вiд заданої, i, навпаки, поля, що збуджуються

найближчими частинками, розраховуються точно.

Iншою важливою особливiстю нашого чисельного пiдходу є

використання обчислювальних можливостей графiчних процесорiв

вiдеокарт. Це дає можливiсть в багато разiв збiльшити продуктивнiсть

обчислень на звичайному комп’ютерi. Графiчнi процесори вiдеокарти

призначенi для вiдображення вiдео в реальному часi можуть бути

адаптованi для обчислень загального призначення. Так звана технологiя
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CUDA, яку розробила компанiя Nvidia [76], надає нам зручнi iнструменти

для цього. Сьогоднi багато наукових проблем можна вирiшити недорого

та без використання спецiалiзованих апаратних можливостей, таких як

кластери чи суперкомп’ютери. Колективна динамiка ансамблiв частинок з

дипольною взаємодiєю на великих вiдстанях є пiдходящою проблемою для

демонстрацiї здатностi CUDA. Деталi використаної методики моделювання

пояснюються в нашiй попереднiй роботi [95].

1.2.9 Втрати потужностi: визначення та методика розрахунку

Динамiка частинки у в’язкiй рiдинi супроводжується дисипацiєю

енергiї. Втрати потужностi Q , тобто розсiювання магнiтної енергiї за

одиницю часу, вводится стандартно використовуючи варiацiю магнiтної

енергiї δW , яка пов’язана з елементарним прирощення магнiтного моменту

δM у зовнiшньому полi H
ext . У припущеннi, що всi змiни енергiї

перетворюються на незворотнi втрати, можна написати δQ = H
extδM .

Якщо знехтувати шумом, то в одночастинковому випадку результуюча

величина Q отримується шляхом усереднення за часом

Q = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

H
ext∂M

∂t
dt. (1.44)

Далi буде зручно послуговуватись потужнiстю втрат у приведенiй формi

q = Q/(M2τ−1
1 ) , яка з врахуванням (1.44) може бути записана у формi

q = lim
τ̃→∞

1

τ̃

∫ τ̃

0

h
ext∂m

∂t̃
dt̃, (1.45)

Тут доречно пiдкреслити, що в найпростiших випадках перiодичного

вимушеного руху M iнтегрування в рiвняннi (1.45) може бути проведено

тiльки за перiодом поля ( T̃ = T /τ1 ),

q =
1

T̃

∫ T̃

0

h
ext∂m

∂t̃
dt̃. (1.46)

У стохастичною випадку для отримання результату нам потрiбно

додатково виконати усереднення по всiх кутових станах з урахуванням
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ймовiрностi кожного з них. У цьому випадку безрозмiрна потужнiсть втрат

розраховується наступним чином

q = lim
τ̃→∞

∫ 0

π

dθ

∫ 0

2π

dφP (θ, φ, t̃)

∫ τ̃

0

h
ext∂m

∂t̃
dt̃. (1.47)

Оскiльки m – стохастична функцiя, iнтегрування у формулi (1.47)

не може бути здiйснено у спосiб, прийнятий для регулярних функцiй.

Основна складнiсть тут полягає в iнтерпретацiї похiдної вiд часу m .

Щоб уникнути цього, використаємо добре вiдомий пiдхiд iнтегрування

частинами
∫ b
a U(x)V ′(x)dx = [U(x)V(x)]ba −

∫ b
a U ′(x)V(x)dx . Тодi ми

нехтуємо можливими нелiнiйними ефектами, такими як хаотичнi [97] або

квазiперiодичнi [98] режими, якi мають мiсце, наприклад, у внутрiшнiй

магнiтнiй динамiцi у нерухомiй частинцi. З чисельного розв’язку рiвнянь

руху (1.18) для детермiнiстичного наближення i рiвняння руху (1.35) для

ненульової температури можна зробити наступнi висновки. По-перше,

вищезазначенi режими можуть генеруватися у вузькому частотному

дiапазонi, коли Ω ∼ 1/τ1 . По-друге, у нашому випадку ефекти, викликанi

цими режимами, пригнiчуються тепловими шумами у великому масштабi

часу. Тому ми припускаємо [mh]0T̃ = 0 , i для подальших розрахункiв ми

використовуємо вiдношення

q = − lim
τ̃→∞

∫ 0

π

dθ

∫ 0

2π

dφP (θ, φ, t̃)

∫ τ̃

0

m
∂hext

∂t̃
dt̃. (1.48)

Якщо густина ймовiрностi P (θ, φ, t̃) це вiдома функцiя перiоду T̃ ,

iнтегрування в рiвняннi (1.48) здiйснюється саме на цьому перiодi

q = − 1

T̃

∫ 0

π

dθ

∫ 0

2π

dφP (θ, φ, t̃)

∫ T̃

0

m
∂hext

∂t̃
dt̃. (1.49)

Для чисельного моделювання iнтегрування в рiвняннi (1.48)

замiнюється суммою, i використовується вiдповiдна рiзницева схема.

На основi сферичного подання одиничного магнiтного моменту m =

ex sin θ cosφ + ey sin θ sinφ + ez cos θ i рiвняння (1.48), явний вигляд цiєї



36

рiзницевої схеми можна записати як

q = − 1

N1N2

N1N2∑

i=1

[
sin θ(t̃i) cosφ(t̃i)

∂hextx (t̃i)

∂t̃

+ sin θ(t̃i) sinφ(t̃i)
∂hexty (t̃i)

∂t̃

+ cos θ(t̃i)
∂hextz (t̃i)

∂t̃

]
∆t̃, (1.50)

де N1 = T̃ /∆t̃ – кiлькiсть крокiв за перiод зовнiшнього поля, N2 =

T̃sim/T̃ – кiлькiсть перiодiв, протягом яких здiйснюється моделювання,

∆t̃ – величина елементарного часового приросту, який є постiйним у

моделюваннi.

Нарештi, у випадку взаємодiючого ансамблю, що складається з

N частинок i моделюється за допомогою рiвнянь (1.41), нам потрiбно

провести додаткове усереднення за усiма частинками в ансамблi. Тому

тут запропонована методологiя обчислення потужностi втрат знову

ускладнюється шляхом реалiзацiї додаткової процедури осереднення у

виразi (1.50). В результатi фiнальна формула для розрахунку втрат

потужностi у ансамблi частинок, якi взаємодiють, має такий вигляд:

q = − 1

N1N2N

N∑

k=1

N1N2∑

i=1

[
sin θk(t̃i) cosφk(t̃i)

∂hextkx (t̃i)

∂t̃

+ sin θk(t̃i) sinφk(t̃i)
∂hextky (t̃i)

∂t̃

+ cos θ(t̃i)
∂hextkz (t̃i)

∂t̃

]
∆t̃. (1.51)

Ми припускаємо, що зменшення енергiї зовнiшнього поля одночасно

компенсується вiд джерела зовнiшнього поля. Крiм того, ми не

враховуємо збiльшення енергiї, що виникає внаслiдок змiни дипольного

поля h
dip
k . Зростання енергiї вибраної частки зi змiною дипольного поля

супроводжується таким самим зменшенням енергiї iнших частинок, якi є

джерелами цього дипольного поля. Iншими словами, дипольне поле може

передавати енергiю вiд однiєї частки до iншої, але не може призвести до
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наявностi додаткових втрат потужностi.

Деталi чисельного розрахунку в данiй роботi є наступнi. Для

моделювання одночастинкової стохастичної динамiки, системи рiвнянь

(1.40) розв’язуються методом Рунге-Кутта другого порядку з часовим

кроком ∆t̃ = 0.005T̃ в дiапазонi N2 = 1000 безрозмiрних перiодiв

поля для кожної точки графiку залежностi. Для моделювання поведiнки

ансамблю частинок, що взаємодiють, система рiвнянь (1.41) розв’язуються

аналогiчним чином з часовим кроком ∆t̃ = 0.005T̃ в дiапазонi N2 = 1000

безрозмiрних перiодiв поля для кожної точки графiку для N = 4096

кiлькостi частинок. Значення iнших параметрiв системи зазначенi нижче.

Для нашого моделювання були використанi вiдеокарти Nvidia GeForce 450

GTS i Nvidia GeForce 650 GTS Ti. Код програми був реалiзований за

допомогою мови C++ та середовища розробки Eclipse.

1.3 Детермiнiстичний обертальний рух та потужнiсть втрат

наночастинки у перiодичному зовнiшньому полi

1.3.1 Аналiтичнi результати детермiнiстичного наближення: дiя

циркулярно-поляризованого поля

Припустимо, на частнику дiє циркулярно поляризоване поле 1.3a, яку

в безрозмiрному виглядi запишеться:

h
ext(t) = exhm cos(Ω̃t̃) + ey̺hm sin(Ω̃t̃) + ezhz0, (1.52)

Щоб описати траєкторiї наночастики, пiдставимо вираз для зовнiшнього

поля (1.52) у систему рiвнянь (1.7). Користаючись безрозмiрним значенням

частоти Ω̃ = Ω/Ωcr , отримуємо

d2θ

d2t̃
+
1

υ

dθ

dt̃
−
(
dψ

dt̃

)2

sin θ cos θ=
hm
υ

cosψ cos θ − hz0
υ

sin θ,

(
d2ψ

d2t̃
+

1

υ

dψ

dt̃

)
sin θ + 2

dθ

dt̃

dψ

dt̃
cos θ = −hm

υ
sinψ,

(1.53)
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де ψ = φ − ̺Ω̃t̃ . Однорiдна прецесiя синхронно iз зовнiшнiм

полем є природним розв’язком системи рiвнянь (1.53). Цей режим

характеризується постiйним значенням кута вiдставання Φ = limt̃→∞ ψ ,

та постiйним значенням кута прецесiї Θ = limt̃→∞ θ . Пiдстановкою

зазначених розв’язкiв у вихiдне рiвняння (1.53) дозволяє отримати систему

алгебраїчних рiвнянь для обчислення невiдомих Φ and Θ

cosΘ
(
Ω̃2υ sinΘ + hm cosΦ

)
= hz0 sinΘ,

Ω̃ sinΘ = hm sinΦ. (1.54)

Остання система може бути розв’язана чисельно якщо iншi параметри

системи заданi. Середнє значення потужностi втрат може бути знайдена

використовуючи вирази (1.54) та (1.46) у наступному виглядi

q = Ω̃2 sin2Θ. (1.55)

Тут потрiбно зробити зауваження: вираз (1.55) для малих кутiв прецесiї

даний результат спiвпадає з виразом отриманим Ксi та iн. у роботi [34] у

лiнiйному наближеннi.

Отриманi розв’язки системи (1.54) є стабiльними якщо hz0 6= 0 . У

зворотному випадку, стабiльна прецесiя має мiсце лише якщо виконується

умова Ω̃ ≤ hm . В свою чергу, коли Ω̃ > hm має мiсце так

звана неоднорiдна прецесiя, яка буде описана чисельно далi. Однак,

треба вiдзначити наступне. Якщо припустити, що умова θ = π/2 є

справедливою, та використовуючи вже вiдоме подання φ(t̃) = Ω̃t̃ − ψ(t̃) ,

можна записати

d2ψ

d2t̃
+

1

υ

dψ

dt̃
+
hm
υ

sinψ = 0. (1.56)

Це вiдоме рiвняння загасаючого маятника зi сталим обертовим моментом

[99].

Користуючись системою (1.54) та за умови hz0 > 0 , легко може бути

показано, що стацiонарний розв’язок детермiнiстичних рiвнянь руху (1.53)
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можна записати як

Θ

Φ


= arcsin


 1√

2

√
Γ2 −

√
Γ4 − 4Ω̃2h2m


 1/Ω̃

1/hm




 (1.57)

(Γ2 = Ω̃2 + h2m + h2z0 ). Також можна довести, що цей розв’язок є стiйким

по вiдношенню до малих збурень кутiв Θ and Φ . Таким чином, розв’язок

вихiдних диференцiальних рiвнянь (1.53) якщо h0z > 0 завжди прямує

до стацiонарних розв’язкiв, що задається рiвняннями (1.54) коли час

прямує до нескiнченностi ( t → ∞ . Зокрема, z -компонента безрозмiрної

намагнiченостi наночастинок на великих часових промiжках в mz = cosΘ

визначається як

mz =
1√
2Ω̃

√
2Ω̃2 − Γ2 +

√
Γ4 − 4Ω̃2h2m. (1.58)

Загалом, mz як функцiя параметрiв Ω̃ , hm and hz0 демонструє схильну

до насичення поведiнку: mz → hz/
√
h2m + h2z0 як Ω̃ → 0 , mz → 1 як

Ω̃ → ∞ , hm → 0 або hz0 → ∞ , та mz → 0 як hm → ∞ . В той самий час,

залежнiсть mz on Ω̃ та hm за умови hz → 0 не є абсолютно очевидною.

Справдi, з рiвняння (1.58) можна показати

µ = lim
hz0→0

mz =




0, Ω̃/hm < 1
√
1− (Ω̃/hm)2, Ω̃/hm ≥ 1,

(1.59)

тобто, намагнiченiсть наночастинки вздовж вiсi z µ залежить вiд

спiввiдношення Ω̃/hm та, що бiльш важливо, поведiнка µ в областях

Ω̃/hm < 1 та Ω̃/hm ≥ 1 є зовсiм рiзною. Як проiлюстровано на рисунку

??, чисельних розв’язок вихiдних диференцiальних рiвнянь (1.53) чисельнi

данi пiдтверджують зазначенi аналiтичнi результати. Тут чисельнi

розрахунки проводились для наночастинок магнентита (γ -Fe2O3 ), що

зваженi у водi. У цьому випадку намагнiченiсть насичення наночастинок,

динамiчна в’язкiсть води i критична частота Ωcr за кiмнатної температури

T = 298K мають значення вiдповiдно 4πM = 3.89×103 Гс, η = 8.90×10−3
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Рисунок 1.3 – Намагнiченiсть наночастинки µ вздовж вiсi z та середня
кутова швидкiсть обертання χ як функцiя вiд спiввiдношення частоти
та амплiтуди Ω̃/hm . Суцiльна крива подає аналiтичнi результати (1.59)
and (1.61), а маркери показують вiдповiднi чисельнi значення отриманi за
наступних умов t = 107τ1 шляхом чисельного розв’язку рiвняння (1.15)
для частинок магнетиту. Чисельнi значення µ and χ , були отриманi для
hz = 10−3 та hz0 = 0 , вiдповiдно, та не залежать вiд початкових значень
полярного та азимутального кутiв θ(0) and ψ(0) .

П та Ωcr = 1.79× 106 с−1 , вiдповiдно.

Рiвняння (1.59) у випадку hz0 = 0 має бiльш простий, але цiкавий

розв’язок. Якщо Ω̃/hm < 1 то з рiвняннь (1.54) та (1.57) можна отримати

Θ =
π

2
, Φ = arcsin

(
Ω̃

hm

)
, (1.60)

та, як i у попередньому випадку, цi розв’язки є стiйкими. На противагу,

якщо справедлива умова Ω̃/hm ≥ 1 то тодi усталенi роз’вязки (1.53)

є перiодичними у часi з перiодом tst = πτ1/

√
Ω̃2 − h2m (перiодичний

режим обертання) [78]. Якщо бiльш точно, то в цьому випадку

кути θ(t) i ψ(t) змiнюються у спосiб θ(t + tst) = θ(t) and ψ(t +

tst) = π + ψ(t) . Використовуючи цi результати, видається можливим

визначити результуючу кутову швидкiсть частинки у такому виглядi χ =

(1/Ω) limt→∞ φ(t)/t . Далi, оскiльки φ(t̃) = Ω̃t̃ − ψ(t̃) , з наведеного

означення середньої швидкостi χ = 1 for Ω̃/hm < 1 та χ = 1 − π/(Ω̃t̃st)
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Рисунок 1.4 – Приклад усталених обертальних траєкторiй, що показують
залежнiсть вiд початкового значення полярного кута θ(0) . Чисельнi данi
отриманi шляхом розв’язання рiвняння (1.15) для параметрiв Ω̃ = 2.5 ,
hm = 1 , hz0 = 0 , ψ(0) = 0 , and θ(0) = 0.4 (a) , θ(0) = π/2 (b) ,
θ(0) = 2.7 (c) . На рисунках кути вимiрянi в радiанах, кут вiдставання
ψ(t) приведений до iнтервалу [0, π] , стрiлки показують часову еволюцiю
з часом, а виродження траєкторiї b вiдповiдає обертанню частинки у
площинi xy [тобто, θ(t) = π/2 ].

for Ω̃/hm ≥ 1 , або,

χ =




1, Ω̃/hm < 1

1−
√

1− (Ω̃/hm)2, Ω̃/hm ≥ 1.
(1.61)

Така залежнiсть швидкостi χ вiд Ω̃/hm також пiдтверджується чисельним

моделюванням, як показано на рисунку 1.3.

Порiвнянням виразу (1.61) зi спiввiдношенням (1.59), можна

простежити, що намагнiченiсть наночастинки µ aта її середня кутова

швидкiсть χ пов’язанi простим, але вартим вiдзнаки способом: µ+χ = 1 .

Слiд зазначити, що, хоча стацiонарна динамiка магнiтного моменту m at

hz0 = 0 and Ω̃/hm ≥ 1 може сильно залежати вiд початкового положення

цього вектору (див. Рис. 1.4 для iлюстрацiї), середня кутова швидкiсть

χ вiд початкового положення не залежить. Тому, умова µ + χ = 1 є

унiверсальною з тiєї точки зору, що визначається виключно вiдношенням

частоти i амплiтуди зовнiшнього поля Ω̃/hm та не залежить вiд початкових

умов θ(0) та ψ(0) .
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Щоб уникнути плутанини у тлумаченнi вищезазначеної умови,

спочатку нагадаємо, що за умови hz0 > 0 стацiонарнi розв’язки

диференцiальних рiвнянь (1.53), що задаються алгебраїчним рiвнянням

(1.54) є стiйкими для усiх значень вiдношення Ω̃/hm . У випадку, коли

mz визначається рiвнянням (1.58), χ = 1 та, якщо на додачу, mz

пiдкоряється виразу (1.59) якщо hz0 приймає невелику але ненульову

величину. На противагу, у випадку, коли hz = 0 , стацiонарний розв’язок

(1.60) рiвняння (1.53) є стабiльним за умови Ω̃/hm < 1 i цi рiвняння за

умови Ω̃/hm ≥ 1 мають перiодичнi салi розв’язки, то вираз для середньої

швидкостi задається виразом (1.61), тодi коли намагнiченiсть вздовж вiсi z

вiдсутня, або µ = 0 . Останнiй результат є прямим наслiдком виразу µ =

(1/tst)
∫ tst
0 dt cos θ(t) , який враховує всi iснуючi ров’язки рiвняння (1.53) за

умови Ω̃/hm ≥ 1 , та показує (якщо hz0 = 0 ) що жодне пiдмагнiчування,

зумовлене динамiчними ефектами, вiдсутнє. Таким чином, умова µ+χ = 1

є справедливою коли величина µ пов’язана з mz , коли hz0 ≪ 1 (але

не за умови hz0 = 0 ), а величина χ розраховується якщо hz0 = 0 .

Зазначимо в цьому контекстi, що режим обертання наночастинок, що iснує

при нескiнченно малих значеннях сталого поля hz0 , повнiстю руйнується

тепловими флуктуацiями.

1.3.2 Аналiтичнi результати детермiнiстичного наближення: дiя

лiнiйно-поляризованого поля

Для спрощення подальшого аналiзу, розглянемо зовнiшнє поле типу

(1.3b), що у безрозмiрному виглядi подається як

h(t) = ezhm cos(Ω̃t̃). (1.62)
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Пiсля пiдстановки виразу (1.62) у систему (1.7) рiвняння руху набуває

наступної форми:

d2θ

d2t̃
+

1

υ

dθ

dt̃
−
(
dφ

dt̃

)2

sin θ cos θ = −hm
υ

sin θ cos(Ω̃t̃),
(
d2φ

d2t̃
+

1

υ

dφ

dt̃

)
sin θ + 2

dθ

dt̃

dφ

dt̃
cos θ = 0.

(1.63)

З другого рiвняння системи (1.63) можна отримати

(
dφ

dt̃

)−1
d2φ

d2t̃
+

1

υ
= −2

dθ

dt̃

cos θ

sin θ
. (1.64)

Останнiй вираз може бути проiнтегрований

∣∣∣∣
dφ

dt̃

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
dφ(0)

dt̃

∣∣∣∣ sin
−2 θ exp

(
− t̃

υ

)
. (1.65)

Оскiльки азимутальний кут экспоненциально прямує до сталого значення,

подальший розгляд будемо проводити лише для полярного кута. тобто,

подальший рух будемо розглядати як плаский. Тому з першого рiвняння

системи (1.63) отримаємо

d2θ

d2t̃
+

1

υ

dθ

dt̃
= −hm

υ
sin θ cos(Ω̃t̃). (1.66)

Це рiвняння має наступний розв’язок у безiнерцiйному наближеннi ( I → 0 ,

θ̈ ≡ 0 )

tan(θ/2) = tan(θ0/2) exp

[
− sin(Ω̃t̃)

hm

Ω̃

]
, (1.67)

де θ0 є початкове значення полярного кута магнiтного моменту

m .Вiдзначимо, що схоже рiвняння вже зустрiчалося у роботi [35], однак

там воно використовувалося для описання сумiсної динамiки магнiтного

моменту в наночастинцi зi скiнченною анiзотропiєю та її механiчного

обертання як цiлого у лiнiйному наближеннi. Слiд зазначити, що там цей

вираз був отриманий в межах суперечливих базових рiвнянь.
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Користуючись (1.46), tсереднє значення потужностi втрат fв режимi

однорiдної прецесiї може бути записане як

q =
Ω̃2hm
2π

∫ Ω̃

2π

0

dt̃ tanh

[
hm

Ω̃
sin(Ω̃t̃)− x0

2

]
sin(Ω̃t̃), (1.68)

де x0 = ln
(
tan2 θ0/2

)
є константа, що визначається початковим станом

магнiтного моменту m .

1.3.3 Аналiтичнi результати детермiнiстичного наближення: межа

великих частот та лiнiйне наближення

Якщо виконується умова Ω̃ ≫ hm , магнiтний момент здiйснює

малi коливання. Точкою рiвноваги для таких коливань слугує початкове

положення магiнтного моменту, або її задає прикладене постiйне зовнiшнє

поле hz′0 . TДля спрощення подальшого аналiзу припустимо, що напрямок

постiйного поля hz′0 так само як i початкового положення вектора m

задається кутами θ0 та φ0 (див. Рис. 1.5). Статичне поле є не

перпендикулярним до змiнного поля, що розширює межi застосування

нашої моделi. Зокрема, в якостi поля hz′0 можна розглядати локальне

дипольне поле, яке iндукується всiма частинками в ферорiдини.

На рисунку 1.5 зображена нова (штрихована) координатна система,

що задається ортами (ex′, ey′, ez′ ). Така система нерухома, але повернута

вiдносно лабораторної на кути θ0 and φ0 . Змiнне поле (1.52) в цих

нових координатах може бути подано за допомогою матрицi повороту,

аналогiчної до (3.12), однак, записаної для змiнних θ0 and φ0 замiсть θ та

φ вiдповiдно. Якщо прийняти до уваги, що тут статичне поле колiнеарне до

вiсi z′ за визначенням (hz′0 = ez′hz′0 ), загальний вираз для поля набирає

вигляду

h
′ =




hm cos θ0 cosφ0 cos(Ω̃t̃) + ̺hm cos θ0 sinφ0 sin(Ω̃t̃)

−hm sinφ0 cos(Ω̃t̃) + ̺hm cosφ0 sin(Ω̃t̃)

hm sin θ0[cosφ0 cos(Ω̃t̃) + ̺ sinφ0 sin(Ω̃t̃)] + hz′0


 . (1.69)
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Рисунок 1.5 – Схематичне зображення наночастинки та систем координат,
що використовуються для опису високочастотного наближення.

Далi для зручностi припускаємо, що за умови ̺ = ±1 , рiвняння (1.69)

задає циркулярно-поляризоване поле, тодi як за умови ̺ = 0 задається

лiнiйно-поляризоване поле. Для опису малих коливань подамо вектор

магнiтного моменту в новiй системi координат як m
′ = ex′mx′ + ey′my′ +

ez′ . Далi зробимо припущення, що вiдповiдає лiнiйному наближенню

mx′, my′, ωx′, ωy′, ωz′ ∼ h та з точнiстю до членiв першого порядку з системи

(1.2) можна отримати

dmx′

dt̃
= ω̃y′,

dmy′

dt̃
= −ω̃x′,

dω̃x′

dt̃
=

1

υ
[my′hz′0 + hm sinφ0 cos(Ω̃t̃)−
−̺hm cosφ0 sin(Ω̃t̃)− ω̃x′],

dω̃y′

dt̃
=

1

υ
[−mx′hz′0 + hm cos θ0 cosφ0 cos(Ω̃t̃)+

+̺h cos θ0 sinφ0 sin(Ω̃t̃)− ω̃y′],

dω̃z′

dt̃
= −1

υ
ω̃z′.

(1.70)
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Розв’язок такої лiнiйної системи рiвнянь будемо шукати у стандартному

виглядi

mx′ = a cos(Ω̃t̃) + b sin(Ω̃t̃),

my′ = c cos(Ω̃t̃) + d sin(Ω̃t̃),

ω̃x′ = f cos(Ω̃t̃) + g sin(Ω̃t̃),

ω̃y′ = k cos(Ω̃t̃) + l sin(Ω̃t̃),

ω̃z′ = p cos(Ω̃t̃) + q sin(Ω̃t̃).

(1.71)

Пiдстановкою (1.71) в (1.70) та з урахуванням лiнiйної незалежностi

тригонометричних функцiй sin(Ω̃t̃) та cos(Ω̃t̃) , можна прямими

обчисленнями отримати вже алгебраїчнi рiвняння вiдносно лiнiйних

коефiцiєнтiв, що задають гармонiчнi коливання вектора m

a = −hm cos θ0
(υΩ̃2 − hz′0) cosφ0 + ̺Ω̃ sinφ0

Ω̃2 + (υΩ̃2 − hz′0)2
,

b = −hm cos θ0
̺(υΩ̃2 − hz′0) sinφ0 − Ω̃ cosφ0

Ω̃2 + (υΩ̃2 − hz′0)2
,

c = hm
(υΩ̃2 − hz′0) sinφ0 − ̺Ω̃ cosφ0

Ω̃2 + (υΩ̃2 − hz′0)2
,

d = −hm
̺(υΩ̃2 − hz′0) cosφ0 + Ω̃ sinφ0

Ω̃2 + (υΩ̃2 − hz′0)2
.

(1.72)

Нарештi, пiсля пiдстановки виразiв (1.71) та (1.72) у вираз для потужностi

втрат (1.46) з подальшим iнтегруванням останнього, фiнальний вираз для

потужностi втрат можна записати як

q =
Ω̃2h2mD

2[Ω̃2 + (υΩ̃2 − hz′0)2]
, (1.73)

де

D = cos2 θ0(cos
2 φ0 + ̺2 sin2 φ0) + ̺2 cos2 φ0 + sin2 φ0 (1.74)
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є параметром, який визначається початковим положенням магнiтного

моменту. Проаналiзуємо вираз (1.73). 1) У випадку, коли прикладене

циркулярно-поляризоване поле, вираз для параметр набуває вигляду D =

1 + cos2 θ0 (1 ≤ D ≤ 2 ). В той самий час для лiнiйно-поляризованого

поля D = cos2 φ0(cos
2 θ0 − 1) + 1 (0 ≤ D ≤ 1 ). Таким чином, циркулярно-

поляризоване поле є , як мiнiмум, вдвiчi ефективнiшим з точки зору енергiї,

яка поглинається порiвняно з лiнiйно-поляризованим полем за умови, що

Ω̃ ≫ hm . 2) Коли hz′0 = 0 , осциляцiї вiдбуваються навколо початкового

положення, тому потужнiсть втрат визначається в тому числi величиною

θ0 . 3) Коли виконується умова hz′0 ≫ Ω̃ , потужнiсть втрат залежить

вiд величини постiйного поля, а також амплiтуди та частоти змiнного

поля: асимптотичнi вирази мають вигляд q ∼ Ω̃2h2m/h
2
z′0 . 4) В iншому

випадку, для малих значень постiйного поля hz′0 ≪ Ω̃ , асимптотики мають

вигляд q ∼ h2m що означає, що потужнiсть залежить лише вiд параметрiв

змiнного поля. Отаннi вiдомостi дають додаткову можливiсть керування

величиною потужностi втрат постiйним полем hz′0 у широкому дiапазонi

частот (див. рисунок 1.6). 5) Нарештi, якщо частинка достатньо мала, або

якщо частота достатньо велика ( Ω̃ ≫ 1/υ ), то асимптотичне значення

потужностi втрат має вигляд q ∼ h2m/(υ
2Ω̃4) . Таким чином, ефекти,

що зумовленi iнертними властивостями наночастинки мають мiсце коли

виконується умова Ω̃ > 1/υ або має мiсце ще одне характерне значення

частоти ΩI = Ωcr/υ : ΩI ≈ 3.83 · 1010 Гц. для вже згаданих наночастинок

магхемiту R = 20nm [80]). Данi оцiнки близькi до наведених ранiше у

роботi [41]. Таким чином, якщо виконується умова Ω ≪ ΩI , iнерцiйним

доданком в рiвняннях руху (1.2) можна знехтувати i послуговуватися

спрощеним рiвнянням

ṁ =
τr
τ 20

ω× (m× h), (1.75)



48

1.0e-4 1.0e-2 1.0e+0 1.0e+2 1.0e+4 1.0e+6 1.0e+8

1.0e-9

2.0e-9

3.0e-9

4.0e-9

5.0e-9

h = 0.01z

h = 0.1z

reduced field frequency

re
d

u
c
e

d
 p

o
w

e
r 

lo
s
s

Рисунок 1.6 – Результати: Потужнiсть втрат для високочастотного
наближення, отримано за допомогою виразу (1.73). На частинку дiє
циркулярно-поляризоване поле виду (1.52). Значення параметрiв системи
вибранi такими, що вiдповiдають магхемiту магхемiту [80] з наступними
параметрами: середнiй радiус R = 20nm , намагнiченiсть M = 4.25 · 103
Гс, η = 5 · 10−2 П, ̺ = 1 , h = 0.05 , θ0 = 0.01 . Простежується можливiсть
контролювати потужнiсть q(Ω̃) сталим полем hz′0 .

або в сферичних координатах

θ̇ = cos θ(hx cosφ+ hy sinφ)− hz0 sin θ,

φ̇ =
1

sin θ
(hy cosφ− hx sinφ). (1.76)

1.3.4 Чисельнi результати детермiнiстичного наближення: загальний

випадок

Для пiдтвердження аналiтичних результатiв, отриманих вище,

опишемо поведiнку потужнiсть втрат у всьому дiапазонi парамтерiв,

aта вiзуалiзуємо данi за допомогою чисельного моделювання. Така

процедура здiйснюється за допомогою рiвняння (1.15) та метода Ругнге-

Кутти 4-го порядку. Проаналiзуємо спочатку випадок дiї циркулярно-

поляризованого поля, див. вираз (1.52), ̺ = 1 . Як можна побачити з

аналiтичних результатiв, отриманих вище, за умови hm > Ω̃ , частинка

здiйснює однорiдну прецесiю i весь внесок у потужнiсть втрат вiдбувається
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завдяки лише обертальному руху. Обертання вiдбувається з частотою

поля, тому втрати визначаються кiнетичною енергiєю частинки. Тому

легко зрозумiти, що у цьому випадку q ∼ Ω̃2 , що й пiдтверджується

чисельно. Якщо ж hm ≪ Ω̃ , мають мiсце обертальнi коливання,

що вiдбуваються, знову ж таки, з частотою зовнiшнього поля, однак

їх амплiтуда зменшується прямопропорцiйно до частоти. Саме тому у

зазначеному випадку величина q практично не залежить вiд Ω̃ . Цей

факт також пiдтверджено чисельним моделюванням. У той самий час,

коли hm < Ω̃ та hm ∼ Ω̃ , динамiка стає бiльш складною. Це проявляється

у генерацiї неоднорiдного прецесiйного режиму так само як i у випадку

динамiки магнiтного моменту в нерухомiй наночастинки з одноосьовою

анiзотропiєю [98, 100]. В цьому режимi кут θ магнiтного моменту

змiнюється перiодично у часi, при цьому перiод таких змiн не спiвпадає

з перiодом зовнiшнього поля. Подiбнi осциляцiї демонструє кут φ разом

iз лiнiйним зростанням у часi. Цей тип руху характеризується меншою

миттєвою кутовою швидкiстю наночастинки, що призводить до зменшення

втрат потужностi. Воно виражається в значному зменшеннi на залежностi

q(Ω̃) для фiксованої амплiтуди hm , коли частота досягає значення Ωcr .

Результати чисельних обрахункiв поданi у формi "тривимiрний водоспад"

показанi на рисунку 1.7.

Тобто, на противагу випадку нанчастинка жорстко зафiксована

в твердiй матрицi, частотна залежнiсть потужностi втрат q(Ω̃) не

демонструє резонасний характер та має ненульове асимптотичне значення

потужностi для великих частот. Даний факт може бути поясненим у

наступний спосiб. Якщо зростає частота поля, середня кутова швидкiсть

наночастинки прямує до нуля, i частинка лише коливається навколо

початкового положення. Частота таких коливань визначається лiнiйним

наближенням та прямує до частоти поля Ω̃ . При цьому амплiтуда поля у

вiдповiдностi до виразiв (1.72), на противагу, зростає лiнiйно з частотою.

Обидвi зазначенi тренди компенсують один одного, в результатi чого q

прямує до величини, знайденої у лiнiйному наближеннi (1.73), яке не

залежить вiд частоти (див. Рис. 1.7).

Iншою особливiстю неоднорiдного режиму є залежнiсть траєкторiї
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Рисунок 1.7 – Результати чисельного знаходження потужностi втрат
для рiзних початкових умов: θ0 = 0.01 (а), θ0 = π/2 − 0.01 (б).
Прикладено циркулярно-поляризоване поле (1.52). Значення параметрiв
системи вибранi такими, що вiдповiдають магхемiту магхемiту [80] з
наступними параметрами: середнiй радiус R = 20nm , намагнiченiсть
M = 4.25 · 103 Гс, η = 5 · 10−2 П, ̺ = 1 . Спостерiгається насичений
характер частотних залежностей потужностi втрат та зменшення величини
q(Ω̃) завдяки генерацiї неоднорiдної прецесiї.
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вiд початкових умов m . Цей факт викликаний вiдсутнiстю будь-

яких локальних мiнiмумiв, якi можуть захопити магнiтний момент, коли

зовнiшнє поле вимикається. Така рiзниця призводить до залежностi втрат

потужностi q вiд θ0 , аналогiчно до випадку великих частот. Асимптотичнi

значення визначаються виразом нi значення визначаються виразом (1.73),

що пiдтврджується чисельним моделюванням. Тут i далi розглядаються

двi граничнi ситуацiї θ0 → π/2 , i θ0 → 0 . Особливої уваги заслуговує

перший випадок. Тут справедливостi рiвняння (1.56) обґрунтовується

чисельно: лише кут φ змiнюється в часi, в той час як θ залишається

незмiнним i дорiвнює θ0 = π/2 .

Вплив статичного поля на динамiку магнiтного моменту полягає,

по-перше, у частковому закрiпленнi m вздовж напрямку статичного

поля h0 . Таке закрiплення призводить до зменшення рухливостi

магнiтного моменту i його реакцiї на змiнне поле. Очевидно, що

змiни у значеннi q визначатимуться напрямком статичного поля вiдносно

змiнного. Слiд зазначити, що оскiльки статичне поле встановлює нову

так звану "точку тяжiння" для магнiтного моменту m , залежнiсть

траєкторiй вiд початкового положення магнiтного моменту, коли умова

hm < Ω̃ порушується. Вищевикладене дає можливiсть зменшити втрати

потужностi, або, навпаки, посилити її за допомогою статичного поля.

Розглянемо найпростiшi та найбiльш показовi ситуацiї: статичне поле

лежить в площинi поляризацiї (h0 = (hx0, 0, 0) ) i перпендикулярно до

нього (h0) = (0, 0, hz0) ). Також ми припускаємо, що перед тим, як

прикласти статичне поле h0 встановлюються стабiльнi режими прецесiї

m для початкових умов θ0 → π/2 або θ0 → 0 . Таким чином, можливi

наступнi випадки (див. Рис. 1.8).

1) θ0 → π/2 , h0 = (0, 0, hz0) . Якщо hz0 ≪ h , статичне поле

доволi слабко впливає на потужнiсть втрат q якщо m здiйснює однорiдну

прецесiю (за умови Ω̃ < hm ). Та в той самий час, завдяки пригнiченню

неоднорiдного режима для бiльших частот ( Ω̃ > hm ), статичним полем

h0 = (0, 0, hz0) спостерiгається зростання q (на рисунку 1.8 це видно

завдяки спiввiдношенню синьої суцiльної та червоної штрихованої лiнiй).

Цей ефект вартий спецiальної уваги, однак вiн руйнується при достатньо
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Рисунок 1.8 – Порiвняння чисельних результатiв для втрат потужностi,
отриманих для рiзних початкових умов i додаткових статичних полiв.
Прикладено циркулярно-поляризоване поле (1.52). Значення параметрiв
системи вибранi такими, що вiдповiдають магхемiту [80] з наступними
параметрами: середнiй радiус R = 20 нм, намагнiченiсть M = 4.25 · 103
Гс, η = 5 · 10−2 П, h = 0.05 , ̺ = 1 . Кривi, отриманi для стабiльних
режимiв при вiдсутностi статичного поля, показанi синiм кольором. Кривi,
отриманi пiсля прикладання статичного поля (нечутливi до початкових
умов), показанi червоним кольором. Результати свiдчать про можливiсть
контролю швидкостi нагрiвання за допомогою статичного поля.
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великих значеннях статичних полiв (hz0 ∼ hm ) через те, що магнiтний

момент m блокується взагалi статичним полем (див. спiввiдношення

синьої суцiльної та червоної точкової лiнiй на рисунку 1.8).

2) θ0 → π/2 , h0 = (hx0, 0, 0) . If hx0 < hm , статичне поле

h0 не впливає суттєво на потужнiсть втрат, оскiльки воно здатно як

прискорювати, так i гальмувати магнiтний момент m залежно вiд фази

змiнного поля h(t) . В результатi, цi два ефекти (прискорення та

уповiльнення) компенсують один одного. Однак коли hx0 ≥ hm , m

завжди коливається навколо постiйного поля h0 у площинi xoy замiсть

того, щоб обертатися, що призводить до зменшення q для усього дiапазону

частот: див. спiввiдношення синьої штрих-пунктирної та червоної

короткоштрихованої лiнiї на рисунку 1.8.

3) θ0 → 0 , h0 = (hx0, 0, 0) . Головний ефект вiд статичного поля h0 =

(hx0, 0, 0) полягає у зменшеннi кiлькостей ступенiв вiльностi для магнiтного

моменту m . Коли прикладене поле типу hx0 лише азимутальний кут

φ змiнюється, що зумовлює зменшення кутової швидкостi обертання

наночастинки та, як наслiдок, потужностi втрат. Це особливо виражено

коли hx0 > hm порiвняно з випадком вiдсутностi статичного поля, коли m

початково спрямований перпендикулярно до площини поляризацiї змiнного

поля. Можне спостерiгати вiдповiднi залежностi потужностей втрат q(Ω̃)

рiзняться в багато разiв якщо Ω̃ ∼ hm та в два рази and для великих

значень частоти ( Ω̃ ≫ hm ), дивись рiзницю мiж синьою суцiльною та

червоною дрiбноштрихованою кривими на рисунку 1.8.

4) θ0 → 0 , h0 = (0, 0, hz0) . Дана ситуацiя характеризується

збiльшенням потужностi втрат за допомогою статичного поля незалежно

вiд його значення у випадку, коли Ω̃ ≫ hm . У iншому випадку, коли

Ω̃ < hm , достатньо слабке постiйне поле (hz0 < hm ) не впливає на

величину потужностi втрат (див. синю штрих-пунктирну лiнiю та червону

довогштриховану лiнiю на рисунку 1.8). Якщо hz0 > hm , статичне поле

зменшує q , див. синю штрих-пунктирну та червону точкову лiнiї на

рисунку 1.8.

Розглянемо тепер результати дiї лiнiйно-поляризованого поля.

Для кращої порiвнянностi отриманих результатiв визначимо лiнiйно
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поляризоване поле за допомогою виразу (1.52), коли ̺ = 0 . Результати

моделювання показанi у стилi "тривимiрний водоспад" показанi на рисунку

??. По-перше, тут залежнiсть вiд початкових умов має мiсце для

всiх параметрiв змiнного поля, тодi як у попередньому випадку режим

однорiдної прецесiї до них не чутливий. Крiм того, лiнiйна поляризацiя

змiнного поля призводить до додаткової залежностi вiд початкового

азимутального кута φ0 . Але, насправдi, цей факт не носить нiяких нових

ефектiв, i далi ми завжди будемо вважати що φ0 = 0 . Коли зовнiшнє

поле коливається вздовж напрямку, що перпендикулярний початковому

положенню m , або θ0 → 0 , потужнiсть втрат зростає монотонно впритул

до значень, що вiдповiдають заданим виразом (1.73). В зворотному

випадку коли, θ0 → π/2 , змiнне поле прикладене вздовж початкового

положення магнiтного моменту, залежнiсть q(Ω̃) є унiмодальною, i умова

q → 0 зберiгається для достатньо великих частот Ω̃ . Це може бути

поясенне занадто малим занченням крутного моменту, що дiє на магнiтний

момент в початковому станi якщо змiнне поле має вигляд h(t̃) =

exhm cos(Ω̃t̃) . Таким чином, наночастинка зберiгає початкове положення i

не реагує на змiнне поле.

Вплив статичного поля на втрати потужностi тут також сильно

залежить вiд напрямку цього поля вiдносно початкового положення

магнiтного моменту i лiнiйно поляризованого поля. Випадки збiгу вихiдних

положень i статичних полiв ( θ0 → 0 , h0 = (0, 0, hz0) and θ0 → π/2 ,

h0 = (hx0, 0, 0) ) показанi на рисунку 1.10. Можна бачити, що статичне

поле зменшує втрати потужностi тут, тому що пригнiчує вiдгук m на

поле h(t̃) = exh cos(Ω̃t̃) (дивись положення штрих-пунктирної синьої

лiнiї вiдносно червоної короткоштрихованої лiнiї та положення синьої

суцiльної лiнiї вiдносно червоної довгоштрихованої лiнiї на рисунку 1.10).

Збiльшення величини q через статичне поле можливе для не дуже малих

частот, коли початкова позицiя m близька до лiнiї дiї поля h ( θ0 → π/2 ),

але статичне поле намагається збiльшити кут мiж ними (див. червону

довго-штрихову i синi штрих-пунктирну лiнiї на рис. 1.10).

Тому, можна зробити висновок, що статичне поле може збiльшувати

втрати потужностi, коли воно застосовується перпендикулярно до змiнного
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Рисунок 1.9 – Порiвняння чисельних результатiв для втрат потужностi,
отриманих для рiзних початкових умов i додаткових статичних полiв.
θ0 = 0.01 (верхнє зображення), θ0 = π/2 − 0.01 (нижнє зображення).
Прикладено лiнiйно-поляризоване поле (1.52) (̺ = 0 ). Значення
параметрiв системи вибранi такими, що вiдповiдають магхемiту магхемiту
[80] з наступними параметрами: середнiй радiус R = 20 нм, намагнiченiсть
M = 4.25 · 103 Гс, η = 5 · 10−2 П, hm = 0.05 . Спостерiгається сильна
залежнiсть вiд початкових умов магнiтного моменту.
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Рисунок 1.10 – Порiвняння чисельних результатiв для втрат потужностi,
отриманих для рiзних початкових умов i додаткових статичних полiв.
Прикладено лiнiйно-поляризоване поле (1.52) (̺ = 0 ). Значення
параметрiв системи вибранi такими, що вiдповiдають магхемiту магхемiту
[80] з наступними параметрами: середнiй радiус R = 20 нм, намагнiченiсть
M = 4.25 · 103 Гс, η = 5 · 10−2 П, hm = 0.05 . Результати свiдчать
про можливiсть контролю швидкостi нагрiвання за допомогою статичного
поля.

поля. Цей факт дає нам ще одну можливiсть контролювати швидкiсть

нагрiвання.

Порiвняння втрат потужностi для рiзної поляризацiї поля показано

на Рис. 1.11. Видно, що для малих частот лiнiйна поляризацiя

продукує значно бiльшi втрати потужностi для тих же параметрiв

поля i початкових умов. Цей досить несподiваний результат можна

пояснити наступним чином. Хоча циркулярно-поляризоване поле обертає

магнiтний момент наночастинки з частотою поля, лiнiйно поляризоване

поле iнвертує напрямок m двiчi протягом перiоду поля. Швидкiсть

останнього переорiєнтацiйного руху, по сутi, визначається характерним

часом реакцiї наночастинок у зовнiшньому полi. У даному випадку вiн

менший, нiж перiод поля. Таким чином, переорiєнтацiя вiдбувається

швидше, нiж змiнюється поле, що призводить, вiдповiдно, до бiльшого

споживання енергiї. Коли частота зростає, перiод поля стає меншим,

нiж характерний час реакцiї наночастинок, i m тепер не має достатньо

часу на повну переорiєнтацiю i вищенаведение ефект зникає. Тому
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Рисунок 1.11 – Порiвняння чисельних результатiв для втрат потужностi,
отриманих для рiзних поляризацiй змiнного поля. Значення параметрiв
системи вибранi такими, що вiдповiдають магхемiту магхемiту [80] з
наступними параметрами: середнiй радiус R = 20 нм, намагнiченiсть
M = 4.25 · 103 Гс, η = 5 · 10−2 П, hm = 0.05 . Пiдтверджується перевага
лiнiйно-поляризованого поля на малих частотах з точки зору потужностi
поглинання.

циркулярно поляризоване поле тут дає бiльшi втрати енергiї порiвняно з

лiнiйно поляризованим. В iнших випадках для нагрiвальних цiлей перевага

циркулярно поляризованого поля над лiнiйно поляризованою очевидна i

випливає з наведеного вище аналiзу.

1.4 Вплив термостату на обертальну динамiку

наночастинки

Очевидно, що тепловi флуктуацiї розмивають обертальнi траєкторiї

наночастинки i пригнiчують її вiдгук на зовнiшнє поле. Це є причиною

падiння втрат потужностi з температурою. I швидкiсть цього падiння

викликає великий iнтерес як з теоретичного, так i з практичного погляду.

З цiєю метою пряме iнтегрування рiвнянь руху, якi є стохастичними,

тут не пiдходить. Тому аналiтичнi оцiнки проводяться статистично,

використовуючи функцiю щильностi ймовiрностi та формалiзму рiвняння

Фоккера-Планка, див. рiвняння (1.32). Через труднощi в точному

iнтегруваннi рiвняння (1.32) у випадку дiї змiнного перiодичного поля,
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його розв’язок часто шукають в рiзних наближеннях, таких як наближення

ефективного поля [41], де форма розподiлу вiдповiдає розподiлу в

статичному полi або стацiонарний розв’язок в лiнiйному наближеннi

вiдносно доданкiв з κΩ̃ [88]. Примiтно, що у випадку дiї лiнiйно-

поляризованого поля (1.3b), рiвняння Фоккера-Планка (1.32) можна

знайти точно у виглядi рядiв [45]. Тут ми пiдбиваємо пiдсумки всiх

результатiв у контекстi проблеми втрат потужностi та пiдтверджуємо їх

чисельно, на базi виведених ефективних рiвнянь (1.40).

1.4.1 Аналiтичнi i чисельнi результати стохастичного наближення:

дiя циркулярно-поляризованого поля

У випадку дiї циркулярно поляризованого поля, наближений розв’язок

рiвняння Фоккера-Планка (1.32) заснований на синхронному (в середньому

сенсi) обертаннi m разом з h
ext [88]. Перехiд вiд азимутального кута

φ до кута вiдставання ψ = φ − Ω̃t̃ дозволяє нам подати стацiонарний

розв’язок Pst рiвняння Фоккера-Планка (1.32) як функцiю двох змiнних

Pst = Pst(θ, ψ) . Оскiльки ∂Pst/∂t̃ = Ω̃∂Pst/∂ψ , ми можемо знайти

рiвняння для стацiонарної щiльностi ймовiрностi Pst безпосередньо з (1.32)

Ω̃
∂Pst

∂ψ
+

+
∂

∂θ

[
hm cosψ cos θ − hz sin θ +

cot θ

κ

]
Pst

+ sin2 θ
∂

∂ψ
hm sinψPst −

1

κ

∂2Pst

∂θ2

− 1

κ

1

sin2 θ

∂2Pst

∂ψ2
= 0. (1.77)

За умови, що κΩ̃ ≪ 1 , стацiонарна щiльнiсть ймовiрностi Pst може бути

подана в лiнiйному наближеннi вiдносно до доданкiв пропорцiйних до κΩ̃

Pst = (1 + κΩ̃F )P0, (1.78)
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де

P0 =
1

Z
sin θ exp [κhm(sin θ cosψ−hz cos θ)] ,

Z =

∫ π

0

dΘ

∫ 2π

0

dψ sin θ exp [κhm(sin θ cosψ−hz cos θ)] .

(1.79)

Надалi ми обмежимося випадком, коли hz = 0 i κhm ≪ 1 . Користуючись

виразом (1.79) та (1.77), легко показати, що з точнiстю до членiв першого

порядку шодо κhm невiдома функцiя F визначається рiвнянням

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂F

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2F

∂ψ2
= −κhm sin θ sinψ. (1.80)

Розв’язок цього рiвняння досить простий

F =
1

2
κhm sin θ sinψ. (1.81)

Враховуючи, що з квадратичною точнiстю щодо κhm , постiйну

нормалiзацiї в рiвняннi (1.79) можна записати як Z = 4π(1 + κ2h2m/6) i

тодi

P0 =
sin θ

4π

[
1 + κhm sin θ cosψ

− κ2h2m
6

(
1− 3 sin2 θ cos2 ψ

) ]
, (1.82)

з (1.78) можна легко отримати

Pst =
sin θ

4π

[
1+κhm sin θ cosψ − κ2h2m

6

(
1−3 sin2 θcos2 ψ

)]

+
1

8π
κ2hmΩ̃sin

2 θsinψ. (1.83)

Втрати потужностi q у випадку дiї циркулярно-поляризованого поля

також отримуються прямою пiдстановкою виразу (1.83) у (1.49). Зрештою,
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ми отримуємо наступну формулу

q =
1

6
h2mΩ̃

2κ2. (1.84)

Головною особливiстю останнього виразу є квадратична залежнiсть вiд

амплiтуди hm , що не характерно для випадку вiдсутностi шуму, див. вираз

(1.55). Тут уваги заслуговує квадратична залежнiсть саме вiд параметруκ

i означає, що втрати потужностi залежать вiд температури як T−2 . Тут

ми пiдкреслюємо, що (1.84) не застосовується для малих iнтенсивностей

теплового шуму, коли κ≫ 1 .

Щоб перевiрити нашi аналiтичнi висновки та побачити область

застосування отриманого результату, було виконано моделювання на основi

чисельного iнтегрування ефективних стохастичних рiвнянь (1.40). Для

верифiкацiї нашого чисельного iнструменту спочатку пiдрахуємо величину

Σ =
8π

κ2h2m
(Pst − P0)|Ψ=π/2. (1.85)

Вiдповiдно до рiвняння (1.82), ця величина характеризує рiзницю мiж

усталеним (коли Ω̃ 6= 0 ) та рiвноважним (коли Ω̃ = 0 ) щiльностями

ймовiрностi Ψ = π/2 та виражається як Σ = (Ω̃/hm) sin
2Θ . Чисельнi

результати для Σ як функцiї кута Θ одержанi шляхом чисельного

розв’язання рiвнянь (1.40) для τ1 = 5.56 × 10−7 c, κ = 8 , hz0 = 0 та

рiзних значень характеристик поля hm and Ω̃ . Розв’язки цих рiвнянь,

або пари кутiв θn = θ(t̃n) and ψn = ψ(t̃n) , визначаються для моментiв

часу t̃n = 105 + n∆t̃ (тут 105 – так званий час очiкування, необхiдний

для завершення перехiдних процесiв та досягнення усталеного режиму),

n = 1, N , N = 1011 та ∆t̃ = 10−2 . Нарештi, чисельнi значення щiльностi

ймовiрностi Pst|Ψ=π/2 та P0|Ψ=π/2 вираховуються як NM|Ω̃ 6=0/(∆Θ∆ΨN)

та NM|Ω̃=0/(∆Θ∆ΨN) , вiдповiдно. Тут, NM число пар (серед загальної

кiлькостi N пар), що задовольняють умовам θn ∈ [M∆Θ − ∆Θ,M∆Θ]

та ψn ∈ [π/2 − ∆Ψ/2, π/2 + ∆Ψ/2) , в яких параметр M , ∆Θ та ∆Ψ

вибранi як M = 1, 155 and ∆Θ = ∆Ψ = π/155 (також вiдзначимо що
∑

MNM = N ).

Як показано на рисунку 1.12, результати моделювання Θ -залежностi
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Рисунок 1.12 – Залежнiсть Σ вiд Θ для Ω̃/hm = 0.5 (1) та

Ω̃/hm = 1.5 (2). Суцiльна крива вiдповiдає теоретичним результатам
Σ = (Ω̃/hm) sin

2Θ а маркери вiдповiдають значенням Σ , знайденим
чисельно.Останнi отриманi з використанням рiвняння (1.40) для hm =

2.5 × 10−2 , Ω̃ = 1.25 × 10−2 (1) та Ω̃ = 3.75 × 10−2 (2); iншi параметри
зазначенi за текстом.

Σ дуже добре узгоджуються з деортеичними прогнозами, що дозволяє

зробити такi висновки. По-перше, роз’вязок (1.82) рiвняння Фокера-

Планка (1.77) правильно описує довготривалу поведiнку обертального

руху наночастинок в в’язкiй рiдинi. По-друге, оскiльки рiзниця

(Pst − P0)|Ψ=π/2 має другий порядок точностi вiдносно κhm , ефективнi

рiвняння Ланжевена (1.40) можуть бути використанi для прогнозування

i дослiдження бiльш "тонких" ефектiв у обертовому русi. I по-

третє, подання Pst = Pst(Θ,Ψ) , що є ключовим припущенням нашого

аналiзу, виконується не тiльки на Ω̃/hm < 1 (як це очiкується з

розгляду детермiнiстичного наближення, коли тепловими флуктуацiями

знехтувано), але й також коли Ω̃/hm ≥ 1 . Останнє означає, що можлива

наявнiсть неоднорiдної прецесiї не впливає на сталу щiльнiсть ймовiрностi

Pst .

Чисельним розв’язанням рiвняння (1.40) далi визначаються середнi

значення намагiнченостi наночастинки та середнє значення її кутової

швидкостi, 〈µ〉 та 〈χ〉 . Обчислення проводились у такий спосiб: 〈µ〉 =

(1/l)
∑l

i=1 cos θi та 〈χ〉 = 1 − (1/l)
∑l

i=1ψi/(Ω̃t̃sim) , де θi = θi(t̃sim)

та ψi = ψi(t̃sim) значення кутових координат на i -му запуску, t̃sim

час моделювання, and l є кiлькiстю запускiв процедури чисельного
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розрахунку. В даному випадку були обранi такi значення параметрiв:

t̃sim = 106 та l = 105 ; iншi ж параметри аналогiчнi, тим, що

використовувалися пiд час одержання даних для рисунка 1.3. Тут важливо

зазначити, що коли t̃sim приймає достатньо великi значення, статистичнi

властивостi кутiв θi та ψi не залежать вiд початкових умов.

Далi, з використанням аналогiчного пiдходу було встановлено, що

〈µ〉 = 0 для всiх скiнчених значень парамтера κ , який, нагадаємо,

оберненопропорцiйний до температури. На перший погляд, цей результат

не узгоджується з поведiнкою µ для детермiнiстичного наближення (коли

κ = ∞ ), див. Рис. 1.3, оскiльки 〈µ〉 для великих значень κ мають

прямувати до µ . Та якщо µ визначається чисельним способом для малих

(але ненульових) значень зовнiшнього сталого поля hz0 (або, hz0 = 10−3

на рисунку 1.3), то, з рештою, 〈µ〉 за κ ≫ 1/hz0 й справдi прямує до µ .

Однак, коли µ є математично визначеною величиною за умови hz → 0 ,

таке трактування безпiдставне для будь-яких скiнчених κ . Фактично,

перiодичний режим обертання наночастинки, який iснує у наближеннi

нульової температури за умови hz0 = 0 та Ω̃/hm ≥ 1 , руйнується:

limhz0→0± mz = ±µ . Термiчний крутний момент довiльної потужностi

повнiстю руйнує цей режим, приводячи до того, що 〈µ〉 = 0 .

Вплив теплового крутного моменту на середню кутову частоту

обертання наночастинки, що збуджується зовнiшнiм циркулярно-

поляризованим полем (за умови hz0 = 0 ), проiлюстровано на Рис. 1.13.

Як видно, середня кутова частота 〈χ〉 сильно залежить вiд теплового

крутного моменту (чим менше параметр κ , тим бiльше випадковий

крутний момент) та виявляє досить виражену залежнiсть вiд частоти

зовнiшнього поля Ω̃ . Оскiльки виконується умова 〈µ̃1,2(t̃)〉 = 0 , див.

рiвняння (1.40), залежнiсть 〈χ〉 вiд κ та Ω̃ є виключно нелiнiйним

ефектом. Найбiльш яскравим його проявом є те, що тепловi флуктуацiї

можуть збiльшувати i зменшувати кутову частоту наночастинок порiвняно

з детермiнованим випадком. Зокрема, якщо Ω̃c є розв’язком рiвняння

ǫ = 0 ( ǫ = 〈χ〉|κ=∞ − 〈χ〉 ) вiдносно Ω̃ , тодi тепловi коливання зменшують

частоту обертання ( ǫ > 0 ) коли Ω̃ < Ω̃c , та збiльшують їх ( ǫ < 0 ) коли

Ω̃ > Ω̃c (див. Рис. 1.14). Зазначимо, що Ω̃c зростає разом з тим як |min ǫ|



63

2

3

2

3

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0.0

0.5

χ

0.0

<

<

Ω

κ = ∞
κ = 5
κ = 2
κ = 1

1

1

Рисунок 1.13 – Середнє значення безрозмiрної кутової швидкостi

обертання наночастинки 〈χ〉 , як функцiя безрозмiрної частоти Ω̃ якщо
hz0 = 0 , hm = 1 та рiзних значень iнтенсивностi теплового шуму
κ . Суцiльнi лiнiї отриманi шляхом чисельного розв’язання стохастичних
рiвнянь (1.40), а штрихована лiнiя одержана прямим обчисленням
вiдповiдно виразу (1.61), що вiдповiдає детермiнiстичному наближенню
( 〈χ〉|κ=∞ = χ ).

зменшується з зi зменшенням κ , та ǫ прямує до нуля зi збiльшенням

частоти Ω̃ .

Далi, прямим чисельним розв’язком ефективних рiвнянь Ланжевена

(1.40), дослiджуємо роль теплового випадкового обертального моменту в

динамiцi наночастинок для випадку hz0 6= 0 . Перш нiж приступити

до аналiзу теплових ефектiв, нагадаємо, що в детермiнiстичному

випадку стацiонарна динамiка наночастинок має прецесiйний характер, що

описується постiйними кутом прецесiї та кутом вiдставання (1.57). Як

наслiдок, в цьому випадку безрозмiрна швидкiсть обертання χ = 1 , або

можна казати, що частинка обертається з частотою зовнiшнього поля, а

z -компонента безрозмiрного магнiтного моменту задається виразом (1.58).

Оскiльки рiвняння (1.40) нелiнiйнi, крутний момент вiд випадкових

термiчних сил суттєво впливають на осередненi характеристики

прецесiйного руху наночастинки. Зокрема, завдяки такiй дiї, середня

кутова частота прецесiї стає менше частоти зовнiшнього магнiтного поля,

тобто, 〈χ〉 < 1 для усiх скiнчених значень κ . Бiльш того. чисельне

моделювання показує, що 〈χ〉 є монотонною функцiєю, що зменшується

вiд 1/κ , з граничними значеннями 〈χ〉|1/κ=0 = 1 та 〈χ〉|1/κ=∞ = 0 .Середня
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Рисунок 1.14 – Залежнiсть рiзницi середньої швидкостi обертання
для заданої температури та середньої швидкостi обертання для
детермiнiстичного наближення ǫ(Ω̃) для рiзних значень iнтенсивностi
теплового шуму κ . Обранi параметри обчислень вiдповiдають аналогам
для Рис. 1.13.

частота обертання 〈χ〉 також монотонно зменшується зi збiльшенням

частоти Ω̃ (див. Рис. 1.15), та 〈χ〉 → 0 як Ω̃ → ∞ для усiх скiнчених

κ . Важливою особливiстю цих залежностей є те, що вони зменшуються

повiльнiше з ростом hz0 . Цей факт свiдчить про iснування характерної

частоти Ω̃0 , яка роздiляє двi якiсно рiзнi поведiнки 〈χ〉 як функцiї hz0 .

Мається на увазi, що Ω̃ < Ω̃0 та 〈χ〉 монотонно спадає зi збiльшенням

hz0 , та 〈χ〉 виявляє немонотонну залежнiсть hz0 якщо Ω̃ > Ω̃0 , як

показано на Рис. 1.16. Важливо пiдкреслити, що всi цi вартi особливої

уваги властивостi середньої частоти прецесiї наночастинок виникають в

результатi теплових флуктуацiй на вiдмiну вiд детермiнiстичного випадку,

коли 〈χ〉 = 1 .

Нарештi, залежнiсть середнього значення безрозмiрної намагнiченостi

〈mz〉 вiд Ω̃ та κ Продемонстрована на Рис. 1.17. Як бачимо, 〈mz〉
прямує до значень, передбачених теоретично вiдповiдно до виразу (1.58)

зi зростанням κ , та 〈mz〉 практично не залежить вiд Ω̃ для вiдносно

невеликих значень κ . Оскiльки лiмiт Ω̃ → ∞ вiдповiдає вiдсутностi

поля, що обертається з виразу (1.28)можна отримати 〈mz〉|Ω̃→∞ =

2π
∫ π
0 cos θP0(θ)dθ = L(κhz) , де L(x) = cothx − 1/x – вiдома функцiя

Ланжевена. Зокрема, для кривих 1, 2 та 3 функцiя L(κhz) приблизно

дорiвнює 0.778 , 0.438 and 0.099 , вiдповiдно.
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Рисунок 1.15 – Середнє значення безрозмiрної кутової швидкостi

обертання наночастинки як функцiя безрозмiрної частоти Ω̃ для hm = 1 ,
κ = 5 та рiзних значень параметру hz0 .
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Рисунок 1.16 – Середнє значення безрозмiрної кутової швидкостi
обертання наночастинки як функцiя зовнiшнього постiйного поля hz0 for
hm = 1 , κ = 5 та двох значень частотi Ω̃ . Має мiсце характерна частота
Ω̃0 яка роздiляє монотонний режим ( Ω̃ < Ω0 ) та немонотонний режим
( Ω̃ > Ω̃0 ) залежностi 〈χ〉 вiд hz0 , яка для даних значень параметрiв
складає Ω̃0 = 0.78 .
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Рисунок 1.17 – Частотна залежнiсть середньої намагнiченостi
наночастинки для hz0 = 0.3 , hm = 1 та рiзних значень вiдношення
магнiтної та теплової енергiй κ . Пунктирна крива репрезентує теоретичнi
результати (1.58) для детермiнiстичного випадку.

Рисунок 1.18 – Порiвняння аналiтичних та чисельних результатiв пiд
дiєю циркулярно поляризованого поля. Спiввiдношення мiж магнiтною
та тепловою енергiєю має значення κ = 5 , амплiтуда поля має значення
hm = 0.01 . Теорiя дає бiльшi значення, i рiзниця збiльшується з частотою.
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Рисунок 1.19 – Частотнi залежностi втрати потужностi для рiзних значень
спiввiдношення мiж магнiтною та тепловою енергiями при дiї циркулярно
поляризованого поля. Амплiтуди поля має значення hm = 0.05 . Поведiнка
подiбна до випадку дiї лiнiйно поляризованого поля (див. Рис. 1.22), але
значення приблизно в два рази бiльшi.

Далi, як ми можемо побачити з Рис. 1.18, аналiтичнi та чисельнi

результати добре корелюють для цiкавих з практичної точки зору значень

iнтенсивностей шуму та параметрiв зовнiшнього поля. Таким чином, для

κ = 5 та hm = 0.01 , вираз для потужностi (1.84) дає достовiрнi результати

для частот поля до Ω̃ ∼ 0.1 . Вивчення втрат потужностi у всьому

прийнятному дiапазонi параметрiв може виконуватися лише чисельно. Як

i слiд було очiкувати, коли вiдношення магнiтної i теплової енергiї κ

зростає, втрати потужностi прямують до граничних значень, якi задаються

детермiнiстичним наближенням. Як ми можемо побачити з Рис. 1.18, для

малих частот рiзниця мiж значеннями втрат потужностi зростає нелiнiйно

вiд κ . Однак, ця рiзниця зменшується зi зростанням частоти Ω̃ i стає

досить незначною вже для Ω̃ ∼ 1 . На високих частотах значення q

прямують до константи, яка пропорцiйна до hm в широкому дiапазонi

κ . Порiвнюючи Рис. 1.19 та Рис. 1.22 можна зробити висновок, що

залежностi, отриманi для циркулярно та лiнiйно поляризованих полiв,

якiсно аналогiчнi. Вiдповiдно до результатiв у випадку вiдсутностi

шуму (??), асимптотичнi значення на високих частотах для циркулярно

поляризованого поля приблизно в два рази бiльше, нiж для лiнiйно

поляризованого поля. Рiзниця в два рази актуальна практично для
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всього дiапазону частот, що є наслiдком наявностi термостату i не завжди

характерно для випадку вiдсутностi шуму. Iнтегрованi результати для

рiзних значень κ та hm проiлюстрованi на Рис. 1.20, де всi зазначенi

тенденцiї та особливостi показанi у однаковий спосiб. Як видно з

Рис. 1.20a, для малих частот ( Ω̃ = 0.05 на рисунку) характер залежностей

знаходиться в хорошому узгодженнi з аналiтичним виразом (1.84), де

втрати потужностi пропорцiйнi κ2 та h2m . На противагу, як випливає з

Рис. 1.20b, для великих частот ( Ω̃ = 1 на рисунку) залежнiсть вiд κ стає

слабкою, а нелiнiйне зростання вiд hm залишається.

В якостi попереднього пiдсумку, ми хочемо пiдкреслити наступне.

Тепловi коливання призводять до падiння втрат потужностi, але

за характером залежностей q(Ω̃) залишається подiбним отриманої у

детермiнiстичному наближеннi. Рiзниця викликана тепловим шумом

зменшується з частотою поля. Результати, поданi для циркулярно-

поляризого поля якiсно корелюють з результатами, отриманими в

роботах [43, 44], в той час як для лiнiйно поляризованого поля ми

нгрунтувались на обчисленнях, поданих у роботi [45]. Але ми провели

наше дослiдження всiх цих випадкiв в єдинiй i методологiчно однозначнiй

манерi, аналiтична складова якої заснована на рiвняннi Фоккера-Планка

(1.32) та визначеннi втрат потужностi у виглядi (1.44). У свою

чергу, ефективна форма рiвняння Ланжевена (1.40) використовувалася

для чисельного моделювання, що в результатi дало нам можливiсть

простежити глибоке розумiння ролi теплових флуктуацiй в поглинаннi

змiнного поля наночастинкою, в наближеннi жорсткого диполя.

1.4.2 Аналiтичнi i чисельнi результати стохастичного наближення:

дiя лiнiйно-поляризованого поля

По-перше, розглянемо випадок, коли зовнiшнє поле коливається

уздовж вiсi z , див. рiвняння (1.3b). З мiркуваннь симетрiї, ми

припускаємо, що щiльнiсть ймовiрностi P залежить тiльки вiд полярного

кута θ i не залежить вiд асзимутального кута φ . Потiм, наслiдуючи [45],

подаємо щiльнiсть ймовiрностi як P у формi P = P (θ, t̃) = sin θf(t̃)
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Рисунок 1.20 – Залежнiсть втрат потужностi вiд частоти поля та
спiввiдношення магнiтної та теплової енергiй при дiї циркулярно
поляризованого поля. Частина а) демонструє сильне нелiнiйне зниження
втрат потужностi за обома параметрами, у випадку малої частоти
(значення частоти поля обрано як Ω̃ = 0.05 ). Частина b) демонструє
слабку залежнiсть втрат потужностi вiд спiввiдношення мiж магнiтною
та тепловою енергiями, у випадку великих частот (значення частоти поля
обрано як Ω̃ = 1 )
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що, в свою чергу, дозволяє спростити рiвняння Фоккера-Планка (1.32) до

вигляду

df

dt̃
=

1

κ

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ
+ fκhm sin2 θ cos(Ω̃t̃)

)]
.

(1.86)

Для спрощення подальших розрахункiв використаємо позначення cos θ =

x та перепишемо вираз (1.86)

df

dt̃
=

1

κ

∂

∂x

[
(1− x2)

∂f

∂x
− κhm cot(Ω̃t̃)(1− x2)f

]
.

(1.87)

Ми пiдкреслюємо, що рiвняння (1.87) повнiстю збiгається з вiдповiдним

виразом в [45]. Його розв’язок можна тримати шляхом розкладання на

полiноми Лежандра та гармонiки

f =

=
1

2
+

∞∑

ℓ=0

[ ∞∑

n=0

Aℓn cos(nΩ̃t̃)+
∞∑

n=0

Bℓn sin(nΩ̃t̃)

]
Pℓ(x),

(1.88)

де Pℓ(x) - полiноми Лежандра, n , ℓ - цiлi числа. Пряма пiдстановка

рiвняння (1.88) в (1.87) дозволяє нам вивести алгебраїчну систему рiвнянь,

розв’язком якої є невiдомi коефiцiєнти Aℓn , Bℓn

−nΩ̃Aℓn =

=
1

κ

[
−ℓ(ℓ+ 1)Bℓn+

κhm
2

(
ℓ(ℓ+ 1)

2ℓ− 1

(
Bℓ−1,n−1

+Bℓ−1,n+1

)
− ℓ(ℓ+ 1)

2l + 3

(
Bℓ+1,n−1+Bℓ+1,n+1

))]
,

(1.89)
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nΩ̃Bℓn =
1

κ

[
−ℓ(ℓ+ 1)Aℓn+

+
κhm
2

(
ℓ(ℓ+ 1)

2ℓ− 1

(
(1+δnℓ)Aℓ−1,n−1 + Aℓ−1,n+1

)

− ℓ(ℓ+ 1)

2ℓ+ 3

(
(1 + δnℓ)Aℓ+1,n−1+Aℓ+1,n+1

))]
,

(1.90)

де n ≥ 1 або ℓ ≥ 1 . Iншi випадки визначаються наступним чином

Aℓ0 =
κhm
2

[
1

2ℓ− 1
Aℓ−1,1 −

1

2ℓ+ 3
Aℓ+1,1

]
(1.91)

для ℓ ≥ 1 , A00 = 0.5 , A0n = 0 , Bℓ0 = 0 , B0n = 0 , i, нарештi, Aℓn = 0 ,

Bℓn = 0 , коли ℓ+ n непарне.

Втрати потужностi Ω̃ у випадку дiї лiнiйно поляризованого поля

легко отимати прямою пiдстановкою виразу (1.88) (з урахуванням, що

P = P (θ, t̃) = sin θf(t̃) ) до означення потужностей втрат у виглядi (1.49).

Пiсля виконання всiх процедур iнтегрування, остаточний вираз має досить

просту форму

q =
1

3
hmΩ̃B11, (1.92)

що корелює з детермiнiстичним аналогом. Вплив шуму прихований в

параметрi B11 , який можна проаналiзувати лише чисельно. Як видно

з Рис. 1.21, залежнiсть B11(κ) , яка була отримана шляхом чисельного

аналiзу виразiв (1.89)-(1.91), демонструє насичений характер на великих

частотах. Для малих значень параметру κ , значення B11 швидко

зростає на великих частотах, тодi як для великих κ цi тенденцiї

змiнюються на протилежнi. Цей факт говорить про перевагу використання

високочастотних полiв при високих температурах. Нарештi, B11(κ)

зростає з амплiтудою поля, особливо для великих κ . Таким чином,

чутливiсть B11 до κ зростає з амплiтудою та частотою поля hm i Ω̃ .

Для пiдтвердження аналiтичних висновкiв була проведена серiя

циклiв симуляцiї на основi числового iнтегрування (1.40). Як ми можемо

побачити з Рис. 1.22, аналiтичнi та числовi результати добре узгоджуються
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Рисунок 1.21 – Чисельно отриманi залежностi коефiцiєнта B11 в
Eqs. (1.90) вiд параметра κ , який представляє собою вiдношення мiж
магнiтною i тепловою енергiєю. Насичений характер i складна частотна
поведiнка у фокусi

в широкому дiапазонi параметрiв. Залежностi якiсно схожiз аналогами

для детемiнiстичного наближення. а кiлькiсна рiзниця зменшується з

κ . Зрештою, ця рiзниця бiльш виражена для малих частот i зникає для

великих Ω̃ .

1.5 Вплив взаємодiї мiж частинками на потужнiсть втрат:

чисельне моделювання ансамблю

Взаємодiя мiж частинками може iстотно впливати на реакцiю на

зовнiшнє поле, i урахування цiєї взаємодiї є важливим з огляду на

практичнi застосування феррорiдин. Навiть для порiвняно невеликих

значень об’ємiної концентрацiї частинок (наприклад, 1 % ), внаслiдок

вiдштовхування, викликаного поверхнево-активним покриттям кожної

частинки i далекодiючої дипольної взаємодiї мiж частинками, поведiнка

кожної з них буде вiдрiзнятись вiд результатiв наближення однiєї частинки,

наведеного вище. Дипольна взаємодiя намагається об’єднати частинки

у кластери. Такi структури є надзвичайно небажаними для гiпертермiї

з точки зору подальшої метаболiзацiї та виведення наночастинок

пiсля сеансу терапiї. Щоб запобiгти цiй кластеризацiї, частинки
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Рисунок 1.22 – Частотнi залежностi втрат потужностi при рiзних
значеннях вiдношення мiж магнiтною та тепловою енергiями пiд час
дiї лiнiйно поляризованого поля. Амплiтуди поля має значення hm =
0.05 . Чисельнi та аналiтичнi прогнози добре узгоджуються мiж собою.
Насичений характер поведiнки i вiдповiднiсть з результатами у випадку
вiдсутностi шуму, видiленi

покритi поверхнево-активною речовиною, що забезпечує вiдштовхування.

Конкуренцiя мiж вищезгаданими взаємодiями може змiнити питомi втрати

потужностi кожної частинки в широкому дiапазонi, що i є предметом

розгляду цього роздiлу.

Взаємодiя мiж частинками, за великим рахунком, збiльшує магнiтну

енергiю, i у цього факту є два наслiдки. По-перше, регулярна компонента

руху стає сильнiшою через взаємодiю, а стохастичний компонент, навпаки,

пригнiчується. На перший погляд, таке стримування може призвести

до пiдвищення втрат потужностi. По-друге, взаємодiя фiксує магнiтнi

моменти частинок, а вiдгук на зовнiшнє поле стає бiльш слабким. Ця

тенденцiя призводить, навпаки, до зменшення втрат потужностi, що

спостерiгалося в останнiх експериментах [26–31, 31–33]. Тим не менше,

згаданi експерименти не описують всi можливi ситуацiї та говорять про

необхiднiсть майбутнiх експериментальних та чисельних дослiджень.

Як зазначено вище, взаємодiя призводить до утворення кластерiв,

коли сильнi дипольнi поля утримують кожну частинку, що перешкоджає

подальшим поступальним i обертальним рухам. У той же час, кластери

є джерелом декiлькох явищ, якi суттєво змiнюють значення втрат

потужностi. По-перше, кожна частка намагається зменшити свою енергiю



74

i перейти до рiвноважного або квазiрiвноважного стану, викликаного

взаємодiєю. Зокрема, такi стани утворюються дипольним полем, яке

намагається впорядкувати магнiтнi моменти частинок уздовж визначених

напрямкiв. Через тепловi коливання магнiтний момент разом з частинкою

може здiйснювати перехiд або перемикання мiж цими станами. Такi

перемикання змiнюють магнiтну конфiгурацiю у кластерах i, навiть,

призводять до їх часткових руйнувань. За певних обставин це може

призвести до збiльшення втрат потужностi. По-друге, досить великi

коливання можуть повнiстю дизасемблювати кластери, пiсля чого вiдгук

наночастинок на зовнiшнє поле покращиться. Це також здатне збiльшити

втрати потужностi, i ми iнтерпретуємо це як конструктивну роль теплового

шуму. Всi вищезгаданi явища, включаючи вплив параметрiв системи на

їх умови виникнення були дослiдженi ретельно та детально. Найбiльш

цiкавим є вплив об’ємної концентрацiї частинок, iнтенсивностi шуму

та характеристика поверхнево-активних речовин на поведiнку ансамбля,

зокрема на потужнiсть втрат.

Щоб пояснити згаданi явища, розглянемо механiзми формування

кластерiв детально. З позицiї мiнiмальної магнiтостатичної енергiї,

частинки повиннi бути якнайближче одна до одної. Крiм того, магнiтний

момент кожної частинки повинен бути спрямований вздовж результуючого

дипольного поля, яке генерується iншими частинками. Оскiльки магнiтнi

силовi лiнiї є замкнутими кривими, вiдбуваються двi тенденцiї. По-перше,

магнiтнi моменти частинок намагаються бути вирiвнянi вздовж одного

напрямку, i це призводить до формування ланцюжкового кластера. По-

друге, фрагменти ланцюжка, як правило, розташовуються антипаралельно

i притягують один одного, утворюючи антиферромагнiтну структуру.

Для запобiгання такої агломерацiї кожна частинка покрита спецiальною

поверхнево-активною речовиною, що забезпечує стеричне вiдштовхування.

Змагання мiж притяганням диполя та стеричним вiдштовхуванням можуть

призвести до зовсiм рiзних результатiв. Потрiбно пiдкреслити, що оскiльки

величина намагнiченостi є важливою для методу гiпертермiї, доцiльно

синтезувати частинки з бiльшою намагнiченiстю, наскiльки це можливо.

Як наслiдок, iнтенсивнiсть дипольної взаємодiї повинна збiльшуватися, а
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Рисунок 1.23 – Результати моделювання ансамблю: частотнi залежностi
втрат потужностi для рiзних значень об’ємної консентрацiї частинок при
дiї циркулярно поляризованого поля. Амплiтуда поля має значення hm =
0.05 , спiввiдношення мiж магнiтною та тепловою енергiями має значення
κ = 10 , значення глибини потенцiальйного бар’єру обрано ε = 0.04 ,
безрозмiрна рiвноважна вiдстань мiж двома частинками має значення
σ = 2.25 . Частинки об’єднанi в ланцюжково-подiбнi структури

кластери ставатимуть щiльнiше. Тому актуальнiсть врахування взаємодiї

стає бiльшою.

Рiзнi параметри системи впливають на процес формування кластерiв

по-рiзному, i цей вплив може бути неоднозначним. Як правило, збiльшення

об’ємної концентрацiї частинок призводить до їх агломерацiї, що, в свою

чергу, призводить до зменшення втрат потужностi (див. Рис. 1.23).

Ми схильнi пояснювати це рiзними типами та змiною конфiгурацiй

кластерiв зi змiнами концентрацiї. Коли об’ємна концентрацiя частинок

невелика, утворюються ланцюжковi структури. Частинки в таких

структурах слабко взаємодiють, тому вони бiльш чутливi до зовнiшнього

поля. Для бiльшої об’ємної концентрацiї частинок короткi ланцюжковi

фрагменти приєднуються один до одного, створюючи бiльш щiльнi

структури з бiльш сильною взаємодiєю. I цi агрегованi структури

мають слабку реакцiю на зовнiшнє поле. Але є деякi винятки з

цих тенденцiй. По-перше, коли iнтенсивнiсть шуму досить мала, роль

концентрацiї частинок може бути незначною. Це вiдбувається тому, що

сформованi скупчення для рiзних об’ємних концентрацiй мають схожу

структуру i залишаються стабiльними. По-друге, втрата потужностi
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Рисунок 1.24 – Результати моделювання ансамблю: частотнi залежностi
втрат потужностi для рiзних значень об’ємної консентрацiї частинок при
дiї циркулярно поляризованого поля. Амплiтуди поля має значення
hm = 0.05 , спiввiдношення мiж магнiтною та тепловою енергiями має
значення κ = 25 , глибина потенцiального бар’єру має значення ε = 0.04 ,
безрозмiрна рiвноважна вiдстань мiж двома частинками має значення
σ = 2.25 . Частинки об’єднуються в щiльнi кластери, що складається з
фрагментiв ланцюжкiв

може збiльшуватися з об’ємною концентрацiєю, як видно з Рис. 1.24

з наступних причин. Коли взаємодiя мiж частинками в кластерах

сильна, для перемагнiчування всього кластера потрiбне сильне поле,

i, як наслiдок, петля гiстерезису розширюється. Це пiдтверджується

тим, що крива для 5% на Рис. 1.24 розмiщена вище за криву 3% .

Цей ефект зникає на бiльших частотах, коли кластери не встигають

здiйснювати повний оберт протягом перiоду поля. Тут сильна взаємодiя

пригнiчує реакцiю кожної частинки, i втрати потужностi, навпаки,

стають меншими порiвняно з випадком менших об’ємних концентрацiй.

Неоднозначний характер залежностi втрат потужностi вiд концентрацiї

частинок має експериментальне пiдтвердження у експериментальних

дослiдженнях питомої швидкостi абсорбцiї наночастинок оксиду залiза,

зважених у рiзних в’язких органiчних розчинах [101] (Див. Рис. 4).

Тепловi коливання порушують впорядкування у кластерах зi

зростанням температури, i це може по-рiзному вплинути на вiдгук

феррорiдини до зовнiшнього поля. Дуже цiкавий ефект вiдбувається за

певних обставин, коли магнiтна енергiя частинки бiльша, нiж теплова,
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але не настiльки велика, щоб виключити iстотнi коливання протягом

перiоду поля. У цьому випадку кожна частинка в кластерi знаходиться

в квазiрiвноважному станi, що забезпечується результуючим дипольним

полем. Магнiтний момент частинки часто коливається бiля одного з цих

станiв. Через рiдкiснi, але сильнi коливання частинка може переходити з

одного стану в iншу. Таке явище схоже на релаксацiю магнiтного моменту у

фiксованiй одноосьовiй частинцi, що було описано в [81] або на перемикання

викликане полем тiєї ж частинки, розглянуте в [83]. Перехiдний процес

протiкає досить швидко, але пiд час цього кожна частинка знаходиться

в дуже збудженому станi, який характеризується високою енергiєю у

зовнiшньому полi. Як правило, це призводить до збiльшення втрат

потужностi, особливо для високих частот, коли час одного переходу

стає порiвняним з перiодом поля. Такий прирiст розсiювання енергiї

вимагає ряду умов, оскiльки багато факторiв впливають на спiввiдношення

теплової та детермiнiстичної магнiтної енергiй, а саме, iнтенсивностi шуму,

параметрiв поверхнево-активних речовин та типiв кластерiв. На Рис. 1.25,

збiльшення втрат потужностi через тепловi коливання вiдображається в

поведiнцi кривої для κ = 25 . Як видно, кривi для κ = 25 та κ = 40

збiгаються для малих частот. Але в той час як частота збiльшується,

рiзниця мiж кривими для κ = 25 та κ = 40 стає бiльшою. Слiд очiкувати,

для частот бiльше, нiж Ω̃ = 5 значення втрат потужностi для κ = 25

будуть бiльшими, нiж для κ = 10 . У цьому сенсi цей ефект може

бути бiльш продуктивним з точки зору збiльшення потужностi втрат, нiж

розпад кластеру, описаний нижче.

Незважаючи на те, що шум пригнiчує вiдгук кожної частинки

на зовнiшнє поле, для взаємодiючого ансамблю його дiя, як вже

демонструвалось вище, може призвести до зовсiм рiзних результатiв.

Частинки в щiльних скупченнях мiцно зв’язанi i слабко пiддаються дiї

зовнiшнього поля. Але якщо теплова енергiя порiвнянна з магнiтною,

то тепловi коливання роблять частинки вiльними, що повнiстю запобiгає

утворенню кластера. Таким чином, тепловi коливання напряму

збiльшують реакцiю частинок на зовнiшнє перiодичне поле i, вiдповiдно,

енергiю, поглинену вiд цього поля. Ми схильнi тлумачити це як
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Рисунок 1.25 – Результати моделювання ансамблю: частотнi залежностi
втрат потужностi для рiзних значень вiдношення магнiтної та теплової
енергiй при дiї циркулярно поляризованого поля. Амплiтуда поля має
значення hm = 0.05 , об’ємна концентрацiя частинок має значення 1
вiдсоток, значення глибини потенцiальйного бар’єру обрано ε = 0.04 ,
безрозмiрна рiвноважна вiдстань мiж двома частинками має значення
σ = 2.25 . Походження незвичайної поведiнки кривої для κ = 25 полягає
в перемиканнях частинок мiж квазiрiвноважними станами, якi виникають
внаслiдок дiї локальних дипольних полiв.

конструктивну роль шуму. Результати набору серiй пускiв чисельного

моделювання, що пiдтверджують це явище, зображенi на Рис. 1.26. По-

перше, для великої iнтенсивностi шуму (κ = 10 ) агрегацiя частинок

не вiдбувається, i це явище дуже виражено. По-друге, для меншої

iнтенсивностi шумiв, проте, кластери частково сформованi, але вони

можуть бути знищенi в залежностi вiд iнших параметрiв. Як видно,

на низьких частотах крива для κ = 25 майже збiгається з кривою

для κ = 40 , i обидвi вони розташованi далеко вище кривої для

κ = 10 . В обох випадках утворюються схожi кластери, i вони не

повнiстю руйнуються тепловими шумами. Але для високих частот, коли

iндукованi полем коливання частинок сприяють руйнуванню кластерiв,

рiзниця мiж згаданими кривими збiльшується. Узагальнюючи, ми

зазначимо, що взаємодiя мiж частинками, а також тепловий шум пригнiчує

реакцiю частинок на зовнiшнє поле. В той же час, обидва цi фактори

можуть конкурувати один з одним, а результуюча втрата потужностi в

перiодичному зовнiшньому полi може широко варiюватися. Вирiшальну
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Рисунок 1.26 – Результати моделювання ансамблю: частотнi залежностi
втрат потужностi для рiзних значень вiдношення магнiтної та теплової
енергiй при дiї циркулярно-поляризованого поля. Амплiтуда поля має
значення hm = 0.05 , об’ємна концентрацiя частинок має значення 3
вiдсотки, значення глибини потенцiального бар’єру обрано ε = 0.02 ,
безрозмiрна рiвноважна вiдстань мiж двома частинками має значення
σ = 2.25 . Позицiї кривих показують, що кластери руйнуються повнiстю
при збiльшеннi iнтенсивностi шуму.

роль тут вiдiграє утворення кластерiв внаслiдок дипольної взаємодiї з

подальшими перетвореннями кластерiв та руйнуванням завдяки тепловим

флуктуацiям та дiї зовнiшнього перiодичного поля. Головний практичний

результат полягає в тому, що пiдвищення температури може сприяти

поглинанню енергiї. I тому iснує двi причини: перемикання частинок у

кластерi внаслiдок коливань, тимчасово руйнуючи магнiтний порядок, i

повне розкладання кластерiв шумом, що збiльшує реакцiю частинок на

зовнiшнє поле.

1.6 Висновки до роздiлу 1

Представлено комплексне дослiдження взаємодiї однакових

сферичних однорiдних частинок намагнiченостi M , якi помiщенi у рiдину

в’язкостi η , з перiодичним зовнiшнiм магнiтним полем амплiтуди hm i

частоти Ω . Ми скористались моделлю жорсткого диполя, яка ґрунтується

на припущеннi, що магнiтний момент зафiксований в кристалiчнiй

решiтцi за допомогою високої магнiтної анiзотропiї. Основнi зусилля
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зосередженi на дослiдженнi нагрiвання навколишнього середовища,

яке є результатом взаємодiї зовнiшнього поля з частинками. Ми

характеризуємо це нагрiвання безрозмiрною втратою потужностi q .

Дослiдження проводилося в три етапи. По-перше, ми провели розгляд

одночастинкового детермiнiстичного наближення. По-друге, ми врахували

як зовнiшнє поле, так i тепловi флуктуацiї, використовуючи рiвняння

Ланжевена та Фоккера-Планка. I нарештi, ефекти взаємодiї мiж частками

дослiджувались чисельно за допомогою алгоритму Барнса-Хату [75] та

технологiї CUDA [76]. Пiдсумуємо нашi висновки наступним чином.

У детермiнiстичному наближеннi показано, що циркулярно-

поляризоване зовнiшнє поле з безрозмiрною амплiтудою hm та

безрозмiрною частотою Ω̃ може генерувати три перiодичнi режима:

однорiдна прецесiя (якщо Ω̃ ≤ hm ), неоднорiдна прецесiя (якщо

Ω̃ ∼ hm ) та режим малих обертальних коливань (якщо Ω̃ ≫ hm ).

Перший та останнiй режими описанi аналiтично. Поведiнка безрозмiрних

втрат потужностi є наступною: q ∼ h2mΩ̃
2 для однорiдного режиму,

q ∼ h2m(1 + cos2 θ0) для режиму малих обертальних коливань ( θ0 є

початкове значення полярного кута магнiтного моменту наночастинки).

Неоднорiдний режим, в який переходить однорiдний зi збiльшенням

частоти супроводжується зменшенням q . Важливо вiдзначити, залежнiсть

величини q вiл початкових умов та схильнiсть до насиченого характеру

якщо Ω̃ > hm .

Наночастинка, збуджувана лiнiйно-поляризованим полем, виконує

коливання з частотою поля в заданiй площинi. Цей рух був описаний

аналiтично в безмасовiй апроксимацiї. Залежнiсть втрат потужностi вiд

частоти в загальному випадку є унiмодальною i прямує до константи

∼ h2m cos2 θ0 , Зокрема, q → 0 якщо m(0) ‖ h , а енергiя лiнiйно

поляризованого-поля в цьому випадку не поглинається наночастинкою

(m(0) – одиничний вектор магнiтного моменту в початковому станi).

Проаналiзовано iстотний вплив статичного поля h0 на процес

перетворення енергiї змiнного поля в теплову. Якщо дiя статичного

поля прагне нсппрямувати магнiтний момент перпендикулярно площинi

(лiнiї) дiї змiнного поля, то таке постiйнеполе збiльшує втрати потужностi.
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В той же час, постiйне поле h0 зв’язує магнiтний момент i зменшує

його вiдгук до змiнного поля, що призводить до зменшення втрат

потужностi. В результатi конкуренцiї цих двох ефектiв статичне поле може

пiдвищити ефективнiсть нагрiвання в наступних ситуацiях. 1) Прикладено

циркулярно-поляризоване поле, та виконуються умови Ω̃ > hm ( Ω̃ ∼ hm ),

h0 перпендикулярне площинi поляризацiї, h0 ≪ hm . 2) Прикладено

лiнiйно-поляризоване поле та виконуються такi умови Ω̃ > h0 , h0 ⊥ h ,

θ0 ≈ π/2 . 3) У випадку, коли Ω̃ ≫ hm , θ0 = π/2 , значення q можуть бути

вдвiчi бiльшими, для будь-якого типу поляризацiї зовнiшнього поля h та

для будь-якого модуля значення постiйного поля h0 якщо h ⊥ h0 .

Нарештi, слiд зробити висновок, що лiнiйно поляризоване поле є бiльш

ефективним для нагрiвання порiвняно з циркулярно-поляризованим коли

частота досить мала ( Ω̃ ≪ hm ). Походження такої поведiнки викликане

швидкими переорiєнтацiями магнiтних моментiв наночастинок мiж двома

антипаралельними напрямками, викликаними лiнiйно поляризованим

полем. У рештi дiапазону частот циркулярно-поляризоване поле

характеризується втратою потужностi в два рази бiльшою ( Ω̃ ≫ hm ) при

тих самих початкових умовах. Тому результати динамiчного наближення

для високих частот зовнiшнього поля можуть бути застосованi до реальної

частинки в рiдинi.

Далi, ми показали, що тепловi коливання нелiнiйно знижують втрати

потужностi на невеликих частотах. Так, для циркулярно-поляризованого

зовнiшнього поля це зменшення реалiзується як κ2 (κ - вiдношення

магнiтної та теплової енергiй), за умов κhm ≪ 1 , κΩ̃ ≪ 1 . У той же

час, для досить великих частот ( Ω̃ ∼ 1 ), рiзниця мiж значеннями втрат

потужностi при рiзнiй iнтенсивностi шуму, яка визначається κ , стає менш

вираженою. I нарештi, коли Ω̃ ≪ 1 , результати майже не вiдрiзняються

вiд детермiнiстичного наближення в широкому дiапазонi κ . Така поведiнка

повинна враховуватися для пiдвищення ефективностi методу магнiтної

гiпертермiї.

Значення втрат потужностi для циркулярно-поляризованого поля

приблизно в два рази перевищують значення для лiнiйно поляризованого у

всьому дiапазонi частот. Це очевидно для квазiрiвноважного наближення,
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описаного в [25] i випливає з нашого аналiзу лiмiту випадку без шуму

для високих частот. Але це досить несподiвано в свiтлi низькочастотної

поведiнки в динамiчному наближеннi, описаному вище. Цей факт говорить

про те, що тепловi коливання якiсно змiнюють поведiнку частинок.

Нарештi, встановлено, що взаємодiя мiж частинками сильно впливає

на сприйнятливiсть ансамблю до зовнiшнiх перiодичних полiв. Через

утворення кластерiв кожна частинка знаходиться пiд дiєю досить сильного

результуючого дипольного поля, що ускладнює її реакцiю на зовнiшнє.

Очевидно, це призводить до значного зниження втрат потужностi, що

узгоджується з експериментами. У той же час можливi рiзнi типи

кластерiв, i навiть невеликi змiни параметрiв поля, частинок або рiдини

можуть викликати зовсiм iншу структуру ансамблю. Цi ефекти особливо

актуальнi для низьких частот, коли кластери повнiстю переорiєнтуються

протягом перiоду поля. Це призводить до сильної рiзницi мiж значеннями

q в порiвняннi з результатами випадку однiєї частинки. Ця рiзниця

зменшується з частотою поля, оскiльки для високих частот кожна частинка

виконує коливання навколо свого початкового положення без повної

iнверсiї намагнiченостi. Тому вплив взаємодiї не є критичним, коли Ω̃ ≫ 1 ,

виключаючи конкретну ситуацiю, описану нижче.

Проте, взаємодiя мiж частинками та тепловий шум є конкуруючими

факторами. Ми виявили двi ситуацiї, коли тепловий шум призводить до

збiльшення втрат потужностi при наявностi взаємодiї мiж частинками. Ми

пов’язуємо цi явища з конструктивною роллю шуму. У обох згаданих

випадках отриманi значення q можуть майже дорiвнювати значенням

для одночастинкового детермiнiстичного наближення. Перший з них має

мiсце, коли iнтенсивнiсть шуму велика. В даному випадку руйнуються

кластери, що призводить до збiльшення q в наслiдок кращої реакцiї

частинок на зовнiшнє поле. I за певних iнших умов бiльша iнтенсивнiсть

шуму вiдповiдає бiльшим втратам потужностi. Другий з них має мiсце,

коли iнтенсивнiсть шуму не настiльки велика, i магнiтна енергiя є

порiвняною з тепловою. Тут коливання частково розмивають порядок

частинок у кластерi, що також веде до значного збiльшення q для високих

частот поля. Ми пояснили це поодинокими iнвертуваннями частинок
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в кластерi мiж квазiрiвноважними станами, утвореними дипольними

полями. Процес переключення здiйснюється через вкрай збудженi

стани, що характеризуються високою енергiєю. Саме високе споживання

енергiї в цих згаданих станах викликає збiльшення втрат потужностi, що

спостерiгаються.
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2 IНДУКОВАНА НАМАГНIЧЕНIСТЬ, ПОТУЖНIСТЬ

ВТРАТ В СИСТЕМI ФЕРОМАГНIТНИХ

НАНОЧАСТИНОК ФIКСОВАНИХ У ТВЕРДIЙ МАТРИЦI

2.1 Вступ до роздiлу 2

Вивчення динамiки намагнiченостi в однодоменних ферромагнiтних

частинках (наночастинах) є дуже важливою як для фундаментальних

дослiджень, так i для практичного застосування. Найбiльший iнтерес

мають динамiчнi ефекти, пов’язанi з рiзкою змiною намагнiченостi, якi

виникають внаслiдок невеликих змiн керувального параметра. Одним з

таких ефектiв є перемикання (iнверсiя) намагнiченостi наночастинок. В

залежностi вiд застосування, процес переходу потребує певної оптимiзацiї.

Зокрема, для зменшення часу перемикання в пристроях магнiтного

запису нещодавно було запропоновано так зване прецксiйне перемиканням

[102–105] i перемиканням за допомогою мiкрохвиль [106–110]. Магнiтнi

резонанси в наночастинках i переходи мiж рiзними динамiчними станами

напруженостi можуть мати велику роль i в гiпертермiї, оскiльки

саме у безпосереднiй близькостi вiд цих резонансiв i переходiв мають

мiсце суттєвi змiни дисипативних властивостей. Цiкавою особливiстю

детермiнiстичної динамiки намагнiченостi в наночастинках, збуджуваних

перiодичними магнiтними полями, є те, що вона може бути хаотичною

[111–114]. З теоретичної точки зору особливий iнтерес мають переходи мiж

регулярними i хаотичними режимами динамiкти намагнiченостi, а також

перехiд до хаосу.

Нелiнiйна динамiка намагнiченостi в феромагнiтних наночастинках,

що iндукується циркулярно-поляризованим магнiтним полем, добре

вивчена для окремого випадку одноосьових наночастинок, чиї легкi

осi перпендикулярнi площини поляризацiї [100, 115]. Використовуючи

детермiнiстичне рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта, в роботах [116,

117] показано, що динамiка намагнiченостi завжди є регулярною, i в

стацiонарному станi iснують лише перiодичнi i квазiперiодичнi динамiчнi

режими. Крiм цього, в роботi [118] отриманi умови стiйкостi перiодичних
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режимiв i iндукованої намагнiченостi, в [119] побудована фазова дiаграма

можливих режимiв в площинi "амплiтуда-частота" зовнiшнього магнiтного

поля, в [39, 40] розраховується втрата потужностi в разi перiодичних

режимiв, а в [97] вивчається вплив переходiв мiж рiзними динамiчними

режимами на потужнiсть втрат. У роботах [118, 120] дослiджуються

деякi тепловi ефекти в таких системах, в тому числi теплове посилення

iндукованої намагнiченостi i резонансне пригнiчення термiчної стiйкостi

цих режимiв.

Завдяки симетрiї моделi, багато з наведених вище результатiв були

отриманi аналiтично. У той же час, ряд важливих особливостей динамiки

намагнiченостi (наприклад, деякi резонанси вищих порядкiв i хаотична

динамiка) неможливi для опису в рамках цiєї моделi. Тому в даному

роздiлi НДР ми розглянемо бiльш загальний випадок, коли зовнiшнє

магнiтне поле є елiптично поляризованим i легкi осi наночастинок мають

випадковi напрямки. Нашу основну увагу буде зосереджено на з’ясуваннi

того, як нелiнiйнi резонанси i переходи мiж рiзними режимами динамiки

намагнiченостi впливають на магнiтнi властивостi систем наночастинок.

Наступним вагомим результатом, отриманим для моделi фiксованої

наночастинки стала низка результатiв для частинки. що окрiм зовнiшнього

поля пiддається дiї ще й спiн-поляризованого струму. Важливо

зазначити, що задача перемагнiчування наночастинки спiн-поляризованим

струмом має значний прикладний iнтерес, оскiльки тiсно пов’язана з

роботою пристроїв спiнтронiки [121, 122]. Зокрема, найочевиднiшим

практичним застосуванням задачi є перезапис iнформацiї в комiрках

магнiторезистивної оперативної пам’ятi (Magnetic Random Access Memory

– MRAM) [123,124]. Така пам’ять за швидкодiєю, ємнiстю та стабiльнiстю

запису переважає всi аналоги i тому претендує на роль «унiверсальної

пам’ятi», що здатна замiнити собою усi iншi.

На сьогоднiшнiй день пропонується декiлька способiв

перемагнiчування комiрки MRAM. Перший з них – це перемагнiчування

зовнiшнiм полем, що в свою чергу, сворюється зовнiшнiм струмом.

Недолiком пiдходу є достатньо великий струм, в той час як для

портативних пристроїв потрiбне низьке споживання енергiї, та
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ймовiрснiсть несанкцiонованого перемагнiчування сусднiх комiрок для

високоємних пристроїв з великою щильнiстю запису.

Нова технологiя перенесення спiнового моменту (Spin-Transfer Torque

– STT) [125, 126], або перемикання за допомогою перенесення спiна

використовує електрони з заданим станом спiна. Пiд час проходження

таких електронiв через вiльний феромагнiтний шар, їх спiновий момент

передається намагнiченостi цього шару та переорiєнтує її. Це зменшує

величину струму, необхiдну для запису iнформацiї в комiрку пам’ятi.

Технологiя STT повинна вирiшити проблеми, з якими «класична»

технологiя MRAM зiткнеться при збiльшеннi щiльностi розмiщення

елементiв пам’ятi i вiдповiдного збiльшення струму, необхiдного для

запису.

В найпростiшому випадку для теоретичного та чисельного розв’язання

поставленої задачi можна використовувати рiвняння Ландау-Лiфшиця-

Гiльберта у припущеннi, що шар феромагнiтика намагнiчений однорiдно,

а процеси перемагнiчування вiдбуваються шляхом когерентного обертання

всiх спiнiв [117]. Така модель широко використовується як для опису

динамiки намагнiченостi пiд дiєю зовнiшнього поля, так i пiд дiєю спiн-

поляризованого струму [127]. Зокрема, динамiчнi ефекти в намагнiченостi

наночастинки у зовнiшньому перiодичному полi дослiдженi у роботах

[119, 127–129]. Динамiка намагнiченостi пiд впливом спiн-поляризованого

струму розглядалась у роботах [130–135]. Та не зважаючи на достаньо

знанiсть та розробленiсть проблематики, всi можливi режими магнiтної

динамiки пiд впливом зовнiшнього поля i спiн-поляризованого струму досi

не описанi аналiтично.

2.2 Модель наночастинки в твердiй матрицi та рiвняння

внутрiшньої магнiтної динамiки

2.2.1 Базовi рiвняння

Розглянемо систему феромагнiтних наночастинок, що збуджуються

зовнiшнiм магнiтним полем вигляду (1.3a). Наночастки системи

вважаються невзаємодiючими i однодоменними (так званi частки Стонера-
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Вольфарта [136]), i розподiленi в дiелектричнiй матрицi. Єдиним

розходженням мiж ними є спрямування їх осей анiзотропiї (легкi осi), що,

в свою чергу, для кожної з наночастинок характеризується одиничним

вектором

ea = sinϑa cosϕaex + sinϑa sinϕaey + cosϑaez, (2.1)

де ϑa та ϕa – полярний i азимутальний кути ea . З наступного аналiзу

ми припускаємо, що напрямки цього вектора є випадковими i рiвномiрно

розподiленi по сферi. Це означає, що кути ϑa и ϕa також випадковi i їх

загальна щiльнiсть ймовiрностi P (ϑ, ϕ) в якiй ϑa = ϑ та ϕa = ϕ задаються

у виглядi

P (ϑ, ϕ) =
1

4π
sinϑ. (2.2)

Магнiтний стан кожної наночастинки в системi описується вектором

намагнiченостi M = M(t) , динамiка якого визначається детермiнованим

рiвнянням Ландау-Лiфшиця-Гiльберта [116, 117]

d

dt
M = −γM×Heff +

α

M
M× d

dt
M. (2.3)

Тут γ(> 0) - гiромагнiтне вiдношення, α(> 0) - безрозмiрний параметр

загасання, M = |M| = const , а символ × означає векторний добуток.

Ефективне магнiтне поле Heff = Heff(t) , дiюче на наночастинку, подається

у наступному виглядi:

Heff =
Ha

M
(M · ea)ea +H, (2.4)

де Ha – поле магнiтної анiзотропiї, а точка позначає скалярний добуток.

При введеннi безрозмiрної намагнiченостi m = M/M ( |m| = 1 ) i

безрозмiрного ефективного магнiтного поля heff = Heff/Ha , рiвняння

Ландау-Лiфшиця-Гiльберта (2.3) може бути приведено до вигляду:

(1 + α2)ṁ = −m× heff − αm× (m× heff). (2.5)
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Тут диференцiювання виконується по безрозмiрному часу t̃ = Ωrt , Ωr =

γHa – характерна кутова частота прецесiї намагнiченостi, i, вiдповiдно до

(1.3a) та (2.4),

heff = (m · ea)ea + hm cos (Ω̃t̃)ex + ̺hm sin (Ω̃t̃)ey (2.6)

де h = H/Ha i Ω̃ = Ω/Ωr вiдповiдно, безрозмiрна амплiтуда i безрозмiрна

кутова частота зовнiшнього магнiтного поля H . Так як напрямок ea

випадковий, то i динамiка m в рiзних системах наночастинок рiзна. Таким

чином, ключову роль в описi вiдповiдних магнiтних властивостей такої

системи вiдiграють магнiтнi властивостi наночастинок.

Далi нас цiкавлять двi характеристики наночастинок. Перша - середня

безрозмiрна намагнiченiсть 〈m〉 , iндукована елiптично-поляризованим

магнiтним полем. Тут риска над символом означає усереднення по

безрозмiрному iнтервалу часу T̃ = T Ωr ,

(·) = 1

T̃

∫ T̃

0

dt̃(·), (2.7)

а кутовi дужки - усереднення за всiма можливими орiєнтацiями одиничного

вектора ea ,

〈(·)〉 =
∫ π

0

dϑ

∫ 2π

0

dϕP (ϑ, ϕ)(·). (2.8)

Слiд зазначити, що вибiр T залежить вiд динамiчного режиму m .

Зокрема, в разi сталої динамiки, iнтервал часу T̃ повинен бути обраний

як T̃ = 2π/Ω̃ . У протилежному випадку, якщо m демонструє хаотичну

динамiку, то наступна умова має бути виконана в якостi: T̃ ≫ 2π/Ω̃ . Ще

однiєю з наших цiлей є зниження втрат потужностi Q , що визначається

аналогiчно до випадку наночастинки з "вмороженим" моментом, що

зважена в рiдинi, див. вираз (1.44). У безрозмiрному виглядi аналогiчно

до виразу (1.45) можна записати

q =
1

T̃

∫ T̃

0

heff
∂m

∂t̃
dt̃. (2.9)



89

Використовуючи рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта (2.3) та означення

осереднення за часом (2.7), ця величина може бути записана наступним

чином:

q = α〈ṁ2〉. (2.10)

Якщо система наночастинок мiстить N наночастинок об’ємом V то

iндукована намагнiченiсть i щiльнiсть втрати потужностi для цiєї системи

виражаються через наведенi вище величини 〈m〉 та q як nMV 〈m〉 i

nΩrHaMV q , вiдповiдно, де n = N/V – концентрацiя наночастинок.

2.2.2 Умови застосування детермiнiстичного наближення для моделi

фiксованої наночастинки

Сформулюємо тепер умови, за яких дана модель є реалiстичною.

Перш за все, ми припускаємо, що сила обмiнної взаємодiї мiж спiнами

є перевищує всi iншi енергiї взаємодiї в системi. У цьому випадку

модуль намагнiченостi приблизно постiйний, i обертання намагнiченостi

може бути описано рiвнянням (2.3). Оскiльки обертання вважається

когерентним, наночастинки повиннi бути однодоменними. Це означає, що

радiус наночастинок R повинен бути менше деякого критичного значення

R2 , яке, в залежностi вiд матерiалу, коливається вiд кiлькох нанометрiв до

декiлькох десяткiв, або навiть сотень нанометрiв (наприклад, R2 ≃ 2.35

нм для Ni08Fe02 , R2 ≃ 9.5 нм для Fe , та R2 ≃ 240 нм для MnBi [137]).

Загалом, через тепловi флуктуацiї, когерентне обертання намагнiченостi в

наночастинках з r < R2 є випадковим. В рамках стохастичного рiвняння

Ландау-Лiфшиця-Гiльберта цi флуктуацiї, як правило, враховуються

шляхом додавання гаусiвського бiлого шуму для ефективного магнiтного

поля [81]. Проте, якщо теплова енергiя kBT (kB – стала Больцмана,

T – абсолютна температура) набагато менша, нiж масштаб енергiї в

системi V w (w = M min (Ha, H) – шкала щiльностi енергiї), то тепловою

флуктуацiєю можна знехтувати. Це вiдбувається при R ≫ R1 =

(6kBT/πw)
1/3 i, таким чином, намагнiченiсть однорiдна i її динамiка

стає наближено детермiнованою, якщо дiаметр наночастинок задовольняє
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умова R1 ≪ R < R2 . Умова R1 ≪ R також може бути використана

для оцiнки максимальної температури, при якiй зберiгається детермiноване

наближення (в тому випадку, якщо максимальна температура менше, нiж

температура блокування). Варто вiдзначити, що цi умови мають не дуже

критичний характер i в деяких випадках можуть бути виконанi навiть за

кiмнатної температури. [97]

Крiм того, ми використовуємо наближення невзаємодiючих

наночастинок, тобто передбачається, що середня вiдстань мiж частинками

r настiльки велика, що сумарне магнiтне поле, яке генерується

оточуючими наночастинками, дуже мале в порiвняннi з полем анiзотропiї

i зовнiшнiми магнiтними полями. В дипольному наближеннi цю вiдстань

можна грубо оцiнити з умови (r/R)3 ≫ M/min (Ha, H) . На перший

погляд, навiть в умовах зроблених припущень, вибiр ефективного

магнiтного поля у виглядi (2.4) у цьому випадку є незадовiльним.

Причина полягає в тому, що поле Heff не мiстить розмагнiчувальне

магнiтне поле, яке завжди iснує в феромагнiтних зразках i, в основному,

ним не можна нехтувати. Але в разi однодоменних частинок сферичної

форми розмагнiчувальне поле складає −(4π/3)M i, оскiльки справедливе

спiввiдношення M × M = 0 , то це поле не впливає на динамiку

намагнiченостi i ним все-таки можна знехтувати в Heff . Звернiть увагу, що

наш пiдхiд може бути також застосований i до провiдностi наночастинок.

Це вiдбувається тому, що основний ефект провiдностi полягає в збiльшеннi

параметра загасання α . [138, 139] Нарештi, згiдно з визначенням (2.8),

цiкавлячi нас величини, 〈m〉 и q , залежать вiд щiльностi ймовiрностi

P (ϑ, ϕ) спрямованих легких осей. Вибiр однорiдного розподiлу цих

напрямкiв викликаний як фiзичної (нульова намагнiченiсть непровiдних

систем) так i математичної (просте iнтегрування по кутах ϑ та ϕ )

причинами. Проте, так само можливий будь-який iнший вибiр P (ϑ, ϕ) в

цьому випадку єдиною проблемою є аналiтичний розрахунок iнтегралiв в

(2.8).
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2.2.3 Вплив спiн-поляризованого струму

Вплив спiн-поляризованого струму. Пов’язаний з взаємодiєю спiнiв

електронiв струму з магнiтною решiткою. У 1996 р. Д. Слончевским [140]

i Л. Берже [131] було показано, що дiю спiн-поляризованого струму можна

розкласти на двi складовi, одна з яких створює прецесiю намагнiченостi M

навколо напрямку поляризацiї струму, а друга змiнює кут мiж векторами

поляризацiї струму й намагнiченостi зразка. Рiвняння, що описує цей

процес називається рiвнянням Ландау-Лiфшиця-Гiльберта з струмовим

членом Слончевського-Берже (ЛЛГСБ), i записується шляхом додавання

вiдповiдних членiв до рiвняння 2.3. В результатi можна записати

ṁ = −m× heff + αm× ṁ+ ξpJ s×m+ ξdJm× (s×m). (2.11)

Тут доданок ξpJ s × m вiдповiдає за внесок спiн-поляризованого

струму до прецесiйного доданку в рiвняннi Ландау-Лiфшиця-Гiльберта,

а ξdJm × (s × m) вiдповiдає за внесок спiн-поляризованого струму до

дисипативного доданку в рiвняннi Ландау-Лiфшиця-Гiльберта, ξd та ξp

– певнi константи, якi залежать вiд матерiалу, J – густина струму, s –

вектор, що визначає напрям поляризацiї струму.

Як правило, виконується умова ξd ≫ ξp , тому, у дослiдженнях

доданком, що вiдповiдає за внесок у дисипацiю, нехтують [130–135].

Результуюче рiвняння приймає вигляд

ṁ = −m× (heff + ξdJ s×m) + αm× ṁ. (2.12)

Рекурсивною пiдстановкою, аналогiчною якiй з рiвняння (2.3) було

одержане рiвняння 2.5 перепишем (2.12) як

(1+α2)ṁ = −m×(heff+ξdJ s×m)−αm×(m×(heff+ξdJ s×m)). (2.13)
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2.3 Внутрiшня динамiка намагнiченостi наночастинки в

твердiй матрицi: результати

2.3.1 Теорiя збурень та дробовi резонанси у поведiнцi намагнiченостi

Припустимо, що hm ≪ 1 , та подамо намагнiченiсть у виглядi ряду m

у виглядi ряда

m =

∞∑

n=0

mn, (2.14)

де mn = mn(t̃) внесок в m в n -му наближеннi ( |mn| ∼ hn ). Завдяки

умовi |m| = 1 , iснує сильна залежнiсть мiж mn з рiзними n . Дiйсно,

використовуючи той факт, що m0 = ea , умову |m| = 1 можна записати у

виглядi

∞∑

n=1

m
2
n + 2

∞∑

n=1

mn · ea + 2
∞∑

n=1

∞∑

k=n+1

mn ·mk = 0. (2.15)

Так як множина векторiв mn , якi вводяться замiсть одного вектора m ,

нескiнченна, то можна вимагати, щоб умова (2.15) виконувалося в усiх

порядках теорiї збурень, маючи на увазi, що будь-яка сума доданкiв, якi

мають той же порядок, дорiвнює нулю. В цьому випадку для непарних

(n = 2p−1 , p – натуральнi числа) i для парних значень (n = 2p ) порядкiв,

вiдповiдно, отримуємо

m2p−1 · ea = −
p−1∑

l=1

ml ·m2p−1−l (2.16)

i

m2p · ea = −1

2
m

2
p −

p−1∑

l=1

ml ·m2p−l. (2.17)

Таким чином, незважаючи на те, що mn визначається в n -му кроцi

наближення, скалярний добуток mn · ea може бути розрахований з

використанням ml , отриманому на попереднiх етапах (тобто, при l < n ).
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У нашому аналiзi ця властивiсть mn вiдiграє важливу роль. Вiдзначимо

також, що при p = 1 суми в правих частинах виразiв (2.16) i (2.17)

дорiвнюють нулю i, тому

m1 · ea = 0, m2 · ea = −1

2
m

2
1. (2.18)

Подання ряду для безрозмiрного ефективного магнiтного поля

представляється як

heff =
∞∑

n=0

hn, (2.19)

де у вiдповiдностi з (2.6), (2.14) i (2.18), h0 = ea , h1 = H/Ha =

hm cos (Ω̃t̃)ex + ̺hm sin (Ω̃t̃)ey , та hn = (mn · ea)ea при n ≥ 2 .

Пiдстановкою ряду (2.14) та (2.19) в рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта

(2.3) i з точнiстю до n -порядку за hm , ми знаходимо наступне

диференцiальне рiвняння першого порядку mn :

(1 + α2)ṁn = −
n∑

l=0

ml × hn−l + αhn

−α
n∑

l=0

n−l∑

k=0

(mk · hn−l−k)ml. (2.20)

I, нарештi, шляхом подiлу членiв з mn , це рiвняння зводиться до вигляду

(1 + α2)ṁn + αmn +mn × ea = fn (2.21)

при (n ≥ 1 ). Його права частина, fn = fn(t̃) , задається у виглядi

fn = −
n−1∑

l=0

ml × hn−l + αhn − α
n−1∑

l=0

n−l∑

k=0

(mk · hn−l−k)ml (2.22)

через умови (2.16) та (2.17), вона не залежить вiд mn . Таким чином,

рiвняння (2.21) лiнiйне за mn , а fn є заданою функцiєю вiд t̃ , яка

визначається шляхом роз’вязання цього рiвняння щодо ml для l < n .

Зокрема, в першому (n = 1 ) i другому (n = 2 ) наближеннях визначення



94

(2.22) разом з умовами (2.18) дає

f1 = h1 × ea + αh1 − α(h1 · ea)ea (2.23)

та

f2 = h1 ×m1 − α(h1 ·m1)ea − α(h1 · ea)m1

+(α/2)m2
1ea. (2.24)

Щоб записати векторну формулу (2.22) у виглядi компонентiв, зручно

ввести нову декартову систему координат x′y′z′ , що характеризується

одиничними векторами e1 , e2 та ea . Вектор ea визначений формулою

(2.1), а iншi можуть бути визначенi наступним чином:

e1 =
1

sinϑa
(ez × ea)× ea, e2 =

1

sinϑa
ez × ea. (2.25)

Подамо в цiй системi координат вектори mn i fn як

mn = mn1e1 +mn2e2 +mn3ea,

fn = fn1e1 + fn2e2 + fn3ea
(2.26)

i беручи до уваги, що mn3 в залежностi вiд парностi n задається формулой

(2.16) або (2.17), з рiвняння (2.21) для mn1 и mn2 отримуємо систему

рiвнянь

(1 + α2)ṁn1 + αmn1 +mn2 = fn1,

(1 + α2)ṁn2 + αmn2 −mn1 = fn2.
(2.27)

У стацiонарному станi, правi частини цих рiвнянь є перiодичними

функцiями вiд t̃ , i в разi непарних n (n = 2p − 1 ), їх можна записати

в матричнiй формi

(
fn1

fn2

)
=

p∑

i=1

(
qni gni

uni vni

)(
sin[(2i− 1)Ω̃t̃]

cos[(2i− 1)Ω̃t̃]

)
. (2.28)
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У той час як елементи матрицi (2.28) повиннi були бути визначенi на

попереднiх етапах, елементiв матрицi виду

(
mn1

mn2

)
=

p∑

i=1

(
ani bni

cni dni

)(
sin[(2i− 1)Ω̃t̃]

cos[(2i− 1)Ω̃t̃]

)
(2.29)

зi стацiонарного розв’язку рiвняння (2.27) задовольняють матричне

рiвняння




(1 + α2)Ω̃ni α 0 1

α −(1 + α2)Ω̃ni 1 0

0 −1 (1 + α2)Ω̃ni α

−1 0 α −(1 + α2)Ω̃ni







ani

bni

cni

dni




=




gni

qni

vni

uni




(2.30)

де Ω̃ni = (2i − 1)Ω̃ . У випадку парного n (n = 2p ), формули (2.28) та

(2.29) слiд замiнити на

(
fn1

fn2

)
=

(
gn0

vn0

)
+

p∑

i=1

(
qni gni

uni vni

)(
sin(2iΩ̃t̃)

cos(2iΩ̃t̃)

)
(2.31)

i

(
mn1

mn2

)
=

(
bn0

dn0

)
+

p∑

i=1

(
ani bni

cni dni

)(
sin(2iΩ̃t̃)

cos(2iΩ̃t̃)

)
, (2.32)

вiдповiдно. Згiдно формули (2.27), параметри bn0 i dn0 , тобто, якi не

залежать вiд часу частини mn1 i mn2 , визначаються рiвняннями

αbn0 + dn0 = gn0,

−bn0 + αdn0 = vn0
(2.33)

(параметри gn0 i vn0 передбачаються вiдомими), а елементи матрицi в

(2.32) задовольняють те ж саме рiвняння (2.30) з Ωni = 2iΩ .

Розв’язок рiвняння (2.33) задається у виглядi

bn0 =
1

(1 + α2)
(αgn0 − vn0), dn0 =

1

(1 + α2)
(gn0 + αvn0), (2.34)
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i розв’язок матричного рiвняння (2.30) визначається як

ani =
1

(1 + α2)∆ni

[
− Ω̃ni(1− α2 − (1 + α2)2Ω̃2

ni)gni + α(1 + (1 + α2)Ω̃2
ni)qni

− 2αΩ̃nivni − (1− (1 + α2)Ω̃2
ni)uni

]
,

bni =
1

(1 + α2)∆ni

[
α(1 + (1 + α2)Ω̃2

ni)gni + Ω̃ni(1− α2 − (1 + α2)2Ω̃2
ni)qni

− (1− (1 + α2)Ω̃2
ni)vni + 2αΩ̃niuni

]
,

cni =
1

(1 + α2)∆ni

[
2αΩ̃nigni + (1− (1 + α2)Ω̃2

ni)qni

− Ω̃ni(1− α2 − (1 + α2)2Ω̃2
ni)vni + α(1 + (1 + α2)Ω̃2

ni)uni
]
,

dni =
1

(1 + α2)∆ni

[
(1− (1 + α2)Ω̃2

ni)gni − 2αΩ̃niqni

+α(1 + (1 + α2)Ω̃2
ni)vni + Ω̃ni(1− α2 − (1 + α2)2Ω̃2

ni)uni
]
.

(2.35)

Тут Ω̃ni = (2i−1)Ω̃ , якщо n = 2p−1 , i Ω̃ni = 2iΩ̃ , якщо n = 2p , i = 1, p ,

i

∆ni = (1− (1 + α2)Ω̃2
ni)

2 + 4α2Ω̃2
ni. (2.36)

Нижче ми розглянемо бiльш докладно наближення першого i другого

порядкiв i обговоримо бiльш детально вплив членiв вищого порядку на

стацiонарну намагнiченiсть.

2.3.2 Наближення першого порядку

У цьому наближеннi внесок в стацiонарний розв’язок рiвняння

Ландау-Лiфшиця-Гiльберта m1 , може бути легко знайденим iз загальних

виразiв (2.35), в яких n = i = p = 1 i Ω̃ni = Ω̃ . Дiйсно, переписавши

рiвняння (2.28) у виглядi

f11 = q11 sin(Ω̃t̃) + g11 cos(Ω̃t̃),

f12 = u11 sin(Ω̃t̃) + v11 cos(Ω̃t̃)
(2.37)
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i з використанням векторної формули (2.23) разом з визначенням (2.1) i

(2.25), отримуємо

q11 = ̺hm(κa + αλaδa), g11 = −hm(δa − αλaκa),

u11 = −̺hm(λaδa − ακa), v11 = −hm(λaκa + αδa),
(2.38)

де для скорочення ми вводимо позначення

κa = cosϕa, δa = sinϕa,

λa = cosϑa, χa = sinϑa.
(2.39)

Пiдстановкою коефiцiєнтiв, поданих у (2.38) до виразiв (2.35), знаходимо

a11 =
hm
∆11

[
2α̺Ω̃2κa + αΩ̃(1 + (1 + α2)Ω̃2)λaκa

+ Ω̃(1− (1 + α2)Ω̃2)δa + ̺(1− 2Ω̃2 + (1 + α2)Ω̃2)λaδa
]
,

b11 =
hm
∆11

[
̺Ω̃(1− (1 + α2)Ω̃2)κa + (1− 2Ω̃2 + (1 + α2)Ω̃2)λaκa

− 2αΩ̃2δa − α̺Ω̃(1 + (1 + α2)Ω̃2)λaδa
]
,

c11 =
hm
∆11

[
̺(1− 2Ω̃2 + (1 + α2)Ω̃2)κa + Ω̃(1− (1 + α2)Ω̃2)λaκa

−αΩ̃(1 + (1 + α2)Ω̃2)δa − 2α̺Ω̃2λaδa
]
,

d11 =
hm
∆11

[
− α̺Ω̃(1 + (1 + α2)Ω̃2)κa − 2αΩ̃2λaκa

− (1− 2Ω̃2 + (1 + α2)Ω̃2)δa − ̺Ω̃(1− (1 + α2)Ω̃2)λaδa
]
.

(2.40)

Так як, згiдно (2.36),

∆11 = (1− (1 + α2)Ω̃2)2 + 4α2Ω̃2 (2.41)

i умови α ≪ 1 , частотна залежнiсть вкладу першого порядку в

стацiонарному станi знижує намагнiченiсть,

m1 = (a11e1 + c11e2) sin(Ω̃t̃)

+ (b11e1 + d11e2) cos(Ω̃t̃), (2.42)
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демонструє, в загальному, резонансну поведiнку поблизу частоти

феромагнiтного резонансу (Ω̃ = 1) . Однак слiд зазначити, що в деяких

окремих випадках, наприклад, якщо ϑa = ϕa = 0 и ̺ = −1 або якщо

ϑa = π/2 , ϕ0 = 0 и ̺ = 0 , резонанс вiдсутнiй. У першому випадку,

фiзична причина полягає в тому, що напрямок обертання магнiтного поля

протилежний напрямку природної прецесiї намагнiченостi наночастинок.

[83] На противагу цьому, в другому випадку, причина полягає в тому,

що в цьому наближеннi магнiтне поле, напрямок якого паралельно осi

анiзотропiї наночастинок, не iндукує динамiку намагнiченостi. Важливо

пiдкреслити, що, оскiльки характеристики даної системи усереднюються

в усiх напрямках одиничного вектора ea , який iмовiрно повинен бути

рiвномiрно розподiлений по сферi, не iснує нiякого вкладу вiд наночастинок

з фiксованими ϑa i ϕa .

2.3.3 Наближення другого порядку

Представлення (2.31) вiдповiдає наближенню другого порядку при

n = 2 i i = p = 1 , в результатi отримуємо

f21 = g20 + q21 sin(2Ω̃t̃) + g21 cos(2Ω̃t̃),

f22 = v20 + u21 sin(2Ω̃t̃) + v21 cos(2Ω̃t̃).
(2.43)

Звiдси, використовуючи (2.24) та (2.42), знаходимо

g20 = −hm
2

[
(d11 + αb11)κa + ̺(c11 + αa11)δa

]
χa,

v20 =
hm
2

[
(b11 − αd11)κa + ̺(a11 − αc11)δa

]
χa

(2.44)
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i

q21 = −hm
2

[
(c11 + αa11)κa + ̺(d11 + αb11)δa

]
χa,

g21 = −hm
2

[
(d11 + αb11)κa − ̺(c11 + αa11)δa

]
χa,

u21 =
hm
2

[
(a11 − αc11)κa + ̺(b11 − αd11)δa

]
χa,

v21 =
hm
2

[
(b11 − αd11)κa − ̺(a11 − αc11)δa

]
χa.

(2.45)

Тодi, переписавши представлення (2.32) у виглядi

m21 = b20 + a21 sin(2Ω̃t̃) + b21 cos(2Ω̃t̃),

m22 = d20 + c21 sin(2Ω̃t̃) + d21 cos(2Ω̃t̃)
(2.46)

та використовуючи (2.44), з (2.34) безпосередньо виходить

b20 = −hm
2
(b11κa + ̺a11δa)χa,

d20 = −hm
2
(d11κa + ̺c11δa)χa.

(2.47)

В результатi, пiдставляючи коефiцiєнти (2.45) в загальнi вирази (2.35),

отримуємо

a21 =
hχa
2∆21

[
− (1− 8Ω̃2 + 4(1 + α2)Ω̃2)A− 2αΩ̃(1 + 4(1 + α2)Ω̃2)B

− 8αΩ̃2C + 2Ω̃(1− 4(1 + α2)Ω̃2)D
]
,

b21 =
hχa
2∆21

[
2αΩ̃(1 + 4(1 + α2)Ω̃2)A− (1− 8Ω̃2 + 4(1 + α2)Ω̃2)B

− 2Ω̃(1− 4(1 + α2)Ω̃2)C − 8αΩ̃2D
]
,

c21 =
hχa
2∆21

[
8αΩ̃2A− 2Ω̃(1− 4(1 + α2)Ω̃2)B

− (1− 8Ω̃2 + 4(1 + α2)Ω̃2)C − 2αΩ̃(1 + 4(1 + α2)Ω̃2)D
]
,

d21 =
hχa
2∆21

[
2Ω̃(1− 4(1 + α2)Ω̃2)A+ 8αΩ̃2B

+2αΩ̃(1 + 4(1 + α2)Ω̃2)C − (1− 8Ω̃2 + 4(1 + α2)Ω̃2)D
]
,

(2.48)
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де

A = a11κa + ̺b11δa, B = b11κa − ̺a11δa,

C = c11κa + ̺d11δa, D = d11κa − ̺c11δa,
(2.49)

i, вiдповiдно до визначення (2.36),

∆21 = (1− 4(1 + α2)Ω̃2)2 + 16α2Ω̃2. (2.50)

Таким чином, внесок другого порядку в зменшення стацiонарної

намагнiченостi задається у виглядi

m2 = b20e1 + d20e2 + (a21e1 + c21e2) sin(2Ω̃t̃)

+ (b21e1 + d21e2) cos(2Ω̃t̃)−
1

2
m

2
1ea. (2.51)

Цей внесок, на вiдмiну вiд апроксимацiї першого порядку, має резонансну

залежнiсть вiд наведеної частоти Ω̃ не тiльки в безпосереднiй близькостi

вiд резонансу першого порядку (Ω̃ = 1) , але, i як випливає з (2.48) та

(2.50), також i в безпосереднiй близькостi вiд резонансу другого порядку

(Ω̃ = 1/2) . Слiд зазначити, що для наночастинок, якi мають вiсь

анiзотропiї перпендикулярну площинi поляризацiї (при χa = 0 ), цей ефект

вiдсутнiй.

2.3.4 Середня намагнiченiсть наночастинок

Тепер, використовуючи наведенi вище результати теорiї збурень,

визначимо середнє значення намагнiченостi наночастинок 〈m〉 в

квадратичному наближеннi. Так як в цьому випадку m = ea+m1 +m2 з

m1 i m2 задається формулою (2.42) и (2.51), вiдповiдно, осередненням m

за часом отримуємо

m = b20e1 + d20e2 +
(
1− 1

2m
2
1

)
ea. (2.52)

Звiдси, з визначень (2.25) i (2.1) для одиничних векторiв e1 , e2 i ea ,
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декартовi компоненти m можна записати у виглядi

mx = b20λaκa − d20δa +
(
1− 1

2m
2
1

)
χaκa, (2.53a)

my = b20λaδa + d20κa +
(
1− 1

2m
2
1

)
χaδa, (2.53b)

mz = −b20χa +
(
1− 1

2m
2
1

)
λa. (2.53c)

Тодi, осереднюємо цi компоненти за кутами ϑa i ϕa , розподiлених з

густиною ймовiрностi (2.2). Приймаючи до уваги, що 〈F (ϑa, ϕa)〉 = 0 ,

якщо F (π − ϑa, ϕa) = −F (ϑa, ϕa) або F (ϑa, π + ϕa) = −F (ϑa, ϕa) , можна

переконатися, що всi усереднення в правих частинах (2.53a) i (2.53b)

дорiвнюють нулю, i тому

〈mx〉 = 〈my〉 = 0. (2.54)

На противагу цьому, за винятком випадку 〈λa〉 = 0 , iншi усереднення

в правiй частинi (2.53c), тобто 〈b20χa〉 та 〈m2
1λa〉 не дорiвнюють нулю.

Дiйсно, використовуючи ранiше отриманi результати (2.47) та (2.40)

замiсть умови 〈χ2
aκ

2
a〉 = 〈χ2

aδ
2
a〉 = 1/3 , якi можуть бути перевiренi

безпосередньо з визначення (2.8), отримаємо

〈b20χa〉 = −̺h
2
mΩ̃

3∆11
(1− (1 + α2)Ω̃2). (2.55)

Аналогiчним чином, беручи до уваги, що

m2
1 =

1

2

(
a211 + b211 + c211 + d211

)
(2.56)

i 〈λ2aκ2a〉 = 〈λ2aδ2a〉 = 1/6 , можна показати, що

〈m2
1λa〉 =

2̺h2mΩ̃

3∆2
11

[
(1− (1 + α2)Ω̃2)(1− 2Ω̃2 + (1 + α2)Ω̃2)

+ 2α2Ω̃2(1 + (1 + α2)Ω̃2)
]
. (2.57)

Нарештi, так як 〈mz〉 = −〈b20χa〉 − 〈m2
1λa〉/2 , iз (2.55) i (2.57) випливає,
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що 〈mz〉 = −̺(1 + α2)h2mΩ̃
3/(3∆11) або, з позначенням (2.41),

〈mz〉 = −1

3
̺(1 + α2)h2m

Ω̃3

(1− (1 + α2)Ω̃2)2 + 4α2Ω̃2
. (2.58)

Таким чином, елiптична поляризацiя магнiтного поля (1.3a), яка не

має постiйних складових, намагнiчує розглянуту систему феромагнiтних

наночастинок. Так як цi системи характеризуються рiвномiрним

розподiлом напрямкiв легких осей, без цього поля не iснує власної

намагнiченостi. Напрямок iндукованої намагнiченостi перпендикулярний

площинi поляризацiї i залежить вiд напрямку обертання магнiтного

поля (тобто вiд знака ̺ ). Явище iндукованого намагнiчування має

винятково динамiчне походження: вiдповiдно до рiвняння Ландау-

Лiфшиця-Гiльберта (2.5), вимушена динамiка зменшує намагнiченiсть m в

наночастинках, якi характеризуються векторами ea и −ea , абсолютно по-

рiзному. Варто нагадати, що iндукована намагнiченiсть (2.58) є ефектом

другого порядку. Його головною особливiстю є те, що 〈mz〉 навколо точки

Ω̃ = 1 залежить вiд Ω̃ резонансним чином (max |〈mz〉| ≃ |̺|h2m/(12α2) , де

α ≪ 1 ). Слiд також зазначити, що лiнiйно поляризоване магнiтне поле

(при ̺ = 0 ) не може намагнiтити системи феромагнiтних наночастинок,

що розглядаються.

Для перевiрки теоретичних результатiв, ми чисельно визначили

стацiонарний розв’язок m
(l) ( l = 1, N ) рiвняння (2.5) (у всiх наших

чисельних розрахунках α = 0.05 ) для N = 2 · 103 наночастинок,

у яких напрямок легкої осi розподiлений з щiльнiстю ймовiрностi

(2.2). Тодi, обчислюючи середню намагнiченiсть як 〈m〉num =

(1/N T̃ )
∑N

l=1

∫ T̃
0 m

(l)dt̃ , ми переконалися, що декартовi компоненти

〈m〉num дуже добре узгоджуються з припущеннями в (2.54) i (2.58), якщо

амплiтуда магнiтного поля hm , що зменшується, досить мала. Для

iлюстрацiї, на Рис. 2.1 ми показали залежнiсть 〈mz〉 i 〈mz〉num на низькiй

частотi для рiзних поляризацiй зовнiшнього магнiтного поля щодо малої

амплiтуди.

Рiзниця мiж 〈mz〉 та 〈mz〉num як функцiя Ω̃ зростає зi збiльшенням

hm . Для цього є кiлька причин. Однiєю з них є те, що намагнiченiсть
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Рисунок 2.1 – Частотна залежнiсть z -компоненти намагнiченостi.
Суцiльнi лiнiї представляють собою теоретичний результат (2.58),
маркерами показанi чисельнi результати для 〈mz〉num (розмiр маркерiв
перекриває величину похибки). Теоретичнi та чисельнi результати
представленi для циркулярного (̺ = 1 ), елiптично- (̺ = 0.5 ) та лiнiйно-
поляризованого (̺ = 0 ) магнiтного поля амплiтудою hm = 0.01 .

деяких наночастинок, в залежностi вiд напрямку їх легких осей, може

переходити в новий стiйкий стан зi збiльшенням Ω̃ , якщо амплiтуда hm

не дуже мала. В такому випадку, перехiд вiдбувається при Ω̃ = Ω̃tr , де

Ω̃tr(< 1) – частота переходу, i супроводжується рiзкою змiною стацiонарної

траєкторiї намагнiченостi (див. Рис. 4.11). Перiоди усталених режимiв

T̃ трохи нижче i трохи вище частоти переходу – рiвнi, перемикання

з стацiонарного стану призводить до сильного змiни z -компоненти

намагнiченостi при Ω̃ = Ω̃tr (тому що |m(l)| = 1 ). Як показано на рис. 4.12,

через iснування частоти переходу Ω̃tr i його слабкiй залежностi вiд

напрямкiв легких осей, частотна залежнiсть 〈mz〉num якiсно вiдрiзняється

вiд теоретичного результату (2.58). При невеликому збiльшеннi hm , пiк

|〈mz〉num| змiщується в бiк низьких частот, а його максимальне значення

зменшується, на вiдмiну залежностi |〈mz〉| . В той же час, умова 〈mz〉|−̺ =
−〈mz〉|̺ , яка випливає з (2.58), має мiсце i для 〈mz〉num . Вiдзначимо

також, що невелика рiзниця мiж 〈mz〉 i 〈mz〉num при hm = 0.01 (див.

Рис. 2.1, Ω̃ ≃ 0.95 ) випливає з того факту, що в даному випадку є

невелика частина наночастинок, в яких як i ранiше має мiсце перехiд до

нового стацiонарного стану. Їх частка зменшується зi зменшенням hm i,
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Рисунок 2.2 – Проекцiя стацiонарних траєкторiй наведеної намагнiченостi
на площину x′y′ трохи нижче (1) i трохи вище (2) частоти переходу.
Траєкторiї отриманi за допомогою чисельного розв’язку рiвняння (2.5) для
наночастинок, чий напрямок легкої осi характеризується кутами ϑa = π/3
i ϕa = 0 , на якi дiє магнiтне поле амплiтудою hm = 0.05 , яке має кругову
поляризацiю (̺ = 1 ). В цьому випадку намагнiченiсть наночастинок
обертається в напрямку проти годинникової стрiлки (показано стрiлками),
траєкторiї майже круговi, а частота переходу приблизно визначається
Ω̃tr ≃ 0.84 .

наприклад, за hm = 0.005 , рiзниця практично зникає.

Друга причина полягає в тому, що роль членiв вищого порядку mn

(n ≥ 3 ) в розкладаннi намагнiченостi m , якими нехтували ранiше в 〈mz〉 ,

росте зi збiльшенням hm . Так, вiдповiдно до (2.36), цi значення залежать

вiд Ω̃ резонансним чином не тiльки поблизу точки Ω̃ = 1 (наприклад,

резонансну поведiнку mn з n = 2p вiдбувається навколо значень Ω̃ =

1/(2i) , i = 1, p ), частотна залежнiсть m в наближеннi n -го порядку

може сильно вiдрiзнятися вiд результату, отриманого в наближеннi другого

порядку. Незважаючи на це, усереднення m може усунути деякi з

резонансiв (зокрема, в 〈mz〉 , на вiдмiну вiд mz , не має нiякого резонансу

на Ω̃ = 1/2 в наближеннi другого порядку), можна очiкувати, що 〈mz〉
як функцiя Ω̃ поводиться якiсно iнакше для наближення бiльш високого

порядку.

Щоб продемонструвати це в явному виглядi, давайте спочатку

розглянемо наближення третього порядку за hm , коли m = ea+
∑3

n=1mn .
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Рисунок 2.3 – Частотна залежнiсть z -компоненти намагнiченостi за hm =
0.05 i ̺ = 1 . Теоретичнi ( 〈mz〉 ) i чисельнi ( 〈mz〉num ) результати показанi
суцiльними лiнiями i маркерами вiдповiдно. Рiзниця мiж ними обумовлена
переходами в динамiцi намагнiченостi, аналогiчно тiй, що показана на
Рис. 2.2 (цi переходи в наночастинках з рiзними напрямками легких осей
вiдбуваються на рiзних частотах).

Використовуючi (2.16) та (2.29), знаходимо m3 · ea = −m1 ·m2 = 0 i

m3 · e1 = m3 · e2 = 0 , тобто, m3 = 0 . Це означає, що 〈m〉 = 〈m2〉 ,

таким чином, формула (2.58) має мiсце i в наближеннi третього порядку.

На противагу цьому, в наближеннi четвертого порядку за hm , при m =

ea+
∑4

n=1mn , отримуємо 〈m〉 = 〈m2〉+ 〈m4〉 , де у вiдповiдностi до (2.17)

i (2.32),

〈m4〉 = −1

2
〈m2

2 ea〉 − 〈(m1 ·m3)ea〉. (2.59)

Резонанс при Ω̃ = 1/3 , який пов’язаний з частотною залежнiстю m3 ,

усувається шляхом тимчасового усереднення, а останнє значення в (2.59),

якщо воно вiдмiнне вiд нуля, резонансно залежить вiд Ω̃ тiльки в

безпосереднiй близькостi вiд точки Ω̃ = 1 . Тому, так як цей вираз

порядку h4m , то це якiсно не змiнює результат другого порядку (2.58). Що

стосується першого виразу в правiй частинi (2.59), то, згiдно (2.47)–(2.51),

воно демонструє резонансну поведiнку навколо двох знижених частот

Ω̃ = 1/2 и Ω̃ = 1 . Цей вираз також має порядок h4m , але в цiлому,

ним можна знехтувати всюди, за винятком околицi точки Ω̃ = 1/2 . У
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Рисунок 2.4 – Залежнiсть 〈mz〉num вiд безрозмiрної частоти Ω̃ за hm =
0.14 i ̺ = 1 . Вставка: та ж залежнiсть показана в околi резонансу другого
порядку.

цiй частотнiй областi можна очiкувати, що z -компонента першого члена,

−〈m2
2λa〉/2 , перевищує 〈mz〉 , якщо наведена амплiтуда магнiтного поля

hm не дуже мала. Як видно з попереднiх результатiв, в залежностi вiд

hm , z -компонента 〈m〉 в наближеннi порядка 2p може демонструвати

резонансну поведiнку поблизу субгармонiчних частот Ω̃ = 1/i с i = 1, p

(резонанснiй частотi Ω̃ = 1/i вiдповiдає i–й порядок резонансу). Частотна

залежнiсть 〈mz〉num , iлюструє роль резонансу другого порядку, показаного

на Рис. 2.4. З тiєї ж причини, що i на рис. 2.3, локальний мiнiмум 〈mz〉num
змiщується (по вiдношенню до аналiтичних результатiв Ω̃ = 1/2 ) в сторону

бiльш низких частот.

При подальшому збiльшеннi hm , динамiка намагнiчування стає

складнiшою. Зокрема, в залежностi вiд hm i напрямкiв легких осей,

перехiд m до нового стiйкого стану може вiдбуватися таким чином,

що знак скалярного добутку m · ea змiнюється. Крiм того, може

бути кiлька змiн знака при подальшому зростаннi частоти магнiтного

поля. Iншими словами, збiльшення Ω̃ може привести до багаторазового

перемикання намагнiченостi наночастинок. Оскiльки кожне перемикання

супроводжується сильною змiною mz (якщо ϑa не дуже близько до π/2 ),

цi перемикання можуть iстотно вплинути на частотну залежнiсть 〈mz〉num ,

див. рис. 2.5. Для iлюстрацiї, на Рис. 2.6 показанi приклади стацiонарних
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Рисунок 2.5 – Частотна залежнiсть 〈mz〉num при hm = 0.25 i ̺ =
1 . Немонотоннiсть 〈mz〉num , яка вiдбувається в iнтервалi (0.4, 0.7) , є
результатом перемикання намагнiченостi в деяких наночастинках; ширина
цього iнтервалу зростає зi збiльшенням hm .

траєкторiй m безпосередньо до i пiсля перемикання. Вiдзначимо також,

що, якщо hm досить велике, може iснувати частотний iнтервал, де

динамiка намагнiченостi хаотична, тобто еволюцiя в часi m надзвичайно

чутлива до початкових умов. У наших чисельних розрахунках, iнтервал

усереднення за часом T̃ для наночастинок з хаотичною динамiкою

намагнiченостi обраний в iнтревалах 2 · 103/Ω̃ i 4 · 103/Ω̃ для Ω̃ < 1

i Ω̃ ≥ 1 , вiдповiдно. Виявилося, що iндукованi частотою переходи до

хаотичного режиму не особливо змiнюють частотну залежнiсть 〈mz〉num .

2.3.5 Потужнiсть втрат

Згiдно з визначенням (2.10) i поданням ряду (2.14), втрата потужностi

при hm ≪ 1 i за умови, що намагнiченiсть m не переходить в iнший

стацiонарний стан зi збiльшенням hm та Ω̃ , може бути виражена в

загальному виглядi

q = α〈
(∑∞

n=1
ṁn

)2
〉. (2.60)

Для простоти i наочностi ми обмежимося другим порядком в розкладаннi
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Рисунок 2.6 – Рiвноважнi траєкторiї наведеної намагнiченостi m для
наночастинок з ϑa = π/3 i ϕa = 0 , якi обумовленi циркулярно
поляризованим магнiтним полем (̺ = 1 ) з амплiтудою hm = 0.14 (a)
та hm = 0.25 (b). Верхнi (нижнi) траєкторiї вiдповiдають полю частоти
безпосередньо перед (пiсля) перемиканням. При hm = 0.14 верхня
траєкторiя вiдповiдає Ω̃ = 0.6 , нижня до Ω̃ = 0.601 , тобто Ω̃tr ∈
(0.6, 0.601) , i прецесiя намагнiченостi в обох станах вiдбувається з частотою
поля Ω̃ . В протилежному випадку, в hm = 0.25 верхня траекторiя
вiдповiдає Ω̃ = 0.485 , нижня до Ω̃ = 0.486 , Ω̃tr ∈ (0.485, 0.486) , i, в той
час як прецесiя намагнiченостi в нижньому станi вiдбувається з частотою
поля, частота прецесiї в верхньому станi в два рази менше, нiж Ω̃ .
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q за ступенями hm . У цьому наближеннi наведений вище вираз говорить

q = α〈ṁ2
1〉. (2.61)

Згiдно (2.42), ṁ2
1 = Ω̃2

m2
1 та m2

1 подається виразом (2.56), що ж

стосується наведеної втрати потужностi, то її можна записати у виглядi

q = αΩ̃2(〈a211〉 + 〈b211〉 + 〈c211〉 + 〈d211〉) . Розрахунок цих середнiх значень

може бути проведений за допомогою виразiв (2.40) разом з умовами 〈κ2a〉 =
〈δ2a〉 = 1/2 та 〈λ2aκ2a〉 = 〈λ2aδ2a〉 = 1/6 , в результатi чого ми отримуємо

q =
1

3
α(1 + ̺2)h2m

Ω̃2(1 + (1 + α2)Ω̃2)

(1− (1 + α2)Ω̃2)2 + 4α2Ω̃2
. (2.62)

Таким чином, в наближеннi другого порядку, зменшення втрати

потужностi q в залежностi вiд наведеної частоти Ω̃ демонструє резонансну

поведiнку поблизу точки Ω̃ = 1 i задовольняє умовам max q ≃ (1 +

̺2)h2m/(6α) за умов α ≪ 1 i q ≃ α(1 + ̺2)h2m/3 при Ω̃ ≫ 1 i

α ≪ 1 . Це не дивно, оскiльки наближення другого порядку по втратi

потужностi вiдповiдає наближенню першого порядку за намагнiченiстю.

Щоб перевiрити формулу (2.62), ми чисельно розрахували зниження втрат

потужностi як qnum = (1/N T̃ )
∑N

l=1

∫ T̃
0 q(l)dt̃ , де q(l) = α(ṁ(l))2 . Якщо

амплiтуда магнiтного поля hm досить мала, чисельнi результати добре

узгоджуються з аналiтичними, як видно на Рис. 2.7. З тих же причин, що

i для 〈mz〉 , збiльшення hm призводить до появи рiзницi мiж q i qnum , див.

Рис. 2.8.

Якщо амплiтуда магнiтного поля не дуже мала, нелiнiйнi резонанси

можуть впливати на частотну залежнiсть втрати потужностi. Зокрема, за

умови, що ṁ =
∑3

n=1 ṁn i, беручи до уваги, що вiдповiдно до (2.42) и

(2.51) ṁ1 · ṁ2 = 0 , отримуємо (з точнiстю до порядку h4m )

q = α〈ṁ2
1 + ṁ2

2 + 2ṁ1 · ṁ3〉. (2.63)

Як видно з наведеного вище обговорення, член з ṁ1 · ṁ3 який викликає

резонансну поведiнку в безпосереднiй близькостi вiд наведеної частоти Ω̃ =

1/3 , звертаються в нуль при усередненнi за часом. Таким чином, єдиний
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Рисунок 2.7 – Частотна залежнiсть наведеної втрати потужностi для
циркулярного (̺ = 1 ), елiптичного (̺ = 0.5 ) та лiнiйно-поляризованого
(̺ = 0 ) магнiтного поля амплiтудою hm = 0.01 . Чисельнi результати
( qnum ) отриманi шляхом розв’язку рiвняння (2.5) представленi символами,
а суцiльнi лiнiї представляють теоретичний результат (2.62).
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Рисунок 2.8 – Частотна залежнiсть наведеної втрати потужностi для hm =
0.05 и ̺ = 1 . Теоретичнi ( q ) та чисельнi ( qnum ) результати показанi
суцiльною лiнiєю i символами вiдповiдно. Рiзниця мiж q i qnum виникає з
тих же причин, що i на рис. 2.3.
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Рисунок 2.9 – Залежнiсть qnum вiд наведеної частоти Ω̃ при hm = 0.3
и ̺ = 1 . Примiтка: та ж залежнiсть в безпосереднiй близькостi вiд
четвертого порядку ( Ω̃ = 1/4 ), третього порядку ( Ω̃ = 1/3 ) i другого
порядку ( Ω̃ = 1/2 ) резонансiв. Змiщення пiка позицiй qnum злiва має те ж
походження, що i змiщення мiнiмумiв 〈mz〉num .

член α〈ṁ2
2〉 , порядка h4m , може якiсно змiнити залежнiсть частоти втрати

потужностi (2.62), порядком h2m . Згiдно (2.48)–(2.51), це вiдбувається

поблизу резонансу другого порядку, тобто в малiй околицi наведеної

частоти Ω̃ = 1/2 . Аналогiчний аналiз передбачає i пiдтвердженi чисельно

результати, див. рис. 2.9, що також можуть iснувати резонанси вищих

порядкiв. Звернiть увагу, що цi резонанси бiльш вираженi для qnum нiж

для 〈mz〉num .

2.3.6 Прецесiйний режим руху магнiтного моменту з врахуванням

спiн-поляризованого струму

Рiвняння 2.13 може бути розв’язане аналiтично лише в декiлькох

специфiчних випадках, коли зовнiшня дiя має достатньо простий

характер. Зокрема, спочатку розглядається режим однорiдної прецесiї,

коли магнiтний момент обертається навколо осi анiзотропiї так, що його

кут з цiєю вiссю завжди постiйний. Зазначений режим реалiзовується,

коли на магнiтний момент дiє магнiтне поле, що обертається у площинi,

перпендикулярнiй до осi анiзотропiї, та (або) спiн-поляризованого струму,

сталого за модулем та з напрямком вектора спiнової поляризацiї s
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спрямованим вздовж осi z . Далi, розглядається режим синхронних

коливань, коли на магнiтний момент m дiє лише змiнний спiн-

поляризований струм, з напрямком вектору спiнової поляризацiї s

спрямованим вздовж осi z . Нарештi, розглядається режим малих

осциляцiй, який може бути зумовленим малим змiнним зовнiшнiм полем,

прикладеним у площинi, перпендикулярнiй до осi анiзотропiї, та (або)

змiнним спiн-поляризованим струмом малої величини, коли вектор s

коливається також у площинi, перпендикулярнiй до осi анiзотропiї.

Запишемо математичнi умови реалiзацiї прецесiйного режиму. На

додачу до дiї циркулярно-поляризованого поля (1.3a) має виконуватися

умова

ξdJ (t̃)(s×m) = ξdJ0(ez ×m), (2.64)

де J0 стала густина струму, вiднесена до величини поля анiзотропiї. В

сферичних координатах рiвняння 2.13 можна подати як

(
1 + α2

)
ϑ̇ = γhm sin(ϕ− ̺Ω̃t̃) + γξdJ0 sinϑ

− γα
[
sinϑ (cosϑ+hz0)−hm cosϑ cos(ϕ−̺Ω̃t̃)

]
(2.65a)

(
1 + α2

)
ϕ̇ = γ

[
cosϑ+ hz0 − hm cotϑ cos(ϕ− ̺Ω̃t̃)

]
−

− γα

sinϑ
hm sin(ϕ− ̺Ω̃t̃) + γαξdJ0 (2.65b)

де ϑ – полярний кут, а ϕ – азимутальний кут вектора m . Як

зазначалось, рiвняння (2.65a) та (2.65b) можуть мати розв’язки в окремих

випадках. Нехай зовнiшнє поле вiдсутнє, або h ≡ 0 . Прецесiйний режим

математично виражається як

ϑ = ϑ1, ϑ̇ = 0, ϕ− ̺Ω̃t̃ = ϕ1, ϕ̇ = Ω̃. (2.66)

де ϑ1 i ϕ1 – певнi константи, що задають кут прецесiї та кут вiдставання.
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Прямою пiдстановкою (2.66) в систему (2.65) одержимо, що ϕ1 = 0 ,

cosϑ1 =
ξdJ0

α
(2.67)

Ω̃ =
ξdJ0

α
(2.68)

Далi, застосуємо умову (2.66) до випадку менш тривiального, коли

магнiтне поле типу (1.3a) ненульове. Вчинивши аналогiчно, отримаємо

0 = −hm sinϕ1 + ξdJ0 sinϑ1 − α[sinϑ1(cosϑ1 + hz0)

−hm cosϑ1 cosϕ1]
(2.69)

(
1 + α2

)
̺Ω̃ = (cosϑ1 + hz0 − hm cotϑ1 cosϕ1)

− α

sinϑ1
hm sinϕ1 + αξdJ0

(2.70)

Здiйснивши вiдповiднi алгебраїчнi перетворення, отримаємо систему

алгебраїчних рiвнянь, розв’язок якої i буде описувати залежнiсть

прецесiйного руху вiд параметрiв частинки та струму.

(
ξdJ0 − α̺Ω̃

)
sinϑ1 = hm sinϕ1 (2.71)

h2m =
1− cos2 ϑ1
cos2 ϑ1

[(
α̺Ω̃− α cosϑ1 − αhz0

)2
+

+cos2 ϑ1
(
ξdJ0 − α̺Ω̃

)2
] (2.72)

Вираз (2.71) разом з виразом (2.72) описують однорiдну прецесiю. При

цьому точнi значення кута затримки та кута прецесiї можна обрахувати

лише чисельно шляхом розв’язання алгебраїчних рiвнянь (2.71) та (2.72).
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2.3.7 Коливальний режим руху магнiтного моменту з врахуванням

спiн-поляризованого струму

Запишемо математичнi умови реалiзацiї такого режиму

ξdJ (t̃) (s×m) = ξdJ (ez ×m) ,h(t̃) ≡ ezhz0,

J = Jm cos Ω̃t̃
(2.73)

Тодi рiвняння (2.65a) та (2.65b) можна трансформувати до вигляду

ϑ̇ = ξdJmΩ̃t̃− α sinϑ(cosϑ+ hz0)

ϕ̇ = (cosϑ+ hz0) + αξdJm cos Ω̃t̃
(2.74)

Розглянемо окремий випадок: hz0 = 0, Ha → 0 .

ϑ̇ = γξdJm cos Ω̃t̃ sinϑ, ϕ̇ = αλξdJm cos Ω̃t̃

Останнє рiвняння дозволяє пряме iнтегрування

ϕ = ϕ0 +
αξdJm

Ω̃
sin Ω̃t̃, (2.75)

де ϕ0 певне початкове значення азимутального кута. Вираз же часової

залежностi полярного кута пiсля iнтегрування (2.74)

tan
ϑ

2
= tan

ϑ0
2
exp

[
ξdJm
Ω̃

sin Ω̃t̃

]
, (2.76)

де ϑ0 – певне початкове значення азимутального кута. Отриманi

залежностi (2.75) та (2.76) схожi на аналогiчнi залежностi отриманi для

частинок з малою анiзотропiєю у в’язкому середовищi [35]. Вони будуть

iстотно залежати вiд параметрiв зовнiшньої дiї та початкових умов, що

показано на рисунках 2.10, 2.11, 2.10.
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Рисунок 2.10 – Характернi траєкторiї магнiтного моменту у режимi

синхронних коливань. Значення параметрiв: Ω̃ = 1, α = 0.2, ξd =
20, Jm = 0.5, ϑ0 = π/4, ϕ0 = π/2 .
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Рисунок 2.11 – Характернi траєкторiї магнiтного моменту у режимi

синхронних коливань. Значення параметрiв: Ω̃ = 1, α = 0.2, ξd =
20, Jm = 0.1, ϑ0 = π/4, ϕ0 = π/2 .
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Рисунок 2.12 – Характернi траєкторiї магнiтного моменту у режимi

синхронних коливань. Значення параметрiв: Ω̃ = 1, α = 0.2, ξd =
20, Jm = 0.1, ϑ0 = π/100, ϕ0 = π/2 .

2.3.8 Режим малих коливань магнiтного моменту з врахуванням спiн-

поляризованого струму

Нарештi, останнiй режим, який може бути описаний аналiтично

аналогiчно апарату розвинутому в роботi [9] є режим малих коливань,

що виникають в околi напряму анiзотропiї. Для цього розглянемо

основне модельне рiвняння у виглядi (2.13). Математичнi умови реалiзацiї

зазначеного режиму

ξdJ (t̃) (s×m) = ξdJm (ex ×m) ,

H(t̃) ≡ 0, J = Jm cos Ω̃t̃
(2.77)

Тут для простоти подальших обрахункiв не враховуємо зовнiшнє

змiнне поле, хоча з загальних мiркувань це, можна зробити. Ефективне
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поле тодi

Heff = ez (Hamz) + ξdJm cos Ω̃t̃(ex ×m),

m = exmx + eymy + ez.

Малi коливання будуть вiдбуватися саме навколо осi z , за виконання

умов ξdJm ≪ 1 . Тому припускаємо

mz ≡ 1, mx,y ≪ 1, mx,y ∼ Jm (2.78)

З використанням умов 2.78 можна лiнеаризувати рiвняння (2.13).

Процедура лiнеаризацiї передбачає нехтування усiма доданками, що

пропорцiйнi вищим ступеням Jm , залишаючи лише пропорцiйнi першому

степеню. Виконаємо процедуру лiнеаризацiї послiдовно для усiх доданкiв

в (2.13) з урахуванням 2.77 й отримаємо у безрозмiрному виглядi

dmx

dt̃
= −my + ξdJm cos Ω̃t̃− α

dmy

dt̃
(2.79)

dmy

dt̃
= mx + α

dmx

dt̃
(2.80)

Розв’язок диференцiальних рiвнянь, як i в роботi [9], будемо шукати у

виглядi суперпозицiї тригонометричних функцiй

mx = a cos Ω̃t̃+ b sin Ω̃t̃, (2.81)

my = c cos Ω̃t̃d sin Ω̃t̃. (2.82)

Пiдстановкою та прирiвнюванням множникiв бiля вiдповiдних функцiй

sin Ω̃t̃ або cos Ω̃t̃ одержуємо систему алгебраїчних рiвнянь

−aΩ̃ = −d+ αcΩ̃, (2.83)
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bΩ̃ = −c− ξdJm − αdΩ̃, (2.84)

−cΩ̃ = b− αaΩ̃, (2.85)

dΩ̃ = a+ αbΩ̃. (2.86)

Послiдовною почерговою пiдстановкою отримаємо розв’язок

b = ξdJmΩ̃

(
Ω̃2
(
α2 − 1

)
+ 1
)
− 2α2Ω̃2

Ω̃4 (α2 + 1)2 + 2Ω̃2 (α2 − 1) + 1
, (2.87)

d = −ξdJmΩ̃

(
Ω̃2
(
α2 − 1

)
+ 1
)
+ 2Ω̃2

Ω̃4 (α2 + 1)2 + 2Ω̃2 (α2 − 1) + 1
, (2.88)

a = −ξdJmΩ̃
2αΩ̃

Ω̃4 (α2 + 1)2 + 2Ω̃2 (α2 − 1) + 1
, (2.89)

c = −ξdJm
Ω̃2
(
α2 − 1

)
+ 1

Ω̃4 (α2 + 1)2 + 2Ω̃2 (α2 − 1) + 1
. (2.90)

Отриманi вирази (2.89), (2.87), (2.90) та (2.88), фактично, описують

режим малих коливань магнiтного моменту пiд дiєю спiн-поляризованого

струму. Проiлюструємо залежнiсть одержаних величин вiд частоти для

рiзних параметрiв загасання: див. рис. 2.13, 2.14, 2.15.

2.4 Висновки до роздiлу 2

В даному роздiлi НДР була визначена середня намагнiченiсть i

потужнiсть втрат для системи феромагнiтних наночастинок, напрямки

легких осей яких рiвномiрно розподiленi в просторi i знаходяться в

елiптично поляризованому магнiтному полi. Одним з найбiльш важливих
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Рисунок 2.13 – Характернi частотнi залежностi лiнiйних коефiцiєнтiв у
режимi малих коливань для α = 0.5 .

-1.0E-04

-8.0E-05

-6.0E-05

-4.0E-05

-2.0E-05

0.0E+00

2.0E-05

4.0E-05

6.0E-05

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 1.9

a
,b

,c
,d

приведена частота

a

b

c

d

Рисунок 2.14 – Характернi частотнi залежностi лiнiйних коефiцiєнтiв у
режимi малих коливань для α = 0.15 .
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Рисунок 2.15 – Характернi частотнi залежностi лiнiйних коефiцiєнтiв у
режимi малих коливань для α = 0.05 .

результатiв є те, що таке поле намагнiчує цю систему в напрямку,

перпендикулярному площинi поляризацiї. Це незвичайний результат,

оскiльки елiптично поляризоване магнiтне поле не має складової в цьому

напрямку. З фiзичної точки зору поява середньої намагнiченостi є

наслiдком того факту, що власна прецесiя намагнiченостi в наночастицах

вiдбувається в напрямку проти годинникової стрiлки. Саме через це

властивостi динамiка намагнiченостi в кожнiй з наночастинок, напрямки

рiвноважної намагнiченостi в яких протилежнi, є рiзною. Хоч ця рiзниця є

виключно динамiчним, поляризацiйно-залежним ефектом, i навiть пiсля

усереднення за ансамблем призводить до вiдмiнної вiд нуля середньої

намагнiченостi системи.

Для знаходження аналiтичних виразiв для середньої намагнiченостi

i потужностi втрат в разi малої амплiтуди зовнiшнього магнiтного

поля було розроблено загальну теорiю збурень для рiвняння Ландау-

Лiфшиця-Гiльберта. В її рамках ми визначили стацiонарний розв’язок

цього рiвняння i розрахували середню намагнiченiсть, а також втрату

потужностi з точнiстю до другого порядку малостi. Важливою особливiстю

цих величин є те, що вони залежать резонансним чином вiд частоти

магнiтного поля. Слiд пiдкреслити, що, вiдповiдно до визначення,
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вираз другого порядку для потужностi втрат випливає з розв’язку

першого порядку для рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта, i таким чином

проявляє резонансну поведiнку в околицi резонансу першого порядку. На

вiдмiну вiд цього вираз другого порядку для середньої намагнiченостi

визначається розв’язок другого порядку для рiвняння Ландау-Лiфшиця-

Гiльберта. Хоча це рiшення враховує вплив обох резонансiв, першого i

другого порядкiв, вплив резонансу другого порядку усувається шляхом

усереднення. Ми пiдтвердили теоретичнi пошуки за допомогою чисельних

результатiв, отриманих шляхом чисельного розв’язку рiвняння Ландау-

Лiфшиця-Гiльберта.

Наш теоретичний аналiз показав, i чисельнi результати пiдтвердили,

що субгармонiчнi резонанси, що виникають внаслiдок нелiнiйностi

рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта, також впливають на частотну

залежнiсть середньої намагнiченостi i потужностi втрат. Однак, оскiльки

субгармонiчнi резонанси з’являються при досить великих амплiтудах

елiптично поляризованого магнiтного поля, нелiнiйнi особливостi динамiки

намагнiченостi сильно впливають на частотну залежнiсть даних величин.

Ми виявили, що серед цих особливостей переходи мiж рiзними

стацiонарними розв’язками рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта, якi

виникають пiд час змiн частоти магнiтного поля, грають найбiльш важливу

роль. Якщо цi переходи вiдбуваються без перемикання намагнiченостi,

екстремуми середньої намагнiченостi i втрати потужностi змiщуються в

бiк низьких частот. У протилежному випадку, якщо переходи у певної

долi наночастинок супроводжуються перемиканням намагнiченостi (це

можливо, якщо амплiтуда поля досить велика), то частотна залежнiсть

цих величин, i перш за все середньої намагнiченостi, змiнюється якiсно.

Нарештi, було встановлено, що переходи мiж регулярними i хаотичними

режимами динамiки намагнiченостi впливають на цi величини незначним

чином.

iдповiдно до запропонованої моделi, експериментальнi системи повиннi

складатися з монодисперсних монодоменних наночастинок, якi орiєнтованi

випадковим чином i не взаємодiють один з одним. У той час як системи

з монодисперсними монодоменними наночастинками є досить загальними
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i можуть бути легко синтезованi [141], системи, що характеризуються

рiвномiрним розподiлом напрямкiв легких осей i незначним дипольним

взаємодiєю, не настiльки широко поширенi. Наскiльки нам вiдомо, однiєю

з найбiльш вiдповiдних систем, у яких магнiтна динамiка може бути

описана пропонованої моделлю, є збiрка наночастинок залiза i платини,

вироблена при вiдносно низькiй температурi вiдпалу [142]. Iнший такою

системою є двовимiрна збiрка наночастинок оксиду залiза, отриманих

в результатi клiк-реакцiї [143]. Якщо вiдстань мiж частинками досить

велика, наночастинки в данiй збiрцi задовольняють всiм iз зазначеним

вище умовам.

Також було розглянуто детермiнiстичну вимушену магнiтну динамiку

наночастинки пiд дiєю зовнiшнього змiнного поля i спiн-поляризованого

струму на базi рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта з доданками

Слончевського-Берже. Особливiсть моделi у тому, що спiн-поляризований

струм дає внесок, що можна трактувати як певне ефективне поле, напрям

якого визначається взаємною орiєнтацiєю магнiтного моменту в поточному

положеннi та напрямком поляризацiї струму. Аналiтично описанi три

режими усталеного руху магнiтного моменту пiд дiєю зовнiшнiх полiв

та спiн-поляризованого струму. Знайденi траєкторiї дозволяють краще

зрозумiти механiзми перемикання намагнiченостi та пiдiбрати оптимальнi

параметри зовнiшнiх впливiв для оптимального процесу запису.

Зокрема, описано режим прецесiї та отримано алгебраїчнi рiвняння,

розв’язком яких є значення кутiв прецесiї та вiдставання для магнiтного

моменту. Показано, що значення кутiв визначається частотою поля,

його амплiтудою та густиною спiн-поляризованого струму; а режим

прецесiї реалiзується навiть за умови дiї лише сталого спiн-поляризованого

струму. При цьому амплiтуда й частота рух визначається як внутрiшнiми

параметрами магнетика, так i густиною струму. Четвертий порядок

отриманого рiвняння для кута прецесiї свiдчить про iснування як

стабiльних так i нестабiльних розв’язкiв в обох взаємно протилежних

напрямках, зумовлених одновiсною анiзотропiєю. Перемикання мiж

даними станами i буде являти собою процес перезапису у запам’ятовуючих

пристроях.
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Описано режим синхронних коливань, який характерний для вiдносно

великих зовнiшнiх впливiв, коли магнiтна анiзотропiя не грає визначальної

ролi. Чисельний аналiз отриманих залежностей дозволяє оцiнити величину

амплiтуди та частоти зовнiшньої дiї.

Нарештi, у лiнiйному наближеннi було дослiджено режим малих

коливань пiд дiєю змiнного спiн-поляризованого струму та дослiджено

резонансний характер цього типу магнiтного руху залежно вiд частоти

струму. Такий тип дiї може мати допомiжний характер та призначатися

для виведення магнiтного моменту з рiвноваги з подальшим перемиканням

iншими зовнiшнiми впливами. Знайденi розв’язки дозволять правильно

пiдiбрати параметри наступного етапу.

Розвинута в роботi методологiя дозволяє подальше ускладнення

моделi та пiдвищення її реалiстичностi. Зокрема, наступним етапом

має стати врахування дiї теплових флуктуацiй, роль яких може бути як

небажаною з точки зору стабiльностi, так i конструктивною з точки зору їх

безпосередньої участi в процесi перемагнiчування. Врахування нелiнiйних

ефектiв в динамiцi дозволить знайти кращi параметри перемагнiчування,

а, значить, для перезапису iнформацiї.
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3 ВПЛИВ СКIНЧЕННОСТI АНIЗОТРОПIЇ НА

ОБЕРТАЛЬНУ ДИНАМIКУ ФЕРОМАГНIТНИХ

НАНОЧАСТИНОК

3.1 Вступ до роздiлу 3

Коректний опис динамiки феромагнiтної наночастинки у в’язкiй

рiдинi є важливим для розумiння динамiки ферорiдини пiд час її

застосування. До сьогоднi вiдгук ферорiдин, що мiстять достатньо малi

наночастинки, на зовнiшнє змiнне магнiтне поле дослiджується в першу

чергу в рамках поняття комплексної магнiтної сприйнятливостi, що добре

описана в роботi [25]. Однак, якщо магнiтна енергiя порiвняна з термiчною,

вiдгук наночастинок буде визначатись в першу чергу iндивiдуальними

траєкторiями наночастинок. Так, наприклад, детермiнiстичне обертання

наночастинки у вязкому середовищi розглядається як основний канал

дисипацiї для достатньо великих наночастинок, що здiйснюють вимушене

обертання пiд дiєю зовнiшнього змiнного поля [24]. Це дає пiдстави

припускати, що детальний опис руху окремої наночастинки є актуальним.

Двi компоненти динамiки наночастинки слiд розглядати одночасно

для точного опису траєкторiї: 1) механiчне обертання (або так званий

сферичний рух) наночастинки вiдносно в’язкої рiдини; 2) внутрiшня

динамiка намагнiченостi наночастинки в кристалiчнiй решiтцi. Оскiльки

одночасний опис двох зазначених рухiв стикається з деякими труднощами,

замiсть цього використовуються два наближення: 1) модель жорсткого

диполя [16], коли магнiтний момент наночастинки зафiксований в

кристалiчнiй решiтцi наночастинки завдяки сильнiй анiзотропiї, 2) модель

фiксованої наночастинки [81], коли наночастинка вважається нерухомою

завдяки жорсткому зв’язку з сердовищем-носiєм. Незважаючи на

обмеження, обидва пiдходи широко використовуються для опису вiдгуку

феромагнiтної частинки в в’язкiй рiдинi на змiнний поле, включаючи

проблему розрахунку втрат потужностi, яка тiсно пов’язана з таким

методом терапiї онкологiчних захворювань як магнiтна гiпертермiя [?, 22].
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Так, модель жорсткого диполя була успiшно застосована у динамiчному

та стохастичному наближеннях: було знайдено втрату потужностi для

циркулярно-поляризованого [3, 43, 44] та лiнiйно-поляризованого [3, 45].

Ефективне рiвняння Ланжевена та ключовi характеристики динамiки

обертання були встановленi в [88]. Розрахунок втрат потужностi в

рамках моделi фiксованої наночастинки, де враховується тiльки внутрiшня

загасаюча прецесiя магнiтного моменту, був зроблений в роботах [39,40,97].

Нарештi, ця проблема була дослiджена в роботах [71, 73] для ансамблю

наночастинок.

Зв’язана динамiка наночастинки не може бути описана простою

суперпозицiєю цих двох типiв руху через iстотнi змiни у рiвняннях

руху. Вперше такий вид руху: одночасного руху магнiтного моменту

частинки i всiєї частинки, був описаний в роботы [144]). Незважаючи

на це, дискусiя про основнi рiвняння руху продовжується до цих пiр

[35, 145–147]. Це особливо важливо в контекстi нагрiвання ферорiдин

змiнним полем, коли обидва цi типи руху репрезентують канали дисипацiї

енергiї. Одна з перших успiшних спроб щодо опису поглинання енергiї

була описана в роботi [34]. Там втрата потужностi була отримана

в динамiчному наближеннi шляхом лiнеаризацiї рiвняння Лагранжа в

деяких конкретних випадках. Але в рамках цього пiдходу рiвняння

руху не використовувалися. Вивчення зв’язаної динамiки в циркулярно-

поляризованому магнiтному полi за допомогою спрощених рiвнянь руху

подано в [148], однак проблема абсорбцiї енергiї не була розглянута.

Потужнiсть втрати була розрахована в останнiх дослiдженнях [35,145]. На

жаль, тут не застосовувався правильний явний вигляд рiвнянь руху, що

стимулює подальшу дискусiю щодо базових моделей рiвнянь [146, 147]. I

лише нещодавно досягнуто суттєвого прогресу в описi поглинання енергiї

в’язко-зв’язаною наночастинкою зi скiнченою кiнцевою анiзотропiєю [36].

Тут дослiджувався спектр поглинання мiкрохвиль з використанням методу

лiнiйного вiдгуку. Але в’язкий доданок не враховувався у зазначенiй

роботi, що мотивує подальшi дослiдження.

Тому в даному роздiлi НДР ми використовуємо коректнi рiвняння

руху, представленi в роботi [146] для дослiдження вiдгуку наночастинок на
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зовнiшнє змiнний поле. Основною метою є вивчення аспектiв, пов’язаних з

поглинанням енергiї поля, з подальшою трансформацiєю в тепло. Зокрема,

розглядається вплив рухливостi легкої осi на резонанснi залежностi втрати

потужностi вiд частоти поля. Результати порiвнюються з аналогами,

отриманими за таких самих умов з використанням наближень жорсткого

диполя та фiксованої наночастинки. У такий спосiб ми розкриваємо роль

як в’язкого обертання цiлої частки, так i загасаючої внутрiшньої прецесiї

її магнiтного моменту в процесi дисипацiї енергiї. Робиться висновок про

складний характер зв’язаної динамiки та неможливостi розрiзнити внесок

кожного типу руху в сумiсне нагрiвання в динамiчному наближеннi.

3.2 Рiвняння руху у випадку сумiсної динамiки

Як випливає з [146], зв’язана магнiтна динамiка та механiчний рух в

детермiнiстичному випадку пiдкоряються системi рiвнянь

ṅ = ω× n,

Jω̇ = γ−1V Ṁ+ VM×H− 6ηVω, (3.1)

де (n) – одиничний вектор, який визначає напрямок осi анiзотропiї, ω –

кутова швидкiсть частинки, J(= 8πρR5/15) – момент iнерцiї частки, γ

– це гiромагнiтне спiввiдношення, V – об’єм наночастинки, а точки над

символами представляють похiднi за часом.

Фактично, перше рiвняння в множинi (3.1) є умовою сферичного руху

твердого тiла, а друге - класичним рiвнянням обертання, де перший член

являє собою основну вiдмiннiсть вiд того ж рiвняння для RD-моделi. Цей

доданок походить вiд руху намагнiченостi всерединi наночастинки вiдносно

її кристалiчної решiтки. У свою чергу, динамiка намагнiченостi описується

модифiкованим рiвнянням Ландау-Лiфшица-Гiльберта

Ṁ = −γM×Heff + αM−1
(
M× Ṁ−ω×M

)
, (3.2)

де α – параметр загасання, Heff – це ефективне магнiтне поле, в якому
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враховується поле одноосьової анiзотропiї Ha , що зручно записати у

виглядi

Heff = H+HaM
−1 (Mn)n. (3.3)

Тут рiзниця з оригiнальним рiвнянням Ландау-Лiфшица-Гiльберта

полягає у наявностi доданку, що пропорцiйний до M × ω × M ,

який виключає компоненту намагнiченостi M , що обертається разом з

кристалiчною решiткою. Як правило, iнерцiйний доданок в (3.1) може

бути знехтуваним навiть для досить великих наночастинок (R > 20 nm ) у

широкому дiапазонi частот. Тому для подальшого аналiзу ми переписуємо

рiвняння руху (3.1) i (3.2) до бiльш зручної форми

ṅ =MHa [ṁ× n/Ωr + (m× h)× n] /6η,

ṁ(1 + β) = −Ωrm× h
1
eff + αm× ṁ,

(3.4)

нагадаємо, що Ωr = γHa – частота феромагнiтного резонансу, а β =

αM/6γη ,

h
1
eff = (exhm cosΩt+ eyhm̺ sinΩt) (1 + β) + (mn)n, (3.5)

i, нарештi, як i в попередньому роздiлi, m = M/M , h = H/Ha

– безрозмiрнi магнiтний момент та амплiтуда поля, вiдповiдно. Для

того, щоб роздiлити доданки, що мiстять похiднi часу виконаємо

рекурсивну пiдстановку (3.6) з врахуванням основних властивостей

векторних добуткiв. У результатi ми отримуємо

Ω−1
cr ṅ = ṁ× n/Ωr + (m× h)× n,

(1 + α2
1)Ω

−1
r1 ṁ = −m× h

1
eff − α1m×m× h

1
eff,

(3.6)

де Ωcr = HaM/6η , Ωr1 = Ωr/(1 + β) , α1 = α/(1 + β) .

Пiсля стандартних перетворень та обчислень з урахуванням означення

циркулярно-поляризованого поля (1.3a), можемо записати набiр рiвнянь

вiдносно полярного θ та азимутального φ кутiв вектора n , а також
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полярного ϑ та азимутального ϕ кутiв вектора m

(1 + α2
1)Ω

−1
r1 ϑ̇ = f1 + α1f2,

(1 + α2
1)Ω

−1
r1 ϕ̇ = sin−1 ϑ(α1f1 − f2),

Ω−1
r1 θ̇ = βα−1(ωy cosφ− ωx sinφ),

Ω−1
r1 φ̇ = βα−1

[
ωz − cot θ(ωy sinφ

+ωx cosφ)
]
,

(3.7)

де

f1 =
[
hm(1 + β) sin(̺Ω̃t̃− φ)− F sin θ sin(ϕ− φ)

]
,

f2 = cosϑ
[
hm(1 + β) cos(̺Ω̃t̃− φ)

+F sin θ cos(ϕ− φ)
]
− sinϑ

[
(1 + β)hz0

+F cos θ
]
,

F = cos θ cosϑ+ cos(ϕ− φ) sin θ sinϑ (= mn)

ωx = ϑ̇ cosϑ cosϕ+ ϕ̇ sinϑ sinϕ

− (1 + β)
[
hz0 sinϑ sinϕ+ hm cosϑ cos(Ω̃t̃)

]
,

ωy = ϑ̇ cosϑ sinϕ+ ϕ̇ sinϑ cosϕ

− (1 + β)
[
hz0 sinϑ cosϕ+ h cosϑ sin(̺Ω̃t̃)

]
,

ωz = (1 + β)hm sin(̺Ω̃t̃− ϕ) sinϑ− ϑ̇ sinϑ.

(3.8)

Тут t̃ = Ωr1t , Ω̃ = Ω/Ωr1 .

Важливо пiдкреслити, що система рiвнянь (3.7) разом з позначеннями

(3.8) придатнi для подальшого чисельного обчислення. Отже,

отриманi вище модельнi рiвняння дозволяють вивчати прецесiйний рух

наночастинки, iндукований зовнiшнiм циркулярно-поляризованим полем.
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Рисунок 3.1 – Схематичне зображення наночастинки, поля що дiє, та
систем координат.

3.3 Результати опису сумiсної магнiтної динамiки та

обертання наночастинки як цiлого

3.3.1 Режим малих коливань наночастинки та її магнiтного моменту

Розв’язок системи рiвнянь (3.6) можна знайти в лiнiйному наближеннi

для режиму малих коливань. У цьому режимi вектори m i n обертаються

в малому околi початкового положення легкої осi, яке, у свою чергу,

визначається кутами θ0 i φ0 (див. рис. 3.8). Це вiдбувається за

досить малих амплiтуд поля (hm ≪ 1 ). Процедура лiнеаризацiї, що

використовується тут, аналогiчна тiй, що зазначена у роботi [97] i полягає

в наступному. Введемо нову систему координат x′y′z′ так, як показано на

рис. 3.8. Така система є повернутою вiдносно лабораторної системи xyz

на кути θ0 i φ0 вiдповiдно. У цiй новiй системi координат вектори m i n

можуть бути представленi в лiнiйному наближеннi як

m = ex′mx′ + ey′my′ + ez′, (3.9)

n = ex′nx′ + ey′ny′ + ez′, (3.10)
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де ex′, ey′, ez′ є одиничними векторами координатної системи x′y′z′ . В цiй

системi, зовнiшнє поле (1.3a) може бути записане з використанням матрицi

повороту як

h′ = C ·




hm cos Ω̃t̃

̺hm sin Ω̃t̃

0


 , (3.11)

C =




cos θ0 cosφ0 cos θ0 sinφ0 − sin θ0

− sinφ0 cosφ0 0

sin θ0 cosφ0 sin θ0 sinφ0 cos θ0


 , (3.12)

h′ =




hm cos θ0 cosφ0 cos Ω̃t̃+ ̺h cos θ0 sinφ0 sin Ω̃t̃

−hm sinφ0 cos Ω̃t̃+ ̺hm cosφ0 sin Ω̃t̃

hm sin θ0 cosφ0 cos Ω̃t̃+ ̺hm sin θ0 sinφ0 sin Ω̃t̃


 . (3.13)

Все вищевказане дозволяє аналiзувати характеристики реакцiї

наночастинки на зовнiшнє поле (1.3a) для усiх трьох апроксимацiй у

однаковий спосiб. Отриманi нижче аналiтичнi розв’язки описують основну

рiзницю мiж зв’язаним рухом магнiтного моменту та всiєї наночастинки

i вiдокремленим рухом магнiтного моменту, коли частинка зафiксована,

та рухом усiєї частинки з вмороженим магнiтним моментом. Саме це й

становить нашi головнi результати.

Ми починаємо з самого складного, але найцiкавiшого випадку:

випадку, коли вiдбувається як механiчне обертання, так i внутрiшня

магнiтна динамiка одночасно. Використовуючи рiвняння (3.13),

припускаючи, що nx′, ny′, mx′, my′ ∼ hm , iгноруючи всi нелiнiйнi щодо hm

доданки, з (3.6) можна вивести лiнеаризовану систему рiвнянь для m i n
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у такому виглядi:

ṅx′ = δ (ṁy′/Ωr + hx′) ,

ṅy′ = −δ (ṁx′/Ωr − hy′) ,

(1 + β)ṁx′ = −my′ + hy′ + ny′ − αṁy′,

(1 + β)ṁy′ = mx′ − hx′ − nx′ − αṁx′ .

(3.14)

Тут диференцiювання виконується по безрозмiрному часу t̃ , δ = Ωcr/Ωr =

β/α . Розв’язок цiєї системи рiвнянь може бути записаний у стандартнiй

формi

nx′ = an cos Ω̃t̃+ bn sin Ω̃t̃,

ny′ = cn cos Ω̃t̃+ dn sin Ω̃t̃,

mx′ = am cos Ω̃t̃+ bm sin Ω̃t̃,

my′ = cm cos Ω̃t̃+ dm sin Ω̃t̃,

(3.15)

де an , bn , cn , dn , am , bm , cm та dm сталi коефiцiєнти, якi потрiбно

визначити. Пiдстановкою рiвняння (3.15) в (3.14) та користуючись

лiнiйною незалежнiстю тригонометричних функцiй, отримуємо систему

лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для коефiцiєнтiв, що вiдповiдають за

коливання вектору m

(1 + β)Ω̃am = dm + δbm − αΩ̃cm − Am,

(1 + β)Ω̃bm = −cm − δam − αΩ̃dm +Bm,

(1 + β)Ω̃cm = −bm + δdm + αΩ̃am − Cm,

(1 + β)Ω̃dm = am − δcm + αΩ̃bm +Dm

(3.16)

и точнi вирази для коефiцiєнтiв, що вiдповiдають вектору n .

an = δcm − ̺Ω̃−1hm cos θ0 sinφ0,

bn = δdm + Ω̃−1hm cos θ0 cosφ0,

cn = −δam − ̺Ω̃−1hm cosφ0,

dn = −δbm − Ω̃−1hm sinφ0.

(3.17)
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Тут

Am = ̺hm(1 + β) cosφ0 − Ω̃−1hm sinφ0,

Bm = −hm(1 + β) sinφ0 − ̺Ω̃−1hm cosφ0,

Cm = −̺hm(1 + β) cos θ0 sinφ0 − Ω̃−1hm cos θ0 cosφ0,

Dm = −hm(1 + β) cos θ0 cosφ0 + ̺Ω̃−1hm cos θ0 sinφ0.

З виразу (3.16) можна обчислити невiдомi константи am , bm , cm , and dm

наступним чином

am = Z−1
[
Ω̃1Dm + Ω̃2Bm + Ω̃3Cm + Ω̃4Am

]
,

bm = Z−1
[
Ω̃1Cm + Ω̃2Am − Ω̃3Dm − Ω̃4Bm

]
,

cm = Z−1
[
−Ω̃1Bm + Ω̃2Dm − Ω̃3Am + Ω̃4Cm

]
,

dm = Z−1
[
−Ω̃1Am + Ω̃2Cm + Ω̃3Bm − Ω̃4Dm

]
,

(3.18)

де

Z = Ω̃4α4 + 2Ω̃4α2β2 + Ω̃4β4 + 4Ω̃4α2β+

+ 4Ω̃4β3 + 2Ω̃4α2 + 6Ω̃4β2 − 2Ω̃2α2δ2+

+ 2Ω̃2β2δ2 + 4Ω̃4β + 8Ω̃2αβδ+

+ 4Ω̃2βδ2 + Ω̃4 + 2Ω̃2α2 + 8Ω̃2αδ−
− 2Ω̃2β2 + 2Ω̃2δ2 + δ4 − 4Ω̃2β − 2Ω̃2+

+ 2δ2 + 1,

(3.19)
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Ω̃1 = −Ω̃2α2 − 2Ω̃2αβδ − 2Ω̃2αδ+

+ Ω̃2β2 + 2Ω̃2β + Ω̃2 − δ2 − 1,

Ω̃2 = −Ω̃2α2δ + 2Ω̃2αβ + 2Ω̃2α+

+ Ω̃2β2δ + 2Ω̃2βδ + Ω̃2δ + δ3 + δ,

Ω̃3 = Ω̃3α3 + Ω̃3αβ2 + 2Ω̃3αβ+

+ Ω̃3α− Ω̃αδ2 + Ω̃α + 2Ω̃βδ+

+ 2Ω̃δ,

Ω̃4 = −Ω̃3α2β − Ω̃3α2 − Ω̃3β3−
− 3Ω̃3β2 − 3Ω̃3β − Ω̃3 − 2Ω̃αδ−
− Ω̃βδ2 + Ω̃β − Ω̃δ2 + Ω̃.

Використовуючи рiвняння (3.18), можна встановити явний вигляд констант

у виразi (3.17), якi визначають обертальну динамiку частики як цiлого.

Отриманi виразi для траєкторiй наночастинки дозволяють записати

аналiтичне спiввiдношення для питомої потужностi втрат q . Безпосереднє

iнтегрування виразу (2.9), в якому пiд ефективним полем слiд розумiти

поле вигляду (3.5) з пiдстановкою (3.15), (3.18) та (3.17) дає нам наступну

формулу:

q = 0.5Ω̃(bmhm cos θ0 cosφ0 − amρhm cos θ0 sinφ0−
− dmhm sinφ0 − cmρhm cosφ0 + bman − ambn + dmcn−
− cmdn).

(3.20)

Залежнiсть q вiд параметрiв системи, особливо на частотi зовнiшнього

поля, являє великий iнтерес i буде розглянута нижче. Але не менш

цiкавим є порiвняння цього результату з аналогiчним результатом в

iнших наближеннях, таких як модель фiксованої наночастинки та модель

жорсткого диполя, що були розглянутi вище.

3.3.2 Режим малих коливань намагнiченостi у нерухомiй

наночастинцi

На даному етапi повторимо розгляд магнiтної динамiки всередини
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нерухомої частинки з використанням лише лiнiйного наближення для

простоти подальшого порiвняльного аналiзу. Як i в попередньому випадку,

лiнеаризованi рiвняння руху записуються у припущеннi mx′, my′ ∼ hm ,

а всi доданки, нелiнiйнi вiдносно амплiтуди поля hm нехтуються. З

використанням виразу (3.13), у кiнцевому пiдсумку отримуємо з (2.3)

лiнеаризовану систему рiвнянь для вектора m у наступному виглядi

ṁx′ = −ṁy′ + hy′ − αṁy′,

ṁy′ = ṁx′ − hx′ − αṁx′.
(3.21)

Далi, загальна форма розв’язку (3.21) може бути просто записана у

стандартному виглядi

mx′ = afp cos Ω̃t̃+ bfp sin Ω̃t̃,

my′ = cfp cos Ω̃t̃+ dfp sin Ω̃t̃,
(3.22)

де afp , bfp , cfp , та dfp є амплiтуди осциляцiй магнiтного моменту

всерединi нерухомої наночастинки. Пiдстановкою виразу (3.22) у (3.21)

отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, розв’язком яких є

шуканi амплiтуди

Ω̃afp = (dfp − ̺hm cosφ0)− αΩ̃cfp,

Ω̃bfp = −(cfp + hm sinφ0)− αΩ̃dfp,

Ω̃cfp = −(bfp − ̺hm cos θ0 sinφ0) + αΩ̃afp,

Ω̃dfp = (afp − hm cos θ0 cosφ0) + αΩ̃bfp.

(3.23)

Пiсля вiдповiдних розрахункiв, отримуємо розв’язок (3.23)

afp = −Z−1
fp

[
Ω̃fp

1 Bfp + Ω̃fp
2 Afp

]
,

bfp = Z−1
fp

[
Ω̃fp

1 Cfp + Ω̃fp
2 Dfp

]
,

afp = Z−1
fp

[
Ω̃fp

1 Afp − Ω̃fp
2 Bfp

]
,

dfp = Z−1
fp

[
−Ω̃fp

1 Dfp + Ω̃fp
2 Cfp

]
,

(3.24)
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де

Zfp = 4α2Ω̃4 +
(
(α2 − 1)Ω̃−2 + 1

)2
, (3.25)

Ωfp
1 = 2αΩ̃2,

Ωfp
2 = (α2 − 1)Ω̃2 + 1,

Afp = ̺hmΩ̃ (α cos θ0 sinφ0 − cosφ0)− hm cos θ0 cosφ0,

Bfp = ̺hmΩ̃ (cosφ0 sinφ0 + α cosφ0) + hm sinφ0,

Cfp = hmΩ̃ (cos θ0 cosφ0 − α sinφ0) + ̺hm cosφ0,

Dfp = hmΩ̃ (α cos θ0 cosφ0 + sinφ0) + ̺hm cos θ0 sinφ0.

Потужнiсть втрат в цьому випадку також може бути знайдена шляхом

прямого iнтегрування (2.9) з пiдстановкою (3.22) та (3.24)

q = 0.5hmΩ̃ΩrZ
−1
fp {Ω̃

fp
1 [2̺hm cos θ0+

+ hmΩ̃D] + Ω̃fp
2 αhmΩ̃D},

(3.26)

де

D = cos2 θ0(cos
2 φ0 + ̺2 sin2 φ0) + ̺2 cos2 φ0 + sin2 φ0. (3.27)

Отриманий вираз (3.26) подiбний до вже ранiше оприлюдненого у [97],

але узагальненого на випадок довiльної орiєнтацiї легкої осi наночастинки.

Незважаючи на кiлькiсну рiзницю, обумовлену поворотом легкої осi,

залишається якiсний характер частотної поведiнки q .

3.3.3 Режим малих коливань усiєї наночастинки iз зафiксованим

магнiтним моментом

I, нарештi, повторимо в рамках єдиного пiдходу лiнiйний аналiз

випадку жорсткого диполя. У цiй так званiй RD-моделi лiнеаризованi
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рiвняння мають найпростiшу форму. Нагадаємо, що рiвняння жорсткого

диполя без врахування моменту iнерцiї може бути записане як

ṅ = −Ωcrn× (n× h) , (3.28)

Розкладанням у ряд з точнiстю до лiнiйних членiв та враховуючи (3.13),

записуємо лiнеаризовану систему рiвнянь для вектора легкої вiсi n у

такому виглядi

ṅx′ = Ωcrhx′ ,

ṅy′ = Ωcrhy′.
(3.29)

Як i в попередньому випадку, ми використовуємо тригонометричне

подання розв’язку (3.29)

nx′ = ard cos Ω̃t̃+ brd sin Ω̃t̃,

ny′ = crd cos Ω̃t̃+ drd sin Ω̃t̃.
(3.30)

Пiсля прямої пiдстановки (3.30) в (3.29), легко можна отримати невiдомi

константи, якi є амплiтудами вектора n

ard = hmΩcr sinφ0/Ω,

brd = hmΩcr cos θ0 cosφ0/Ω,

crd = −hmΩcr cosφ0/Ω,

drd = hmΩcr cos θ0 sinφ0/Ω.

(3.31)

I, нарештi, ми можемо вiдразу знайти потужнiсть втрат за

спiввiдношення (1.46) пiдставляючи у нього вирази (3.30) та (3.31)

q = 0.5Ωcrh
2
mD. (3.32)

Примiтно, що q не залежить вiд частоти, оскiльки пiд час зростання

частоти Ω коефiцiєнти (3.31) вiдразу пропорцiйно зменшуються, що

компенсує можливий зростання втрат потужностi.
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3.3.4 Порiвняльний аналiз результатiв

Порiвняння виразiв втрат потужностi, отриманих вище, дає низку

висновкiв, i деякi з них є досить несподiваними з першого погляду. По-

перше, роль внутрiшнього магнiтного руху є первинною. Як випливає з

виразiв (3.20) та (3.26), залежнiсть безрозмiрної втрати потужностi вiд

безрозмiрної частоти q(Ω̃) для моделi зафiксованої частики та моделi

в’язко-зв’язаної наночастинки з скiнченною анiзотропiєю подiбнi: вони

обидвi демонструють резонансну поведiнку. У той же час для моделi

жорсткого диполя така залежнiсть являє собою константу або пряму,

що не залежить вiд частоти (див. (3.32)). Тому динамiка магнiтного

моменту, представленого одиничним вектором m , визначає результуючу

втрату потужностi в широкому дiапазонi досить реалiстичних параметрiв.

Але кiлькiсне порiвняння цих залежностей дозволяє нам припустити,

що осциляцiї легкої вiсi можуть значно змiнити втрати потужностi,

викликаної загасаючою прецесiєю m . Причини цього полягають в

характерi колективного руху легкої осi, поданої вектором n , i магнiтним

моментом, поданого вектором m . Хоча вiдбувається лише гармонiчний

рух зазначених векторiв, спiввiдношення фаз та амплiтуд може призвести

до достатньо рiзних значень розсiювання енергiї в системi. Далi ми

розглянемо поведiнку потужностi втрат q(Ω̃) в контекстi особливостей

руху векторiв m i n .

Поведiнка q(Ω̃) обумовлена особливостями коефiцiєнтiв am(Ω̃) ,

bm(Ω̃) , cm(Ω̃) , та dm(Ω̃) , якi визначають динамiку m i an(Ω̃) , bn(Ω̃) ,

cn(Ω̃) , та dn(Ω̃) , що визначає динамiку n (див. Рис. 3.2). Як видно,

для частот, що знаходяться далеко вiд резонансної, вектори m та n

майже збiгаються i обертаються синхронно. Тут модель в’язко-зв’язаної

наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю та модель фiксованої частинки

дають дуже близькi значення втрати потужностi. Але поблизу резонансу,

якщо Ω̃ ≈ 1 , коефiцiєнти am(Ω̃) , bm(Ω̃) , cm(Ω̃) , та dm(Ω̃) мають вираженi

максимуми i змiнюють знаки, тодi коли коефiцiєнти an(Ω̃) , bn(Ω̃) , cn(Ω̃) ,

and dn(Ω̃) залишаються такими самими на усьому дiапазонi частоти.
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Рисунок 3.2 – Залежностi амплiтуд зв’язаних коливань магнiтного
моменту (3.18) та легкої вiсi (3.17) вiд частоти зовнiшнього поля.
Використовувалися такi значення параметрiв M = 338 G, Ha = 910 Е,
η = 0.006 П, α = 0.05 що вiдповiдає частникам магнетиту (γ − Fe2O3 ) у
водi за температури of 42 ◦C, ̺ = −1 , hm = 0.01 , θ0 = 0.4π , ϕ0 = 0.125π .

Тому вектори m та n обертаються у асинхронний спосiб, що веде до

бiльшого кута мiж магнiтним моментом i результуючим чи ефективним

полем heff . Разом зi зростанням кута прецесiї вектора m це призводить до

зростання втрат потужностi в порiвняннi з випадком фiксованої частинки

(див. Рис. 3.3).

Якщо в’язкiсть порiвняно невелика, вектор n стає бiльш

сприйнятливим до зовнiшнього поля, i магнiтний момент, що обертається,

може легко залучати до обертання цiлу наночастинку. Однак, це

не викликає бiльш iнтенсивного руху в результатi. По перше, тут

вiдбувається значне зменшення коефiцiєнтiв am(Ω̃) , bm(Ω̃) , cm(Ω̃) , та

dm(Ω̃) бiля резонансу у порiвняннi з випадком бiльшої в’язкостi. Тодi
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Рисунок 3.3 – Частотна залежнiсть потужностi втрат для випадку
жорсткого диполя, фiксованої наночастинки, та в’язко-зв’язаної
наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю. Використанi параметри
такi самi як i для побудови рисунка 3.2.

змiнюються лише знаки коефiцiєнтiв bm(Ω̃) and dm(Ω̃) (див. Рис. 3.4).

Нарештi, залежностi an(Ω̃) , bn(Ω̃) , cn(Ω̃) , and dn(Ω̃) отримують локальнi

максимуми (рис. 3.4) i трохи зменшують абсолютнi значення в околi

Ω̃ = 1 . Отже, ефект вираженого асинхронного обертання n i m , що

є актуальним для вищесказаного випадку, наразi зникає, i цi вектори

стають майже паралельними для усього дiапазону частот. Оскiльки кут

мiж магнiтним моментом i результуючим полем зменшується, модель

в’язко-зв’язаної наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю у цьому випадку

прогнозує бiльш низькi значення втрат потужностi, нiж модель нерухомої

частинки поблизу резонансу (рис. 3.5).

Описана вище ситуацiя є причиною для екстремальної чутливостi

втрати потужностi до параметрiв системи, яка може бути корисною в

застосуваннях i може бути використана в рядi випадкiв. Навпаки, в

iнших випадках така чутливiсть може бути дуже небажаною, i треба

вжити заходiв для запобiгання. Незалежно вiд подальших цiлей, необхiдно

докладно дослiдити вплив основних параметрiв. Це особливо важливо

для проектування ансамблiв наночастинок iз зазначеними властивостями

для таких важливих застосувань, як мiкрохвильовi поглиначi або

магнiтна гiпертермiя, де основними характеристиками є нагрiвання та/або

поглинання.
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Рисунок 3.4 – Залежностi амплiтуд зв’язаних коливань магнiтного
моменту (3.18) та легкої вiсi (3.17) вiд частоти зовнiшнього поля.
Використанi параметри такi самi як i для побудови рисунка 3.2, однак
η = 4.0−5 П.
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Рисунок 3.5 – Частотна залежнiсть потужностi втрат для випадку
жорсткого диполя, фiксованої наночастинки, та в’язкозв’язаної
наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю. Використанi параметри
такi самi як i для побудови рисунка 3.2, але η = 4.0−5 П.
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У цьому вiдношеннi найбiльш цiкавими є схожi параметри α

та η . На рис. 3.6a, зображено порiвняння втрат потужностi для

двох значень α з використанням наближення фiксованої частки та

наближення в’язкозв’язаної наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю. Як

i очiкувалося, зменшення α призводить до пропорцiйного збiльшення

втрат потужностi для обох наближень. В той же час, змiна в’язкостi

η призводить до рiзної поведiнки втрат потужностi, отриманої для

моделей жорсткого диполя та наближення в’язкозв’язаної наночастинки

зi скiнченною анiзотропiєю (див. Рис. 3.6б) Для першого випадку

вiдбувається пропорцiйний рiст q(Ω̃) зi зменшенням η . Але для другого

випадку прийняття до уваги скiнченностi анiзотропiї призводить до

протилежних результатiв. Тут ми вiдзначаємо нелiнiйне зростання в q(Ω̃)

зi зростаючою в’язкiстю η . Як було пояснено вище, походження цього

ефекту слiд шукати у вiдносному русi векторiв n та m . Далi, щоб оцiнити

придатнiсть моделi жорсткого диполя, необхiдно порiвняти значення втрат

потужностi для цих двох випадкiв. Як видно з рисунка 3.6б, можливi

рiзнi ситуацiї, оскiльки за умови розблокування магнiтного моменту m

iснують два рiзних типу поведiнки. Перший тип - це асинхроннi коливання

m та n , коли значення q(Ω̃) для моделi в’язкозв’язаної наночастинки

зi скiнченною анiзотропiєю може бути значно бiльшим, нiж значення,

передбаченi моделлю жорсткого диполя. Другий тип - синхронний рух

магнiтного моменту та легкої осi. Тут обидва механiзми дисипацiї

пригнiчуються, оскiльки амплiтуди коливань n i m стають меншими. Як

результат, втрата потужностi для випадку скiнченної анiзотропiї може бути

значно нижчою, нiж значення, отримане для моделi жорсткого диполя.

Це дозволяє зробити висновок про низьку придатнiсть моделi жорсткого

диполя для високих частот.

Ще одне важливе питання, яке необхiдно враховувати, – це вплив

орiєнтацiї зовнiшнього поля по вiдношенню до наночастинки. Як випливає

з виразiв (3.20), (3.26), (3.32), ця орiєнтацiя визначається типом поляризацiї

та початковим положенням легкої осi. Модель жорсткого диполя

передбачає рiзницю втрат потужностi не бiльш нiж у два рази, коли

̺ змiнюється удiапазонi [−1...1] . Вiдповiдно до двох iнших моделей,



142

0.00E+00

1.00E-03

2.00E-03

3.00E-03

0.5 0.75 1 1.25 1.5

re
d
u
ce

d
p
o
w

e
r 

lo
ss

reduced frequency

= 0.05,FA-m odel

= 0.05,FP-m odel

= 0.1,FA-m odel

-m odel= 0.1,FPα

α

α

α
a

0.00E+00

2.00E-04

4.00E-04

6.00E-04

0.5 0.75 1 1.25 1.5

re
d
u
ce

d
p
o
w

e
r 

lo
ss

reduced frequency

=5.0E-06 ,P

RD-m odel
= 5.0E-06 ,P

= 2.0E-06 ,P
FA-m odel

P= 2.0E-06 ,

η

η
FA-m odel

RD-m odel

η

η

b

Рисунок 3.6 – Чутливiсть потужностi втрат до параметрiв загасання.
Рисунок a: випадок фiксованої наночастинки та випадок в’язкозв’язаної
наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю для рiзних значень параметра
α . Рисунок б: випадок жорсткого диполя випадок в’язкозв’язаної
наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю для рiзних значень величини
в’язкостi η . Параметри, що використовуються тут, не зазначенi в легендi
на рисунку, такi ж, як у пiдпис до рисунку 3.2, але θ0 = 0.25π .
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залежнiсть втрат потужностi вiд параметру ̺ є бiльш сильною та

складною. Як видно з рис. 3.7a величина q(Ω̃) може вiдрiзнятися

як мiнiмум у 10 разiв в залежностi вiд ̺ для моделi в’язкозв’язаної

наночастинки з скiнченною анiзотропiєю. Тут треба зауважити, що ця

залежнiсть нелiнiйна, та найнижча залежнiсть q(Ω̃) не вiдповiдає ̺ =

0 або ̺ = ±1 . Початкове положення легкої осi, заданої кутом θ0 ,

також iстотно впливає на втрату потужностi. Як видно з рис. 3.7б, ця

рiзниця може бути принаймнi 20 разiв. Оскiльки наночастинки в реальних

ферорiдинах нерiвномiрно розподiленi, можна видiлити наступне. По-

перше, дипольна взаємодiя, яка намагається органiзувати ансамбль, може

суттєво вплинути на втрату потужностi. По-друге, зовнiшнiй градiєнт

магнiтного поля, який використовується для контролю нагрiвання пiд час

гiпертермiї, також визначає втрату потужностi. I, по-третє, ми можемо

легко контролювати втрати потужностi в широкому дiапазонi значень

завдяки постiйному зовнiшньому полю, яке визначає напрямок легкої осi

наночастинки.

3.3.5 Сумiсна прецесiя наночастинки та її магнiтного моменту

У разi синхронної прецесiї векторiв m та n з зовнiшнiм циркулярно-

поляризованим полем (див. Рис. 3.8), стацiонарне рiшення системи рiвнянь

(3.1), (3.2) може бути отриманi у виглядi ϕ = ̺Ω̃t̃ − ϕ1 , ϑ = ϑ1 ,

φ = ̺Ω̃t̃ − φ1 , θ = θ1 . Щоб знайти невiдомi константи ϕ1 , φ1 та ϑ1 ,

θ1 , ми використали умову вiдсутностi руху магнiтного моменту вiдносно

кристалiчної решiтки наночастинок

ṁ−ω×m = 0. (3.33)

Пiсля пiдстановки рiвняння (3.33) у друге рiвняння (3.1) i нехтуючи

моментом iнерцiї, ми отримуємо

0 = Ωcr(m× n)(mn) +ω. (3.34)
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Рисунок 3.7 – Чутливiсть втрати потужностi до орiєнтацiї наночастинки
по вiдношенню до зовнiшнього поля для випадку в’язко-зв’язаної
наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю. Параметри, що
використовуються тут, не зазначенi в легендi на рисунку, такi ж, як
у пiдпис до рисунку 3.2, однак θ0 = 0.25π для рисунку a та ̺ = 1 для
рисунку b.
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Рисунок 3.8 – Схематичне зображення поведiнки векторiв n , m та систем
координат, що використовуються для опису режиму прецесiї

Потiм введемо подвiйну систему x′′y′′z′′ , яка обертається разом iз

зовнiшнiм полем, як випливає з Рис. 3.8. У цiй новiй системi кутова

швидкiсть має дуже просту форму

ω
′′ = (−̺Ω sin θ1, 0, 0) . (3.35)

Рiвняння (3.2) не може бути представлена в подвiйнiй системi, отже,

нам потрiбно записати явну форму всiх векторiв у лабораторнiй системi

координат. Для подальших перетворень слiд використовувати матрицю

обертання

C−1 =




cos θ1 cosΦ1 − sinΦ1 sin θ1 cosΦ1

cos θ1 sinΦ1 cosΦ1 sin θ1 sinΦ1

− sin θ1 0 cos θ1


 , (3.36)

де Φ1 = ̺Ω̃t̃− φ1 . Введемо позначення

F1 = sin θ1 sinϑ1 cos(φ1 − ϕ1) + cos θ1 cosϑ1 (3.37)
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i представимо вектор ω , m , та n в лабораторнiй системi з використанням

матрицi обертання рiвняння (3.36). Це дозволяє безпосередньо отримати

набiр алгебраїчних рiвнянь

− sinϑ1 sinϕ1

(
̺Ω

Ωr
− hz

)
=sin θ1 cos θ1 cosφ1

̺Ω

Ωcr
,

h sinϑ1 sinϕ1=sin2 θ1
̺Ω

Ωcr
,

F1 sin(ϑ1 − θ1) sinϕ1=sinϑ1

(
̺Ω

Ωr
− hz

)
,

F1 sin θ1 sin(ϕ1 − φ1)=h sinϕ1. (3.38)

Виконуємо iнтегрування рiвняння (2.10) з врахуванням подання векторiв

m та n у сферичнiй системi координат

ṁ = (−̺Ω sinϑ1 sinΨ1, ̺Ω sinϑ1 cosΨ1, 0), (3.39)

n = (sin θ1 cosΦ1, sin θ1 sinΦ1, cos θ1), (3.40)

де Ψ1 = ̺Ω̃t̃− ϕ1 , ми отримуємо

q = 2̺Ω̃ sinϑ1 sinϕ1. (3.41)

Важливо сказати, що рiвняння (3.41) отримане з врахуванням скiнченностi

анiзотропiї схоже на вiдповiдне рiвняння, отримане для моделi фiксованої

наночастинки рiвняння (2.62).

Скористаємось рiвнянням (2.10) i подамо вектора m та n в сферичнiй

системi координат, можна знайти вираз для чисельного розрахунку втрат

потужностi як

q =
1

N

N∑

i=1

[
hxi(cosϑi cosϕi∆ϑi − sinϑi sinϕi∆φi)

+hyi(cosϑi sinϕi∆θi + sinϑi cosϕi∆ϕi)

−hzi sinϑi∆ϑi

]
, (3.42)

де N = T̃sim/∆t̃ ( T̃sim = TsimΩr1 та обирається як 105 в моделюваннi) –



147

це кiлькiсть етапiв часу для зовнiшнього перiодичного поля, ∆t̃(≪ 1/Ω̃)

– значення кроку часу в чисельному розрахунку, ϑi = ϑ(t̃i) , ϕi = ϕ(t̃i) ,

∆ϑi =
∂ϑ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ , ∆ϕi =

∂ϕ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ ,

hxi = hm cos(̺Ω̃t̃i) + Fi sin θi cosφi,

hyi = hm sin(̺Ω̃t̃i) + Fi sin θi sinφi,

hzi= hz0 + Fi cos θi, (3.43)

Fi = F (t̃i) , θi = θ(t̃i) , φi = φ(t̃i) .

Додаткова ступiнь свободи дає можливiсть системi показувати бiльш

цiкаву i складну поведiнку динамiки наночастинок. Спочатку, як

i в попереднiх випадках, з’являється звичайний неоднорiдний режим,

який характеризується коливанням кутiв прецесiї. Нагадаємо, що

перiод цих коливань не збiгається з полем. Далi, як i у випадку

фiксованої наночастинки, може вiдбуватися перемикання мiж двома

рiвномiрними режимами, що характеризуються рiзними напрямками

орiєнтацiями наночастинок. Бiльше того, має мiсце ще один цiкавий

режим. Вiн характеризується нерухомим магнiтним моментом, при

цьому сама наночастинка здiйснює коливання: кути θ та φ вектора n

змiнюються синхронно разом iз зовнiшнiм полем без видимого дрейфу,

в той час, коли кути ϑ та ϕ вектора m залишаються практично

постiйними. Такий тип руху досить поширений. Вiн вiдбувається в

станi "вгору"та "вниз" вiдповiдно до напрямку поляризацiї зовнiшнього

поля. Переходи мiж цими типами руху вiдбуваються в стрибкоподiбно, що

вiдображається у рiзких змiнах залежностi q(Ω̃) . Зрештою, ми робимо

висновок, що перемикання мiж рiвномiрним i неоднорiдним режимами

супроводжується рiзким збiльшенням втрат потужностi. Перемикання мiж

двома однорiдними режимами з переорiєнтацiєю наночастинок призводить

до зменшення втрат потужностi, щонайменше, на порядок. Найбiльш

типовi залежностi q(Ω̃) показанi на Рис. 3.9).

3.4 Висновки до роздiлу 3



148

reduced field frequency

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

re
d

u
c
e

d
 p

o
w

e
r 

lo
s
s

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030
reduced field amplitude = 0.1

reduced field amplitude = 0.18

reduced field amplitude = 0.28

Рисунок 3.9 – Модель наночастинки в рiдинi з кiнцевою анiзотропiєю:
найбiльш типовi залежностi втрат потужностi вiд частоти поля для рiзних
амплiтуд поля. Значення системних параметрiв наступнi: α = 0.1 ,
η = 0.006 П, M = 338 Г, ̺ = +1 , hz0 = 0 . Чисельне моделювання
в обраному дiапазонi параметрiв поля не чутливе до початкових умов.
Трикутнi маркери позначають однорiдну прецесiю в положеннi «вгору»;
маркери кола позначають рiвномiрну прецесiю пiсля переходу на «вниз»;
маркери зiрки позначають неоднорiдну прецесiю; квадратнi, шестикутнi
та трикутники маркери позначають неоднорiдний режим з нерухомим
магнiтним моментом «вгорi»; маркери-ромби позначають неоднорiдний
режим з нерухомим магнiтним моментом «вниз».
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Пiдсумки наших дослiджень щодо впливу скiнченностi анiзотропiї на

обертальну динамiку можна пiдбити наступним чином. 1) Розглянуто

режим малих коливань для пов’язаного магнiтного та механiчного

руху в’язкозв’язаної наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю. Цей

режим має мiсце, коли амплiтуда зовнiшнього змiнного поля набагато

менша, нiж значення поля одноосьової анiзотропiї наночастинок (H ≪
Ha ). 2) Загасаюча прецесiя магнiтного моменту всерединi наночастинки

приоритетним чином визначає величину втрати потужностi та резонансний

характер її частотної залежностi. 3) Потужнiсть втрат може бути iстотно

змiнена рухом легкої осi наночастинки. Для реалiстичних параметрiв

системи втрата потужностi, отримана для моделi в’язкозв’язаної

наночастинки зi скiнченною анiзотропiєю, перевищує значення, отримане

для моделi фiксованої частинки. 4) Зниження в’язкостi рiдини-носiя

призводить до непропорцiйного зменшення втрати потужностi, що поблизу

резонансу може бути набагато меншим, нiж значення, отримане для моделi

фiксованої частинки. Така складна кореляцiя мiж магнiтною динамiкою

та механiчним рухом не дозволяє вiдокремити внесок цих двох механiзмiв

у дисипацiю. 5) Потужнiсть втрати надзвичайно чутлива до параметрiв

системи та початкового положення наночастинки. Це слiд враховувати i

може використовуватися, наприклад, для контролю температури нагрiву

та поглинання. Хоча результати отриманi в динамiчному наближеннi,

вони встановлюють обмеження для бiльш точних моделей, що враховують

тепловi коливання та мiжчастинкову взаємодiю.

Для прецесiйного типу руху нами були записанi алгебраїчнi рiвняння

для кутiв прецесiї та вiдставання для векторiв m та n . Методологiчна

особливiсть нашого пiдходу полягає в поданнi вектора кутової швидкостi в

системi координат, що обертається з зовнiшнiм циркулярно-поляризованим

полем, з подальшим перетворенням в лабораторну систему координат.

Основними властивостями розв’язку отриманих алгебраїчних рiвнянь є.

По-перше, магнiтний момент наночастинки завжди становить менший

кут з зовнiшнiм полем, нiж вiсь анiзотропiї, i, як наслiдок, втрати

енергiї зменшуються зi зменшенням поля анiзотропiї. По друге,

прецесiйна динамiка передбачає наявнiсть деякого ефективного поля,
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перпендикулярного площинi поля поляризацiї поля, залежно вiд поданої

частоти та напрямку поляризацiї. Це ефективне поле можна порiвняти з

полем анiзотропiї у випадку високих частот.

Дослiджено прецесiйний режим сумiсної динамiки пiд дiєю

циркулiрно-поляризованого поля. Оскiльки обрано зовнiшнє поле,

що обертається, природно, що найпростiшим способом вимушеного руху

є однорiдна прецесiя. Цей режим характеризується постiйними кутами

прецесiї та кутами вiдставання, значення яких залежать вiд параметрiв

системи. Алгебраїчнi рiвняння для цих залежностей були отриманi для

всiх розглянутих випадкiв. Встановлено, основнi властивостi розв’язкiв

отриманих алгебраїчних рiвнянь для випадку зв’язаної динамiки. Зокрема,

по-перше, магнiтний момент наночастинок завжди становить менший кут

з зовнiшнiм полем, нiж з вiссю анiзотропiї. По друге, прецесiйна динамiка

передбачає наявнiсть деякого ефективного поля, перпендикулярного

площинi поляризацiї поля, залежно вiд заданої частоти та напрямку

поляризацiї. Для високих частот це ефективне поле досить велике i може

утримувати магнiтний момент майже в напрямку, перпендикулярному

площинi поляризацiї зовнiшнього поля. Останнiй факт пiдтверджено

чисельно. Нарештi, вирази для втрати потужностi були отриманi для

випадку в’язкого обертання наночастинки з кiнцевою анiзотропiєю.

Неоднорiдний режим є ключовим питанням дослiджень i вiн

був описаний численно. Цей режим полягає в перiодичних змiнах

полярних кутiв з перiодом, який не збiгається з першим полем.

Активацiя неоднорiдного режиму прецесiї супроводжується змiною втрати

потужностi. Для моделi жорсткого диполя, коли магнiтний момент

вважається фiксованим всерединi кристалiчної решiтки, неоднорiдний

режим має наслiдком зменшення потужностi втрат. Однак для випадку

фiксованої наночастинки, коли лише внутрiшня магнiтна динамiка має

мiсце та у випадку зв’язаного руху наночастинки з кiнцевою анiзотропiєю

у в’язкому носiї, неоднорiдна прецесiя призводить до значного збiльшення

втрат потужностi. Сумiсна динамiка демонструє також iншi пiдтипи

неоднорiдної прецесiї, якi характеризується незмiною намагнiченiстю

наночастинок, та синхронним коливаннями легкої вiсi наночастики разом
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iз зовнiшнiм полем. Цей рух реалiзується для досить широкого

дiапазону параметрiв i може включати кiлька режимiв, що вiдрiзняються

дискретними положеннями намагнiченостi. Перемикання мiж ними

та режимами iнших типiв також пов’язане з рiзкими змiнами втрати

потужностi.
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4 СПРЯМОВАНИЙ ТРАНСПОРТ ПЕРIОДИЧНО

ЗБУДЖЕНИХ ФЕРОМАГНIТНИХ НАНОЧАСТИНОК,

IНДУКОВАНИЙ СИЛОЮ МАГНУСА В РIДКIЙ

МАТРИЦI

4.1 Вступ до роздiлу 4

Ефект Магнуса – це вiдхилення траєкторiї тiла, що рухається в

середовищi з обертанням, вiд траєкторiї цього ж тiла, що рухається без

обертання. Цей ефект вiдiграє важливу роль, наприклад, у спортi [149,150],

аеронавтицi [151] та формуваннi планет [152, 153]. Зазначимо, що ефект

Магнуса може iснувати i у випадку локалiзованих утворень середовища,

таких як вихори у магнетиках, надпровiдниках i надплинних рiдинах, але

його природа в кожному такому випадку своя (див., наприклад, [154,155]).

Силу, яка викликає змiну траєкторiї тiла що рухається з обертанням,

зазвичай називають силою Магнуса. Оскiльки ця сила залежить вiд

багатьох факторiв, таких як розмiр тiла, його форми та шорсткостi

поверхнi, вiд характеристик його поступального та обертального рухiв,

динамiки навколишнього середовища тощо, її розрахунок не є простою

задачею. Бiльше того, за певних умов (наприклад при русi в розрiдженому

газi сфери, що обертається [156, 157]), може iснувати зворотний, а

не класичний, ефект Магнуса, в якому напрямок сили Магнуса є

протилежним до того, що визначається принципом Бернуллi. Однак

у випадку гладких сферичних частинок, чиї поступальнi та обертальнi

рухи характеризуються малими числами Рейнольдса, ефект Магнуса є

класичним, а силу Магнуса можна визначити аналiтично [158]. Хоч

загалом цi умови є досить обмежувальними, їх можна легко реалiзувати

для малих частинок, диспергованих у рiдкiй матрицi.

Цей пiдхiд особливо корисний при вивченнi трансляцiйної та

обертальної динамiки однодоменних феромагнiтних часток у суспензiях.

Такi частинки можуть бути використанi в таких бiомедичних технологiях,

як сепарацiя клiтин, доставка лiкiв та лiкування гiпертермiєю [159, 160].
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Для гiпертермiї найважливiшу роль вiдiграють обертальнi властивостi

частинок та їх намагнiченiсть, тому вони є предметом багатьох дослiджень.

Зокрема, обертальнi властивостi, викликанi лiнiйними та циркулярно

поляризованими магнiтними полями, вже добре вивченi в роботах [146,147]

та [37, 88], вiдповiдно.

На вiдмiну вiд цього, особливостi трансляцiйної динамiки

феромагнiтних частинок пiд дiєю гармонiчної сили та коливального

магнiтного поля не викликали такого iнтересу. Це пояснюється тим, що

через вiдносно невелику силу Магнуса, змiщення часток, спричинене

цiєю силою протягом перiоду поля, також незначне. Однак, якщо

зовнiшня сила i магнiтне поле належним чином синхронiзованi, сила

Магнуса може iндукувати спрямований транспорт (дрейф) частинок. Цей

ефект, який був передбачений i докладно вивчений в роботах [6–8, 161],

представляє особливий iнтерес для сепарацiї частинок, оскiльки величину

швидкостi дрейфу та напрямок дрейфу можна легко керувати зовнiшнiми

параметрами.

В даному роздiлi ефект дрейфу феромагнiтних частинок в рiдкiй

матрицi, який виникає пiд дiєю сили Магнуса, розглянуто як в

детермiнiстичному випадку, так i в стохастичному, коли враховуються

тепловi флуктуацiї.

4.2 Мiнiмальна система рiвнянь руху в детермiнiстичному

випадку

У нашiй моделi феромагнiтнi частинки, що рухаються у в’язкiй рiдинi,

вважаються сферичними та гладкими. Їх радiус a вважається настiльки

малим, що реалiзується однодоменний стан, i тому намагнiченiсть

частинок M є функцiєю лише часу: M = M(t) . Якщо анiзотропне

магнiтне поле досить велике, то вектор M приблизно паралельний осi

анiзотропiї. У цьому наближеннi намагнiченiсть вморожена в частинку i,

отже, її динамiка регулюється кiнематичним диференцiальним рiвнянням

dM/dt = ω × M , де ω = ω(t) – кутова швидкiсть частинки. Також

ми припускаємо, що трансляцiйне i обертальне числа Рейнольдса, Ret i
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Rer , набагато меншi 1 (оскiльки max(a) зазвичай не перевищує кiлькох

сотень нанометрiв [162, 163], ця умова не є дуже обмежувальною для

зважених частинок). У цьому випадку iнерцiйними ефектами в динамiцi

частинок можна знехтувати i, як наслiдок, рiвняння для поступального та

обертального рухiв частинки зводяться до рiвнянь балансу сил та моментiв,

F = 0 i T = 0 , вiдповiдно.

Нехтуючи взаємодiєю мiж частинками, ми включаємо в загальну силу

F вплив на частинку зовнiшньої рушiйної сили fd = fd(t) , силу тертя

ff = ff(t) та силу Магнуса fl = fl(t) . Вибираємо рушiйну силу у

виглядi fd = fm sin (Ωt− φ) ex , де fm , Ω , i φ - вiдповiдно амплiтуда,

кутова частота та початкова фаза сили, а ex – одиничний вектор вздовж

осi x в декартовiй системi координат. Згiдно з припущеннями, сила

тертя визначається законом Стокса, ff = −6πηav (η – це динамiчна

в’язкiсть рiдини, v = v(t) – лiнiйна швидкiсть частинки), а сила Магнуса

визначається за формулою [158] fl = πρa3ω × v (ρ – щiльнiсть рiдини,

знак × позначає векторний добуток).

Припускається також, що зваженi частинки знаходяться пiд дiєю

однорiдного зовнiшнього магнiтного поля H = H(t) . Оскiльки

обертальний момент, який дiє на магнiтний момент частинки VM (V =

4πa3/3 - об’єм частинки), дорiвнює VM×H , а намагнiченiсть вважається

вмороженою в частинку, механiчний обертальний момент tm , iндукований

магнiтним полем, визначається виразом tm = VM × H . Додатково

до цього вкладу загальний обертальний момент T , що дiє на частинку,

включає також момент тертя tf = −8πηa3ω . Тому рiвняння балансу

моментiв приймає вигляд tm + tf = 0 . Рiвняння F = 0 , T = 0 i

кiнематичне диференцiйне рiвняння dM/dt = ω ×M формують систему

рiвнянь, що визначає v , ω та M як функцiї часу. Розв’язок рiвняння

моментiв T = 0 вiдносно кутової швидкостi частинки дає ω = (1/6η)M×
H . Пiдставляючи цей розв’язок в iншi рiвняння системи отримуємо

u+ γu× (m× h) = sin (2πτ) ex, (4.1a)

ṁ = −αm× (m× h). (4.1b)
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Тут u = v/vm , m = M/M i h = H/Hm – безрозмiрнi швидкiсть

частинки, її намагнiченiсть та зовнiшнє магнiтне поле, вiдповiдно, vm =

fm/6πaη , Hm = max |H| ( |h| = 1 ), крапка над вектором означає похiдну

вiдносно безрозмiрного часу τ = Ωt/2π . Безрозмiрнi параметри γ i α

визначаються як

γ =
ρa2MHm

36η2
, α =

πMHm

3ηΩ
. (4.2)

Вiдповiдно до рiвнянь (4.1) параметр γ характеризує величину сили

Магнуса, а параметр α характеризує зворотнiй релаксацiйний час

обертання.

Для подальшого спрощення ми припускаємо, що магнiтне поле h та

намагнiченiсть m неоднорiдно обертаються в площинi xy i можуть бути

представленi у виглядi

h = cosψ ex + sinψ ey, (4.3a)

m = cosϕ ex + sinϕ ey, (4.3b)

де азимутальний кут магнiтного поля, ψ = ψ(τ + φ/2π) , є заданою

перiодичною функцiєю τ , що задовольняє умовам ψ|1/2+τ = −ψ|τ . Слiд

також пiдкреслити, що ця умова означає, що ψ(τ) – перiодична функцiя

з перiодом 1 (i, таким чином, ψ|1+τ = ψ|τ ), φ ∈ [0, 2π] – початкова

фаза, а ϕ = ϕ(τ) – азимутальний кут вектора намагнiченостi. Виходячи

з вищеописаного, ми знаходимо m × h = sinχ ez (χ = ψ − ϕ – кут

вiдставання), m× (m×h) = sinχ (sinϕ ex−cosϕ ey) , i ṁ = −ϕ̇ (sinϕ ex−
cosϕ ey) . Тому з рiвняння (4.1) та умови γ ≪ 1 (оскiльки γ ∼ a2 , ця умова

не є надто сильною для диспергованих частинок), ми отримуємо потрiбну

нам систему рiвнянь:

u = (ex + γ sinχ ey) sin (2πτ), (4.4a)

χ̇+ α sinχ = ψ̇ (4.4b)

(для визначеностi ми обираємо χ|τ=0 = 0 ). Ця система рiвнянь мiнiмальна
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в тому сенсi, що вiна є найпростiшою, яка описує поступальний рух

частинок, що нерiвномiрно обертаються у в’язкiй рiдинi.

Таким чином, щоб знайти характеристики поступального руху

зважених феромагнiтних частинок в детермiнiстичному випадку, що

визначається рiвнянням (4.4a), спочатку потрiбно знайти розв’язок

рiвняння (4.4b), що описує динамiку перiодичного збудженого маятника

з великим загасанням. Деякi властивостi його розв’язкiв вже вивчалися,

наприклад, у контекстi джозефсоновских з’єднань [164, 165]. Однак,

наскiльки нам вiдомо, не iснує вiдомих стацiонарних розв’язкiв цього

рiвняння. Оскiльки швидкiсть дрейфу визначається в стацiонарному станi

(див. нижче), їх пошук має велике значення при аналiтичному вивченнi

транспортних властивостей диспергованих частинок.

4.3 Траєкторiя частинок i швидкiсть дрейфу в

детермiнiстичному випадку

Вiдповiдно до (4.4a) формулу S(τ) =
∫ τ
0 u(τ ′)dτ ′ , що визначає

положення центру частинки в момент часу τ , можна записати у виглядi

S(τ) =
1

2π
[1− cos (2πτ)] ex

+ γ

∫ τ

0

sin [χ(τ ′ + φ/2π)] sin (2πτ ′)dτ ′ey. (4.5)

Представимо безрозмiрний час τ як τ = n+ξ , де n = 0, 1, 2, ... i ξ ∈ [0, 1] ,

та введемо вiдносне положення частинки як Rn(ξ) = S(n + ξ) − S(n) .

Далi, записавши формулу для траєкторiї частинок в стацiонарному станi

як R(ξ) = limn→∞Rn(ξ) , знаходимо

R(ξ) =
1

2π
[1− cos (2πξ)] ex

+ γ

∫ ξ+φ/2π

φ/2π

sin [χst(ξ
′)] sin (2πξ′ − φ)dξ′ey, (4.6)

де χst(ξ) = limn→∞ χ(n+ ξ) – стацiонарний розв’язок рiвняння (4.4b) при

φ = 0 .
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Безрозмiрне змiщення частинок протягом одного перiоду зовнiшньої

сили (нагадаємо, у нашiй моделi магнiтне поле має той же самий перiод)

задається формулою s = R(1) . Звiдси, використавши (4.6) та умови

χst(0) = χst(1) i sin [χst(1/2 + ξ)] = − sin [χst(ξ)] , отримуємо sx = 0 i

sy = 2γ

∫ 1/2

0

sin [χst(ξ)] sin (2πξ − φ)dξ. (4.7)

Останнiй результат показує, що спiльна дiя гармонiчної сили та

нерiвномiрно обертового магнiтного поля викликає дрейф частинок вздовж

осi y . Завдяки своєму визначенню, величину цього змiщення, sy , можна

також розглядати як безрозмiрну швидкiсть дрейфу частинки (розмiрна

швидкiсть дрейфу записується як vdr = vmsy ) [7]. Нашою наступною

метою є пошук точних розв’язкiв рiвняння (4.4b) у стацiонарному станi,

визначення швидкiсть дрейфу sy , та вивчення її залежностi вiд параметрiв

моделi.

4.4 Точнi аналiтичнi результати в детермiнiстичному

випадку

Розглянемо випадок, в якому азимутальний кут ψ(τ) магнiтного поля

задається трикутною хвилею, тобто перiодичною функцiєю

ψ(τ) =
2

π
ψm arcsin [cos (2πτ)] (4.8)

(ψm > 0 , див рис. 4.10). Головною перевагою такого вибору ψ(τ)

є можливiсть знаходження аналiтичного розв’язку рiвняння (4.4b) в

стацiонарному статi. Дiйсно, згiдно з (4.8), ψ̇(τ) є квадратною хвилею,

тобто ψ̇(τ) = ∓4ψm , де верхнiй знак вiдповiдає τ ∈ [n, n+ 1/2) , а нижнiй

– τ ∈ [n + 1/2, n + 1) (n = 0, 1, 2, ... ). Тому в цьому випадку рiвняння

(4.4b) (нагадуємо, ми обрали φ = 0 ) може бути записане в диференцiйнiй

формi

dχ

sinχ± κ
= −αdτ, (4.9)
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де κ = 4ψm/α – безрозмiрний параметр, що характеризує амплiтуду

квадратної хвилi.

Згiдно з (4.7), нас буде цiкавити стацiонарний розв’язок рiвняння (4.9),

χst(ξ) = limn→∞ χ(n + ξ) . Враховуючи той факт, що функцiя χst(ξ) є

перiодичною з перiодом 1, ми обмежимо безрозмiрний час ξ iнтервалом

[0, 1] . У вiдповiдностi з цим за допомогою рiвняння (4.9) знаходимо

наступнi рiвняння для χst(ξ) :

∫ χst(ξ)

χst(0)

dx

sinx+ κ
= −αξ при ξ ∈ [0, 1/2), (4.10a)

∫ χst(ξ)

χst(1/2)

dx

sinx− κ
= −α

(
ξ − 1

2

)
при ξ ∈ [1/2, 1). (4.10b)

-1

0

1

1.00.5 1.5ψ
(

)τ

Рисунок 4.10 – - Графiк функцiї ψ(τ)/ψm , що визначається формулою
(4.8). Ця функцiя перiодична з перiодом 1 i задовольняє умовi антисиметрiї
ψ(1/2 + τ) = −ψ(τ) .

Використавши той факт, що ψ̇(1/2 + ξ) = −ψ̇(ξ) , за допомогою

рiвняння (4.4b) легко показати, що умова

χst(1/2 + ξ) = −2πl − χst(ξ) (4.11)

має виконуватись при цiлих значеннях l , якi визначаються параметрами α

та κ (див. нижче). Це означає, що рiвняння (4.10b) може бути виключене з

подальшого аналiзу, i для знаходження χst(ξ) на iнтервалi [0, 1] ми можемо
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використати рiвняння (4.10a) та умову (4.11). Оскiльки iнтеграл в рiвняннi

(4.10a) залежить вiд того, чи є параметр κ бiльшим, меншим чи рiвним

одиницi, ми розглянемо дрейфовий рух частинок в цих випадках окремо.

4.4.1 Дрейф при κ < 1

Простий аналiз рiвнянь (4.10) показує, що у випадку κ < 1

стацiонарний розв’язок рiвняння (4.9) має задовольняти наступним

нерiвностям: − arcsinκ < χst(ξ) < arcsinκ . З цього випливає, що l = 0 ,

тобто умова (4.11) при κ < 1 зводиться до χst(1/2 + ξ) = −χst(ξ) .

Щоб знайти χst(ξ) при ξ ∈ [0, 1/2) , використаємо рiвняння (4.10a) i

стандартний iнтеграл

∫
dx

sinx + κ
=

1√
1− κ2

ln
κ tan (x/2) + 1−

√
1− κ2

κ tan (x/2) + 1 +
√
1− κ2

(4.12)

(див. формулу (1.5.9.14) в [166]). Вводячи позначення

Q(ξ) = κ tan
χst(ξ)

2
+ 1 (4.13)

i

σ =
α

4

√
1− κ2 (4.14)

та використовуючи (4.12), рiвняння (4.10a) може бути представлене у

формi

Q(ξ)−
√
1− κ2

Q(ξ) +
√
1− κ2

=
Q(0)−

√
1− κ2

Q(0) +
√
1− κ2

e−4σξ. (4.15)

Розв’язком цього рiвняння вiдносно Q(ξ) є функцiя

Q(ξ) =
√

1− κ2
Q(0) +

√
1− κ2 tanh (2σξ)

Q(0) tanh (2σξ) +
√
1− κ2

, (4.16)

де величина Q(0) також може бути визначена з рiвняння (4.15). Дiйсно,

пiдставивши в це рiвняння ξ = 1/2 i замiнивши Q(1/2) на 2 − Q(0) [це
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можливо через те, що χst(1/2) = −χst(0) ], отримуємо

Q(0) = κ2
tanhσ√

1− κ2
/
cosh2 σ +

√
1− κ2

+ 1. (4.17)

Тепер, використовуючи позначення (4.13), кут вiдставання в

стацiонарному станi може бути представлений як

χst(ξ) = 2 arctan
Q(ξ)− 1

κ
, (4.18)

де arctanx вiдповiдає основному значенню арктангенса, тобто arctanx

належить iнтервалу (−π/2, π/2) . Зазначимо також, що у випадку, коли

ξ = 0 , вирази (4.18) i (4.17) дають наступний результат:

χst(0) = arctan

(
κ√

1− κ2
tanhσ

)
. (4.19)

Це означає, що умова χst(0) ∈ [0, π/2) виконується завжди.

Графiки функцiї χst(ξ) на iнтервалi [0, 1] , якi отриманi з (4.16)–

(4.18) та умови χst(1/2 + ξ) = −χst(ξ) , показанi на рис. 4.11

суцiльною на пунктирною лiнiями вiдповiдно. Як видно, чисельнi

результати, якi представленi на рисунку квадратними та трикутними

символами, пiдтверджують аналiтичнi результати. Вплив сили Магнуса

на траєкторiї магнiтних частинок, що викликає їх дрейф, проiлюстровано

на рис. 4.12. Як i ранiше, нашi теоретичнi та чисельнi результати повнiстю

узгоджуються.

Нарештi, розрахуємо швидкiсть дрейфу феромагнiтних частинок, що

iндукується силою Магнуса. Враховуючи, що sin (2 arctanx) = 2x/(1+x2) ,

з (4.18) отримуємо

sin [χst(ξ)] = 2κ
Q(ξ)− 1

κ2 + (Q(ξ)− 1)2
. (4.20)

Пiдставляючи праву частину цього спiввiдношення в (4.7), приходимо до
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Рисунок 4.11 – - Часова залежнiсть кута вiдставання в стацiонарному станi
при κ = 0.6 . Суцiльна та пунктирна лiнiї представляють теоретичний
результат (4.18) для α = 20 i α = 5 вiдповiдно. Для цих же значень
α чисельний розв’язок рiвняння (4.4b) на n -ному перiодi функцiї (4.8)
(для досягнення стацiонарного стану було обрано n = 102 ) представленi
квадратними та трикутними символами.

наступного виразу для швидкостi дрейфу:

sy = 4γκ

∫ 1/2

0

Q(ξ)− 1

κ2 + (Q(ξ)− 1)2
sin (2πξ − φ)dξ, (4.21)

що виконується при κ < 1 . У граничному випадку, коли α → ∞ , за

допомогою (4.16) i (4.21) знаходимо, що Q(ξ)|α=∞ =
√
1− κ2 ( ξ 6= 0 ) i

sy|α=∞ = −2

π
γκ cosφ. (4.22)

У протилежному граничному випадку, коли α → 0 , ми маємо Q(ξ) ∼
1 + (κ2/8)(1− 4ξ)α i, як наслiдок,

sy|α→0 ∼ − 1

π2
γκα sinφ. (4.23)

На рис. 4.13 показанi залежностi швидкостi дрейфу (4.21) вiд

параметра α для рiзних значень початкової фази φ . Їх особливiстю є

наявнiсть локальних максимумiв або мiнiмумiв. Оскiльки α залежить

вiд кутової частоти Ω (див. рiвняння 4.2), то iснує така частота, при
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Рисунок 4.12 – - Фрагменти стацiонарних траєкторiй частинок, що
отриманi при κ = 0.6 , γ = 0.1 i φ = 0 для одного перiоду рушiйної
сили. Суцiльною та пунктирною лiнiями зображено теоретичнi траєкторiї,
якi знайденi за допомогою (4.6) i (4.20) для α = 20 i α = 5 . Початкова
точка цих траєкторiй вiдповiдає ξ = 0 (Rx|ξ=0 = Ry|ξ=0 = 0 ), а кiнцевi
точки вiдповiдають ξ = 1 i визначають швидкостi дрейфу (Rx|ξ=1 = 0 ,
Ry|ξ=1 = sy ). Квадратними та трикутними символами позначенi позицiї
частинок, якi знайденi за допомогою (4.6) шляхом чисельного розв’язку
рiвняння (4.4b).

якiй абсолютна величина швидкостi дрейфу досягає максимуму. Iнша

важлива особливiсть полягає в тому, що, в залежностi вiд початкової фази,

дрейф рiзних частинок (тобто частинок, що характеризуються рiзними

значеннями параметра α ) може вiдбуватися в протилежних напрямках.

Саме така ситуацiя показана на рисунку 4.13 при φ = 0.6 rad . В цього

випадку всi частинки з α < αcr , де αcr ≈ 20.58 є розв’язком рiвняння sy =

0 , дрейфують проти осi y ( sy < 0 ), а всi частинки з α > αcr дрейфують

вздовж цiєї осi ( sy > 0 ). У роботi [7] ми запропонували використовувати

це явище для сепарацiї феромагнiтних "core-shell" частинок у суспензiях.

Слiд також пiдкреслити, що, згiдно з (4.21), початкова фаза магнiтного

поля сильно впливає на швидкiсть дрейфу. Як видно з рис. 4.14, початкова

фаза визначає як величину швидкостi дрейфу, так i його напрямок.
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Рисунок 4.13 – - Швидкiсть дрейфу sy/γ як функцiя параметру α .
Суцiльнi лiнiї, що зображують залежнiсть цiєї функцiї вiд початкової фази
φ (вимiрюється в радiанах), представляє теоретичний результат (4.21) при
κ = 0.6 . Чисельнi результати, якi були отриманi з (4.7) i рiвняння (4.4b),
зображенi квадратними символами.

4.4.2 Дрейф при κ = 1

Для того, щоб знайти швидкiсть дрейфу при κ = 1 , спочатку

знайдемо значення вищенаведених виразiв при κ→ 1 . Оскiльки tanhx ∼
x та cosh x ∼ 1 при x→ 0 , з (4.16) та (4.17) отримуємо

Q(ξ)|κ=1 =
2 Q(0)|κ=1

α Q(0)|κ=1 ξ + 2
(4.24)

i

Q(0)|κ=1 =
1 + α/4 +

√
1 + (α/4)2

1 +
√
1 + (α/4)2

(4.25)

[зазначимо також, що, згiдно з (4.19), χst(0)|κ=1 = arctan (α/4) ]. Далi,

використовуючи (4.24) i (4.25), формулу (4.20) можемо звести до

sin [χst(ξ)]|κ=1 = −1 +
2

1 + q2(ξ)
, (4.26)
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Рисунок 4.14 – - Швидкiсть дрейфу sy/γ як функцiя початкової фази φ
при κ = 0.6 i рiзних значеннях α . Теоретичнi та чисельнi результати
визначаються так само, як i на рис. 4.13.

де

q(ξ) = αξ − α

4
+

√
1 +

(α
4

)2
, (4.27)

i знайти швидкiсть дрейфу частинок (4.21) при κ = 1 у виглядi

sy|κ=1 = −2γ

π
cosφ+ 4γ

∫ 1/2

0

sin (2πξ − φ)

1 + q2(ξ)
dξ. (4.28)

Вiдзначимо, що цей же самий результат можна отримати шляхом

аналiтичного розв’язку рiвняння (4.4b) при κ = 1 [7].

4.4.3 Дрейф при κ > 1

За цiєї умови розв’язок рiвняння (4.10a) може суттєво вiдрiзнятися

вiд отриманого при κ ≤ 1 . Причиною є те, що пiдiнтегральна функцiя

в (4.10a) є обмеженою, i тому кут вiдставання χst(ξ) може змiнюватися у

достатньо широкому iнтервалi. Iншими словами, якщо параметри α та κ

є достатньо великими (див. нижче), то l в (4.11) може бути ненульовим.

Щоб знайти у цьому випадку χst(ξ) , використаємо стандартний iнтеграл
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(див. формулу (1.5.9.13) в [166])

∫
dx

sinx+ κ
=

2√
κ2 − 1

arctan
κ tan (x/2) + 1√

κ2 − 1
(4.29)

(κ > 1 ). З урахуванням цього результату рiвняння (4.10a) може бути

зведене до

tan

(
arctan

R(0)√
κ2 − 1

− arctan
R(ξ)√
κ2 − 1

)
= tan (2νξ), (4.30)

де, за визначенням,

R(ξ) = κ tan
χst(ξ)

2
+ 1 (4.31)

(тобто R(ξ) це Q(ξ) при κ > 1 ) i

ν =
α

4

√
κ2 − 1. (4.32)

Розв’язуючи вiдносно R(ξ) рiвняння

√
κ2 − 1

R(0)− R(ξ)

κ2 − 1 + R(0)R(ξ)
= tan (2νξ), (4.33)

що випливає з рiвняння (4.13), знаходимо

R(ξ) =
√
κ2 − 1

R(0)−
√
κ2 − 1 tan (2νξ)

R(0) tan (2νξ) +
√
κ2 − 1

. (4.34)

Початкове значення цiєї функцiї, R(0) , задовольняє рiвнянню

2
√
κ2 − 1 [R(0)− 1]

κ2 − 1 + R(0)[2− R(0)]
= tan ν, (4.35)

яке може бути отримане з (4.33) при ξ = 1/2 i умови (4.11). Припускаючи,

що χst(0) ∈ (0, π) , розв’зок рiвняння (4.35), що задовольняє умовi R(0) >

1 , набуває вигляду

R(0) = 1−
√
κ2 − 1

tan ν
+

√
κ2 − 1

tan2 ν
+ κ2. (4.36)



166

Якщо величина параметру ν належить iнтервалу (πp, πp+ π) , тобто

pπ < ν < (p+ 1)π (4.37)

(p = 0, 1, 2, ... ), тодi з (4.31), (4.36) та tanx = 2 tan (x/2)/[1 − tan2 (x/2)]

отримуємо

χst(0) = arctan

(
κ√
κ2 − 1

tan ν

)
(4.38)

при pπ < ν < pπ + π/2 i

χst(0) = π + arctan

(
κ√
κ2 − 1

tan ν

)
(4.39)

при pπ + π/2 < ν < pπ + π . Зазначимо також, що, оскiльки вiдповiдно

до (4.38) i (4.39) χst(0)|ν=pπ+π/2−0 = χst(0)|ν=pπ+π/2+0 , χst(0) – безперервна

функцiя параметрiв α i κ .

Як це випливає з визначення (4.31) i того факту, що кут вiдставання в

стацiонарному станi χst(ξ) монотонно зменшується в iнтервалi [0, 1/2) ,

функцiя χst(ξ) за умов (4.37) може бути виражена через R(ξ) в

наступному виглядi:

χst(ξ) = −2πp(ξ) + 2 arctan
R(ξ)− 1

κ
. (4.40)

Тут p(ξ) – цiлочисельна функцiя змiнної ξ [нагадуємо, ξ ∈ [0, 1/2) ], що

забезпечує неперервнiсть χst(ξ) . Наприклад, якщо 0 < ν < π (тобто коли

p = 0 ), тодi p(ξ) = 0 для всiх допустимих значень ξ . Якщо ж p ≥ 1 , тодi

p(ξ) визначається як

p(ξ) =






0, 0 ≤ ξ < ξ1,

1, ξ1 < ξ < ξ2,
...

...

p, ξp < ξ < 1/2,

(4.41)
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де

ξk =
1

2ν

(
kπ − arctan

√
κ2 − 1

R(0)

)
(4.42)

(k = 1, 2, ..., p ) є розв’язками рiвняння tan (2νξ) = −
√
κ2 − 1/R(0) ,

що належать iнтервалу [0, 1/2) . Слiд пiдкреслити, що, згiдно з (4.34),

|R(ξk)| = ∞ i, оскiльки p(1/2) = p , цiле число l в умовi χst(1/2) =

−2πl− χst(0) , що слiдує з (4.11), дорiвнює p . Для iлюстрацiї, на рис. 4.15

показана залежнiсть кута вiдставання (4.40) вiд безрозмiрного часу ξ при

α = 5 для двох значень параметра κ . А саме, якщо κ = 2.5 , тобто

ν ≈ 2.86 ∈ (0, π) , тодi функцiя p(ξ) дорiвнює нулю i, оскiльки p = l = 0 ,

в цьому випадку кут вiдставання задовольняє умовi χst(1/2+ξ) = −χst(ξ) .

Навпаки, якщо κ = 3.5 , тобто ν ≈ 4.19 ∈ (π, 2π) , тодi p(ξ) = 0

при 0 ≤ ξ < ξ1 , i p(ξ) = 1 при ξ1 < ξ < 1/2 , де, згiдно з (4.42),

ξ1 ≈ 0.28 . Тому в цьому випадку p = l = 1 i, як наслiдок повинна

дотримуватись умова χst(1/2 + ξ) = −2π − χst(ξ) . Числовi значення

для χst(ξ) , якi отриманi шляхом чисельного розв’язку рiвняння (4.4b) з

початковою умовою χ(0) = 0 , представленi квадратними символами.

Для розрахунку швидкостi дрейфу при κ > 1 спочатку виразимо

sin [χst(ξ)] через R(ξ) . Використовуючи ту же процедуру, що i в роздiлi

4.4.1, отримуємо

sin [χst(ξ)] = 2κ
R(ξ)− 1

κ2 + (R(ξ)− 1)2
(4.43)

i, отже, швидкiсть дрейфу частинок (4.7) приймає вигляд

sy = 4γκ

∫ 1/2

0

R(ξ)− 1

κ2 + (R(ξ)− 1)2
sin (2πξ − φ)dξ. (4.44)

Варто вiдзначити, що у випадку, коли α → 0 i κ → 1 , цей результат

зводиться до (4.23) i (4.28) вiдповiдно.

Аналiз показав, що залежностi швидкостi дрейфу (4.44) вiд параметру

α i початкової фази φ якiсно такi ж, як i при κ < 1 . Тому тут ми

бiльш детально проаналiзуємо залежнiсть sy вiд κ , що зображена на
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Рисунок 4.15 – - Кут вiдставання в стацiонарному станi як функцiя
безрозмiрного часу ξ при α = 5 , φ = 0 i рiзних κ . Суцiльнi
лiнiї представляють теоретичний результат (4.40), а квадратнi символи
представляють результати чисельного розв’язку рiвняння (4.4b), що
задовольняє початковiй умовi χ(0) = 0 . Лiнiя з κ = 2.5 вiдповiдає умовi
p = 0 [тому що в цьому випадку ν ≈ 2.86 ∈ (0, π) ], а лiнiя з κ = 3.5
вiдповiдає умовi p = 1 [тому що в цьому випадку ν ≈ 4.19 ∈ (π, 2π) ].

рисунку 4.16. Теоретичнi результати для sy (суцiльнi лiнiї) отриманi з

(4.21) (при κ < 1 ) i (4.44) (при κ > 1 ), а чисельнi результати (квадратнi

символи) отриманi з (4.7) шляхом чисельного розв’язку рiвняння (4.4b).

Найважливiшою особливiстю sy як функцiї κ є те, що величина швидкостi

дрейфу, |sy| , має максимум при κ = κm > 1 (оскiльки sy|π+φ = −sy|φ ,

напрям швидкостi залежить вiд φ ). Зокрема, якщо φ = 0 i α = 10 , тодi

κm ≈ 1.25 i (sy/γ)|κ=κm ≈ −0.44 (див. криву для α = 10 на рис. 4.16).

Якщо, крiм того, γ = 0.1 i vm = 10−2 cm/s [7], тодi для розмiрної

швидкостi дрейфу vdr = vmsy знаходимо vdr|κ=κm ≈ −4.4×103 nm/s . Слiд

також зазначити, що в той час як sy при κ > κm є монотонною функцiєю

параметра κ , це не так для dsy/dκ (для iлюстрацiї див. кривi при α = 10

i α = 50 ). Нарештi, використовуючи (4.21), можна переконатися, що

sy ∼ (1/π2)γκα sinφ при κ → 0 , тобто асимптотична формула (4.23)

справедлива як при α → 0 , так i при κ → 0 , а асимптотична формула

(4.22) добре описує залежнiсть sy вiд κ при α = 50 i κ < 1 .
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Рисунок 4.16 – - Швидкiсть дрейфу sy/γ як функцiя параметру κ при
φ = 0 i рiзних значеннях α . Теоретичнi кривi при κ < 1 i κ > 1
розрахованi за формулами (4.21) i (4.44) вiдповiдно, а чисельнi результати
(квадратнi символи) отриманi з визначення (4.7) i рiвняння (4.4b).

4.5 Система стохастичних рiвнянь руху частинок

В стохастичному випадку, коли враховується вплив теплових

флуктуацiй, окрiм сил, що дiють на феромагнiтну частинку в

детермiнiстичному випадку, в загальну силу F будемо включати також

випадкову силу fs = fs(t) . Ця сила зазвичай моделюється гаусiвським

бiлим шумом, що характеризується нульовим середнiм значенням

〈fsi(t)〉 = 0 та кореляцiйною функцiєю (див., наприклад, посилання [167])

〈fsi(t)fsj(t′)〉 = 2∆1δijδ(t− t′). (4.45)

Тут fsi(t) ( i = x, y, z ) – декартовi компоненти випадкової сили, кутовi

скобки позначають усереднення за всiма реалiзацiями fs(t) , ∆1 =

6πηakBT – iнтенсивнiсть шуму, kB – постiйна Больцмана, T – абсолютна

температура, δij – символ Кронекера, i δ(τ) – δ функцiя Дiрака. Таким

чином, у даному випадку рiвняння балансу сил F = fd + ff + fl + fs = 0 є

стохастичним i може бути записано у виглядi

v − Rer
6ωm

ω × v = vm sin (Ωt− φ) ex +
1

6πηa
fs, (4.46)
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де обертальне число Рейнольдса визначається як Rer = ρa2ωm/η , ωm =

max |ω| , i vm = fm/6πηa . (Зазначимо для повноти, що трансляцiйне число

Рейнольдса визначається як Ret = ρavm/η .)

Тепловi флуктуацiї породжують також випадковий обертальний

момент ts = ts(t) , який будемо апроксимувати iншим гаусiвським бiлим

шумом з нульовим середнiм значенням 〈tsi(t)〉 = 0 i кореляцiйною

функцiєю

〈tsi(t)tsj(t′)〉 = 2∆2δijδ(t− t′), (4.47)

де ∆2 = 6ηV kBT – iнтенсивнiсть цього шуму [167]. Тому рiвняння балансу

моментiв приймає вигляд T = tm + tf + ts = 0 , а його розв’язок вiдносно

кутової швидкостi частинки дає

ω =
1

6η
M×H+

1

6ηV
ts. (4.48)

Пiдставляючи цей вираз для кутової швидкостi в кiнематичне

рiвняння, отримуємо наступне стохастичне диференцiальне рiвняння

для намагнiченостi частинки:

d

dt
M = − 1

6η
M× (M×H)− 1

6ηV
M× ts. (4.49)

Таким чином, в данiй моделi трансляцiйний та обертальний рухи

зважених феромагнiтних частинок описуються стохастичними рiвняннями

(4.46), (4.48) i (4.49). Вони показують, що, хоча обертання частинки

впливає (завдяки силi Магнуса) на трансляцiйний рух, її обертання

не залежить вiд трансляцiйного руху. Тому, щоб знайти статистичнi

характеристики поступального руху таких частинок, включаючи їх

дрейфову швидкiсть, ми повиннi спочатку визначити їх обертальнi

властивостi, якi описуються рiвняннями (4.48) i (4.49).

Для початку перепишемо рiвняння (4.49) у безрозмiрному виглядi

ṁ = −αm× (m× h)− βm× ξ, (4.50)
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де крапка над m позначає похiдну за безрозмiрним часом τ , ξ =

ξ(τ) = ts(2πτ/Ω)/
√
4ηa3ΩkBT – безрозмiрний гаусiвський бiлий шум, що

задається умовами

〈ξi(τ)〉 = 0, 〈ξi(τ)ξj(τ ′)〉 = 2δijδ(τ − τ ′), (4.51)

а безрозмiрний параметр β визначається за формулою

β =

(
kBT

4ηa3Ω

)1/2

. (4.52)

Згiдно з рiвнянням (4.50) параметр β характеризує iнтенсивнiсть теплових

флуктуацiй. Зазначимо також, що в цих змiнних кутова швидкiсть

частинки (4.48) записується як

ω =
Ω

2π
(αm× h+ βξ). (4.53)

Далi представимо одиничний вектор m у виглядi

m = sin θ cosϕ ex + sin θ sinϕ ey + cos θ ez, (4.54)

де θ = θ(τ) i ϕ = ϕ(τ) – полярний i азимутальний кути вектора m .

Теперь, пiдставляючи (4.54) i (4.3a) в рiвняння (4.50), отримуємо наступну

систему стохастичних рiвнянь:

θ̇ = α cos θ cos (ψ − ϕ)− β(ξx sinϕ− ξy cosϕ),

ϕ̇ = α
sin (ψ − ϕ)

sin θ
− β cot θ(ξx cosϕ + ξy sinϕ) + βξz.

(4.55)

Рiвняння (4.55) пiсля введення кута вiдставання χ = ψ − ϕ можуть бути

переписанi у виглядi

θ̇ = α cos θ cosχ− β[ξx sin (ψ − χ)− ξy cos (ψ − χ)],

χ̇ = ψ̇ − α
sinχ

sin θ
+β cot θ[ξx cos (ψ − χ) + ξy sin (ψ − χ)]− βξz.

(4.56)

Саме цi стохастичнi диференцiальнi рiвняння будуть використанi для
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вивчення впливу теплових флуктуацiй на дрейф частинок.

В принципi, можна знайти точний розв’язок рiвняння (4.46)

вiдносно безрозмiрної швидкостi частинки u = u(τ) = v(2πτ/Ω)/vm .

Однак, оскiльки сила Магнуса знайдена з лiнiйною точнiстю (по числу

Рейнольдса) [158], розв’язок цього рiвняння повинен визначатися з такою

ж точнiстю. Тому, представляючи u у виглядi u = u0 + u1 , де |u0| ∼ 1 i

|u1| ∼ Rer , iз рiвняння (4.46) одразу знаходимо

u0 = sin (2πτ − φ) ex + σν (4.57)

i

u1 =
Rer
6ωm

ω × u0. (4.58)

Тут σ =
√
ΩkBT/2πfmvm – безрозмiрний параметр, що характеризує

величину випадкової сили, а ν = ν(τ) = fs(2πτ/Ω)/
√
3ηaΩkBT –

безрозмiрний гаусiвський бiлий шум, що характеризується моментами

〈νi(τ)〉 = 0, 〈νi(τ)νj(τ ′)〉 = 2δijδ(τ − τ ′). (4.59)

Таким чином, вiдповiдно до (4.57) i (4.58), випадкова швидкiсть частинки

може бути записана як

u =

(
ex +

Rer
6ωm

ω × ex

)
sin (2πτ − φ)

+ σ

(
ν +

Rer
6ωm

ω × ν

)
. (4.60)

Важливо зазначити, що вираз (4.60) справедливий лише тодi, коли

кутова швидкiсть частинки ω не мiстить вкладу бiлого шуму. Причиною

є те, що множення узагальнених функцiй, у тому числi гаусiвських бiлих

шумiв, не визначається математично (докладнiше див., наприклад, [85]).

Отже, якщо ω задано формулою (4.53), то вираз (4.60) для швидкостi

частинки не є коректним (оскiльки u мiстить член, пропорцiйний ξ ×
ν ). Однак вираз (4.60) може бути використаний для визначення середньої
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швидкостi дрейфу частинок.

4.6 Середня швидкiсть дрейфу частинок

Для того, щоб отримати вираз для середньої швидкостi дрейфу

частинок в стохастичному випадку, припустимо, що кутова швидкiсть

визначається стохастичним диференцiальним рiвнянням Jdω/dt = T (J

– момент iнерцiї частки). У цьому випадку вищезазначена проблема з

множенням узагальнених функцiй не з’являться, i швидкiсть частинки

(4.60) може бути усереднена за реалiзацiями бiлих шумiв ξ та ν .

Враховуючи, що 〈ν〉 = 0 i, оскiльки компоненти цих шумiв є статистично

незалежними, виконується умова 〈ω × ν〉 = 〈ω〉 × 〈ν〉 = 0 , знаходимо

〈u〉 =
(
ex +

Rer
6ωm

〈ω〉 × ex

)
sin (2πτ − φ). (4.61)

Тепер, використовуючи безiнерцiйне наближення (J → 0 ), що приводить

до рiвняння балансу моментiв T = 0 , з (4.61) i (4.53) знаходимо наступний

вираз для миттєвої середньої швидкостi частинки:

〈u〉 = [ex − γ ex × (〈m〉 × h)] sin (2πτ − φ), (4.62)

де безрозмiрний параметр

γ =
RerαΩ

12πωm
=
ρa2MHm

36η2
(4.63)

(γ ≪ 1 ) характеризує внесок сили Магнуса в 〈u〉 . Формула (4.62) показує,

що тепловi флуктуацiї впливають на середню швидкiсть частинки лише

через безрозмiрну середню намагнiченiсть 〈m〉 частинки.

Визначимо безрозмiрну середню швидкiсть дрейфу частинки 〈s〉 як її

стацiонарне перемiщення протягом одного перiоду магнiтного поля, тобто

〈s〉 = limn→∞
∫ n+1

n 〈u(τ)〉 dτ (n - цiле число). Щоб знайти явний вираз для
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〈s〉 , спершу зазначимо, що, вiдповiдно до (4.54) i (4.3a),

ex × (〈m〉 × h) = −〈sin θ sinχ〉 ey + 〈cos θ〉 cosψ ez. (4.64)

Потiм, прийнявши τ = n+ ξ з ξ ∈ (0, 1) , можемо записати limn→∞〈u(n+
ξ)〉 = 〈ust(ξ)〉 , де iндекс ‘st’ позначає стацiонарний стан. Нарештi,

використовуючи умову симетрiї 〈cos θst(ξ)〉 = 0 та ранiше отриманi

результати, знаходимо 〈s〉 = sy ey i

〈sy〉 = γ

∫ 1

0

〈sin θst(ξ) sinχst(ξ)〉 sin (2πξ − φ) dξ. (4.65)

Таким чином, дрейфовий рух частинок, iндукований силою Магнуса,

вiдбувається вздовж осi y з незалежною вiд часу безрозмiрною швидкiстю

дрейфу (4.65). Зазначимо, що знайдена швидкiсть – це безрозмiрна сила

Магнуса, усереднена за часом та за тепловими флуктуацiями. Взагалi

кажучи, її можна розрахувати шляхом чисельного розв’язання системи

стохастичних рiвнянь (4.56). Але для аналiтичного визначення середньої

швидкостi дрейфу зручно ввести рiвняння Фоккера-Планка, що вiдповiдає

цiй системi стохастичних рiвнянь.

4.7 Рiвняння Фоккера-Планка

Рiвняння Фоккера-Планка, що вiдповiдає сукупностi стохастичних

диференцiальних рiвнянь (4.56), можна отримати за допомогою

стандартних методiв [85, 86, 167–169]. Важливою особливiстю цих рiвнянь

є те, що гаусiвськi бiлi шуми в них є мультиплiкативними i, як наслiдок,

статистичнi характеристики їх розв’язкiв, θ(τ) i ϕ(τ) , залежать вiд

iнтерпретацiї цих шумiв. Використовуючи довiльну iнтерпретацiю, в [88]

ми показали, що шуми ξi(τ) слiд тлумачити в сенсi Стратоновича [90]

(щоб отримати розподiл Больцмана в рiвновазi) i отримали вiдповiдне

рiвняння Фоккера-Планка у випадку рiвномiрного обертання магнiтного

поля. Просте узагальнення нашого пiдходу до випадку неоднорiдного

обертання магнiтного поля призводить до рiвняння Фоккера-Планка, яке
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в операторнiй формi можна записати як

∂

∂τ
P + ψ̇

∂

∂χ
P = L̂P. (4.66)

Тут P = P (θ,χ, τ) – густина ймовiрностi того, що θ(τ) = θ (0 ≤ θ ≤ π ) i

χ(τ) = χ (0 ≤ χ < 2π ), тобто,

P = 〈δ[θ− θ(τ)] δ[χ− χ(τ)]〉, (4.67)

i

L̂P =− α cosχ
∂

∂θ
cosθP + α

1

sinθ

∂

∂χ
sinχP

− β2 ∂

∂θ
cotθP + β2 ∂

2

∂θ2
P + β2 1

sin2 θ

∂2

∂χ2
P. (4.68)

Густина ймовiрностi P повинна задовольняти умовi нормування
∫ π
0

∫ 2π

0 P dθdχ = 1 i початковiй умовi P (θ,χ, 0) = δ(θ − θ0) δ(χ − χ0) ,

де θ0 = θ(0) та χ0 = χ(0) .

Покажемо тепер, що 〈cos θst(ξ)〉 = 0 . Для цього спочатку визначимо

стацiонарну густину ймовiрностi як Pst(θ,χ, ξ) = limn→∞ P (θ,χ, n + ξ) i

представимо 〈cos θst(ξ)〉 у виглядi

〈cos θst(ξ)〉 =
∫ π

0

∫ 2π

0

cosθPst(θ,χ, ξ) dθdχ. (4.69)

Тепер, використовуючи умову симетрiї Pst(θ,χ, ξ) = Pst(π − θ,χ, ξ) , що

випливає з рiвняння Фоккера-Планка (4.66), можна легко переконатися,

що
∫ π
0 cosθPst(θ,χ, ξ) dθ = 0 , тобто умова 〈cos θst(ξ)〉 = 0 дiйсно має мiсце.

4.8 Система ефективних стохастичних рiвнянь

Нагадаємо, рiвняння Фоккера-Планка (4.66) вiдповiдає системi

стохастичних диференцiальних рiвнянь (4.56), в яких гаусiвськi бiлi шуми

ξi(τ) iнтерпретуються в сенсi Стратоновича. Нескладно перевiрити (див.,

наприклад, [88]), що це ж рiвняння (4.66) вiдповiдає також наступнiй
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системi ефективних стохастичних диференцiальних рiвнянь:

θ̇ = α cos θ cosχ+ β2 cot θ +
√
2 βζ1,

χ̇ = ψ̇ − α
sinχ

sin θ
−

√
2 β

1

sin θ
ζ2,

(4.70)

де гаусiвськi бiлi шуми ζi = ζi(τ) , ( i = 1, 2 ) iнтерпретуються в сенсi Iто [89]

i повнiстю характеризуються першими двома моментами

〈ζi(τ)〉 = 0, 〈ζi(τ)ζj(τ ′)〉 = δijδ(τ − τ ′). (4.71)

Це означає, що розв’язки систем рiвнянь (4.56) i (4.70) вiдносно

полярного кута θ(τ) i кута вiдставання χ(τ) мають однакову густину

ймовiрностi P (θ,χ, τ) . Слово "ефективнi" використовується тут щоб

пiдкреслити, що система рiвнянь (4.70) це, по-перше, не система звичайних

стохастичних диференцiальних рiвнянь (тому що детермiнiстичний

доданок β2 cot θ має стохастичне походження) i, по-друге, вона набагато

простiша, нiж система базових рiвнянь (4.56).

Цiкава властивiсть системи рiвнянь (4.70), яка випливає з результатiв

роботи [87], є та, що, незважаючи на мультиплiкативний характер шуму

ζ2 , статистичнi характеристики кутiв θ(τ) i χ(τ) не залежать вiд

iнтерпретацiї шумiв ζi [88]. Вiдзначимо також, що системи ефективних

стохастичних диференцiальних рiвнянь, що описують обертальну динамiку

феромагнiтних частинок у в’язкiй матрицi та динамiку намагнiченостi

в феромагнiтних частинках, вбудованих у тверду матрицю, вперше

запропоновано в роботах [94] та [93] вiдповiдно.

4.9 Аналiтичнi результати: Сильнi тепловi флуктуацiї

Оскiльки малi тепловi флуктуацiї не впливають суттєво на

детермiнiстичний дрейф частинок, докладно вивчений в роботах [6, 7, 161]

i викладений в роздiлах 4.2 – 4.4, нижче буде теоретично дослiджено

роль великих теплових коливань. Для цього ми розглянемо стохастичну

динамiку частинки в рамках моделi плоского ротатора та загальної моделi.
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4.9.1 Модель плоского ротатора

В рамках цiєї моделi передбачається, що обертання намагнiченостi

вiдбувається лише в площинi xy . Це обертання описується другим

рiвнянням в системi (4.70) з θ = π/2 , тобто,

χ̇ = ψ̇ − α sinχ−
√
2βζ2. (4.72)

Рiвняння Фоккера-Планка, пов’язане з рiвнянням (4.72), можна записати

наступним чином [порiвняйте його з (4.66)]:

∂

∂τ
P + ψ̇

∂

∂χ
P = L̂⊥P, (4.73)

де P = P (χ, τ) – густина ймовiрностi того, що χ(τ) = χ , та

L̂⊥P = α
∂

∂χ
sinχP + β2 ∂

2

∂χ2
P. (4.74)

У рiвноважному станi, коли ψ̇ = 0 (ψ(τ) = const ) i τ → ∞ ,

тобто коли лiва частина рiвняння Фоккера-Планка (4.73) дорiвнює нулю,

рiвноважна густина ймовiрностi Peq(χ) задовольняє рiвнянню L̂⊥Peq(χ) =

0 . Можна легко перевiрити, що його нормований розв’язок на будь-якому

iнтервалi довжини 2π [наприклад, χ ∈ [0, 2π) ] є густина ймовiрностi фон

Мiзеса

Peq(χ) =
eǫ cosχ

2πI0(ǫ)
, (4.75)

де безрозмiрний параметр

ǫ =
α

β2
=
MHmV

kBT
(4.76)

– це вiдношення магнiтної енергiї до теплової i I0(ǫ) – модифiкована

функцiя Бесселя першого роду та нульового порядку. Зауважимо, що,

оскiльки розподiл фон Мiзеса є круговим аналогом нормального розподiлу,
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вiн широко використовується в рiзних застосуваннях, див., наприклад,

посилання [170, 171].

Як випливає з (4.65), в моделi плоского ротатора швидкiсть дрейфу

феромагнiтних частинок визначається за формулою

〈sy〉 = γ

∫ 1

0

〈sinχst(ξ)〉 sin (2πξ − φ) dξ, (4.77)

де

〈sinχst(ξ)〉 =
∫ 2π

0

sinχPst(χ, ξ) dχ (4.78)

з Pst(χ, ξ) = limn→∞ P (χ, n+ξ) . Нашою метою тут є визначення швидкостi

дрейфу (4.77) у випадку великих теплових флуктуацiй, коли β → ∞ .

Оскiльки згiдно з (4.76) в цьому випадку ǫ → 0 , стацiонарний

розв’язок рiвняння (4.73) може бути представлений у виглядi

Pst(χ, ξ) =
∞∑

l=0

Pl(χ, ξ). (4.79)

Тут функцiї Pl(χ, ξ) = Pl мають порядок малостi ǫl , тобто Pl ∼ ǫl , i

задовольняють умовам перiодичностi Pl(χ + 2π, ξ) = Pl(χ, ξ) та Pl(χ, ξ +

1) = Pl(χ, ξ) . В нульовому порядку малостi маємо P0 = limǫ→0 Peq(χ) =

1/2π , а функцiї Pl ( l ≥ 1 ) пов’язанi з функцiями Pl−1 наступним чином:

∂2

∂χ2
Pl =

ǫ

α

(
∂

∂ξ
Pl−1 + ψ̇(ξ)

∂

∂χ
Pl−1 − α

∂

∂χ
sinχPl−1

)
. (4.80)

Використовуючи це рекурентне спiввiдношення, неважко показати, що

стацiонарна густина ймовiрностi (4.79) в наближеннi другого порядку (коли

l ≤ 2 ) має вигляд

Pst(χ, ξ) =
1

2π
+

ǫ

2π
cosχ+

ǫ2

8π
cos 2χ+

ǫ2

2πα
ψ̇(ξ) sinχ. (4.81)

Першi три доданки в правiй частинi цього виразу являють собою члени

розкладу функцiї Peq(χ) в ряд за степенями ǫ , якi у вiдповiдностi з (4.77) i
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(4.78) не впливають на величину швидкостi дрейфу 〈sy〉 . Останнiй же член

в (4.81), який враховує iндуковане магнiтним полем обертання частинки,

дає

〈sy〉 =
γǫ2

2α

∫ 1

0

ψ̇(ξ) sin (2πξ − φ) dξ. (4.82)

Припустимо для простоти, що азимутальний кут ψ(τ) магнiтного

поля (4.3a) змiнюється з часом як

ψ(τ) = ψm cos (2πτ), (4.83)

де ψm – амплiтуда (в радiанах) перiодичної функцiї ψ(τ) . Тодi,

враховуючи, що в даному випадку

∫ 1

0

ψ̇(ξ) sin (2πξ − φ) dξ = −πψm cosφ, (4.84)

швидкiсть дрейфу частинки (4.82) може бути зведена до

〈sy〉 = −πψmγǫ
2

2α
cosφ. (4.85)

Згiдно з цим результатом сильнi тепловi флуктуацiї iстотно знижують

швидкiсть дрейфу феромагнiтних частинок ( 〈sy〉 прямує до нуля

квадратично при ǫ → 0 ). Зазначимо також, що 〈sy〉 лiнiйно залежить

вiд амплiтуди ψm азимутального кута магнiтного поля i перiодично вiд

початкової фази φ зовнiшньої сили.

4.9.2 Загальна модель

Оскiльки детермiнiстична динамiка намагнiченостi частинки

вiдбувається в площинi обертання магнiтного поля [6, 7], модель плоского

ротатора цiлком доречна для опису дрейфового руху феромагнiтних

частинок при вiдсутностi теплових флуктуацiй. Проте наявнiсть таких

флуктуацiй, особливо сильних, потребує використання бiльш загальної
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моделi. Причиною є те, що флуктуацiї вектора намагнiченостi поза

площиною, якi завжди iснують, не розглядаються в моделi плоского

ротора. Тому, щоб дослiдити вплив цих флуктуацiй на швидкiсть дрейфу,

ми будемо використовувати загальне рiвняння Фоккера-Планка (4.66).

У випадку статичного магнiтного поля (коли ψ(τ) = const ) розв’язок

рiвняння (4.66) у рiвноважному станi добре вiдомий:

Peq(θ,χ) =
1

4π

ǫ

sinh ǫ
sinθ eǫ sin θ cosχ. (4.86)

В той же час, якщо ψ(τ) 6= 0 i ǫ → 0 , стацiонарний розв’язок цього

рiвняння можна шукати у виглядi

Pst(θ,χ, ξ) =
∞∑

l=0

Pl(θ,χ, ξ), (4.87)

де Pl(θ,χ, ξ) = Pl ∼ ǫl i
∫ π
0

∫ 2π

0 Pl dθdχ = 0 при l ≥ 1 . З (4.86) вiдразу

знаходимо P0 = limǫ→0 Peq(θ,χ) = (1/4π) sinθ , а використовуючи рiвняння

(4.66) неважко показати, що, якщо функцiя Pl−1 (з l ≥ 1 ) вiдома, тодi

функцiя Pl може бути визначена шляхом розв’язання рiвняння

∂2

∂θ2
Pl +

1

sin2 θ

∂2

∂χ2
Pl −

∂

∂θ
cotθPl =

ǫ

α

(
∂

∂τ
Pl−1 + ψ̇

∂

∂χ
Pl−1

+ α cosχ
∂

∂θ
cosθPl−1 − α

1

sin θ

∂

∂χ
sinχPl−1

)
. (4.88)

Послiдовний розв’язок цього рiвняння при l = 1 i 2 дозволили

визначити стацiонарну густину ймовiрностi Pst(θ,χ, ξ) з точнiстю до

другого порядку включно

Pst(θ,χ, ξ) =
1

4π
sin θ+

ǫ

4π
sin2 θ cosχ− ǫ2

24π
sin θ

× (1− 3 sin2 θ cos2 χ) +
ǫ2

8πα
ψ̇(ξ) sin2 θ sinχ. (4.89)

Як i у випадку плоского ротатора, першi три доданки в правiй частинi

(4.89), якi виникають з розкладу рiвноважної густини ймовiрностi (4.86) в
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ряд за ступенями ǫ , не впливають на величину iнтеграла

〈sin θst(ξ) sinχst(ξ)〉 =
∫ π

0

∫ 2π

0

sinθ sinχPst(θ,χ, ξ) dθdχ, (4.90)

i, як наслiдок, не впливають на середню швидкiсть дрейфу (4.65). Що

стосується останнього доданку в (4.89), то, приймаючи до уваги, що
∫ π
0 sin3 θ dθ = 4/3 i

∫ 2π

0 sin2 χ dχ = π , його вклад в швидкiсть дрейфу

〈sy〉 дає

〈sy〉 =
γǫ2

6α

∫ 1

0

ψ̇(ξ) sin (2πξ − φ) dξ, (4.91)

якщо кут ψ(τ) є довiльним, та

〈sy〉 = −πψmγǫ
2

6α
cosφ, (4.92)

якщо кут ψ(τ) визначається за формулою (4.83).

Порiвнюючи формули (4.82) i (4.91) бачимо, що швидкiсть дрейфу

частинок, яка передбачена в моделi плоского ротатора, втричi бiльша

нiж та, яка передбачена в загальнiй моделi. Оскiльки єдина вiдмiннiсть

мiж цими моделями є флуктуацiї вектора намагнiченостi поза площиною

ротатора, можна зробити висновок, що саме цi флуктуацiї вiдповiдальнi за

трикратне зменшення швидкостi дрейфу.

4.10 Температурнi ефекти в дрейфовому русi: Чисельнi

результати

Для перевiрки аналiтичних результатiв (4.85) i (4.92) ми спочатку

провели чисельне моделювання стохастичних рiвнянь (4.4b) i (4.70) i

знайшли їх розв’язок, χ(i)(n + ξ) та θ(i)(n + ξ) , в i -у запуску. Потiм,

вибираючи n ≫ 1 , ми розрахували середнi значення 〈sinχst(ξ)〉 i
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〈sin θst(ξ) sinχst(ξ)〉 за формулами

〈sinχst(ξ)〉 =
1

N

N∑

i=1

sinχ(i)(n+ ξ) (4.93)

i

〈sin θst(ξ) sinχst(ξ)〉 =
1

N

N∑

i=1

sin θ(i)(n+ ξ) sinχ(i)(n+ ξ), (4.94)

де N(≫ 1) – загальна кiлькiсть запускiв (цi формули стають точними,

якщо N, n → ∞ ). Далi, використовуючи (4.93) i (4.94), ми визначили

швидкiсть дрейфу (4.77) в рамках моделi плоского ротора та швидкiсть

дрейфу (4.65) в рамках загальної моделi.

Залежностi приведеної швидкостi дрейфу 〈sy〉/γ вiд параметра ǫ ,

якi отриманi за описаними вище процедурами для двох моделей, показанi

на рис. 4.17 (використовувалися наступнi параметри моделювання: α =

0.01 , ψm = 1 rad , φ = 0 rad , n = 200 , та N = 107 ). Як видно,

результати моделювання добре узгоджуються з теоретично передбаченими,

Є103
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Рисунок 4.17 – - Приведена швидкiсть дрейфу як функцiя ǫ при ǫ ≪ 1 .
Трикутнi символи представляють результати чисельного моделювання, а
суцiльнi лiнiї 1 та 2 представляють теоретичнi результати (4.85) i (4.92)
вiдповiдно.

якщо параметр ǫ достатньо малий. Це пiдтверджує як нашi аналiтичнi

результати, так i процедуру моделювання. Бiльше того, чисельнi
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результати пiдтверджують сильний вплив флуктуацiй намагнiченостi, якi

вiдбуваються поза площиною ротатора, на швидкiсть дрейфу частинок.

Тому, щоб врахувати цi флуктуацiї, в нашому подальшому аналiзi

ми будемо використовувати загальну систему ефективних стохастичних

диференцiальних рiвнянь (4.70).

Слiд зазначити, що згiдно з рiвняннями (4.70) вплив температури

на обертальнi властивостi частинок може вiдбуватися не тiльки через

те, що параметр β явним чином залежить вiд T , див. (4.52), а i

внаслiдок температурної залежностi намагнiченостi M та динамiчної

в’язкостi η . Для iлюстрацiї розглянемо Co наночастинки, що зваженi у

водi, температура якої змiнюється в iнтервалi ∆T вiд 273K (температура

близька до замерзання води) до 373K (температура близька до кипiння

води). Оскiльки температура Кюрi кобальта 1.398×103K (див. посилання

[163], таб. 2.3), намагнiченiсть Co повiльно змiнюється в iнтервалi ∆T .

Тому M в данному температурному iнтервалi можна вважати постiйною

величиною, наприклад, M = 1.422 × 103 emu/cm3 – намагнiченiсть

насичення кобальту при кiмнатнiй температурi (див. посилання [163],

таб. 2.9). Навпаки, динамiчна в’язкiсть води сильно зменшується зi

зростанням температури. Наприклад, згiдно з експериментальними

даними (див. посилання [172], розд. 6), отримуємо η|T=273.64K/η|T=371.24K =

6.095 . Оскiльки параметри α та β залежать вiд η , це означає, що

необхiдно враховувати температурну залежнiсть динамiчної в’язкостi, щоб

коректно описати дрейф таких частинок. Для цього ми використаємо

наближену формулу

η = 10A+B/(T−C), (4.95)

яка добре вiдтворює експериментальнi данi для динамiчної в’язкостi води

в даному iнтервалi ∆T (див. посилання [172], таб. 4.9). Тут, A = −3.5318 ,

B = 220.57 , C = 149.39 , T береться в кельвiнах, а η – в пуазах (P).

Використовуючи описану вище процедуру, ми чисельно визначили

приведену швидкiсть дрейфу 〈sy〉/γ як функцiю температури для

наночастинок Co зважених у водi (у всiх обчисленнях ми приймали
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n = 50 i N = 105 ). Рисунок 4.18 iлюструє температурну залежнiсть

цiєї швидкостi у випадках, коли Hm = 102Oe , ψm = 1 rad , Ω =

106 rad/s , φ = 0 rad , a = 2nm (лiнiя з перевернутими трикутниками),
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Рисунок 4.18 – - Температурна залежнiсть приведеної швидкостi дрейфу
наночастинок Co з рiзним радiусом, зважених у водi. Залежнiсть при
β = 0 вiдповiдає великому радiусу частинки.

i a = 3nm (лiнiя iз звичайними трикутниками). При збiльшеннi радiусу

частинки a швидкiсть дрейфу швидко наближається до граничної функцiї

(представленої лiнiєю з ромбами), що вiдповiдає випадку β = 0 . Зокрема,

рiзницею мiж цими функцiями можна знехтувати вже при a > 5 nm (цей

радiус повiльно зростає зi зменшенням Hm ). Це означає, що тепловi

флуктуацiї зменшують швидкiсть дрейфу вiдносно малих частинок (коли

a < 5 nm ), тодi як у випадку бiльших частинок їх дрейфова швидкiсть

залежить вiд температури виключно через температурну залежнiсть

динамiчної в’язкостi води. У цьому контекстi важливо зазначити, що

вiдповiдно до викладеної вище теорiї, детермiнiстичний пiдхiд до опису

дрейфового руху феромагнiтних часток справедливий, якщо a & 10 nm .

Цей факт значно розширює дiапазон придатностi детермiнiстичної теорiї,

який був приблизно оцiнений як a & 100 nm [7].

Вiдповiдно до (4.65) швидкiсть дрейфу 〈sy〉 – це перiодична функцiя

початкової фази φ , що задовольняє умовi 〈sy〉|π+φ = −〈sy〉|φ . Внаслiдок

цього 〈sy〉 при фiксованiй температурi може змiнювати знак (тобто може

змiнювати напрямок дрейфу) при змiнi φ . Можна також очiкувати, що
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змiна напрямку дрейфу може бути викликана змiною температури T ,

якщо початкова фаза φ вибрана належним чином. Дiйсно, припускаючи

для простоти, що тепловi флуктуацiї вiдсутнi (тобто, β = 0 ), з рiвняння

(4.4b) випливає, що його стацiонарний розв’язок χst(τ) i, отже, швидкiсть

дрейфу (4.77) залежать вiд параметру α (докладнiше див. посилання [6])

i вiд температури (оскiльки η = η(T ) ). Це означає, що якщо початкова

фаза φ близька до φ0 , де φ0 є розв’язок рiвняння 〈sy〉 = 0 , то змiна

знака 〈sy〉 може вiдбуватися завдяки змiни T . Цi очiкування повнiстю

пiдтвердженi результатами моделювання, представленими на рис. 4.19.

270 320 370
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Рисунок 4.19 – - Приведена швидкiсть дрейфу наночастинки Co як
функцiя температури для рiзних значень початкової фаза φ . Радiус
частинки становить a = 3nm , а iншi параметри такi ж, як на рис. 4.18.

Для того, щоб отримати бiльш повне уявлення про поведiнку

дрейфової швидкостi Co наночастинок, ми розрахували її залежнiсть вiд

характеристик магнiтного поля, а саме вiд його величини Hm , частоти

Ω i кута ψm . Залежнiсть 〈sy〉/γ вiд Hm для наночастинки з радiусом

a = 5nm , яка визначена при кiмнатнiй температурi T = 295K ,

Ω = 5 × 105 rad/s та ψm = 1 rad , показана на рис. 4.20 для рiзних

кутiв φ . Оскiльки змiна Hm еквiвалентна змiнi параметра α , отриманi

результати аналогiчнi результатам, отриманим у детермiнiстичному пiдходi

в роздiлi 4.4 та роботi [6]. Рисунок 4.21 iлюструє залежнiсть 〈sy〉/γ
вiд Ω для T = 295K , Hm = 10Oe , ψm = 1 rad , φ = 0 rad

i рiзних радiусiв частинки. Як видно, зменшення розмiру частинки
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зменшує абсолютну величину приведеної швидкостi дрейфу i змiщує

мiнiмум цiєї швидкостi вправо. Це вiдбувається тому, що величина

теплових флуктуацiй, яка характеризується параметром β , зростає при

зменшеннi розмiру частинок, див. (4.52). Нарештi, на рис. 4.22 показана

залежнiсть 〈sy〉/γ вiд ψm , яка розрахована для a = 5nm , Hm = 10Oe ,

Ω = 5 × 105 rad/s , φ = 0 rad i рiзних температур. У цьому випадку

вплив температури на приведену дрейфову швидкiсть обумовлений як

температурною залежнiстю динамiчної в’язкостi води, так i тепловими

флуктуацiями. Слiд також мати на увазi, що залежнiсть розмiрної

дрейфової швидкостi vdr = vm〈sy〉 вiд температури вiдрiзняється вiд

приведеної швидкостi дрейфу 〈sy〉/γ , оскiльки параметри vm i γ залежать

вiд T через динамiчну в’язкiсть води.

Нарештi, оцiнимо характерну швидкiсть vm = fm/6πηa i швидкiсть

дрейфу vdr для Co наночастинок зважених у водi при кiмнатнiй

температурi. Якщо керуюча сила fd породжується градiєнтним магнiтним

полем Hg = gx sin (Ωt− φ) ex (g – градiєнт магнiтного поля), то її

амплiтуда може бути оцiнена як fm = VMg i, отже, vm = 2a2Mg/9η .

Оскiльки характерна швидкiсть vm i параметр γ сильно зростають

зi збiльшенням розмiру частинок, очiкується, що дрейфу, iндукований

силою Магнуса, може бути використаний для сепарацiї великих частинок

(тому що вони дрейфують з вiдносно великими швидкостями). Зокрема,

припускаючи що a = 100 nm (хоча цей радiус перевищує критичний [163],

однодоменний стан може iснувати внаслiдок великого магнiтного поля),

g = 103Oe/cm , Hm = 103Oe i беручи до уваги, що η = 9.62× 10−3P для

T = 295K , отримуємо vm = 3.29 × 10−3 cm/s i γ = 4.27 × 10−2 . Тому,

приймаючи 〈sy〉/γ = −0.17 (див. рис. 4.18, лiнiя з ромбами), знаходимо

vdr = −239 nm/s . Слiд також зазначити, що швидкiсть дрейфу може

бути збiльшена шляхом вiдповiдного вибору зовнiшнiх параметрiв, при

яких макроскопiчне змiщення наночастинок може вiдбуватися за порiвняно

короткi промiжки часу [7].

4.11 Висновки до роздiлу 4
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Рисунок 4.20 – - Приведена швидкiсть дрейфу Co наночастинки як
функцiя величини магнiтного поля Hm для рiзних значень початкової
фази φ . Лiнiя 1 вiдповiдає φ = 0.4 rad , лiнiя 2 – φ = 2.0 rad , а лiнiя
3 – φ = (π + 0.4) rad .

В даному роздiлi ми представили аналiтичнi та чисельнi результати

щодо iндукованого силою Магнуса дрейфу зважених у в’язкiй рiдинi

феромагнiтних наночастинок. В основу теорiї цього ефекту, передбаченого

авторами проекту, покладено iдею про те, що якщо коливальний та

обертальний рухи наночастинки певним чином синхронiзованi, тодi

усереднена за перiодом коливань сила Магнуса, яка дiє на цю частинку,

може бути вiдмiнною вiд нуля. Саме завдяки цiєї сили i виникає

дрейфовий рух (тобто спрямований транспорт) наночастинок у напрямку,

перпендикулярному до осi їх коливань. Для перевiрки даної гiпотези нами

були запропонованi детермiнiстична та бiльш загальна статистична теорiї

дрейфу феромагнiтних наночастинок.

Детермiнiстична теорiя базується на мiнiмальнiй системi рiвнянь для

поступального та обертального рухiв однодоменної частинки, викликаних

перiодичною силою та магнiтним полем, що обертається неоднорiдно.

Аналiз цiєї системи рiвнянь, яка була отримана в наближеннi, коли

намагнiченiсть частинки вморожена в її тiло, а числа Рейнольдса малi,

дозволив знайти загальний вираз для швидкостi дрейфу. У випадку,

коли азимутальний кут магнiтного поля задається трикутною хвилею,

знайдено точний розв’язок даної системи рiвнянь руху, за його допомогою
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Рисунок 4.21 – - Частотна залежнiсть приведеної швидкостi дрейфу для
рiзних радiусiв Co наночастинок. Лiнiя 1 вiдповiдає великому радiусу
(β = 0 ), лiнiя 2 – a = 5nm , а лiнiя 3 – a = 4nm . Вiсь Ω взята в
логарифмiчному масштабi.

виявлено iснування трьох режимiв обертання наночастинок i в кожному

з цих режимiв визначено швидкiсть дрейфу. Встановлено, зокрема,

що початкова фаза магнiтного поля є важливим керуючим параметром

дрейфового руху частинок: оскiльки швидкiсть дрейфу є перiодичною

функцiєю початкової фази, за її допомогою можна змiнювати як швидкiсть

дрейфового руху, так i його напрямок (на протилежний). Iншою важливою

особливiстю дрейфового руху частинок є те, що на залежностi швидкостi

дрейфу вiд максимального кута повороту магнiтного поля iснує яскраво

виражений екстремум. Шляхом вiдповiдного вибору лише початкової фази

та максимального кута повороту магнiтного поля встановлена можливiсть

керування швидкiстю дрейфу наночастинок як в одному напрямку, так

i в протилежному. Ми пiдтвердили всi нашi теоретичнi передбачення

чисельними результатами.

Вперше побудовано статистичну теорiю дрейфу зважених

феромагнiтних наночастинок, в якiй враховується як температурна

залежнiсть динамiчної в’язкостi рiдини, так i тепловi флуктуацiї, що

генерують броунiвський поступальний та обертальний рухи таких

частинок. В її основу покладено систему стохастичних рiвнянь

поступального та обертального рухiв наночастинки i вiдповiдне рiвняння

Фоккера-Планка. В рамках цiєї теорiї визначена середня швидкiсть
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Рисунок 4.22 – - Приведена швидкiсть дрейфу Co наночастинки як
функцiя кута ψm при рiзних температурах.

дрейфу частинок, що генерується силою Магнуса, проаналiзована її

залежнiсть вiд параметрiв моделi та показано, що тепловi флуктуацiї не

призводять до повного зникнення ефекту дрейфу; вони лише зменшують

швидкiсть дрейфу. Знайдено також аналiтичний вираз для середньої

швидкостi дрейфу у випадку великих температур i встановлено, що

детермiнiстична теорiя дрейфового руху наночастинок справедлива, якщо

їх розмiр перевищує або порядку десяти нанометрiв. Найбiльш важливим

(з точки зору практичних застосувань) i неочiкуваних нових результатiв

роботи є встановлення (теоретично та шляхом чисельного моделювання)

того факту, що iснують умови, при виконаннi яких напрямок дрейфу

наночастинок змiнюється на протилежний при змiнi температури.



190

ВИСНОВКИ

Таким чином, в данiй НДР аналiтично та чисельно вивчено широке

коло магнiтних, теплових та транспортних властивостей перiодично

збуджених систем феромагнiтних наночастинок, розподiлених в твердiй та

рiдкiй матрицях. Оскiльки докладнi висновки зроблено в кiнцi кожного

роздiлу, нижче наведемо лише короткий їх опис.

У першому роздiлi основна увага придiлена вивченню обертальної

динамiки феромагнiтних частинок та її впливу на енергетичнi втрати в

системах таких частинок розподiлених у в’язкiй рiдинi. Використовуючи

модель частинки з вмороженою намагнiченiстю (тобто модель жорсткого

диполя) i детермiнiстичне наближення показано, що циркулярно-

поляризоване зовнiшнє магнiтне поле може генерувати три режими

обертальної динамiки частинок, для кожного з яких визначено потужнiсть

енергетичних втрат. Встановлено, що з точки зору енергетичних втрат

лiнiйно-поляризоване магнiтне поле є бiльш ефективним, нiж циркулярно-

поляризоване, якщо його частота досить мала. Визначено також умови,

при виконаннi яких зовнiшнє постiйне магнiтне поле може пiдвищити

ефективнiсть нагрiвання феромагнiтних наночастинок в рiдинi.

В цьому ж роздiлi докладно вивчено вплив теплових флуктуацiй

обертального руху наночастинок та їх диполь-дипольної взаємодiї на

потужнiсть втрат. Використовуючи стохастичнi рiвняння обертального

руху та вiдповiдне рiвняння Фоккера-Планка встановлено, що тепловi

флуктуацiї суттєво знижують потужнiсть втрат при малих частотах

зовнiшнього поля, тодi як при великих частотах їх вклад незначний.

Що ж стосується впливу диполь-дипольної взаємодiї, то шляхом

чисельного моделювання показано, що взаємодiя мiж феромагнiтними

частинками суттєво впливає (внаслiдок утворення кластерної структури)

на їх магнiтну сприйнятливiсть i, як наслiдок, на потужнiсть

енергетичних втрат. Встановлено, що конкуруючий характер диполь-

дипольної взаємодiї i теплових флуктуацiй вiдповiдає за два режими

втрат. Перший реалiзується у випадку вiдносно великих iнтенсивностей

теплового шуму i характеризується зростанням енергетичних втрат при
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зростаннi iнтенсивностi теплових флуктуацiй, а другий iснує при малих

iнтенсивностях шуму. В останньому випадку енергетичнi втрати залежать

вiд кластерної структури системи, яка, в свою чергу, залежить вiд

iнтенсивностi диполь-дипольної взаємодiї.

Другий роздiл присвячено вивченню особливостей динамiки

намагнiченостi та потужностi втрат у системах феромагнiтних

наночастинок розподiлених в твердiй матрицi i збуджених елiптично

поляризованим магнiтним полем. Цi системи складаються з однодоменних

частинок, напрямок осей легкого намагнiчування яких рiвномiрно

розподiлений у просторi. Для цього класу систем побудовано загальну

теорiю збурень, яка дозволяє знайти розв’язки рiвняння Ландау-

Лiфшиця-Гiльберта у випадку малої амплiтуди магнiтного поля i

аналiтично розрахувати iндуковану намагнiченiсть таких систем та втрати

енергiї в них. Встановлено, зокрема, що iндукована намагнiченiсть

та потужнiсть втрат зазнають резонансного пiдсилення в околi частот

субгармонiчних резонансiв. Для вивчення частотної залежностi даних

величин в загальному випадку довiльної амплiтуди поля розроблено

процедуру їх чисельного визначення. Коректнiсть запропонованої

процедури пiдтверджена шляхом порiвняння аналiтичних результатiв

з чисельними у випадку малої амплiтуди елiптично поляризованого

магнiтного поля. Встановлено також, що зi збiльшенням амплiтуди поля

частотнi залежностi зазначених величин зазнають якiсних змiн. Аналiз

динамiки намагнiченостi в наночастинках показав, що вiдбувається це

завдяки стрибкоподiбним переходам мiж рiзними режимами вимушеної

прецесiї намагнiченостi. При цьому найбiльший вклад дають переходи, що

супроводжуються переорiєнтацiєю магнiтних моментiв наночастинок.

У третьому роздiлi дослiджено сумiсну магнiтну i обертальну динамiку

феромагнiтних наночастинок зi скiнченним полем одновiсної анiзотропiї,

що iндукується циркулярно-поляризованим магнiтним полем. Для опису

обертальної динамiки використано рiвняння, записане на основi загального

закону збереження моменту iмпульсу, а для опису внутрiшньої магнiтної

динамiки використано модифiковане рiвняння Ландау-Лiфшиця-Гiльберта.

У випадку, коли амплiтуда циркулярно-поляризованого поля набагато
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менша поля анiзотропiї, знайдено розв’язки цих рiвнянь i розраховано

потужнiсть енергетичних втрат. Аналiз показав, що загасаюча прецесiя

магнiтного моменту наночастинки є основним каналом дисипацiї енергiї i

вiдповiдає за резонансний характер її частотної залежностi. Встановлено

також, що зниження в’язкостi рiдини призводить до суттєвого зменшення

потужностi втрат. Її величина поблизу резонансної частоти може бути

набагато меншою нiж та, що вiдповiдає моделi фiксованої у просторi

частинки.

Нарештi, у четвертому роздiлi викладено основнi положення теорiї

дрейфу феромагнiтних частинок у в’язкiй рiдинi, що iндукується силою

Магнуса. В рамках детермiнiстичного пiдходу, що базується на мiнiмальнiй

системi рiвнянь для поступального та обертального рухiв однодоменної

частинки з вмороженою намагнiченiстю (модель жорсткого диполя),

отримано загальний вираз для швидкостi її дрейфу. У випадку, коли

азимутальний кут магнiтного поля постiйної амплiтуди змiнюється з часом

як перiодична трикутна функцiя, цi рiвняння були розв’занi аналiтично, а

швидкiсть дрейфу знайдена у явному виглядi. Її аналiз показав, зокрема,

що шляхом змiни початкової фази та максимального кута повороту

магнiтного поля можна змiнювати як швидкiсть дрейфового руху, так

i його напрямок. Цей теоретично передбачений ефект запропоновано

використовувати для вибiркової сепарацiї наночастинок за їх розмiром i

намагнiченiстю.

Побудовано також статистичну теорiю дрейфу феромагнiтних

частинок, що враховує вплив теплових флуктуацiй. В її основу покладено

систему стохастичних рiвнянь поступального та обертального рухiв

частинки i вiдповiдне рiвняння Фоккера-Планка, чий стацiонарний

розв’язок був використаний для визначення середньої швидкостi

дрейфу частинок. Показано, що детермiнiстичне наближення можна

використовувати, якщо розмiр частинок перевищує або порядку

десяти нанометрiв; у протилежному випадку тепловi флуктуацiї

суттєво зменшують швидкiсть дрейфу. Одним iз найбiльш значущих

результатiв, отриманих в рамках статистичної теорiї, є встановлення

того факту, що iснують умови, при виконаннi яких напрямок дрейфу
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наночастинок змiнюється на протилежний при змiнi температури.

Чисельне моделювання дрейфового руху феромагнiтних частинок

пiдтвердило всi теоретичнi передбачення.
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