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РЕФЕРАТ 

Дипломна робота містить   89с., 40 рисунків, джерел 74, додатки 2. 

Об'єкт дослідження – проблема теорії руйнування ЕМП матеріалів з 

дефектами структури для обмежених середовищ. 

Мета роботи – подальший розвиток методів дослідження параметрів 

руйнування, що характеризують область в околі вершини тріщини однорідного 

ЕМП матеріалу, для пластин і різної кількості тріщин у вигляді прямих. 

Крайова задача руйнування скінченої електромагнетопружної  пластини, що 

містить тріщини, зводиться до мішаної системи алгебраїчних рівнянь, 

сингулярних інтегральних рівнянь та сукупності додаткових умов. Ця система 

розв'язується чисельно за допомогою одного з методів механічних квадратур. В 

роботі розглянуті пластини у формі трикутника, квадрата та еліпса і тріщини у 

формі прямих , а також розробка  програми мовою Python з використанням ООП, 

яка обчислює ефекти зв’язаності електромагнетопружних полів, крайові дефекти, 

що виникають в околі границі пластини, коефіцієнти інтенсивності польових 

величин (K
I
, K

II
,K

B
 ,K

D
, K

E ,
 K

H
). 

ЕЛЕКТРОМАГНЕТОПРУЖНІСТЬ, СКІНЧЕНА ПЛАСТИНА,  ДЕФЕКТИ, 

КРАЙОВА ЗАДАЧА МЕХАНІКИ РУЙНУВАННЯ, МІШАНА СИСТЕМА 

АЛГЕБРАЇЧНИХ ТА СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ, 

ДОДАТКОВІ УМОВИ, ЕФЕКТ ЗВ’ЯЗНОСТІ, КРАЙОВІ ДЕФЕКТИ, 

КОЕФІЦІЄНТИ ІНТЕНСИВНОСТІ 
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ВСТУП 

Електромагнетопружні (ЕМП) матеріали належать до інтелектуальних 

матеріалів. Такі матеріали стали  перспективними кандидатами в якості основних 

компонентів багатофункціональних апаратів перетворення енергії, наприклад: 

датчиків, приводів, перетворювачів і пристроїв поверхневих акустичних хвиль , їх 

унікальний ефект зв'язку ЕМП. Однак під час обслуговування цих ЕМП 

компонентів, зазвичай розвиваються тріщини або дефекти матеріалів, що значно 

зменшить їх продуктивність і залишковий ресурс, особливо в середовищах 

динамічного навантаження.  

Широке застосування ЕМП матеріалів в інженерних додатках сприяло 

інтересам у вивченні тріщин в однорідних електромагнетопружних  матеріалах. 

Через власний магнітоелектричний ефект зв'язку, магнітоелектропружні 

матеріали використовувалися в розумних структурах для різних застосувань 

Електромагнетопружні (ЕМП) матеріали вперше було виявлено 1980х 

роках. Тоді з'ясували, що композити володіють як п'єзоелектричними (ПЕ) так і 

п'єзомагнітними (ПM) фазами, представляючи електромагнітний ефект 

сполучення. Маючи здатність перетворювати механічну, електричну і магнітну 

енергії, ЕМП матеріали викликають великий інтерес для дослідження в декількох 

областях інженерії, як клас важливих функціональних матеріалів,. Як правило, ці 

матеріали можуть передчасно виходити з ладу через наявність деяких дефектів 

(таких як тріщини і отвори), що виникають в ході виробничого процесу і 

подальшої обробки.  

Розуміння механізму руйнування матеріалів ЕМП є складним завданням, і 

були проведені важливі теоретичні роботи щодо проблем руйнування в 

матеріалах ЕМП. 

Відповідно до сучасних уявлень, явище руйнування високоміцних 

матеріалів і виготовлених з них конструкційних елементів відбувається шляхом 

поширення тріщини, тобто шляхом утворення нових поверхонь тіла. У структурі 

реального конструкційного матеріалу завжди є або виникають в процесі його 



6 

 

деформування дефекти типу тріщин (розриви суцільності, загострені порожнини, 

включення і т.п.). Тому питання про міцність деформованого твердого тіла 

нерозривно пов'язане з питанням про зародження і поширення в ньому тріщин. 

Хоча з практичної точки зору запобігання виникненню дефектів типу 

тріщин є вкрай важливим завданням, її здійснення в загальному випадку пов'язане 

з великими труднощами і взагалі кажучи, важко піддається реалізації. У зв'язку з 

цим при оцінці несучої здатності тіла припускають наявність тріщин, які є в 

структурі реальних твердих тіл, і визначають ті умови, при яких відбувається 

поширення найбільш небезпечної тріщини, що приводить до локального або 

повного руйнування тіла. 

Коефіцієнти інтенсивності, включаючи коефіцієнт інтенсивності напружень 

(КІН), коефіцієнт інтенсивності електричної індукції (КІЕІ) і коефіцієнт 

інтенсивності магнітної індукції (КІМІ) є ключовими параметрами руйнування, 

які характеризують область в околі вершини тріщини однорідного ЕМП 

матеріалу. 

Вивчення моделі руйнування привертає інтерес багатьох людей через 

розбіжності між теорією та експериментами.  

Актуальність теми. Електромагнетопружні матеріали викликають великий 

інтерес для дослідження в ряді галузей інженерії, як клас важливих 

функціональних матеріалів. Проте, великий недолік таких матеріалів є їх 

крихкість і низька в'язкість руйнування. Тому велике значення має вивчення 

проблеми руйнування таких матеріалів для різних конфігурацій середовищ за 

наявності в них дефектів. Вивчення моделі руйнування привертає інтерес 

багатьох людей через розбіжності між теорією та експериментами. 

Мета і завдання дослідження. Метою роботи є розвиток методів 

дослідження параметрів руйнування, що характеризують область в околі вершин 

тріщин в скінченій ЕМП пластині з однорідного ЕМП матеріалу. 

Для досягнення сформульованої мети необхідно: 

 звести граничну задачу до крайової задачі теорії функцій комплексного 

змінного; 
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 привести цю крайову задачу до системи рівнянь; 

 отримати вирази для коефіцієнтів інтенсивності фізичних полів в околі 

вершини тріщини; 

 отримати енергетичний критерій руйнування у вигляді додатньої функції, 

що залежить від коефіцієнтів інтенсивності; 

 отримати чисельні результати для різних конфігурацій пластини та тріщин 

та визначити залежність параметрів руйнування від властивостей матеріалу 

та геометрії тріщини та пластини. 

 написати програму для отримання чисельних результатів для різних 

модифікацій параметрів 

Об'єктом дослідження в роботі є проблема руйнування ЕМП матеріалів. 

Предметом дослідження є аналіз впливу властивостей матеріалу та 

геометрії пластини і тріщин на ній на параметри руйнування цієї пластини  
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1 АНАЛІТИЧНИЙ ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Електромагнетопружні матеріали та структури, отримали значну увагу 

завдяки можливості розробки адаптивних структур, які є одночасно легкими і 

володіють можливостями адаптивного управління. Через їхню крихкість, 

тріщинами в цих матеріалах значно зацікавлені.  

Таким чином, аналіз руйнування цього класу матеріалів, що містять такі 

дефекти, як тріщини, є важливою проблемою. 

Магнетоелектропружний матеріал явно складається з безлічі тріщин з 

надзвичайно високою щільністю. 

Тому взаємодія між декількома тріщинами в магнетоелектропружних 

матеріалах в проникних і непроникних умовах на поверхні тріщин відіграє 

важливу роль у аналізі та проектуванні розумних структур. Слід зазначити, що 

різні магнітоелектричні граничні умови на поверхнях тріщин призводять до 

різнорідних результатів поведінки руйнування цих матеріалів. Однак більшість 

аналізів руйнування для інтелектуальних матеріалів пов'язані зі статичним або 

квазістатичним навантаженням. 

Але, можливо, дуже важливим є вивчення перехідних умов завантаження в 

цих матеріалах. 

Дослідження теорії поширення крихкої тріщини в рамках механіки 

суцільного середовища привело до створення нової галузі механіки - теорії 

тріщин. Основи цієї теорії закладені в відомих роботах Гриффітса [1, 2], де 

вперше на основі енергетичного методу розв'язано задачу про необхідну величину 

граничного руйнівного навантаження для нескінченної однорідної пластини з 

прямолінійною макроскопічною тріщиною заданої довжини, коли така пластина 

розтягується. 

Пружні напруження в околі кінців тріщини можна представити у вигляді  

 

  ̅
     ,  де г - мінімальна відстань від вершини тріщини; N - коефіцієнт 

інтенсивності напружень; О (1) - обмежена величина при г → 0. Згідно Ірвіну, 

поширення тріщини настає тоді, коли коефіцієнт пружного напруження N досягає 
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деякого (постійного для даного матеріалу при заданих умовах) значення, і 

величина цього коефіцієнту може служити характеристикою міцності 

властивостей матеріалу.  

Важливим етапом у розвитку теорії тріщин були роботи Ірвіна [3, 4], 

узагальнюючі і вдосконалюючі теорію Гриффітса на випадок квазікрихкого 

руйнування. Квазікрихкі матеріали при звичайних випробуваннях поводиться як 

досить пластичні, однак при наявності тріщин їх руйнування відбувається за 

схемою крихкого руйнування. 

Дослідження Ірвіна і Орована показали, що можна використовувати 

співвідношення, отримані при ідеально крихкому руйнуванні, і для квазікрихких 

матеріалів, якщо замінити при цьому поверхневу енергію матеріалу ефективною 

поверхневою енергією, що включає ще й енергію, витрачену на мікропластичну 

деформацію в приповерхневому шарі тріщини. 

Концепція Ірвіна-Орована значно розширила область використання теорії 

тріщин крихкого руйнування в інженерній практиці і тим самим сприяла 

збільшенню інтересу до цієї проблеми. 

У роботах радянських дослідників (М.Я. Леонова, В.В. Панасюка, Г.П. 

Черепанова, В.В. Новожилова, Л.І. Сєдова, П.М. Витвицького, Д.Д. Івлєва, В.З . 

Партона, Е.М. Морозова та ін.) значна увага приділяється питанням обліку 

пластичних деформацій в околі вершин  тріщини, що розповсюджується, в 

деформуючому квазікрихкому тілі і формулюванні на цій основі завдань механіки 

руйнування як відповідних крайових задач механіки суцільних середовищ. 

До теперішнього часу запропоновані різні підходи для пояснення механізму 

квазікрихкого руйнування; найбільш простою і досить універсальною 

розрахунковою моделлю твердого квазікрихкого тіла для вирішення задач про 

поширення тріщин є «  -модель». У разі макроскопічних тріщин «  -модель» 

Леонова-Панасюка для ідеально крихкого тіла призводить до таких же 

результатів, як теорія Ірвіна-Орована. 

Аналіз статичного або квазістатичного руйнування в розумному матеріалі 

привернув значну увагу в останні роки [54–59]. Кінцеву тріщину в нескінченному 
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п'єзоелектричному середовищі при перехідних електромеханічних навантаженнях 

вивчали Чен і Каріхалу [60].У даній роботі вивчено вплив напрямків електричних 

навантажень на динамічні коефіцієнти інтенсивності напружень (ДКІН). У роботі 

Li [61] було розглянуто напівнескінченний тріщинний п'єзоелектричний матеріал 

через магнітоелектричний вплив точкового навантаження на поверхні тріщин. 

Розрахована швидкість вивільнення енергії механічної деформації та досліджено 

динамічні коефіцієнти інтенсивності електропружного поля. У статті [62] 

розглянуто задачу про розрив межі між різнорідними п'єзоелектричними шарами 

при магнітоелектричних впливах. Досліджено вплив коефіцієнта навантаження, 

геометрії розташування тріщин та властивостей матеріалу на коефіцієнти 

інтенсивності поля. Позапланова перехідна деформація нескінченного ФГМ з 

кінцевою тріщиною була досліджена Zhang et al. [63]. Обговорено вплив ФГМ на 

ДКІН і їх динамічний перебіг, відповідний статичним SIF. Динамічною 

антиплоскостной механічною і плоскою задачею електричної і магнітної тріщин 

магнітоелектропружної середовища було досліджено Лі [64]. Вони досліджували 

вплив властивостей матеріалу та застосованих електромагнітних впливів на 

динамічні фактори інтенсивності. Фенг і Су [65] проаналізували перехідну 

характеристику функціонально градуйованої магнітоелектропружної пластини, 

що містить внутрішню тріщину, перпендикулярну до межі. Su et al. [66] 

Досліджено проблему розшарування між різнорідними магнітоелектропружними 

смугами при антиплоскостних механічних і плоских магнітоелектричних впливах. 

У цьому дослідженні було прийнято магнітоелектрична проникна граничне 

умова. Проблему перехідного процесу аналізували Юн і Чжоу [67] для 

магнітоелектропружної пластини, що містить непроникну тріщину, 

перпендикулярну межі. Досліджено вплив геометричних параметрів та 

магнітоелектричних впливів на динамічний відгук. Garcı'a-Sa'nchez et al. [68] 

виконували теоретичні дослідження для оцінки ДКІН тріщин двовимірних (2-D), 

однорідних і лінійних п'єзоелектричних твердих тіл. Вони досліджували вплив 

механічного та електричного навантаження на руйнування середовища. Чень [69] 
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вивчав динамічний відгук проникної і непроникної тріщини, що поширюється в 

магнітоелектропружному твердому тілі, підданому змішаним навантаженням. 

Вищезазначені проблеми обмежені однією або двома періодичними 

тріщинами. Для магнітоелектропружної пластини ніколи не виконувався 

перехідний аналіз декількох дефектів, таких як вбудовані та крайові тріщини, але 

останнім часом з використанням техніки розподілу дислокацій (ТРД) 

публікуються статті, що мають кілька досліджених тріщин. ТРД є потужним 

напіваналітичним методом для розрахунку точних рішень антипланкових і 

плоских проблем тріщин на основі принципу суперпозиції. 

Кілька тріщин в ортотропній підкладці, посиленій покриттям 

функціонально градірованих матеріалів ТРД з метою отримання ДКІН під час 

збудження з гармонікою часу, були досліджені Монфаредом і Аятолхахі [70]. 

Досліджено вплив кутової частоти, довжини тріщини та властивостей матеріалу 

на ДСІФ. Взаємодія множинних рухомих тріщин з довільною розташуванням у 

функціонально градуйованій магнітоелектропружній смузі при антиплоскостном 

механічному та плоскому магнітоелектричному навантаженні вивчали Bagheri et 

al. [71]. ДКІН, пов'язаний з вершинами тріщин, обчислювали за допомогою 

чисельної зворотної схеми Лапласа. Vafa et al. [72] використовували ТРД і метод 

чисельної інверсії для отримання перехідної характеристики смуги ФГ, 

ослабленої декількома горизонтальними тріщинами. 

Досліджено проблему кругового ортотропного бруса з кількома тріщинами 

під крутильним перехідним навантаженням Хасані і Монфареда [73]. Вони 

використовують теорію торсіон Сен-Венан і ТРД для аналізу множинних тріщин. 

Нещодавно Багері [74] отримав коефіцієнти напруженості поля для множинних 

тріщин у п'єзоелектричній половинної площині при перехідному навантаженні. 

Цей автор використовував ТРД для вирішення проблеми. 

Тим не менше, більшість ЕМП матеріалів - типові композити, які 

складаються з п’єзоелектричних  і п’єзомагнітних фаз і, отже, неминуче існують 

матеріальні точки взаємодії між різними фазами. Крім того, ФГМ матеріали 

скоріше композити двофазних частинок, синтезовані таким чином, що обсяг 
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руйнування складових матеріалів безперервно коливається в поздовжньому 

просторовому напрямку, щоб отримати заданий склад в результаті щодо плавної 

зміни механічних властивостей [34]. Експериментальні дослідження [38] 

показують, що мікроструктура і точки взаємодії між складовими впливають на 

поведінку руйнування в ФГМ і тому, коли масштаб дослідження зменшується до 

певного рівня, точки взаємодії в ФГМ повинні бути розглянуті. У разі аналізу 

ЕМП матеріалів з складними точками взаємодії, робота спрямована на створення 

методу механіки руйнування, який не вимагає безперервних і диференційованих 

властивостей матеріалу.  
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2 МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЕЛЕКТРОМАГНЕТОПРУЖНОГО 

СЕРЕДОВИЩА 

2.1 Постановка задачі 

В декартових осях 1 20x x  розглянемо пластину, обмежену досить гладким 

замкнутим контуром 0 , що містить тріщини  1,m m M  . Будемо вважати, що 

тріщини розташовані випадковим чином і їх конфігурації також мають 

випадковий характер, проте m  - ляпунові дуги і m  . Нехай на кордоні m  

діє розпираючий нормальний тиск mp . На зовнішньому контурі 0  задамо досить 

гладкі розподіли електричного E  або магнітного H  потенціалів і компоненти 

вектора механічного напруження 1 2,n n   (рис. 2.1). 

 

 Рисунок 2.1-Область яку займає пластина з тріщинами 

 

Матеріальні рівняння [39] 

       

11 12 16 11 21 11 2111

12 22 26 12 22 12 2222

16 26 66 16 26 16 2612

11 12 16 11 12 11 121

21 22 26 12 22 12 222

11 12 16 11 12 11 121

21 22 26 12 22 12 222

2

s s s g g p pe

s s s g g p pe

s s s g g p pe

g g gE

g g gE

p p pH

p p pH

   

   

   

   

 
 
 
 
 

    
    
 

   
     

11

22

12

1

2

1

2

D

D

B

B







   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

    (2.1) 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



14 

 

Диференційні рівняння рівноваги, електро і магнетостатики [40, 41] 

 1 11 2 12 0     , 

 1 12 2 22 0     ,  , 1,2k

k

k
x


  


,  (2.2) 

 1 1 2 2 1 1 2 20, 0D D B B        ,                                    (2.3) 

 1 2 2 1 1 2 2 10, 0E E H H      .  (2.4) 

Співвідношення Коші 

 11 1 1 22 2 2 12 1 2 2 1, , 2e u e u e u u        .  (2.5) 

Умови сумісності деформацій 

 
2 2

1 22 2 11 1 2 122e e e      .  (2.6) 

До вище вказаних співвідношень потрібно доповнити механічні, електричні 

та магнітні крайові умови на границі тіла. 

У відповідних рівняннях (2.1)-(2.6): DB

ij ijs s  коефіцієнти деформації, 

отримані шляхом вимірювання при постійних значеннях індукції електричного і 

магнітного полів, D

kj kjg g  і D

kj kjp p - п'єзоелектричні і п'єзомагнітні коефіцієнти 

деформації і напруження виміряні при постійних напруженнях і індукціях, 

,kl kl

  kl kl

   і 
kl kl

   - коефіцієнти діелектричної, магнітної і 

електромагнітної сприйнятливості, виміряний при постійних напруженнях; 

 1 2,u u u  - вектор переміщення; 
ij  і 

ije  - тензори напруження і деформації; iD  і 

iB  - компоненти векторів електричної та магнітної індукції; iE  і iH  - електричне і 

магнітне напруження полів. 

В результаті отримання відповідних результатів коефіцієнтів маємо 

можливість записати крайові умови на повній границі області: 

 

 0  , де m     1,m M . 0   ,  j i i j    . 

 

 
 

0

0

, 1, ,

,

m

j i

m M

i j

      

      
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Механічні крайові умови: 

 

   

 
0 0

1 1 2 2 1

2

, , cos ,

sin , 1,

m

m

n n n m

n m

f f p

p m M

  





  





      

   
. (2.7) 

Електричні і магнітні крайові умови: 

 
   

0 0
3 4, , 0, 0

m m
s s n nE f H f D B   

   
   

. (2.8) 

 

2.2 Комплексні подання польових величин 

Маємо можливість ввести функцію напружень  1 1 2,F x x , електричний і 

магнітний потенціали E  і H  відповідно до співвідношень 

 
2 2

11 2 1 12 1 2 1 22 1 1, ,F F F         .  (2.9) 

 1 1 2 2,E EE E     .  (2.10) 

 1 1 2 2,H HH H     .  (2.11) 

 

В відповідності рівняння (2.9) маємо можливість тотожно задовольнити 

(2.2), а в результаті  рівнянь (2.10) та (2.11) задовольнимо умову рівняння (2.4). 

Для виконання співвідношення (2.3) додаємо  відповідні для розв’язку функції 

 2 1 2,F x x  і  3 1 2,F x x  за допомогою тотожності  

 

 
1 2 2 2 1 2

1 2 3 2 1 3

, ,

, .

D F D F

B F B F

   

   
  (2.12) 

Виражаючи вектор стовпець в лівій частині рівняння (2.1) за допомогою 

функції    1 2, 1,2,3mF x x m   з використанням відповідностей  (2.9), (2.12) і 

підставляючи далі отримаємо вирази деформації ,ije  напруження mE  і mH  в 

рівняння (2.6) і (2.4), приходимо до системи 
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    1 2, 0 , 1,3ij jL F i j    ,  (2.13) 

де 

    4 3 2 2 3 4

11 1 2 11 2 16 1 2 12 66 1 2 26 1 2 22 1, 2 2 2L s s s s s s               
, 

       3 3 2 2

12 1 2 11 2 22 1 21 16 1 2 12 26 1 2 21 1 2, ,L g g g g g g L                
, 

       3 3 2 2

13 1 2 11 2 22 1 21 16 1 2 12 26 1 2 31 1 2, ,L p p p p p p L                
, 

   2 2

22 1 2 11 2 22 1 12 1 2, 2L            
, 

    2 2

23 1 2 11 2 22 1 12 1 2 32 1 2, 2 ,L L              
, 

   2 2

33 1 2 11 2 22 1 12 1 2, 2L            
. 

Нехай 
ijA - алгебраїчне доповнення елемента матриці 

ijL , що знаходиться в 

відповідності перетину i -го рядка і j -го стовпчика. За допомогою функції 

   1 2, , 1,3m x x m   отримаємо три системи рішень 

 

      11 1 2 11 1 12 1 2 12 1 13 1 2 13 1, , , , ,F x x A F x x A F x x A     
, 

      21 1 2 21 2 22 1 2 22 2 23 1 2 23 2, , , , ,F x x A F x x A F x x A      ,            (2.14) 

      31 1 2 31 3 32 1 2 32 3 33 1 2 33 3, , , , ,F x x A F x x A F x x A     
. 

 

В результаті підстановки в рівняння (2.13) першої системи функцій 
1j jF F , 

рівняння системи  в відповідності два і три задовольнятимуться тотожно, а перше 

зведеться до вигляду  

    11 11 12 12 13 13 1 1 2 1, 0L A L A L A        
, 

де   1 2, det ijL    . 
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Цілком схожим методом підстановки  в (2.13) послідовно другої
2j jF F  

третьої  
3j jF F  системи функцій (2.14) перше і третє, і відповідно, перше та 

друге рівняння в (2.13) задовольняються тотожно. З інших отримаємо 

 
   1 2 2 1 2 3, 0, , 0         

 

В результаті отримаємо рівняння відповідно до розв’язуючих функцій  

 1 2,m x x  

 
   1 2, 0, 1,3m m     

.  (2.15) 

З отриманням висновків за допомогою співвідношення, можемо сказати що 

отримане рівняння (2.15) –являється однорідним диференціальним рівнянням в 

частинних похідних восьмого порядку. Частковий розв’язок  вказаного рівняння  

візьмемо в вигляді  

  1 2f x x   ,   (2.16) 

де   – деяка константа, f –  досить гладка функція. 

 

Результатом підстановки функції (2.16)в  рівняння (2.15) являє собою 

отриманням алгебраїчного рівняння восьмої степені відповідно до   

 

  

     

     

     

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1, , 1, , 1,

1, 1, , 1, , 1, 0

1, , 1, , 1,

L L L

L L L

L L L

  

   

  

   .   (2.17) 

Оскільки комбінація матеріальних сталих і дійсних чисел входять  до 

коефіцієнтів цього рівняння  , то маємо вісім коренів  1,8k k  . А так як 

потенціал енергії, що складається з позитивно визначених функцій - пружного, 

електричного і магнітного потенціалів, то коренями k  не можуть бути дійсними 



18 

 

[42, 43]. Далі будемо вважати, що вони являються простими , як це і є для 

більшості відомих керамік. У відповідності зі сказаним введемо  

 
 4Im 0, , 1,4k k k k    

.  (2.18) 

За своїм фізичним змістом  1,3m m   - дійсні функції, тому спільні 

розв’язки рівняння (2.15) представимо у вигляді 

        
4 4

1 1 2 1 1

1 1

, 2Re , 2Re , 2,3k k k m mk mk k k

k k

x x f z f z dz m 
 

        (2.19) 

Тут   mk kf z ,  1,3m   – функції аналітичні в своїх афінних областях kz , mk  

– деякі константи. 

Тепер представимо зазначені вище системи розв’язків. Будемо виходити з 

(2.9), (2.12), (2.14), (2.19). 

Перша система рівнянь матиме вигляд  

 
       

4
4

11 11 1 2 1 1 11 1,

1

, 2Re 1,k k k k

k

F A A f z 


     
, 

 
       

4
5

12 12 1 2 1 1 12 1

1

, 2Re 1,k k k k

k

F A A f z 


     
,  (2.20) 

 
       

4
5

13 13 1 2 1 1 13 1

1

, 2Re 1,k k k k

k

F A A f z 


     
. 

Польові величини  

 

          

     

1 1 1 2 2

11 12 22 2 1 2 1 11 1 2 1

4
2

11 1 1

1

, , , , ,

2Re , ,1 1, ,k k k k k k

k

A

A z

  

   


         

  
 

              

              

4
1 1

1 2 2 1 12 1 2 1 12 1 1

1

4
1 1

1 2 2 1 13 1 2 1 13 1 1

1

, , , 2Re , 1 1, ,

, , , 2Re , 1 1, ,

k k k k k

k

k k k k k

k

D D A A z

B B A A z

  

  





        

        




 (2.21) 
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       
6

6

1 1 16
.k k k k k k

k

d
z f z f z

dz
  

 

Для отримання електричного і магнітного напруження, а також механічних 

переміщень, використаємо матеріальні рівняння (2.1) та співвідношення (2.21). 

Отримаємо  

         

           

     

4
1

1 16 11 11 12 11 13 1 1

1

4
1 2

2 21 22 11 22 12 22 13 1 1

1

6

1 1

2Re 1, 1, 1, ,

2Re 1, 1, 1, ,

.

k k k k k k k

k

k k k k k k k

k

k k k k

E g A A A z

E g g A A A z

z f z

      

      





     

      
 

 





 (2.22) 

Позначимо 

 
     1 16 11 11 12 11 131, 1, 1,E

k k k k kg A A A           , 

 
       2

1 21 22 11 22 12 22 131, 1, 1,E

k k k k kg g A A A           
  . 

Покажемо, що має місце рівність 

 1 1

E E

k k k   .  (2.23) 

Запишемо з врахуванням відомої властивості визначників 

 
       2 2 2

1 1 16 21 22 11 22 11 121, 1,E E

k k k k k k k kg g g A A               
 

 
     2

22 11 13 21 11 22 12 23 131, 0k kA L A L A L A         
. 

Таким чином 

 

        
4

1 1

1 2 1 1 1

1

, 2Re 1, E

k k k k k

k

E E z  


 
.  (2.24) 

Повністю аналогічно знаходимо компоненти магнітного напруження 

 

        
4

1 1

1 2 1 1 1

1

, 2Re 1, H

k k k k k

k

H H z  


 
, 
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де 

 
     1 16 11 11 12 11 131, 1, 1,H

k k k k kp A A A           .  (2.25) 

Із (2.4), (2.24), (2.25) знаходимо електричний 
1

E  і магнітний 
1

H  потенціали 

                           

 

     

4

1 1 1 1

1

4

1 1 1 1 1 1

1

2Re ,

2Re ,

E E

k k k k

k

H H

k k k k k k k k k

k

z

z z z dz

   

    





 

   



 

 (2.26) 

Тепер знайдемо механічні переміщення. Із (2.1) знаходимо 

                             

       

       

4
1 1 1

1 1 11 1 1

1

4
1 1 1

2 2 22 1 1

1

2Re ,

2Re ,

k k k k

k

k k k k k

k

u e p z

u e q z



 





   

   




                (2.27) 

де 

 
         1 2

11 12 11 21 12 21 131, 1, 1,k k k k kp s s A g A p A      
, 

 

       1 22 22 22
12 11 12 131, 1, 1,k k k k k

k k k

s g p
q s A A A   

  

 
    
  . 

Інтегруючи (2.27) сумісно, отримуємо 

 

           
4

1 1 1 1

1 2 1 1

1

, 2Re ,k k k k k

k

u u p q z 


 
.  (2.28) 

 

Інтегральні характеристики полів. Нехай на пластині знаходиться AB - 

гладка крива. Компоненти вектора механічного напруження, нормальні 

компоненти векторів електричної та магнітної індукції, дотичні компоненти 

векторів електричного та магнітного напруження визначаються рівностями: 

 

 

       
4

1

1 11 12 11 1 1

1

cos sin 2Re 1,n k k k k k k

k

X a A z       


   
, 
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       
4

1

2 12 22 11 1 1

1

cos sin 2Re 1,n k k k k k

k

X a A z      


    
, 

 
       

4
1

1 2 12 1 1

1

cos sin 2Re 1, ,n k k k k k

k

D D D a A z    


   

       
4

1

1 2 13 1 1

1

cos sin 2Re 1,n k k k k k

k

B B B a A z    


   
,  (2.29) 

 

     
4

1

2 1 1 1 1

1

cos sin 2Re E

s k k k k k

k

E E E a z    


   
, 

 

     
4

1

2 1 1 1 1

1

cos sin 2Re H

s k k k k k

k

H H H a z    


   
. 

Тут   – кут між нормаллю до дуги AB  та променем 10x . Між 

диференціалами kd  і ds  має місце співвідношення 

  k kd a ds 
, 

  Re Im , , cos sink k k kAB a            
.  (2.30) 

 

Із врахуванням співвідношень (2.29), (2.30) знаходимо: 

 

     
4

1

1 1 11 1 1

1

2Re 1,
B

n k k k k k A
kAB

X X ds A z   


  
, 

 

     
4

1

2 2 11 1 1

1

2Re 1,
B

n k k k k A
kAB

X X ds A z  


   
, 

    
4

1 12 1 1

1

2Re 1,
BD

n k k k k A
kAB

D ds A z  


    ,            (2.31) 

 

   
4

1 13 1 1

1

2Re 1,
BB

n k k k k A
kAB

B ds A z  


   
, 

 

 
4

1 1 1 1

1

2Re
BE E

s k k k k A
kAB

A E ds z  


  
, 

 

   
 4

1

1 1 1 1 1

1

2Re ,
BH H k k

s k k k k k kA
k kAB

d z
A H ds z z

dz


  



   
. 

Підрахуємо також механічний момент сил, діючих на дугу AB , відносно 

початку. Маємо 
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     
4

2 1 1 2 11

1

2Re 1,n n k k k k k

kAB AB

X x X x ds A z z dz


       
 

 

   
4

11 11

1

2Re 1,

B

k k k k

k A

F A z z 


 
  
 


,  (2.32) 

де 11F  - функція напруження, визначена в (2.20). 

Друга і третя системи приводять до ідентичних результатів.  

2.3 Інтегральні рівняння граничної задачі 

Шляхом зведення крайових умов (2.7) –(2.8) з використанням комплексні 

подання (2.29) - (2.8) до наступних граничних задач теорії аналітичних функцій 

комплексних змінних kz  

 
     

0

4

11 1 1

1

2Re 1,k k k k k

k

a A z f  




 
, 

 
     

0

4

11 1 2

1

2Re 1,k k k k

k

a A z f 




  
, 

 
   

0

4

1 1 3

1

2Re E

k k k k

k

a z f 




 
,  (2.33) 

 
   

0

4

1 1 4

1

2Re H

k k k k

k

a z f 




 
, 

 
     

4

11 1

1

2Re 1, cos
m

k k k k k m

k

a A z p   




  
, 

 
     

4

11 1

1

2Re 1, sin
m

k k k k m

k

a A z p  




   
, 

 
     

4

12 1

1

2Re 1, 0
m

k k k k

k

a A z  




 
, 

 
     

4

13 1

1

2Re 1, 0
m

k k k k

k

a A z  




 
. 
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Тут знак «+» відповідає лівому берегу m  (при русі від його початку ma  до 

кінця  mb ); знак «-» відповідає правому берегу m  (рис. 2.1). 

Представимо крайові умови (2.33) в більш компактній формі. 

На 0  

 

 
     

4
0

0 1 0

1

2Re 1,4nk k k k n

k

R a z F n 



  
.  (2.34) 

На m    

 
     

4

1

1

2Re 1,4nk k k k n

k

R a z F n  



  
, 

    0 0

1 1 11 2 2 111, , 1,k k k k k k kR R A R R A      
, 

    0 0

3 1 4 1 3 12 4 13, , 1, , 1,E H

k k k k k k k kR R R A R A      
, 

 
 0 1,4n nF f n 

, 

 1 2 3 4cos , sin , 0, 0m mF p F p F F            1,m M . 

 

За допомогою узагальненого інтегралу типу Коші будемо шукати розв’язок 

крайової задачі (2.33) 

 

 
 

   
 

   
 

0

0 1

1

0

1 1
, 1,4

2 2

k k k k

k k

k k k k k k

d d
z k

z a z a

     

     
 

   
  

,  (2.35) 

 0Re Im ,k k       , 

 Re Im ,k k m           1,m M , 

 

 
 0 0

0

cos sin , k
k k

k

d
a ds

a


   


  

, 

  1 2Re Im , , k
k k

k

d
z z z z x ix ds

a





     

. 

Тут 0ds  і ds  – елементи дуг 0  і   відповідно. 

Граничні значення функції (2.35) на 0  і   наступні 
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  
 

 
 

   

0 0

0 0

0 0 0 1

1 0

0 0 0 0

1 1
,

2 2 2
k k

k k k

k k

z k k k k k
z

i
z ds ds

a


     

      



  
 

   
  

  (2.36) 

 

  
 

   
 

   

0 0

0

1 0 1 0

1 0

0 0 0

1 1
.

2 2 2
k k

m

k k k

k k

z k k k k k
z

i ds
z ds

a


     

      



  
 

    
  

 

За допомогою підстановки в крайові умови (2.34) граничних значень (2.36)  

отримаємо 

 
 
 

   
 

0

4
0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 1
2Re

2 2 2

k k k

nk k n

k k k k k k

i
R a ds ds F

a

     
 

        

  
   

   
  

, 

0 0  , 

 
 
 

   
 

0

4
1 0 0 1

0 0 0

1 0 0 0

1 1
2Re

2 2 2

k k k

nk k n

k k k k k k

i
R a ds ds F

a

     
 

      



  

  
    

   
  

, 

0 m   . 

Необхідно, щоб виконувалися наступні рівності  

    
4 4

0

0 1

1 1

Im 0, Im 0nk k nk k

k k

R R   
 

    .                        

Наступним кроком перехід до інтегральних рівнянь 

 

     
 

     
   

0

0

4
0 0 0 0 1

0 0 0

1 0 0

4
0 0 1

0 0

1 0 0

2Re ,
2

2Re , 1,4 .
2

k k k

nk n

k k k k k

k k k

nk n

k k k k k

a
R ds ds F

a
R ds ds F n

    


    

    


    

  

  

 
  

   

 
   

   

  

  
  (2.38) 

Таким чином, крайова задача теорії функцій (2.34) звелася до змішаної 

системи з   4 1M   алгебричних і  4 1M   сингулярних інтегральних рівнянь 

щодо 4M  функцій  1

m

k   та 4-ох функцій    0 , 1, ; 1,4k m M k    . Рівняння 

(2.37), (2.38) необхідно розглядати спільно з додатковими умовами. 
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2.4 Додаткові умови - умови однозначності переміщень  

З фізичних міркувань для функцій    1

m

k  , визначених на розімкнутих 

контурах m ,  шукаємо в класі функції з кореневими особливостями на кінцях 

розрізів для  розв’язання системи (2.37) - (2.38) [44, 47]. В цьому класі розв’язок 

рівнянь (2.38) визначається не повністю. Щоб отримати фіксований розв’язок 

необхідно виконати деякі додаткові умови, які випливають з фізичних міркувань. 

Вимагатимемо, щоб механічні переміщення, електричний і магнітний потенціали 

були однозначними функціями в області, зайнятої тілом з тріщинами. 

Отримаємо умови однозначності переміщень, для цього проінтегруємо 

функції (2.35).  

Маємо: 

 
         

     
0

0 0 1

1 1
ln ln ,

2 2

, 1,4 .

k k k k k k k k

k k

z z ds z ds

z z k

      
 



 

    

   

 
  (2.39) 

 

Рисунок 2.2. До умов однозначності переміщень 

Приріст функції  k kz  при обході m  по замкнутому контуру mc , що 

містить m  і що не містить інших розрізів (рис. 2.2) знаходимо з (2.39) 
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      1

m

m

k k kz i ds  


      (2.40) 

Використовуючи формули (2.26), (2.28), отримаємо з урахуванням (2.40), 

умови однозначності поля переміщень в пластині у вигляді 

 

4 4
(1) ( ) (1) ( )

1 1

1 1

4 4
( ) ( )

1 1 1 1

1 1

Im ( ) 0,Im ( ) 0,( 1, )

Im ( ) 0,Im ( ) 0,( 1, )

m m

m m

k k k k

k kГ Г

E m H m

k k k k

k kГm Гm

p ds q ds m M

a ds a ds m M

   

   

 

 

  

  

  

  

  (2.41) 

Таким чином, побудований аналітичний алгоритм зводиться до вирішення 

системи з 4 (M + 1) алгебраїчних рівнянь (2.37), 4 (M + 1) сингулярних 

інтегральних рівнянь першого роду (2.38) спільно з 4M додатковими умовами 

(2.41). Ці умови фіксують неоднозначність розв’язку, що виникає при вирішенні 

змішаної системи (2.37) - (2.38), в класі функцій необмежених на кінцях дуг m  

 1,m M  [44]. 

2.5 Асимптотика розв’язків в околі вершин тріщин. Характеристики 

руйнування 

Асимптотика розв’язків в вершинах тріщин. Введемо параметризацію 

контуру 
m  (нижче індекс m  опускаємо) 

       0 0 0, , 1 , 1 , , ma b                
, 

 01 , 1    .  (2.42) 

Густини  1k  , що фігурують в поданнях (2.35), мають кореневі 

особливості [47]. Нехай 

 

 
 

  

 

 
 

*

1 1

1 2
,

1

k k

k

ds
s

da b s

  
  

   


  

  
.  (2.43) 

Звідси отримуємо в вершинах тріщини 
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 
 

 
   1

1

1
1 ,

1 2

k

k

d
c a b

ds


  



  
    

 
,  (2.44) 

де верхній знак відповідає кінцю тріщиниc b , нижній - початкуc a . 

Для дослідження асимптотики комплексних потенціалів в вершинах тріщин 

скористаємося формулами поведінки інтегралів типу Коші в околі кінців лінії 

інтегрування [44] 

 

 

   

 
   

   

1
,

2 2 sin

lim 0,

i

c

c
z c

f d e f c
z c F z

i ic z

z c F z








 

  








   
 

 



  (2.45) 

0 1  . 

Тут верхній знак відповідає кінцю c b , нижній - початку c a , у нашому 

випадку 
1

2
  , тому (2.45) спрощується. Маємо у вершині c  

 

 

 

 
   

1

2
1

2 2
c

f d f c
z c F z

i c z

 

  





  
 


. (2.46) 

Головну асимптотику функцій (2.35) отримаємо з урахуванням формул 

(2.45), (2.46). Маємо  

 

 
 

  
 

 
 

 
 

1
1 1 2

1

1

11
,

2 2 2 1

Re Im , 1 .

k k k

k k k k

k k k k

k

k k k

d i
z c z

a z

d
c c c

d


  

   

 
 









 
        

   



  (2.47) 

Верхній знак відповідає вершині тріщини c b , нижній c a . 

Згідно рисунку 2.3 

 ,b ai i
z b re z a re

 
     , 

  cos sink k a k az a r      
,  (2.48) 

  cos sink k b k bb z r      
, 
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де r  – мала відстань від точки z  до вершини c . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.3. До виводу асимптотики функцій  1k kz  у вершинах тріщини, 

кути 
b  і 

a  відраховуються від дотичної на продовженні тріщини проти 

годинникової стрілки 

Тепер, головну асимптотику (2.47) у вершині c  можна представити у 

вигляді 

                     

 
 

 

 

 

 
 

1

2
1

1 1

1
1

2
1

cos sin1 1
,

2 22 2 1

1
cos sin .

1

c c k c ck

k k k

k

c k

k c k c

k

z
r r

  



  






 
   

 

 
  

 

         (2.49) 

де верхній знак відповідає кінцю тріщини c b , нижній – початку c a . 

Для отримання асимптотики величин  польових в околі вершин тріщин 

необхідно виконати підстановку  в (2.21), (2.24), (2.25) заміть   1k kz  головну 

асимптотику (2.49). Маємо 

 

            
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      


   
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1 2 12 1

1

1
, Re , 1 1, 0 1
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          
4

1 1

1 2 13 1

1

1
, Re , 1 1, 0 1

2

c

k k k

k

B B A
r

 


   
,  (2.50) 

 

        
4

1 1

1 2 1 1

1

1
, Re 1, 0 1

2

E c

k k k

k

E E
r

 


  
, 

 

        
4

1 1

1 2 1 1

1

1
, Re 1, 0 1

2

H c

k k k

k

H H
r

 


  
. 

Характеристики руйнування на вершинах тріщин. Коефіцієнти 

інтенсивності механічних , елекричних і магнітних величин являють собою 

характеристики руйнування. На продовженні тріщини по дотичній за вершину (в 

її околі) на нескінченно малий елемент діє розриваюче напруження 
n  (на 

площадці з нормаллю 
cn ) та зсувне напруження 

ns  (рис. 2.4). 

 

Рисунок 2.4. До визначення коефіцієнтів інтенсивності напружень 
I  і 

II . 

У механіці руйнування коефіцієнти інтенсивності нормального відриву 
I  і 

поперечного зсуву 
II  визначаються рівностями [7,45] 

      1 1

0 0
lim 2 , lim 2I n II ns
r r

r r   
 

    ,  (2.51) 

Крім цього, визначимо згідно [19] коефіцієнти інтенсивності електричної та 

магнітної індукції      1 1

0 0
lim 2 , lim 2D n B n
r r

rD rB 
 

    .  (2.52) 

Маємо на вершині c  
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2 2

11 12 22

22 11
12

cos sin2 sin ,

cos2 sin2 ,
2

n c c c

ns c c

      

 
   

  


 

   (2.53) 

де   – кут нормалі до площадки, на якій обчислюються ці напруження, та 

віссю 
1x . 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.5 – До визначення біному cos sinc k c    у глобальних 

координатах 
1 20x x  

 

На продовженні тріщини по дотичній за вершину c  
a  і 

b  дорівнюють 

нулю ( 0),c   
3

2
c     (рис. 2.5). Відтак, у (2.49) комбінація 

  cos sinc k c k ca    
. 

Звідси та з (2.49) 

 

 

   
1

1

1

1

c k

k

k ca s

 
 

 
.  (2.54) 

З урахуванням (2.54) та (2.50) визначимо коефіцієнти інтенсивності (2.51), 

(2.52). 

Маємо  
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
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1
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B k k
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A
s



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
. 

Знайдемо тепер коефіцієнтами інтенсивності 
E  та 

H , які визначимо 

наступним чином 

 

         1 1 1 1

0 0
lim 2 , lim 2E s H s
r r

rE rH 
 
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.  (2.56) 

Згідно (2.29), (2.54), (2.56) виводимо 
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, 

де, 
1 11 12 13 14 1 11 12 13 14, , , , , , ,E E E E E H H H H H                 . 

Математично, ці вирази можна записати у матричній формі в такий спосіб: 
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                       

                       
               
               

       

     

1 11 1 2 11 2 3 11 3 4 11 4

1 11 1 2 11 2 3 11 3 4 11 4

12 1 12 2 12 3 12 4

13 1 13 2 13 3 13 4

11 12 13 14

11 12 12 12

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,

r r r r

c c c c

r r r r

c c c c

r r r r

r r r r

E r E r E r E r

H r H r H r

a A a A a A a A

b A b A b A b A

A A A A

A A A A

       

       

   

   

   

   

A

 H r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2.6 Енергетичний критерій руйнування  

У концепції руйнування Гриффітса [7, 45, 46] принципове значення має 

величина енергостоку (потоку енергії) у вершину тріщини при її просуванні у тілі. 

Якщо тріщина знаходиться у магнетоелектропружному середовищі, то крім 

механічної енергії, у потік енергії може входити електрична та магнітна енергії, 

що вивільняються при її просуванні. Формулювання критерію руйнування 

залежить від виду електричних та магнітних умов на берегах тріщини. 

Розглянемо два деформованих стани магнетоелектропружного тіла, що 

містить тріщину. Нехай 
     0 0 0

0 0, , , ,E H

ij ij ie u    – компоненти тензорів напружень, 

деформацій, вектори переміщення, а також електричний та магнітний потенціали 

у деякому початковому стані тіла «0», а 
     1 1 1

1 1, , , ,E H

ij ij ie u    – відповідні величини 

у стані «1», для якого частина двосторонньої поверхні тріщини одержує приріст 

 . У припущенні відсутності об'ємних сил та вільних зарядів у тілі запишемо 

вираз для збільшення внутрішньої енергії при переході магнетоелектропружнього 

тіла зі стану «0» у стан «1». Це приріст A  визначає потік енергії при утворенні 

розриву  . 

Маємо, наступне [46] 

       

1 1 1

0 1 0 1

1 1

1 1 1

2 2 2

E E

ij j i j j j jA n u ds D n ds D n ds  

  

              
 

 

     

1 1 1

1 0 1

0 1 1

1 1 1

2 2 2

E H H

j j j j j jD n ds B n ds B n ds  
  

             
  (2.57) 
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   
1

1

0

1
,

2

H

j jB n ds f f f  



   
 

. 

Тут знаки   відповідають граничним значенням величин 

     1 1 1

1 1, , , ,E H

j j ju D B   на двосторонній поверхні  , а інтегрування ведеться по 

одній стороні цієї поверхні. 

Умова локального руйнування має вигляд 

  1 2 A    
,  (2.58) 

де   – густина поверхневої енергії. 

У моделі тріщини на   (припускаємо, що 0p  ) 

 
           0 0 0 0 0

0, 0, 0 , 1,2n j j n j j ij jD D n B B n n i j     
.  (2.59) 

Нехай тріщина   просунулася по дотичній за вершину c  на малу відстань 

h l   та її вершина c  зайняла положення c . З огляду на безперервність 

         0 0 0 0 0
, , , ,E H ij j jD B    на ділянці cc , отримаємо з (2.57) з урахуванням крайових 

умов (2.7) - (2.8). 

 

         0 1 0 01 1 1

2 2 2

HE

l ij j i j j i j j i

cc cc cc

A n u ds D n ds B n ds  

  

             
.  (2.60) 

Відповідно до (2.58), (2.60) умова поширення тріщини матиме вигляд 

 

       0 1 0 0

1
0

0 0 0

1 1
2 lim

2

l l l

E H

ij j i j j j j i
l

n u ds D n ds B n ds
l

   
  

 

 
               

  
.  (2.61) 

Підрахуємо праву частину формули (2.61). Маємо, у силу (2.50) в точці M  

на ділянці cc  (рис. 2.6) 

     

 
   

 

 

4
0 0 0 11

1 11 1 12 2 11 1

1

11
Re 1, 1

2 1 2 1
j j k k k

k

Q
n n n A

rs rs
    




     

  


, 

     

 
   

 

 

4
0 0 0 12

2 21 1 22 2 11 1

1

11
Re 1, 1

2 1 2 1
j j k k

k

Q
n n n A

rs rs
   




      

  


,  (2.62) 

     

 
   

 

 

4
0 0 0 13

1 1 2 2 12 1

1

11
Re 1, 1

2 1 2 1
j j k k

k

Q
D n D n D n A

rs rs





     

  


, 



34 

 

     

 
   

 

 

4
0 0 0 14

1 1 2 2 13 1

1

11
Re 1, 1

2 1 2 1
j j k k

k

Q
B n B n B n A

rs rs





     

  


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.6  До підрахунку стоку енергії в вершину с 

 

 

Тепер підрахуємо стрибки  1
1 1, ,E H

iu           
 в точці M cc , віддаленої від 

вершини c  на відстані h r . 

Інтегрування асимптотик (2.47) дає 

  
 

 
 

1
1

2
1

1

2 1

k

k k k k

k

i
z b z




  


 в околі вершини c b    (2.63) 

  
 

 
 

1
1

2
1

1

2 1

k

k k k k

k

i
z z a



 
 

 
 в околі вершини c a  . 

Враховуючи рівності 

        1 , 1k k k k k kb z h r a z a h r a         
, 

знаходимо скачок  1k kz  на cc  

 

 
 

 
   1

1 1 1 1

2 1
,

2 1

k

k k k k

i
h r

s
     

    
 

,  (2.64) 

де верхній знак відповідає вершині c b , нижній - вершині c a . 

Використовуючу формули (2.26), (2.28) та вирази для стрибків функцій 

 k kz  на cc  запишемо 
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    
 

 
      

4
1 1

1 2 1

1

2 2
, Re , 1

1
k k k

k

h r
u u p q i

s 


  

 


,  (2.65) 

 

 
 

 
   

4

1 1 1 1 1

1

2 2
, Re , 1

1

E H E H

k k k

k

h r
i

s
   




          

 


. 

Тепер, з урахуванням співвідношень (2.65), (2.62), умова поширення 

тріщини (2.61) буде виглядати так 

 
        

4
1 1

11 12 13 1 14 1 1
0

10

1 1
2 lim Im 1

1

h

E H

k k k k k
h

k

h r
dr Q p Q q Q Q

s h r
  




 
      

  
 


,(2.66) 

де 

 
     

4

11 1 1 11

1

1, 1 1k k k k

k

A Q  


   
, 

 
     

4

11 1 1 12

1

1, 1 1k k k

k

A Q 


    
,  

 
     

4

12 1 1 13

1

1, 1 1k k k

k

A Q 


   
, 

 
     

4

13 1 1 14

1

1, 1 1k k k

k

A Q 


   
. 

Введемо в розгляд наступні величини: скаляри  1,4kg k   та матрицю  

рядок g  

 
     1 1

1 11 1 12 1 13 11 14 11 1 2 3 4, , , ,E Hg Q p Q q Q Q g g g g g     
,  (2.67) 

 
   1 1

2 11 2 12 2 13 12 14 12 ,E Hg Q p Q q Q Q       

 
   1 1

3 11 3 12 3 13 13 14 13 ,E Hg Q p Q q Q Q       

 
   1 1

4 11 4 12 4 13 14 14 14

E Eg Q p Q q Q Q     . 

Враховуючи (2.34) і (2.43), отримуємо зв'язок між вектор-стовпцями 
1Q  и 

1  

 1

1 1nkR Q  ,  1 11 12 13 14, , ,
T

Q Q Q Q Q   (2.68) 

Нарешті, обчислюємо 
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 
0

0

1
lim

2

h

h

h r
dr

h r








.  (2.69) 

Враховуючи рівності (2.67), (2.68), (2.69), представимо умову поширення 

тріщини (2.66) в наступній матричній формі 

  
 1

1 12 Im
2 1

gR Q
s


 

 
.  (2.70) 

Права частина в (2.70) є, очевидно, квадратичною формою змінних 

 1 1,4jQ j  , а так як 
1 jQ  – лінійні комбінації коефіцієнтів інтенсивності, то 

робимо висновок, що величина енергостоку в кожну вершину є квадратична 

форма змінних 
iK . Можемо записати (сумуємо за повторними індексами – за i  та 

j ) 

  2 , 1,4ij i jK K i j   ,                                           (2.71) 

де 
1 2 3 4, , ,I II D BK K K K K K K K     і 

ij  – коефіцієнти, які залежать від 

матеріальних констант магнетоелектричної кераміки. 

 

2.7 Чисельний алгоритм 

Побудуємо алгоритм чисельного розв’язання мішаної системи (2.37), (2.38), 

(2.41)  з застосуванням методу механічних квадратур до сингулярних 

інтегральних рівнянь [47,48 ,49 ,50] 

                                    
4 4

0

0 1

1 1

Im 0, Im 0,nk k nk k

k k

R R   
 

     (2.72) 

 

     
 

     
   

0

0

4
0 0 0 0 1

0 0 0

1 0 0

4
0 0 1

0 0

1 0 0

2Re ,
2

2Re , 1,4 .
2

k k k

nk n

k k k k k

k k k

nk n

k k k k k

a
R ds ds F

a
R ds ds F n

    


    

    


    

  

  

 
  

   

 
   

   

  

  

 (2.73) 
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4 4
(1) ( ) (1) ( )

1 1

1 1

4 4
( ) ( )

1 1 1 1

1 1

Im ( ) 0, Im ( ) 0,( 1, )

Im ( ) 0, Im ( ) 0,( 1, )

m m

m m

k k k k

k kГ Г

E m H m

k k k k

k kГm Гm

p ds q ds m M

ds ds m M

   

     

 

 

  

  

  

  

 (2.74) 

2.8 Квадратурні формули розімкнених контурах  m  

 

Введемо параметризацію контура 
m  (нижче індекс m  опускаємо) 

 
       0 0 0

0

, , 1 , 1 , , ,

1 , 1

ma b         

 

       

  
. (2.75) 

Наприклад, для параболічного контуру можемо ввести параметризацію так 

    2

2 1 , 1 1ip ip e ih          , (2.76) 

де 
1p ,

2p - числові параметри, що визначають геометричні розміри параболи, 

зокрема, коли один з параметрів дорівнює нулю, маємо прямолінійний контур; 

параметр   - визначає кут нахилу осі параболи до осі Ox ;  0;h  - координати 

вершини параболи. 

Будем шукати щільності 
   1

m

k   на розімкнених контурах 
m  в класі 

функцій, що мають кореневі особливості на кінцях інтервалу  1; 1 , покладемо 

  
 

  

 

 
 

*

1 1

1 2
,

1

k k

k

ds
s

da b s

  
  

   


  

  
.  (2.77) 

Введемо на  1; 1 : 

точки інтерполяції 

 
   

2 1
cos , 1, , 0

2
j n j

j
j n T

n
  

 
   

  ,  (2.78) 

та коллокації 
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   1cos , 1, 1 , 0om n om

m
m n U

n


 

 
    

  ,  (2.79) 

де  nT   та  nU   - многочлени Чебишова 1-го та 2-го роду відповідно. 

Квадратурні формули Гауса для системи вузлів (2.78) дають 

 

   

    

 
   

 
 
 

1

1 1

2
0 1 0

1 1 0

1 0

1 00

1

k k

k k k k

n
k j n

k

j nk j k

ds d

U

n T

   

      

 
 

   

 






 

  


  



 



. (2.80) 

На системі вузлів (2.79) другий доданок в (2.80) зникає і отримуємо 

квадратурну формулу 

 

   

    

 
   

 

1
11 1

2
10 1 00

,
1

1, 1 .

n
k jk k

jk k k j k mk k m

ds d

n

m n

    

           




  

 

 

  (2.81) 

Для регулярного інтегралу звичайна квадратурна формула Гауса дає [51] 

 

      
      

1
0 1

0 12
11

,
,

1

n
k

j k j

j

K
d K

n

     
     

 







.  (2.82) 

2.9 Квадратурні формули замкнених контурах  
0  

Введемо параметризацію контура 
0   

    0 0 0 0 0, , , , 0 , 2 .                 (2.83) 

Приклади параметризації наведені нижче 

    2 3

0 1 2 3 ,i i i i i

ra a e a e a e a e e              (2.84) 

де 
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1 2 ,
2

r

R R
a


   для «еліптичного контуру» : ; 1 2

1

1 2

,
R R

a
R R





  

 – півосі еліпса; 

– висота для  «трикутника» (з округленими кутами) контурів: 

, ,  (рисунок 2.7); 

2
,

0,88085
r

l
a   – для «квадратних» (з округленими кутами) контурів: 

, ,  – середня лінія (рисунок 2.7). 

  

Рисунок 2.7 

Після виконання параметризації замкненого контуру 
0 , контурний 

інтеграл переходить у визначений інтеграл за параметром    0 2   , 

наприклад, в (2.73) інтеграл за замкненим контуром набуває такого вигляду 

 
    

   
       

0

0
2 20

0 0

0 0

0 00 0

,
k

k

k

k k k k

ds

ds d
d K d

    
  

        
     



 
   

 

При обчисленні сингулярних і регулярних інтегралів на замкненому контурі 

0  використовуємо квадратурну формулу [50] 

0320  aaa ,1R

2R

hr la 2

25,00 a 25.02 a 031  aa

0210  aaa 12036,03 a l2

 

 

 

 

 

 

 

 x1 

 x2 

2l 
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 x2 
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       
1

2

0 0

110

2
, ,

n

j j

j

y K d y K
n




      



, (2.85) 

де 

1n - кількість точок, що поділяють інтервал [0,2 ) ; 

 
 0 0 1

1 1 1

2 1 2 1
, , , 1,m j j

m j
j m n

n n n

 
   

 
      - вузли коллокації та 

інтерполяції відповідно. 

2.10 Зведення до системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

 
З використанням, наведених формул , які наведені вище (2.81), (2.82), (2.85), 

будемо знаходити розв’язки системи (2.72)-(2.74) у точках інтерполяції на 

відповідних контурах, тоді мішана система зводиться до системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь 

    

 

   

4
0

0 1

1

4

1

1

Im 0, 1, ,

Im 0, 1, , 1,

nk k j

k

r

nk k i

k

R j n

R i n r M

 







 

   




. (2.86) 

 

      

   

   
     

  

1

0
04

00

1 11 0

1

0 0 1

1 1 0

2
2Re

2

1
, 1, ,

k j jn
k ol

nk

k j k j k ol

rM n
k i

n olr
r i k i k ol

ds

a d
R

n

F i n
n

  
  

   


 

   

 

 










  
 

 



 (2.87) 

        

     

   
       

      

1

1

1

1

0
04

0

1 11

1

1 1

2
2Re

2

1
,

1, 1, 1,

r k j jn
k m

nk r
k j k j k om

rM n
r rk i

n k omr r
r i k i k om

ds

a d
R

n

F
n

m n r M

  
  

   


 

   

 

 










 
 

  

 

  
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  
4

1

1 11

1

Im 0.

k

n
k

k iE
k ik

H

k

p

q






 

 
 
 

  
 
  

    (2.88) 

В результаті, мішана система (2.37)-(2.38) та додаткова умова до неї 

зводяться до системи  18 *n n M  лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 

значень комплексних функцій  0k j   та  1k i  в вузлах інтерполяції j  

 11,j n   та 
i  1,i n , 1,r M  відповідно. 

Розкриваючи дійсні та уявні частини відповідних функцій за формулами: 

 
   

 
   

Re , Im ,
2 2

f z f z f z f z
f z f z

i

 
 

 

приходимо до системи лінійних рівнянь відносно  0k j  ,  0k j  , 

 1k i  та  1k i  у відповідних точках інтерполяції, що набувають вигляду: 

 алгебраїчні рівняння (2.86): 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

   
   
   
   
   
   
   
   

   

01
11

02 12

03 13

04 140

1
01 11

1202

1303

1404

0 1, , 0 1, , 1,

r
j

i
r

j i
r

j i
r

j i

rn n
j i

r

ij

r

ij
r

ij

R j n R i n r M

  
  
  

  

  

 

 

 

   
   

   
   
             
   

   
   
   

     

 (2.89) 

 

 0 0* 0*

1 11 1 2 11 2 3 11 3 4 11 4

11 1 11 2 11 3 11 40*

11 12 13 14

11 12 13 14

(1, ) (1, ) (1, ) (1, )

(1, ) (1, ) (1, ) (1, )
,

n n n

n E E E E

H H H H

R R R

A A A A

A A A A
R

       

   

   

   

 

    
 
   

 
 
 
 
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 * *

1 11 1 2 11 2 3 11 3 4 11 4

11 1 11 2 11 3 11 4*

12 1 12 2 12 3 12 4

13 1 13 2 13 3 13 4

(1, ) (1, ) (1, ) (1, )

(1, ) (1, ) (1, ) (1, )
.
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n
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   

   

   

 

    
 
   

 
 
 
 

 

 інтегральні рівняння (2.87) 

  

 
 
 
 
 
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  

 

 , 1, ,r M

 (2.90) 

Щоб ijR  можна було подати у єдиному вигляді матричних добутків введемо 

функцію U таким чином: 
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тоді ijR  подамо у  вигляді: 
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додаткові умови (2.88): 
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При параметризації контурів  та побудові матриці системи (2.89)-(2.91) 

використовуються такі співвідношення: 

 на розрізах 
m : 
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 на контурі пластинки 
0 : 
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Таким чином, за умови, що в пластинці є тріщини, задача зводиться до 

розв’язання  18 *n n M  лінійних алгебраїчних рівнянь відносно  18 *n n M  

невідомих:  0k j  ,  0k j  ,  1k i  та  1k i   11,4; 1, ; 1,k j n i n   . 

Для відновлення значень функцій  1k   в довільній точці відрізку  1,1  

можна скористатися інтерполяційним многочленом Лагранжа за вузлами (2.78). 

Маємо 
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Зокрема, на кінцях інтервалу 1    
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  (2.93) 

Ці значення використовуються для обчислення коефіцієнтів інтенсивності в 

вершинах тріщин. 
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3 РЕЗУЛЬТАТИ 

3.1 Режими роботи програми  

При запуску програмного продукту вікно програми матиме наступний 

вигляд : 

  
Рисунок 3.1- Матеріали та геометрія 

 

Програмне вікно дозволяє вибрати кількість тріщин в інтервалі від 1 до 

кількості , які не будуть виходити за межі пластини  в залежності  від її форми та 

розмірів. 

Також доступний вибір матеріалів пластини  1, 2 або 3 опис яких наведений 

в Додатку А. 

Форму пластини можливо задавати в вигляді (еліпс, квадрат та трикутник). 

Необхідними параметрами для розв’язку є кількість точок для контуру 

пластини та точки для тріщин 

Далі в залежності від  вибору форми пластини вводяться наступні 

параметри, якщо вибрано форму пластини в вигляді еліпса 

  

 Рисунок 3.2 Параметри для пластини в вигляді еліпса 
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Якщо вибрана форма пластини в вигляді квадрата, або трикутника то вхідні 

параметри мають вигляд: 

  

 Рисунок 3.3 Параметри квадратного контуру 

 

Аналогічний вигляд матиме вікно для задання параметрів в вигляді 

трикутника 

  

 Рисунок 3.4 Параметри для трикутного контуру 

 

Після задання відповідних параметрів, можливий  вибір конфігурації для 

задання тріщин, який наведений на Рисунку 3.5 

  

 Рисунок 3.5 Вибір конфігурації параметрів тріщини 

При виборі побудові випадкових тріщин параметр p1 випадковим чином, 

який далі буде фіксованим, параметр p2 дорівнює 0.  
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 Рисунок 3.6 Пластина в вигляді трикутника з тріщинами 

  

 Рисунок 3.7 Еліпса з тріщинами 

  

 Рисунок 3.8 Квадрат з тріщинами 

Якщо, вибираємо 1 то необхідно задавати параметри тріщини на площині, 

отримано Рисунок 3.10 з побудованою пластиною та тріщинами 
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 Рисунок 3.9 Параметри тріщини 

 

  

 Рисунок 3.10 Пластина з тріщинами, які задані самостійно  

В наступному вікні вводяться  

  

 Рисунок 3.11 Граничні умови  
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3.2 Порівняння характеристик руйнування при різних параметрах 

Задаємо початкові умови для дослідження коефіцієнтів інтенсивності 

матеріал «М1» форма пластини «Еліпса», кількість тріщин 3 , граничні умови 

залишимо за замовчуванням. Отримаємо значення параметрів на  

 

 Рисунок 3.12 Значення коефіцієнтів в точці β=1, для 3 тріщин 

 

 Рисунок 3.12 Значення коефіцієнтів в точці β=-1, для 3 тріщин 

 

У однієї тріщини будемо змінювати кут нахилу [-pi/4,pi/4], та більш 

детально дослідимо  значення коефіцієнтів інтенсивності  

  

 Рисунок  3.13 Зміна кута нахилу тріщини 

 

Залежність відстаней між вершинами тріщин до найближчої вершини 

тріщини, що обертається від кута повороту отримаємо  
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 Рисунок 3.14 Залежність відстаней між вершинами 

 

  

 Рисунок 3.15 Графічне зображення відстаней 
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 Рисунок 3.16 Коефіцієнт нормального відриву KI 

 

  

 Рисунок 3.17 Графічне зображення KI 
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 Рисунок 3.17 Коефіцієнт інтенсивності поперечного зсуву 

 

  

 Рисунок 3.18 Графічне зображення KII  
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 Рисунок 3.19 Коефіцієнт інтенсивності електричної індукції KD 

 

  

 Рисунок 3.20 Графічне зображення KD 
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 Рисунок 3.21 Коефіцієнт інтенсивності магнітної індукції  

 

  

 Рисунок 3.22 Графічне зображення KB 
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Рисунок 3.23 Коефіцієнт інтенсивності напруженості електричного поля, 

 

  

 Рисунок 3.24 Графічне зображення KE 
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 Рисунок 3.25 Коефіцієнт напруженості магнітного поля 

 

  

 Рисунок 3.26  Графічне зображення KH  
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 Рисунок 3.27 Енергетичний критерій руйнування 

  

  

 Рисунок 3.28 Графічне зображення γ 
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Виконаємо заміну матеріалу на матеріал «М2», геометрію пластини та 

тріщин залишимо без змін: 

 

 

 

Рисунок 3.29 Результати при заміні матеріалу в вершинах тріщин β=1 

  

 

 

Рисунок 3.30 Результати при заміні матеріалу в вершинах тріщин β=-1 

 

Розглянемо пластину у формі трикутника з  закругленими кутами, в якій 

міститься тріщини які мають конфігурацію , як і в попередньому варіанті, 

матеріал «М1» 

 

  

  

 Рисунок 3.31  Трикутна пластина з 3 тріщинами «М1» 
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 Рисунок 3.32 Результати при трикутній пластині в β=1 

 

 

 

 Рисунок 3.33 Результат при трикутній пластині в β=-1 

 

3.3 Висновки 

Написана програма дозволяє отримати графіки конфігурації середовища, що 

розглядається: пластина з тріщинами. В залежності від параметру параметризації 

тріщини (  ) побудовані графіки для коефіцієнтів інтенсивності і параметру  , що 

відповідає за енергетичний критерій руйнування, для трьох різних матеріалів 

пластинки та форми. Це дозволяє наочно порівняти результати в залежності від 

фізичних характеристик композицій. За допомогою таблиць наведено результати 

для різних характеристик руйнування, на графіках побудовані суцільні криві для 

вершини, що відповідають параметру параметризації    ,  і пунктирні криві, 

що відповідають параметру параметризації     . Як бачимо, на результати 

суттєво впливає як геометрія пластини так значення залежать від розмірів 

тріщини, їхніх розміщення на пластині , виникає вплив тріщин між собою (в 

залежності як близько вони розміщенні одна від одної), так і характеристики. 
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ВИСНОВОК 

На базі формалізму розробленого Л. А. Фильштинським було розглянуто 

крайову задачу руйнування скінченої МЕП пластини, що містить тріщини 

(вважається, що контури тріщин - прості ляпунові дуги що не перетинаються). В 

недеформованому стані тріщина являє собою математичний розріз. Для такої 

конфігурації досліджено ефекти зв’язаності ЕМП полів, крайові дефекти, що 

виникають в околі границі пластини, та коефіцієнти інтенсивності польових 

величин (K
I
, K

II
, K

B
, K

D
, K

E
, K

H
 )  

Для виконання поставленої задачі зроблено: 

 гранична задача зведена до крайової задачі теорії функцій комплексного 

змінного; 

 ця крайова задача зведена до змішаної системи алгебраїчних рівнянь, 

сингулярних інтегральних рівнянь; 

 отримано вирази для коефіцієнтів інтенсивності фізичних полів в околі 

вершини тріщини; 

 отримано енергетичний критерій руйнування у вигляді додатньої визначеної 

квадратичної форми від коефіцієнтів інтенсивності; 

 мішана система алгебраїчних, сингулярних інтегральних рівнянь та сукупності 

додаткових умов розв'язана за допомогою одного з методів механічних 

квадратур; 

 отримано чисельні результати для різних конфігурацій пластини та тріщин. 

 написано програму мовою Python з використанням ООП з різними 

модифікаціями для задання початкових параметрів, та реалізовані способи 

виводу результатів представлено в вигляді графіків та таблиць 

 

Отримані результати дають можливість зробити такі висновки: 

 на коефіцієнти інтенсивності фізичних полів впливають як фізичні 

характеристики матеріалів, з яких складається пластинка, так і геометрія самої 

пластини з тріщинами; 
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 коефіцієнти інтенсивності, а відповідно і критерій руйнування збільшується, 

якщо вершина тріщини досить близько підходить до границі пластини.  
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Додаток А 

МАТЕРІАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЕЯКИХ 

МАГНЕТОЕЛЕКТРОПРУЖНИХ МАТЕРИАЛІВ 

В таблиці 1 приведені характеристики наступних матеріалів [41]: М1 

(композит, пружні, п’єзоелектричні та електричні сталі якого відповідають CdSe , 

а п’єзомагнітні та магнітні - 
3BaTiO [53]); М2 (композит, пружні, п’єзоелектричні 

та електричні сталі якого відповідають   PZT-4, а п’єзомагнітні та магнітні -

2 4CoFe O [53]); М3 (композит на основі 
3 2 4BaTiO CoFe O [52]). 

Таблиця А.1 

Величина Матеріал 

М1 М2 М3 

11 0 33 0

DB DBs s s s  22,260 10,745 7,165 

22 0

DBs s  14,984 7,398 6,797 

44 0 66 0,DB DBs s s s  47,481 7,637 19,912 

55 0

DBs s  69,204 32,680 19,802 

12 0 23 0,DB DBs s s s  -6,437 -2,542 -2,337 

13 0

DBs s  -11,942 -5,595 -2,736 

, ,

16 0 34 0,D Dg g g g   109,22 2,054 2,028 

, ,

21 0 23 0,D Dg g g g   -4,333 -1,159 -0,496 

,

22 0

Dg g  8,016 2,458 1,157 

, ,

16 0 34 0,B Bp p p p   268,318 98,843 1,850 

, ,

21 0 23 0,B Bp p p p   17,778 12,102 0,576 

,

22 0

Bp p  31,206 22,268 1,186 

11 0 33 0,      19,612 0,106 0,156 

22 0

   10,612 0,090 0,137 

11 0 33 0,v v v v   213,404 -14,931 -0,190 

22 0v v  -5,534 -3,740 -0,185 

11 0 33 0,      0,590 0,805 0,336 

22 0

   0,575 0,704 0,119 

  =     MП    ,   =     MК     м ,    =     MТ    ,   

  =       м    MК    ,   =         м   M    ,    =         MТ    . 
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Додаток Б 

КОД ПРОГРАМИ НА PYTHON 

 

import os  
os.environ['QT_API'] = 'pyqt5' 
import numpy as np 
from numpy import pi,exp 
import matplotlib.pyplot as plt 
import math 
from formlayout import fedit 
import numpy as np 
import copy 
import pandas as pd 
class Param_crack: 
    def __init__(self, p1, p2, h, alf): 
        self.__p1 = p1 
        self.__p2 = p2 
        self.__h = h 
        self.__alf = alf  # угол поворота 
    @property 
    def p1(self): 
        return self.__p1 
 
    @p1.setter 
    def p1(self, p1_new): 
        self.__p1 = p1_new 
         
    @property 
    def p2(self): 
        return self.__p2 
 

    @p2.setter 
    def p2(self, p2_new): 
        self.__p2 = p2_new 
         
 

    @property 
    def h(self): 
        return self.__h 
 
    @h.setter 
    def h(self, h_new): 
        self.__h = h_new 
         
    @property 
    def alf(self): 
        return self.__alf 
 
    @alf.setter 
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    def alf(self, alf_new): 
        self.__alf = alf_new 
         
     
    def z(self, x): 
        return (self.__p1*x+1.j*self.__p2*x*x)*np.exp(1.j*self.__alf)+ self
.__h 
 
    def zk(self, x, mu): 
        return np.array([np.real(self.z(x)) + mu_k * np.imag(self.z(x)) for 
mu_k in mu]) 
 

    def dz(self, x): 
        return (self.__p1 + 2*1.j*self.__p2*x)*np.exp(1.j*self.__alf) 
 
    def dzk(self, x, mu): 
        return np.array([np.real(self.dz(x)) + mu_k * np.imag(self.dz(x)) f
or mu_k in mu]) 
 

    def ds(self, x): 
        return np.real(np.power(np.multiply(self.dz(x), np.conj(self.dz(x))
), 1. / 2)) 
 
    def eipsi(self, x): 
        return -1.j * self.dz(x) / self.ds(x) 
 

    def ak(self, x, mu): 
        return np.array([mu_k * np.real(self.eipsi(x)) - np.imag(self.eipsi
(x)) for mu_k in mu]) 
      
    def bk(self, x, mu): 
        return np.array([-mu_1 *np.imag(self.eipsi(x)) - np.real(self.eipsi
(x)) for mu_1 in mu]) 
class Parametrization: 
 

    def __init__(self, ar, a0, a1, a2, a3, gamma): 
        self.__ar = ar 
        self.__a0 = a0 
        self.__a1 = a1 
        self.__a2 = a2 
        self.__a3 = a3 
        self.__gamma = gamma  # угол поворота 
        print('done') 
 

    @property 
    def ar(self): 
        return self.__ar 
 

    @ar.setter 
    def ar(self, ar): 
        if ar > 0: 
            self.__ar = ar 
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        else: 
            print("Недопустимое значение: ar") 
 
    @property 
    def a0(self): 
        return self.__a0 
 

    @a0.setter 
    def a0(self, a0): 
        if a0 > 0: 
            self.__a0 = a0 
        else: 
            print("Недопустимое значение: a0") 
 
    @property 
    def a1(self): 
        return self.__a1 
 

    @a1.setter 
    def a1(self, a1): 
        if a1 > 0: 
            self.__a1 = a1 
        else: 
            print("Недопустимое значение: a1") 
 

    @property 
    def a2(self): 
        return self.__a2 
 

    @a2.setter 
    def a2(self, a2): 
        if a2 > 0: 
            self.__a2 = a2 
        else: 
            print("Недопустимое значение: a2") 
 

    @property 
    def a3(self): 
        return self.__a3 
 
    @a3.setter 
    def a3(self, a3): 
        if a3 > 0: 
            self.__a3 = a3 
        else: 
            print("Недопустимое значение: a3") 
 
    @property 
    def gamma(self): 
        return self.__gamma 
 

    @gamma.setter 
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    def gamma(self, gamma): 
        if gamma > 0: 
            self.__gamma = gamma 
        else: 
            print("Недопустимое значение: gamma") 
     
    def z(self, x): 
        return self.__ar * (self.__a0 + exp(1j * x) + self.__a1 * exp(-1j * 
x) 
                            + self.__a2 * exp(-2j * x) + self.__a3 * exp(-3
j * x)) \ 
               * exp(1j * self.__gamma) 
 
    def zk(self, x, mu): 
        return np.array([np.real(self.z(x)) + mu_k * np.imag(self.z(x)) for 
mu_k in mu]) 
 

    def dz(self, x): 
        return self.__ar * 1j * exp(1j * self.__gamma) * (exp(1j * x) - sel
f.__a1 * exp(-1j * x) 
                                                          - 2 * self.__a2 * 
exp(-2j * x) - 3 * self.__a3 * exp(-3j * x)) 
    def dzk(self, x, mu): 
        return np.array([np.real(self.dz(x)) + mu_k * np.imag(self.dz(x)) f
or mu_k in mu]) 
 

    def ds(self, x): 
        return np.real(np.power(np.multiply(self.dz(x), np.conj(self.dz(x))
), 1. / 2)) 
 

    def eipsi(self, x): 
        return -1.j * self.dz(x) / self.ds(x) 
 
    def ak(self, x, mu): 
        return np.array([mu_k * np.real(self.eipsi(x)) - np.imag(self.eipsi
(x)) for mu_k in mu]) 
     
    def bk(self, x, mu): 
        return np.array([-mu_1 *np.imag(self.eipsi(x)) - np.real(self.eipsi
(x)) for mu_1 in mu]) 
def g_jm(c_r, a_kpsi0r, z_kr, z_0kr, ds_): 
    gg_1= ds_ *c_r*np.mat(np.diag(np.divide(a_kpsi0r ,np.subtract(z_kr , z_
0kr)))) 
    gjm1=np.hstack((np.array(gg_1),np.conj(np.array(gg_1)))) 
    return gjm1 
class Ellipse(Parametrization): 
 

    def __init__(self, r1, r2, gamma): 
        ar = 1. / 2 * (r1 + r2) 
        a1 = (1. * (r1 - r2)) / (r1 + r2) 
        Parametrization.__init__(self, ar, 0, a1, 0, 0, gamma) 
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class Triangle(Parametrization): 
 

    def __init__(self, l, gamma): 
        Parametrization.__init__(self, 2 * l, -0.25, 0, 0.25, 0, gamma) 
class Square(Parametrization): 
 

    def __init__(self, l, gamma): 
        Parametrization.__init__(self, 2 * l / 0.88085, 0, 0, 0, -0.12036, 
gamma) 
datalist1 = [(None, '<b>Кількість тріщин<b>'), 
             ('кількість тріщин у пластині', 2),(None, '<b>Матеріал<b>'), 
             ('Матеріал (1, 2 або 3)', 1), (None,'<b>Форма пластини<b>'), 
           ('Еліпс-1, Квадрат-2,Трикутник-3',1), 
           ('кількість точок для контуру пластини (непарне число) :n1=',117
), 
        ('кількість точок для тріщин:n',17)] 
k1_cracs,mat,form,n1,n= fedit(datalist1, title="Матеріали та геометрія") 
#l половина висоты 
if form==1: 
    datalist2=[(None,'<b>Параметри еліптичного контуру <b>'), 
            ('R_1=',6.),('R_2=',5.),('alf=pi*d, d=',1./3.)] 
    r1,r2,d= fedit(datalist2, title="Еліпс") 
    alf=d*pi 
    outcont=Ellipse(r1,r2,alf) 
elif form==2: 
    datalist2=[(None,'<b>Параметри квадратного контуру<b>'),('alf=pi*d, d= 
',1./3.),('l',2)] 
    d,l= fedit(datalist2, title="Квадрат") 
    alf=d*pi 
    outcont=Square(l,alf) 
else: 
    datalist2=[(None,'<b>Параметри трикутного контуру<b>'),('alf=pi*d, d= '
,1./3.),('l',3)] 
    d,l= fedit(datalist2, title="Трикутник") 
    alf=d*pi 
    outcont=Triangle(l,alf) 
done 
Побудова списку обїєктів тріщин і графічне зображення їх 

cracs=[] 
 
choice_list = [(None, '<b> Параметри тріщини на площині<b>'), 
               ('Випадкові тріщини - 0,\n бажаєте задати параметри тріщин с
амостійно-1,\ 
                \n фіксований набір з чотирьох тріщин на площині - не 0 і н
е 1',0)] 
rand_or_implicit=fedit(choice_list, title="Вибір конфігурації") 
for i in range(k1_cracs): 
    if rand_or_implicit[0] == 0: 
        p1=np.random.rand(1)[0] 
        p2=0#np.random.rand(1)[0] 
        alf=np.random.rand(1)[0]*pi 
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        cracs.append(Param_crack(p1,p2,1.1*i+1.2*1j,alf)) 
    elif rand_or_implicit[0] == 1: 
        dt_list = [(None, '<b> Параметри тріщини на площині<b>'), 
             ('p1', 1), ('p2', 0),('h', 1.1+1j),('alf', 1/4)] 
        p1,p2,h,alf = fedit(dt_list, title="Параметри тріщини") 
        cracs.append(Param_crack(p1,p2,h,alf*pi)) 
    else: 
        k1_cracs=4 
        p1,p2,h,alf=(1.,0.,1.5*1j+1.1,1./4) 
        cracs.append(Param_crack(p1,p2,h,alf*pi)) 
        p1,p2,h,alf=(1.,0.,-1.5*1j+1.1,-1./4) 
        cracs.append(Param_crack(p1,p2,h,alf*pi)) 
        p1,p2,h,alf=(1.,0.,-1.5*1j-1.1,1./4) 
        cracs.append(Param_crack(p1,p2,h,alf*pi)) 
        p1,p2,h,alf=(1.,0.,1.5*1j-1.1,-1./4) 
        cracs.append(Param_crack(p1,p2,h,alf*pi)) 
        break 
fi0=[2*k*pi/n1 for k in range(n1)] #points of collocation 
fi=[(2*(k+1)-1)*pi/n1 for k in range(n1)] #interpolation 
  
z = outcont.z(np.array(fi)) 

Вхідні дані 

Матеріали простору 

Умови на нескінченності 

 

# dictionary mater_const['key'] contains list of const for material 'key' 
# s11=s33=[0], s22=[1], s44=s66=[2], s55=[3], s12=s23=[4],s13=[5] 
# g16=g34=[6],g21=g23=[7],g22=[8],p16=p34=[9],p21=p23=[10],p22=[11] 
# bet11=bet33=[12],bet22=[13],nu11=nu33=[14],nu22=[15],hi11=hi33=[16],hi22=
[17] 
# mu1=[18],mu2=[19],mu3=[20],mu4=[21] 
count = 20 
 

s0 = 1.e-6; g0 = 1.e-2; p0 = 1.e-5; bt0 = 1.e3; nu0 = 1.e-1; hi0 = 1.e-1 
mater_const = dict.fromkeys(['M1', 'M2', 'M3']) 
mater_const['M1'] = [22.260 * s0, 14.984 * s0, 47.481 * s0, 69.204 * s0, -6
.437 * s0, \ 
                     -11.942 * s0, 109.22 * g0, -4.333 * g0, 8.016 * g0, 26
8.318 * p0, \ 
                     17.778 * p0, 31.206 * p0, 19.612 * bt0, 10.612 * bt0, 
213.404 * nu0, \ 
                     -5.534 * nu0, 0.590 * hi0, 0.575 * hi0, 2.89987007j, 1
.25351156j, \ 
                     -1.67633363e-01 + 0.44518972j, 1.67633363e-01 + 0.4451
8972j] 
mater_const['M2'] = [10.745 * s0, 7.398 * s0, 7.637 * s0, 32.680 * s0, -2.5
42 * s0, \ 
                     -5.595 * s0, 2.054 * g0, -1.159 * g0, 2.458 * g0, 98.8
43 * p0, \ 
                     12.102 * p0, 22.268 * p0, 0.106 * bt0, 0.09 * bt0, -14
.931 * nu0, \ 
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                     -3.74 * nu0, 0.805 * hi0, 0.704 * hi0, 1.7671015j, 0.9
9501903j, \ 
                     -3.93881996e-01 + 0.72471621j, 3.93881996e-01 + 0.7247
1621j] 
mater_const['M3'] = [7.165 * s0, 6.797 * s0, 19.912 * s0, 19.802 * s0, -2.3
37 * s0, \ 
                     -2.736 * s0, 2.028 * g0, -0.496 * g0, 1.157 * g0, 1.85 
* p0, \ 
                     0.576 * p0, 1.186 * p0, 0.156 * bt0, 0.137 * bt0, -0.1
90 * nu0, \ 
                     -0.185 * nu0, 0.336 * hi0, 0.119 * hi0, 1.3066352j, 0.
92818319j, \ 
                     0.80544586j, 0.59523266j] 
alf1=0 
alf2=0.5 
alf1=float(alf1)*pi 
alf2=float(alf2)*pi 
mater_correspond = {1: 'M1', 2: 'M2', 3: 'M3'} 
# boundary condition 
datalist3=[(None,'<b> Тиск на вершинах тріщин<b>'), 
          ('press',1.), 
          (None,'<b> Механічні умови на границі пластини<b>'), 
          ('X_1n=f_1',0.),('X_2n=f_2',0.), 
          (None,'<b>Ел. та магн. умови на границі пластини<b>'), 
          ('E_s=f_3',0.),('H_s=f_4',0.)] 
press,f_1,f_2,f_3,f_4= fedit(datalist3, title="Граничні умови") 
 
#parameters of materials save in m_p and correspond vectors mu 
print ('Ви вибрали матеріал ', mater_correspond[mat]) 
m_p=mater_const[mater_correspond[mat]] 
mu=m_p[18:] 
 # construct the polynoms L_ij(1,mu) as function of mu 
L11 = lambda x: np.poly1d([x[0], 0., 2 * x[4] + x[2], 0., x[1]]) 
L12 = lambda x: np.poly1d([-(x[7] + x[6]), 0., -x[8]]) 
L13 = lambda x: np.poly1d([-(x[10] + x[9]), 0., -x[11]]) 
L22 = lambda x: np.poly1d([-x[12], 0., -x[13]]) 
L23 = lambda x: np.poly1d([-x[14], 0., -x[15]]) 
L33 = lambda x: np.poly1d([-x[16], 0., -x[17]]) 
    # construct the polynoms A_ij(1,mu)-cofactors of matrix L as function o
f mu 
A11 = lambda x: np.polyadd(np.polymul(L22(x), L33(x)), -np.polymul(L23(x), 
L23(x))) 
A12 = lambda x: np.polyadd(np.polymul(L23(x), L13(x)), -np.polymul(L12(x), 
L33(x))) 
A13 = lambda x: np.polyadd(np.polymul(L12(x), L23(x)), -np.polymul(L22(x), 
L13(x))) 
A22 = lambda x: np.polyadd(np.polymul(L11(x), L33(x)), -np.polymul(L13(x), 
L13(x))) 
A23 = lambda x: np.polyadd(np.polymul(L12(x), L13(x)), -np.polymul(L11(x), 
L23(x))) 
A33 = lambda x: np.polyadd(np.polymul(L11(x), L22(x)), -np.polymul(L12(x), 
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L12(x))) 
    # construct the matrices of constants c_1,c_2- for upper and lower half
spaces 
R_nk = np.mat([[mu[k] * A11(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], 
                  [-A11(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], 
                  [A12(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], 
                  [A13(m_p)(mu[k]) for k in range(4)]]) 
R0_nk = np.mat([[mu[k] * A11(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], 
                  [-A11(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], 
                  [mu[k] * (m_p[6] * A11(m_p)(mu[k]) + m_p[12] * A12(m_p)(m
u[k]) + 
                            m_p[14] * A13(m_p)(mu[k])) for k in range(4)], 
                  [mu[k] * (m_p[9] * A11(m_p)(mu[k]) + m_p[14] * A12(m_p)(m
u[k]) + 
                            m_p[16] * A13(m_p)(mu[k])) for k in range(4)]]) 
m_1 = np.mat([[(m_p[0] * (mu[k] ** 2) + m_p[4]) * A11(m_p)(mu[k]) - \ 
                   m_p[7] * A12(m_p)(mu[k]) - \ 
                   m_p[10] * A13(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], \ 
                  [(m_p[4] * mu[k] + m_p[1] / mu[k]) * A11(m_p)(mu[k]) - \ 
                   m_p[8] / mu[k] * A12(m_p)(mu[k]) - \ 
                   m_p[11] / mu[k] * A13(m_p)(mu[k]) for k in range(4)], \ 
                  [mu[k] * (m_p[6] * A11(m_p)(mu[k]) + m_p[12] * A12(m_p)(m
u[k]) + \ 
                             m_p[14] * A13(m_p)(mu[k])) for k in range(4)], 
\ 
                  [mu[k] * (m_p[9] * A11(m_p)(mu[k]) + m_p[14] * A12(m_p)(m
u[k]) + \ 
                             m_p[16] * A13(m_p)(mu[k])) for k in range(4)]]
) 
Ви вибрали матеріал  M1 
Базовий варіант 

z = outcont.z(np.array(fi)) 
plt.plot(z.real,z.imag) 
 
for k,contur in enumerate(copy.deepcopy(cracs)): 
    z = contur.z(np.array([np.cos((2 * (k + 1) - 1) * pi / 2 / n) for k in 
range(n)])) 
    plt.plot(z.real,z.imag) 
     
     
plt.show() 
png 

png 
# get a matrix of system and right part of equation AA*W=BB 
        # interpolation points T_n(bt)=0 on the crack 
bet = np.array([np.cos((2 * (k + 1) - 1) * pi / 2 / n) for k in range(n)]) 
        # colocation points U_(n-1)(bt0)=0 on the crack 
bet0 = np.array([np.cos(pi * (l + 1) / n) for l in range(n - 1)]) 
# integral equation 1 
for fi_0 in fi0: 
    f0n = np.array([[f_1], [f_2], [f_3], [f_4]]) 
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    if fi_0 == fi0[0]: 
        BB = f0n.copy() 
    else: 
        BB = np.vstack((BB, f0n)) 
    # on the plate 
    for fi_i in fi: 
        GG = g_jm(R0_nk, outcont.ak(fi_0,mu), outcont.zk(fi_i,mu), outcont.
zk(fi_0,mu), outcont.ds(fi_i)) / n1 
        if fi_i == fi[0]: 
            GG1 = copy.deepcopy(GG) 
        else: 
            GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
 

    # on the crack 
    for cont in copy.deepcopy(cracs): 
        for bt in bet: 
            GG = g_jm(R0_nk, outcont.ak(fi_0,mu), cont.zk(bt,mu), outcont.z
k(fi_0,mu), 1.) / 2 * n 
            GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
 

    if fi_0 == fi0[0]: 
        g11 = GG1.copy() 
    else: 
        g11 = np.vstack((g11, GG1)) 
AA = g11 
 

# integral equation 2 
for cont0 in copy.deepcopy(cracs): 
    for bt0 in bet0: 
        fn = np.array([[-press*np.real(cont0.eipsi(bt0))], [-press*np.imag(
cont0.eipsi(bt0))], [0.], [0.]]) 
        BB = np.vstack((BB, fn)) 
        # on the plate 
        for fi_i in fi: 
            GG = g_jm(R_nk, cont0.ak(bt0,mu), outcont.zk(fi_i,mu), cont0.zk
(bt0,mu), outcont.ds(fi_i)) / n1 
            if fi_i == fi[0]: 
                GG1 = copy.deepcopy(GG) 
            else: 
                GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
 
        # on the crack 
        for cont in cracs: 
            for bt in bet: 
                GG = g_jm(R_nk, cont0.ak(bt0,mu), cont.zk(bt,mu), cont0.zk(
bt0,mu), 1.) / 2 * n 
                GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
        AA = np.vstack((AA, GG1)) 
     
# algebraic conditions 1 
for k in range(n1): 
    g_11 = np.hstack((np.zeros((4, 8 * k), 'complex'), R0_nk, -np.conj(R0_n
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k), 
                      np.zeros((4, 8 * (n1 - 1 - k) + 8 * n*k1_cracs), 'com
plex'))) 
    AA = np.vstack((AA, g_11)) 
 

# algebraic conditions 2+addition condition 
for i in range(n): 
    if i==0: 
        g_11 = np.hstack((R_nk,-np.conj(R_nk),np.zeros((4, 8*(n-1))))) 
    else: 
        g_11 = np.vstack((g_11,np.hstack((np.zeros((4, 8*i)),R_nk,-np.conj(
R_nk),np.zeros((4, 8*(n-i-1))))))) 
                                   
for k,cont in enumerate(copy.deepcopy(cracs)): 
    GG=np.hstack((np.zeros((4*n, 8*k*n+8*n1), 'complex'),g_11,np.zeros((4*n
, 8*n*(k1_cracs-1-k)), 'complex'))) 
    AA = np.vstack((AA, GG)) 
for i in range(n): 
    if i==0: 
        g_11 = np.hstack((m_1,-np.conj(m_1))) 
    else: 
        g_11 = np.hstack((g_11,m_1,-np.conj(m_1))) 
for k,cont in enumerate(copy.deepcopy(cracs)): 
    GG=np.hstack((np.zeros((4, 8*k*n+8*n1), 'complex'),g_11,np.zeros((4, 8*
n*(k1_cracs-1-k)), 'complex'))) 
    AA = np.vstack((AA, GG)) 
BB = np.mat((np.vstack((BB, np.zeros(( 4*k1_cracs *(n+1)+4 * n1,1), 'comple
x')))) * 2 * n) 
W = AA.I* BB 
 

#on the plate 
omeg0=np.array(W[:8*n1]).reshape(n1,8) 
#on the crack 
omeg_c = np.array(W[8*n1:8*n+8*n1]).reshape(n, -1) 
for k in range(1,k1_cracs): 
    omeg_c = np.hstack((omeg_c,np.array(W[8*n*k+8*n1:8*n*(k+1)+8*n1]).resha
pe(n, -1))) 
# value of functions omeg(1),omeg(-1) 
ctan1 = np.array([(-1) ** (k + 2) / np.tan((2 * (k + 1) - 1) * pi / 4 / n) 
/ n for k in range(n)]) 
tan_1 = np.array([(-1) ** (k + 1 + n) * np.tan((2 * (k + 1) - 1) * pi / 4 / 
n) / n for k in range(n)]) 
omeg1 = np.dot(ctan1, omeg_c).reshape(-1,8) 
omeg_1 = np.dot(tan_1, omeg_c).reshape(-1,8) 
 
 
#intensity coefficicents at the tips of the cracs  
#at the tip bt0=1 
 
bt0=1. 
for k,cont in enumerate(cracs): 
    d_1 = np.sqrt(pi/cont.ds(bt0))*np.mat([cont.ak(bt0,mu) * A11(m_p)(mu), 
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                                           cont.bk(bt0,mu)*A11(m_p)(mu),                                           
                                          [A12(m_p)(mu_) for mu_ in mu], 
                                          [A13(m_p)(mu_) for mu_ in mu], 
                                          [mu_ * (m_p[6] * A11(m_p)(mu_) + 
m_p[12] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                    m_p[14] * A13(m_p)(mu_)
) for mu_ in mu], 
                                          [mu_ * (m_p[9] * A11(m_p)(mu_) + 
m_p[14] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                    m_p[16] * A13(m_p)(mu_)
) for mu_ in mu]]) 
 

    #d_1=[KI,KII,KD,KB,KE,KH} bt=1 
    d_1=np.real(d_1*np.mat(omeg1[k,:4]).T) 
    
    # gamm=pi/4(Im(tr(m_1)Re(R_nk*omeg11.T).T*omeg11.T 
    gamma1 = pi / 4 /cont.ds(bt0) * np.imag((m_1.T * np.real(R_nk * np.mat(
omeg1[k,:4]).T)).T * np.mat(omeg1[k,:4]).T) 
    d_1=np.vstack((np.array(d_1),np.array(gamma1))) 
    if k==0: 
        koef1=d_1 
    else: 
        koef1=np.vstack((koef1,d_1)) 
koef1=koef1.reshape([-1,7]) 
    
#at the tip bt0=-1 
 

bt0=-1. 
for k,cont in enumerate(cracs): 
    d_1 = np.sqrt(pi/cont.ds(bt0))*np.mat([cont.ak(bt0,mu) * A11(m_p)(mu), 
                                           cont.bk(bt0,mu)*A11(m_p)(mu),                                           
                                          [A12(m_p)(mu_) for mu_ in mu], 
                                          [A13(m_p)(mu_) for mu_ in mu], 
                                          [mu_ * (m_p[6] * A11(m_p)(mu_) + 
m_p[12] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                    m_p[14] * A13(m_p)(mu_)
) for mu_ in mu], 
                                          [mu_ * (m_p[9] * A11(m_p)(mu_) + 
m_p[14] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                    m_p[16] * A13(m_p)(mu_)
) for mu_ in mu]]) 
 
    #d_1_=[KI,KII,KD,KB,KE,KH} bt=1 
    d_1_=np.real(d_1*np.mat(omeg_1[k,:4]).T) 
    # gamm=pi/4(Im(tr(m_1)Re(R_nk*omeg11.T).T*omeg11.T 
    gamma_1 = pi / 4 /cont.ds(bt0) * np.imag((m_1.T * np.real(R_nk * np.mat
(omeg_1[k,:4]).T)).T * np.mat(omeg_1[k,:4]).T) 
    d_1_=np.vstack((np.array(d_1_),np.array(gamma_1))) 
    if k==0: 
        koef_1=d_1_ 
    else: 
        koef_1=np.vstack((koef_1,d_1_)) 
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koef_1=koef_1.reshape([-1,7]) 
 

df1 = pd.DataFrame(koef1,  
                  columns=('K1', 'K2', 'KD','KB','KE','KH','gamma'), 
                  index=['crack ' + str(k) for k in range(1,k1_cracs+1)]) 
df_1 = pd.DataFrame(koef_1,  
                  columns=('K1', 'K2', 'KD','KB','KE','KH','gamma'), 
                  index=['crack ' + str(k) for k in range(1,k1_cracs+1)]) 
df_1.insert(0,'вершина \n $\\beta=-1$',[cont.z(-1) for cont in cracs]) 
df1.insert(0,'вершина $\\beta=1$',[cont.z(1) for cont in cracs]) 
df_1.insert(1,'$p_1$',[cont.p1 for cont in cracs]) 
df1.insert(1,'$p_1$',[cont.p1 for cont in cracs]) 
df_1.insert(2,'$h$',[cont.h for cont in cracs]) 
df1.insert(2,'$h$',[cont.h for cont in cracs]) 
df_1.insert(3,'$\\alpha/\pi$',[cont.alf/pi for cont in cracs]) 
df1.insert(3,'$\\alpha/\pi$',[cont.alf/pi for cont in cracs]) 
#df1 
#df_1 
У однієї тріщини змінюється кут нахилу 

z = outcont.z(np.array(fi)) 
plt.plot(z.real,z.imag) 
 

for k,contur in enumerate(copy.deepcopy(cracs)): 
    for alf in np.linspace(-pi/4,pi/4,15): 
        if k ==0: 
            contur.alf= alf 
            z = contur.z(np.array([np.cos((2 * (k + 1) - 1) * pi / 2 / n) f
or k in range(n)])) 
            plt.plot(z.real,z.imag) 
    z = contur.z(np.array([np.cos((2 * (k + 1) - 1) * pi / 2 / n) for k in 
range(n)])) 
    plt.plot(z.real,z.imag) 
     
     
plt.show() 
png 

png 
#кількість позицій повороту тріщини 
count = 21 
# interpolation points T_n(bt)=0 on the crack 
bet = np.array([np.cos((2 * (k + 1) - 1) * pi / 2 / n) for k in range(n)]) 
# colocation points U_(n-1)(bt0)=0 on the crack 
bet0 = np.array([np.cos(pi * (l + 1) / n) for l in range(n - 1)]) 
cracs1=copy.deepcopy(cracs) 
for k_alf,alf in enumerate(np.linspace(-pi/4,pi/4,count)):     
    cracs1[0].alf=alf 
    # get a matrix of system and right part of equation AA*W=BB 
    # integral equation 1 
    for fi_0 in fi0: 
        f0n = np.array([[f_1], [f_2], [f_3], [f_4]]) 
        if fi_0 == fi0[0]: 
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            BB = f0n.copy() 
        else: 
            BB = np.vstack((BB, f0n)) 
        # on the plate 
        for fi_i in fi: 
            GG = g_jm(R0_nk, outcont.ak(fi_0,mu), outcont.zk(fi_i,mu), outc
ont.zk(fi_0,mu), outcont.ds(fi_i)) / n1 
            if fi_i == fi[0]: 
                GG1 = copy.deepcopy(GG) 
            else: 
                GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
 

        # on the crack 
        for cont in copy.deepcopy(cracs1): 
            for bt in bet: 
                GG = g_jm(R0_nk, outcont.ak(fi_0,mu), cont.zk(bt,mu), outco
nt.zk(fi_0,mu), 1.) / 2 * n 
                GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
 

        if fi_0 == fi0[0]: 
            g11 = GG1.copy() 
        else: 
            g11 = np.vstack((g11, GG1)) 
    AA = g11 
 

    # integral equation 2 
    for cont0 in copy.deepcopy(cracs1): 
        for bt0 in bet0: 
            fn = np.array([[-press*np.real(cont0.eipsi(bt0))], [-press*np.i
mag(cont0.eipsi(bt0))], [0.], [0.]]) 
            BB = np.vstack((BB, fn)) 
            # on the plate 
            for fi_i in fi: 
                GG = g_jm(R_nk, cont0.ak(bt0,mu), outcont.zk(fi_i,mu), cont
0.zk(bt0,mu), outcont.ds(fi_i)) / n1 
                if fi_i == fi[0]: 
                    GG1 = copy.deepcopy(GG) 
                else: 
                    GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
 
            # on the crack 
            for cont in cracs1: 
                for bt in bet: 
                    GG = g_jm(R_nk, cont0.ak(bt0,mu), cont.zk(bt,mu), cont0
.zk(bt0,mu), 1.) / 2 * n 
                    GG1 = np.hstack((GG1, GG)) 
            AA = np.vstack((AA, GG1)) 
 
    # algebraic conditions 1 
    for k in range(n1): 
        g_11 = np.hstack((np.zeros((4, 8 * k), 'complex'), R0_nk, -np.conj(
R0_nk), 
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                          np.zeros((4, 8 * (n1 - 1 - k) + 8 * n*k1_cracs), 
'complex'))) 
        AA = np.vstack((AA, g_11)) 
 
    # algebraic conditions 2+addition condition 
    for i in range(n): 
        if i==0: 
            g_11 = np.hstack((R_nk,-np.conj(R_nk),np.zeros((4, 8*(n-1))))) 
        else: 
            g_11 = np.vstack((g_11,np.hstack((np.zeros((4, 8*i)),R_nk,-np.c
onj(R_nk),np.zeros((4, 8*(n-i-1))))))) 
 
    for k,cont in enumerate(copy.deepcopy(cracs1)): 
        GG=np.hstack((np.zeros((4*n, 8*k*n+8*n1), 'complex'),g_11,np.zeros(
(4*n, 8*n*(k1_cracs-1-k)), 'complex'))) 
        AA = np.vstack((AA, GG)) 
    for i in range(n): 
        if i==0: 
            g_11 = np.hstack((m_1,-np.conj(m_1))) 
        else: 
            g_11 = np.hstack((g_11,m_1,-np.conj(m_1))) 
    for k,cont in enumerate(copy.deepcopy(cracs1)): 
        GG=np.hstack((np.zeros((4, 8*k*n+8*n1), 'complex'),g_11,np.zeros((4
, 8*n*(k1_cracs-1-k)), 'complex'))) 
        AA = np.vstack((AA, GG)) 
    BB = np.mat((np.vstack((BB, np.zeros(( 4*k1_cracs *(n+1)+4 * n1,1), 'co
mplex')))) * 2 * n) 
    W = AA.I* BB 
 

    #on the plate 
    omeg0=np.array(W[:8*n1]).reshape(n1,8) 
    #on the crack 
    omeg_c = np.array(W[8*n1:8*n+8*n1]).reshape(n, -1) 
    for k in range(1,k1_cracs): 
        omeg_c = np.hstack((omeg_c,np.array(W[8*n*k+8*n1:8*n*(k+1)+8*n1]).r
eshape(n, -1))) 
    # value of functions omeg(1),omeg(-1) 
    ctan1 = np.array([(-1) ** (k + 2) / np.tan((2 * (k + 1) - 1) * pi / 4 / 
n) / n for k in range(n)]) 
    tan_1 = np.array([(-1) ** (k + 1 + n) * np.tan((2 * (k + 1) - 1) * pi / 
4 / n) / n for k in range(n)]) 
    omeg1 = np.dot(ctan1, omeg_c).reshape(-1,8) 
    omeg_1 = np.dot(tan_1, omeg_c).reshape(-1,8) 
 
 

    #intensity coefficicents at the tips of the cracs  
    #at the tip bt0=1 
 
    bt0=1. 
    for k,cont in enumerate(cracs1): 
        d_1 = np.sqrt(pi/cont.ds(bt0))*np.mat([cont.ak(bt0,mu) * A11(m_p)(m
u), 
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                                               cont.bk(bt0,mu)*A11(m_p)(mu)
,                                           
                                              [A12(m_p)(mu_) for mu_ in mu]
, 
                                              [A13(m_p)(mu_) for mu_ in mu]
, 
                                              [mu_ * (m_p[6] * A11(m_p)(mu_
) + m_p[12] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                        m_p[14] * A13(m_p)(
mu_)) for mu_ in mu], 
                                              [mu_ * (m_p[9] * A11(m_p)(mu_
) + m_p[14] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                        m_p[16] * A13(m_p)(
mu_)) for mu_ in mu]]) 
 
        #d_1=[KI,KII,KD,KB,KE,KH} bt=1 
        d_1=np.real(d_1*np.mat(omeg1[k,:4]).T) 
 

        # gamm=pi/4(Im(tr(m_1)Re(R_nk*omeg11.T).T*omeg11.T 
        gamma1 = pi / 4 /cont.ds(bt0) * np.imag((m_1.T * np.real(R_nk * np.
mat(omeg1[k,:4]).T)).T * np.mat(omeg1[k,:4]).T) 
        d_1=np.vstack((np.array(d_1),np.array(gamma1))) 
        if k==0: 
            koef1=d_1 
        else: 
            koef1=np.vstack((koef1,d_1)) 
    koef1=koef1.reshape([-1,7]) 
    dis1=[np.abs(cracs1[k].z(1)-cracs1[0].z(1)) for k in range(k1_cracs)] 
    dis2=[np.abs(cracs1[k].z(1)-cracs1[0].z(-1)) for k in range(k1_cracs)] 
    dis=np.array([min(dis1[k],dis2[k]) for k in range(k1_cracs)]).reshape([
-1,1]) 
    if k_alf == 0: 
        dist1= np.vstack((alf,dis)) 
        k_alf1_KI = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,0].reshape([-1,1]))) 
        k_alf1_KII = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,1].reshape([-1,1]))) 
        k_alf1_KD = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,2].reshape([-1,1]))) 
        k_alf1_KB = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,3].reshape([-1,1]))) 
        k_alf1_KE = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,4].reshape([-1,1]))) 
        k_alf1_KH = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,5].reshape([-1,1]))) 
        k_alf1_gam = np.vstack((np.array(alf),koef1[:,6].reshape([-1,1]))) 
    else: 
        dist1= np.hstack((dist1,np.vstack((alf,dis)))) 
        k_alf1_KI = np.hstack((k_alf1_KI,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,0
].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf1_KII= np.hstack((k_alf1_KII,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,
1].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf1_KD= np.hstack((k_alf1_KD,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,2]
.reshape([-1,1]))))) 
        k_alf1_KB= np.hstack((k_alf1_KB,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,3]
.reshape([-1,1]))))) 
        k_alf1_KE= np.hstack((k_alf1_KE,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,4]
.reshape([-1,1]))))) 
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        k_alf1_KH= np.hstack((k_alf1_KH,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,5]
.reshape([-1,1]))))) 
        k_alf1_gam= np.hstack((k_alf1_gam,np.vstack((np.array(alf),koef1[:,
6].reshape([-1,1]))))) 
 

    #at the tip bt0=-1 
 

    bt0=-1. 
    for k,cont in enumerate(cracs1): 
        d_1 = np.sqrt(pi/cont.ds(bt0))*np.mat([cont.ak(bt0,mu) * A11(m_p)(m
u), 
                                               cont.bk(bt0,mu)*A11(m_p)(mu)
,                                           
                                              [A12(m_p)(mu_) for mu_ in mu]
, 
                                              [A13(m_p)(mu_) for mu_ in mu]
, 
                                              [mu_ * (m_p[6] * A11(m_p)(mu_
) + m_p[12] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                        m_p[14] * A13(m_p)(
mu_)) for mu_ in mu], 
                                              [mu_ * (m_p[9] * A11(m_p)(mu_
) + m_p[14] * A12(m_p)(mu_) + 
                                                        m_p[16] * A13(m_p)(
mu_)) for mu_ in mu]]) 
 

        #d_1_=[KI,KII,KD,KB,KE,KH} bt=1 
        d_1_=np.real(d_1*np.mat(omeg_1[k,:4]).T) 
        # gamm=pi/4(Im(tr(m_1)Re(R_nk*omeg11.T).T*omeg11.T 
        gamma_1 = pi / 4 /cont.ds(bt0) * np.imag((m_1.T * np.real(R_nk * np
.mat(omeg_1[k,:4]).T)).T * np.mat(omeg1[k,:4]).T) 
        d_1_=np.vstack((np.array(d_1_),np.array(gamma_1))) 
        if k==0: 
            koef_1=d_1_ 
        else: 
            koef_1=np.vstack((koef_1,d_1_)) 
    koef_1=koef_1.reshape([-1,7]) 
    dis1=[np.abs(cracs1[k].z(-1)-cracs1[0].z(1)) for k in range(k1_cracs)] 
    dis2=[np.abs(cracs1[k].z(-1)-cracs1[0].z(-1)) for k in range(k1_cracs)] 
    dis=np.array([min(dis1[k],dis2[k]) for k in range(k1_cracs)]).reshape([
-1,1]) 
    if k_alf == 0: 
        dist_1= np.vstack((alf,dis)) 
        k_alf_1_KI = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,0].reshape([-1,1]))) 
        k_alf_1_KII = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,1].reshape([-1,1]))
) 
        k_alf_1_KD = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,2].reshape([-1,1]))) 
        k_alf_1_KB = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,3].reshape([-1,1]))) 
        k_alf_1_KE = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,4].reshape([-1,1]))) 
        k_alf_1_KH = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,5].reshape([-1,1]))) 
        k_alf_1_gam = np.vstack((np.array(alf),koef_1[:,6].reshape([-1,1]))
) 



87 

 

    else: 
        dist_1= np.hstack((dist_1,np.vstack((alf,dis)))) 
        k_alf_1_KI = np.hstack((k_alf_1_KI,np.vstack((np.array(alf),koef_1[
:,0].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf_1_KII= np.hstack((k_alf_1_KII,np.vstack((np.array(alf),koef_1
[:,1].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf_1_KD= np.hstack((k_alf_1_KD,np.vstack((np.array(alf),koef_1[:
,2].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf_1_KB= np.hstack((k_alf_1_KB,np.vstack((np.array(alf),koef_1[:
,3].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf_1_KE= np.hstack((k_alf_1_KE,np.vstack((np.array(alf),koef_1[:
,4].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf_1_KH= np.hstack((k_alf_1_KH,np.vstack((np.array(alf),koef_1[:
,5].reshape([-1,1]))))) 
        k_alf_1_gam= np.hstack((k_alf_1_gam,np.vstack((np.array(alf),koef_1
[:,6].reshape([-1,1]))))) 
 

col=[] 
col.append('$\\alpha/\pi$') 
col.extend(['(-1) crack  ' + str(k) for k in range(1,k1_cracs+1)]) 
col.append('$\\alpha/\pi$') 
col.extend(['(1) crack  ' + str(k) for k in range(1,k1_cracs+1)]) 
df_dist=pd.DataFrame(np.hstack((dist_1.T ,dist1.T)),columns=col) 
df_KI = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_KI.T ,k_alf1_KI.T)),columns=col) 
df_KII = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_KII.T ,k_alf1_KII.T)),columns=col) 
df_KD = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_KD.T ,k_alf1_KD.T)),columns=col) 
df_KB = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_KB.T ,k_alf1_KB.T)),columns=col) 
df_KE = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_KE.T ,k_alf1_KE.T)),columns=col) 
df_KH = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_KH.T ,k_alf1_KH.T)),columns=col) 
df_gam = pd.DataFrame(np.hstack((k_alf_1_gam.T ,k_alf1_gam.T)),columns=col) 
Залежність відстаней між вершинами тріщин до найближчої вершини тріщини, що обертається 

від кута повороту 

print('Залежність відстаней між вершинами тріщин до найближчої вершини тріщ
ини, що обертається від кута повороту') 
#df_dist 
Залежність відстаней між вершинами тріщин до найближчої вершини тріщини, що 
обертається від кута повороту 
plt.rc('font',**{'family':'verdana'}) 
#plot  
k=2 
for dst in dist_1[2:,:]: 
    plt.plot(dist_1[0,:].T/pi,dst,':',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=2 
for dst in dist1[2:,:]: 
    plt.plot(dist1[0,:].T/pi,dst,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc=0) 
plt.xlabel('$alpha$') 
plt.ylabel('$distance$') 
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plt.title('Відстань до вершини тріщини,що обертається') 
plt.show() 
png 

png 
Коефіцієнт нормально відриву    

print('Коефіцієнт нормально відриву $K_I$ ') 
#df_KI 
Коефіцієнт нормально відриву $K_I$  
k=1 
for KI_ in k_alf_1_KI[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_KI[0,:].T/pi,KI_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=1 
for KI in k_alf1_KI[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_KI[0,:].T/pi,KI,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc=0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$K_I$') 
plt.title('Коефіцієнт нормально відриву $K_I$') 
plt.show() 
png 

png 
Коефіцієнт інтенсивності поперечного зсуву     

print('Коефіцієнт інтенсивності поперечного зсуву $K_{II}$') 
#df_KII 
Коефіцієнт інтенсивності поперечного зсуву $K_{II}$ 
k=1 
for KII_ in k_alf_1_KII[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_KII[0,:].T/pi,KII_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=1 
for KII in k_alf1_KII[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_KII[0,:].T/pi,KII,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc=0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$K_{II}$') 
plt.title('Коефіцієнт інтенсивності поперечного зсуву $K_{II}$') 
plt.show() 
png 

png 
Коефіцієнт інтенсивності електричної індукції    

print('Коефіцієнт інтенсивності електричної індукції $K_D$') 
#df_KD 
Коефіцієнт інтенсивності електричної індукції $K_D$ 
k=1 
for KD_ in k_alf_1_KD[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_KD[0,:].T/pi,KD_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
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for KD in k_alf1_KD[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_KD[0,:].T/pi,KD,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc=0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$K_D$') 
plt.title('Коефіцієнт інтенсивності електричної індукції $K_D$') 
plt.show() 
png 

png 
Коефіцієнт інтенсивності магнітної індукції    

print('Коефіцієнт інтенсивності магнітної індукції $K_B$') 
#df_KB 
Коефіцієнт інтенсивності магнітної індукції $K_B$ 
k=1 
for KB_ in k_alf_1_KB[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_KB[0,:].T/pi,KB_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=1 
for KB in k_alf1_KB[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_KB[0,:].T/pi,KB,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc = 0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$K_B$') 
plt.title('Коефіцієнт інтенсивності магнітної індукції $K_B$') 
plt.show() 
png 

png 
Коефіцієнт інтенсивності напруженності електричного поля    

print('Коефіцієнт інтенсивності  напруженності  електричного поля $K_E$') 
#df_KE 
Коефіцієнт інтенсивності  напруженності  електричного поля $K_E$ 
k=1 
for KE_ in k_alf_1_KE[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_KE[0,:].T/pi,KE_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=1 
for KE in k_alf1_KE[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_KE[0,:].T/pi,KE,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc = 0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$K_E$') 
plt.title('Коефіцієнт інтенсивності  напруженності  електричного поля $K_E$
') 
plt.show() 
png 

png 
Коефіцієнт інтенсивності напруженності магнітного поля    
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print('Коефіцієнт інтенсивності напруженності магнітного поля $K_H$') 
#df_KH 
Коефіцієнт інтенсивності напруженності магнітного поля $K_H$ 
k=1 
for KH_ in k_alf_1_KH[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_KH[0,:].T/pi,KH_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=1 
for KH in k_alf1_KH[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_KH[0,:].T/pi,KH,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc = 0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$K_H$') 
plt.title('Коефіцієнт інтенсивності напруженності магнітного поля $K_H$') 
plt.show() 
png 

png 
Енергетичний критерій руйнування   

print('Енергетичний критерій руйнування $\gamma$') 
#df_gam 
Енергетичний критерій руйнування $\gamma$ 
k=1 
for gam_ in k_alf_1_gam[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf_1_gam[0,:].T/pi,gam_,'--',label='(-1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
k=1 
for gam in k_alf1_gam[1:,:]: 
    plt.plot(k_alf1_gam[0,:].T/pi,gam,label='(1) Cracks '+ str(k)) 
    k=k+1 
plt.legend(loc = 0) 
plt.xlabel('$\\alpha/\pi$') 
plt.ylabel('$\gamma$') 
plt.title('Енергетичний критерій руйнування $\gamma$') 
plt.show() 
png 

png 

 

 


