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РЕФЕРАТ 

Кваліфікаційна робота: 102 с., 44 малюнка, 28 джерел. 

Мета роботи: дослідження магнетоелектропружних полів в складеному з 

двох різнорідних електромагнетопружних півплощин, що містить випадкові 

множинні макротріщини.  

Об’єкт дослідження: магнетоелектропружні поля, та ефекти, що виникають у 

складеному середовищі поблизу границі розділу матеріалів, та у місцях скупчення 

дефектів. 

Наявність неоднорідностей в технологічних матеріалах має негативний 

вплив на міцність останніх, та значно скорочує термін придатності таких 

конструкцій. Розробка математичних моделей з метою дослідження впливу 

дефектів структури на розподіл фізичних полів дозволяє виявити (передбачити) 

ефекти, що виникають у складних конструкціях без проведення експериментів. 

В роботі гранична задача для складеного середовища з випадковими 

тріщинами розвязок зводиться до пошуку чотирьох функцій аналітичних у своїх 

афінних площинах, розв’язується методом граничних інтегральних рівнянь. При 

побудові інтегральних подань розвязків використано відповідне фундаментальне 

рішення. Визначені аналітичні вирази для коефіцієнтів інтенсивності в вершинах 

тріщин та енергетичного критерію руйнування. 

Чисельний розв’язок проведено з використанням методу механічних 

квадратур та тріангуляції Делоне для параметризації контурів. Мовою Python 

написана програма, проведене параметричне дослідження. 

 

МАГНЕТОЕЛЕКТРОПРУЖНІСТЬ, СКЛАДЕНЕ СЕРЕДОВИЩЕ, 

ВИПАДКОВІ ТРІЩИНИ, ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВЯЗОК , ІНТЕГРАЛЬНІ 

РІВНЯННЯ, КОЕФІЦІЄНТ ІНТЕНСИВНОСТІ, ЕНЕРГЕТИЧНИЙ КРИТЕРІЙ 

РУЙНУВАННЯ, ТРІАНГУЛЯЦІЯ ДЕЛОНЕ  
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ВСТУП 

У зв’язку зі створенням нових керамічних, зокрема магнетоелектропружних 

(МЕП) матеріалів, отриманих спіканням рідкоземельних елементів, на початку 

ХХІ століття виник новій напрямок в механіці - магнетоелектропружність.  

Отримані нові матеріали володіють багатьма чудовими властивостями, 

зокрема гігантською магнітострикцією, проте страждають значним утворенням 

тріщин в процесі експлуатації. У зв’язку з цим виникає необхідність в розробці 

моделей механіки руйнування для елементів конструкцій з таких матеріалів, 

ослаблених тріщинами. 

Хоча з практичної точки зору запобігання виникненню дефектів типу тріщин 

є вкрай важливим завданням, його здійснення в загальному випадку пов'язане з 

великими труднощами і взагалі кажучи, важко піддається реалізації. У зв'язку з 

цим при оцінці несучої здатності тіла припускають наявність тріщин, які є в 

структурі реальних твердих тіл, і визначають ті умови, при яких відбувається 

поширення найбільш небезпечної тріщини, що призводить до локального або 

повного руйнування тіла. 

Коефіцієнти інтенсивності, включаючи коефіцієнт інтенсивності напружень 

(КІН), коефіцієнт інтенсивності електричної індукції (КІЕІ) і коефіцієнт 

інтенсивності магнітної індукції (КІМІ) є ключовими параметрами руйнування, які 

характеризують область в околі вершини тріщини однорідного МЕП матеріалу. 

Ця галузь активно розвивається останні десятиліття, зокрема, поширюються 

методи механіки де формівного тіла для побудови математичних моделей 

однорідних середовищ з дефектами структури, але для тіл складної геометрії за 

наявності у них множинних дефектів таких досліджень замало. В той же час 

сучасні елементи конструкцій в багатьох випадках є багатошаровими, що дозволяє 

підсилювати ефекти, що виникають в однорідних матеріалах. 
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Тому велике значення має вивчення розподілу фізичних полів та проблеми 

руйнування таких матеріалів для різних конфігурацій середовищ за наявності в них 

дефектів. Зокрема, для складених середовищ, що складаються з частин з різних 

матеріалів, та містять множинні випадкові дефекти. 

Для проведення дослідження необхідно виконати таке: 

• методом інтегральних рівнянь звести крайову задачу до системи рівнянь 

(сингулярних інтегральних на розімкнених контурах та алгебраїчних); 

• отримати вирази характеристик розподілу фізичних полів в околі вершин 

тріщин (коефіцієнтів інтенсивності); отримати енергетичний критерій 

руйнування у вигляді додатної функції, що залежить від коефіцієнтів 

інтенсивності; 

• розробити схему чисельного алгоритму параметризації множинних 

розімкнених контурів та чисельного розв’язання отриманих рівнянь; 

• написати програму реалізації чисельного алгоритму з визначенням 

характеристик фізичних полів поблизу вершин тріщин; 

• провести параметричні дослідження для різних конфігурацій складеного 

середовища з тріщинами, та визначити залежність характеристик руйнування 

від фізичних та геометричних параметрів складеного середовища. 
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1 АНАЛІТИЧНИЙ ОГЛЯД 

Аналіз напружено-деформованих станів поблизу дефектів типу тріщин в 

твердому тілі, що деформується, становить одну з найважливіших проблем 

механіки руйнування твердих тіл. 

Основи теорії тріщин, що вивчає  поширення крихких тріщин в механіці, 

закладені в роботах Гриффітса [1]. Енергетичний метод Грифітса широко 

застосовується і понині для визначення граничних навантажень, що ґрунтується на 

визначені потоку енергії в вершину тріщини. 

Інший підхід запропоновано Ірвіном. В цьому підході напруження в околі 

вершин тріщини подають у вигляді  
𝑁

√𝑟̅
+ 𝑂(1) , де г - мінімальна відстань до 

вершини; N - коефіцієнт інтенсивності напружень. За Ірвіном тріщина 

просувається в середовищітоді, коли коефіцієнт інтенсивності N досягає або 

перевищує певне (стале для кожного матеріалу в заданих умовах) значення. 

Величина такого коефіцієнту може слугувати характеристикою міцності матеріалу 

[2].  

Для пошуку розв’язків  задач про поширення тріщин, що містяться в 

деформованому твердому тілі в роботах [3, 4], прийнята гіпотеза про те, що 

напрямок початкового поширення прямолінійною або криволінійною тріщини 

збігається з площиною, де нормальні напруження розтягу досягають максимальної 

інтенсивності. На основі цієї гіпотези в роботах [3, 5] виведені рівняння, що 

дозволяють визначити граничні значення зовнішніх напруг і кут початкового 

поширення тріщини. 

Лю та ін. (2001 р.) з теоретичної точки зору вивчили функції Гріна для 

магнетоелектропружних (МЕП) матеріалів з наявною тріщиною. Ґрунтуючись на 

розширеному формалізмі Строха, Ван і Май (2003 рік) отримали загальне 

двовимірне (2D) рішення поля МЕП в околі вершини тріщини. Гао та ін. (2003-04 
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р.р.) отримали явні рішення для тріщини в МЕП твердих тілах. Сонг і Цих (2003 

рік) досліджували зародження і зростання тріщини в МЕП тілі. Згодом, значна 

дослідницька робота велася над статичною та динамічною задачами руйнування 

МЕП матеріалів [6 - 12]. МЕП матеріали зазвичай містять п’єзоелектричні (ПЕ) та 

п’єзомагнітні (ПM) фази і взаємодія між складовими фаз може знизити надійність 

МЕП матеріалів, що, як правило, є джерелом поломок при експлуатації.  

Для підвищення ефективності, дослідники ввели нову концепцію 

функціонально-градієнтних матеріалів (ФГМ) - клас неоднорідних матеріалів, що 

складаються з матеріалів з різними властивостями. МЕП матеріали для яких 

застосовне поняття ФГМ, називаються функціонально-градієнтні МЕП (ФГМЕП) 

матеріали. Тріщини в твердому ФГМЕП матеріалів умовах антиплоської 

деформації вперше були розглянуті Ван Чжоу (2004, 2006), з використанням 

методу Шмідта. Аналіз проблем руйнування в ФГМЕП матеріалах, в основному, 

обмежуються достатньо простими антиплоскими задачами [14, 15]. На 

сьогоднішній день, існують кілька робіт [16, 16] присвячених вирішенню завдань 

поперечно-зсувної деформації. 

Більшість МЕП матеріалів - композити з п’єзоелектричних та п’єзомагнітних  

фаз, отже, існують точки взаємодії між різними фазами. Експериментальні 

дослідження [18, 19] показують, що точки взаємодії між складовими і 

мікроструктура мають вплив на характеристики руйнування в ФГМ. Аналіз МЕП 

матеріалів зі складними точками взаємодії вимагає створення методів механіки 

руйнування, що не потребують неперервних та диференційовних властивостей 

матеріалів. 

 В Сумському державному університеті останні роки активно проводились 

дослідження в галузі механіки зв’язаних полів під керівництвом 

проф. Фильштинського Л.А. Побудовано ряд моделей для середовищ з МЕП 

матеріалами. В роботі [20]  побудовано модель для однорідного МЕП середовища з 
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тріщинами, чисельні результати наводяться для випадку 1-3 тріщин у середовищі. 

В роботі [21] аналогічну модель побудовано для скінченої пластини, обмеженної 

достатньо гладким контуром. Чисельні результати наведено для випадку наявності 

в пластині однієї тріщини. А в роботі [22] задача про скінченну МЕП пластину 

промодельовано для кількох тріщин. В магістерській роботі [23] обчислюються 

результати для кількох тріщин, що розташовані у складеному середовищі. 

Актуальним є завдання узагальнення чисельного алгоритму роботи [23] на випадок 

множинних тріщин, що формуються у складеному середовищі випадковим чином.  
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2 МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ 

2.1  Постановка задачі 

В декартовій системі координат 𝑂𝑥1𝑥2  розглядається кусково-однорідне 

середовище, складене з двох неперервно скріплених вздовж пласкої границі 𝑥2 = 0  

півпросторів. На границі розділу виконуються умови ідеальних механічного, 

електричного та магнітного контактів. 

 Вважається, що у верхньому та нижньому півпросторах розташовані 

випадкові тріщини 𝛤𝑛𝑟
(𝑟)
(𝑛𝑟 = 1,𝑀𝑟 , 𝑟 = 1,2) ∩ 𝛤𝑛

(𝑟)
= ∅ . На нескінченності 

прикладаються рівномірно розподілені поля механічних напружень ⟨𝜎𝑖𝑗⟩ , та 

компоненти електричної та магнітної індукцій ⟨𝐷𝑖⟩ , ⟨𝐵𝑖⟩ . Тріщини в 

недеформованому стані – прості ляпуновські дуги. Порожнини тріщин 𝛤𝑛
(𝑟)
(𝑛𝑟 =

1,𝑀𝑟 , 𝑟 = 1,2) заповнені вакуумом, а на їх поверхнях може бути заданий тиск 𝑝𝑛𝑟
(𝑟)

 

(Рисунок 1). 

 

Рисунок 1 Конфігурація тіла з тріщинами 
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За таких умов розподіл фізичних полів в середовищі описується наступними 

рівняннями: 

Матеріальні рівняння [19] 

[
 
 
 
 
 
 
𝑒11
𝑒22
2𝑒12
𝐸1
𝐸2
𝐻1
𝐻2 ]

 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝑠11 𝑠12 𝑠16 𝑔11 𝑔21 𝑝11 𝑝21
𝑠12 𝑠22 𝑠26 𝑔12 𝑔22 𝑝12 𝑝22
𝑠16 𝑠26 𝑠66 𝑔16 𝑔26 𝑝16 𝑝26
−𝑔11 −𝑔12 −𝑔16 𝛽11 𝛽12 𝜈11 𝜈12
−𝑔21 −𝑔22 −𝑔26 𝛽12 𝛽22 𝜈12 𝜈22
−𝑝11 −𝑝12 −𝑝16 𝜈11 𝜈12 𝜒11 𝜒12
−𝑝21 −𝑝22 −𝑝26 𝜈12 𝜈22 𝜒12 𝜒22]

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝜎11
𝜎22
𝜎12
𝐷1
𝐷2
𝐵1
𝐵2 ]
 
 
 
 
 
 

 (1) 

Диференціальні рівняння рівноваги та електро та магнітостатики [24]: 

∂1𝜎11 + ∂2𝜎12 = 0  

𝜕1𝜎12 + 𝜕2𝜎22 = 0, 𝜕𝑘 =
𝜕

𝜕𝑥𝑘
, (𝑘 = 1,2), (2) 

𝜕1𝐷1 + 𝜕2𝐷2 = 0,    𝜕1𝐵1 + 𝜕2𝐵2 = 0, (3) 

𝜕1𝐸2 − 𝜕2𝐸1 = 0,    𝜕1𝐻2 − 𝜕2𝐻1 = 0. (4) 

Співвідношення Коші: 

𝑒11 = 𝜕1𝑢1, 𝑒22 = 𝜕2𝑢2, 2𝑒12 = 𝜕1𝑢2 + 𝜕2𝑢1. (5) 

Умови сумісності деформацій: 

𝜕1
2𝑒22 + 𝜕2

2𝑒11 = 2𝜕1𝜕2𝑒12. (6) 

Умови спряження фізичних полів на границі розділу 2 0x = : 

𝜎22
(1)
= 𝜎22

(2)
,     𝜎12

(1)
= 𝜎12

(2)
, 

(7) 
𝜕1𝑢1

(1)
= 𝜕1𝑢1

(2)
,     𝜕1𝑢2

(1)
= 𝜕1𝑢2

(2)
, 

𝐵2
(1)
= 𝐵2

(2)
,    𝐻1

(1)
= 𝐻1

(2)
, 

𝐷2
(1)
= 𝐷2

(2)
,   𝐸1

(1)
= 𝐸1

(2)
. 

Граничні умови на поверхнях дефектів використовуємо у вигляді: 
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𝑋1𝑛
± |

𝛤(𝑟)
= −𝑝(𝑟) 𝑐𝑜𝑠𝜓 , 𝑋2𝑛

± |
𝛤(𝑟)

= −𝑝(𝑟) 𝑠𝑖𝑛𝜓, (8) 

𝐵𝑛
±|
𝛤(𝑟)

= 0,𝐷𝑛
±|
𝛤(𝑟)

= 0.  

Знак «+» та «−» відповідають лівому та правому берегам контурів 𝛤𝑛
(𝑟)

 

(якщо рух від початку 𝑎 до кінця 𝑏 ), 𝜓 - кут між зовнішньою нормаллю до лівого 

берега і віссю 𝑂𝑥1.  

Сталі зазначені у матеріальних рівняннях (1) визначають таке: 𝑠𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗
𝐷𝐵  – 

механічні податливості, що вимірянні за умови незмінних індукцій електричного и 

магнітного полів, 𝑔𝑘𝑗 = 𝑔𝑘𝑗
𝜎𝐷  та 𝑝𝑘𝑗 = 𝑝𝑘𝑗

𝜎𝐷  – п’єзоелектричні та п’єзомагнітні 

модулі деформації та напруженості, виміряні при сталих механічних напруженнях 

та індукції електричного поля; 𝛽𝑘𝑙 = 𝛽𝑘𝑙
𝜎 , 𝜒𝑘𝑙 = 𝜒𝑘𝑙

𝜎  та 𝜈𝑘𝑙 = 𝜈𝑘𝑙
𝜎  –діелектрична, 

магнітна и електромагнітна сприйнятливість, виміряні при сталих механічних 

напруженнях; 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)  –переміщення; 𝜎𝑖𝑗  та 𝑒𝑖𝑗  – тензори напружень та 

деформацій; 𝐷𝑖 та 𝐵𝑖 – компоненти векторів електричної та магнітної індукцій;  𝐸𝑖 

та 𝐻𝑖 – напруженості електричного та магнітного полів. 

2.2  Аналітичний розв’язок рівнянь магнетоелектропружності 

Нехай 𝐹1(𝑥1, 𝑥2)  функція напружень, 𝜑𝐸  і 𝜑𝐻  - електричний та магнітний 

потенціали, що задаються співвідношеннями: 

𝜎11 = 𝜕2
2𝐹1, 𝜎12 = −𝜕1𝜕2𝐹1, 𝜎22 = 𝜕1

2𝐹1, (9) 

𝐸1 = −𝜕1𝜑
𝐸 , 𝐸2 = −𝜕2𝜑

𝐸 , (10) 

𝐻1 = −𝜕1𝜑
𝐻 , 𝐻2 = −𝜕2𝜑

𝐻 . (11) 

Тоді рівняння (2), (4) задовольняються тотожно. Введемо аналогічно щоб 

виконувались рівняння (3) функції 𝐹2(𝑥1, 𝑥2) і 𝐹3(𝑥1, 𝑥2) за формулами: 

𝐷1 = ∂2𝐹2,    𝐷2 = −∂1𝐹2, 𝐵1 = ∂2𝐹3,   𝐵2 = −∂1𝐹3. (12) 
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Материальні рівняння (1) запишемо через функції 𝐹𝑚(𝑥1, 𝑥2)(𝑚 = 1,2,3)  з 

урахуванням (9), (12) і підставимо отримані вирази в рівняння (4) та (6) маємо 

систему лінійних операторних рівнянь: 

𝐿𝑖𝑗(𝜕1, 𝜕2)𝐹𝑗 = 0   (𝑖, 𝑗 = 1,3), (13) 

де 

𝐿11(∂1, ∂2) = 𝑠11 ∂2
4 − 2𝑠16 ∂1 ∂2

3 + (2𝑠12 + 𝑠66) ∂1
2 ∂2

2 − 2𝑠26 ∂1
3 ∂2 + 𝑠22 ∂1

4,  

𝐿12(∂1, ∂2) = 𝑔11 ∂2
3 − 𝑔22 ∂1

3 − (𝑔21 + 𝑔16) ∂1 ∂2
2 + (𝑔12 + 𝑔26) ∂1

2 ∂2

= 𝐿21(∂1, ∂2), 

 

𝐿13(∂1, ∂2) = 𝑝11 ∂2
3 − 𝑝22 ∂1

3 − (𝑝21 + 𝑝16) ∂1 ∂2
2 + (𝑝12 + 𝑝26) ∂1

2 ∂2

= 𝐿31(∂1, ∂2), 

 

𝐿22(𝜕1, 𝜕2) = −𝛽11𝜕2
2 − 𝛽22𝜕1

2 + 2𝛽12𝜕1𝜕2, 
 

𝐿23(𝜕1, 𝜕2) = −𝜈11𝜕2
2 − 𝜈22𝜕1

2 + 2𝜈12𝜕1𝜕2 = 𝐿32(𝜕1, 𝜕2), 
 

𝐿33(𝜕1, 𝜕2) = −𝜒11𝜕2
2 − 𝜒22𝜕1

2 + 2𝜒12𝜕1𝜕2.  

Нехай 𝐴𝑖𝑗 – алгебраїчні доповнення елементів матриці ‖𝐿𝑖𝑗‖ , тоді за 

властивістю детермінантів, можемо записати три системи розв’язків через нові 

невідомі функції 𝛹𝑚(𝑥1, 𝑥2),   (𝑚 = 1,3): 

𝐹11(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴11𝛹1,     𝐹12(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴12𝛹1,    𝐹13(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴13𝛹1, 

𝐹21(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴21𝛹2,   𝐹22(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴22𝛹2,     𝐹23(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴23𝛹2, 

𝐹31(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴31𝛹3, 𝐹32(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴32𝛹3,     𝐹33(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴33𝛹3. 

 

(14) 

Для першої системи функцій 𝐹𝑗 = 𝐹1𝑗  при підстановці в (13), друге і третє рівняння 

задовольняться тотожно за властивістю детермінантів, а перше буде мати за 

теоремою Лапласа (про розклад детермінанту за рядком-стовпцем) такий вигляд: 

(𝐿11𝐴11 + 𝐿12𝐴12 + 𝐿13𝐴13)Ψ1 = Δ(𝜕1, 𝜕2)Ψ1 = 0,       
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Δ(𝜕1, 𝜕2) = 𝑑𝑒𝑡‖𝐿𝑖𝑗‖ . 

Аналогічно для другої і третьої системи розв’язків 𝐹𝑗 = 𝐹2𝑗  та  𝐹𝑗 = 𝐹3𝑗  маємо 

( ) ( )1 2 2 1 2 3, 0, , 0    =     =
. 

Тобто усі три системи розв’язків визначаються через Ψ𝑚(𝑥1, 𝑥2) , що 

задовольняють рівнянню:  

𝛥(𝜕1, 𝜕2)𝛹𝑚 = 0,    (𝑚 = 1,3). (15) 

Виходячи із співвідношення (13) можемо зробити висновок, що (15) - це 

однорідне диференціальне рівняння в частинних похідних восьмого порядку. 

Частковий розв’язок (15) шукаємо у вигляді: 

Ψ = 𝑓(𝑥1 + 𝜇𝑥2), 
(16) 

де 𝜇 – деяка константа (комплексна), 𝑓 – достатньо гладка функція. 

Підстановка (16) у рівняння (15) дає рівняння характеристичне восьмого 

степеня відносно  𝜇: 

Δ(1, 𝜇) = |

𝐿11(1, 𝜇), 𝐿12(1, 𝜇), 𝐿13(1, 𝜇)

𝐿21(1, 𝜇), 𝐿22(1, 𝜇), 𝐿23(1, 𝜇)

𝐿31(1, 𝜇), 𝐿32(1, 𝜇), 𝐿33(1, 𝜇)
| = 0. 

 

(17) 

Коефіцієнти (17) - дійсні, отже має вісім попарно комплексно спряжених коренів 

𝜇𝑘(𝑘 = 1,8).  Серед коренів 𝜇𝑘  немає дійсних [25]. Тому вважаємо усі корені 

простими (справедливо для більшості відомих матеріалів). Тоді серед коренів 

оберемо напрямки афіних осей так щоб  

𝐼𝑚 𝜇𝑘 > 0,     𝜇𝑘+4 = 𝜇̄𝑘 ,    (𝑘 = 1,4). (18) 

Функції 𝛹𝑚(𝑚 = 1,3) – дійсні функції, тому загальний розв’язок (15) можна 

записати у вигляді: 
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𝛹1(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑅𝑒∑𝑓1𝑘(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

,    

 𝛹𝑚 = 2𝑅𝑒∑∫𝑓𝑚𝑘 (𝑧𝑘)𝑑𝑧𝑘

4

𝑘=1

,        (𝑚 = 2,3). 

(19) 

де 𝑓𝑚𝑘(𝑧𝑘), (𝑚 = 1,3; 𝑘 = 1,4 ) – аналітичні функції в своїх афінних областях. 

Маємо першу систему розв’язків (14): 

𝐹11 = 𝐴11(𝜕1, 𝜕2)𝛹1 = 2𝑅𝑒∑𝐴11(1, 𝜇𝑘)𝑓1,𝑘
(4)(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

 

 

(20) 

𝐹12 = 𝐴12(𝜕1, 𝜕2)𝛹1 = 2𝑅𝑒∑𝐴12(1, 𝜇𝑘)𝑓1𝑘
(5)(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

 

𝐹13 = 𝐴13(𝜕1, 𝜕2)𝛹1 = 2𝑅𝑒∑𝐴13(1, 𝜇𝑘)𝑓1𝑘
(5)(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

 

Компоненти вектору механічних напружень, електричної та магнітної 

індукцій такі: 

{𝜎11
(1)
, 𝜎12

(1)
,  𝜎22

(1)
} = {∂2

2, − ∂1 ∂2, ∂1
2}𝐴11(∂1, ∂2)Ψ1

= 2𝑅𝑒∑{𝜇𝑘
2,  −𝜇𝑘 , 1}

4

𝑘=1

𝐴11(1, 𝜇𝑘)Φ1𝑘(𝑧𝑘) 

(21) 

{𝐷1
(1)
, 𝐷2

(1)
} = {∂2, − ∂1}𝐴12(∂1, ∂2)Ψ1

= 2𝑅𝑒∑{𝜇𝑘,  −1}

4

𝑘=1

𝐴12(1, 𝜇𝑘)Φ1𝑘(𝑧𝑘) 
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{𝐵1
(1)
, 𝐵2

(1)
} = {∂2, − ∂1}𝐴13(∂1, ∂2)Ψ1

= 2𝑅𝑒∑{𝜇𝑘,  −1}

4

𝑘=1

𝐴13(1, 𝜇𝑘)Φ1𝑘(𝑧𝑘) 

Φ1𝑘(𝑧𝑘) =
𝑑6

𝑑𝑧𝑘
6 𝑓1𝑘(𝑧𝑘) = 𝑓1𝑘

(6)(𝑧𝑘). 

З матеріальних рівнянь (1) та співвідношень (21) напруженості електричних та 

магнітних полів такі: 

𝐸1
(1)
= 2𝑅𝑒∑[𝑔16𝐴11(1, 𝜇𝑘) + 𝛽11𝐴12(1, 𝜇𝑘)

4

𝑘=1

+ 𝜈11𝐴13(1, 𝜇𝑘)] 𝜇𝑘Φ1𝑘(𝑧𝑘), 

(22) 
𝐸2
(1)
= 2𝑅𝑒∑[(−𝑔21𝜇𝑘

2 − 𝑔22)𝐴11(1, 𝜇𝑘) − 𝛽22𝐴12(1, 𝜇𝑘)

4

𝑘=1

− 𝜈22𝐴13(1, 𝜇𝑘)]Φ1𝑘(𝑧𝑘), 

Φ1𝑘(𝑧𝑘) = 𝑓1𝑘
(6)(𝑧𝑘). 

Нехай 

𝛼1𝑘
𝐸 = [𝑔16𝐴11(1, 𝜇𝑘) + 𝛽11𝐴12(1, 𝜇𝑘) + 𝜈11𝐴13(1, 𝜇𝑘)]𝜇𝑘, 

 𝛽1𝑘
𝐸 = −[(𝑔21𝜇𝑘

2 + 𝑔22)𝐴11(1, 𝜇𝑘) + 𝛽22𝐴12(1, 𝜇𝑘) + 𝜈22𝐴13(1, 𝜇𝑘)]. 

Тоді має місце рівність 

𝛽1𝑘
𝐸 = 𝜇𝑘𝛼1𝑘

𝐸 . (23) 

За  властивістю детермінанта, маємо наступне: 
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𝜇𝑘𝛼1𝑘
𝐸 − 𝛽1𝑘

𝐸 =

= (𝑔16𝜇𝑘
2 + 𝑔21𝜇𝑘

2 + 𝑔22)𝐴11(1, 𝜇𝑘) + (𝛽22 + 𝛽11𝜇𝑘
2)𝐴12(1, 𝜇𝑘)

+ (𝜈22 + 𝜈11𝜇𝑘
2)𝐴13(1, 𝜇𝑘) = −{𝐿21𝐴11 + 𝐿22𝐴12 + 𝐿23𝐴13} = 0. 

Тоді: 

{𝐸1
(1)
, 𝐸2

(1)
} = 2𝑅𝑒∑{1, 𝜇𝑘}𝛼1𝑘

𝐸 𝛷1𝑘(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

 (24) 

Аналогічно, компоненти напруженості магнітного поля  

{𝐻1
(1)
,  𝐻2

(1)
} = 2𝑅𝑒∑{1, 𝜇𝑘}𝛼1𝑘

𝐻 𝛷1𝑘(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

, 

де 

 

𝛼1𝑘
𝐻 = [𝑝16𝐴11(1, 𝜇𝑘) + 𝜈11𝐴12(1, 𝜇𝑘) + 𝜒11𝐴13(1, 𝜇𝑘)]𝜇𝑘. (25) 

Потенціали електричний 𝜑1
𝐸 та магнітного  𝜑1

𝐻 полів  визначимо з (4), (24), (25): 

𝜑1
𝐸 = −2𝑅𝑒∑𝛼1𝑘

𝐸 𝜑1𝑘(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

, 

(26) 

𝜑1
𝐻 = −2𝑅𝑒∑𝛼1𝑘

𝐻

4

𝑘=1

𝜑1𝑘(𝑧𝑘),   𝜑1𝑘(𝑧𝑘) = ∫𝛷1𝑘 (𝑧𝑘)𝑑𝑧𝑘 

Механічні переміщення: 

𝜕1𝑢1
(1)
= 𝑒11

(1)
= 2𝑅𝑒∑ 𝑝𝑘

(1)
𝛷1𝑘

4
𝑘=1 (𝑧𝑘),   

𝜕2𝑢2
(1)
= 𝑒22

(1)
= 2𝑅𝑒∑𝜇𝑘𝑞𝑘

(1)
𝛷1𝑘

4

𝑘=1

(𝑧𝑘), 
(27) 

де 
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𝑝𝑘
(1)
= (𝑠11𝜇𝑘

2 + 𝑠12)𝐴11(1, 𝜇𝑘) − 𝑔21𝐴12(1, 𝜇𝑘) − 𝑝21𝐴13(1, 𝜇𝑘), 

𝑞𝑘
(1)
= (𝑠12𝜇𝑘 +

𝑠22
𝜇𝑘
)𝐴11(1, 𝜇𝑘) −

𝑔22
𝜇𝑘

𝐴12(1, 𝜇𝑘) −
𝑝22
𝜇𝑘

𝐴13(1, 𝜇𝑘). 

Інтегруючи (27) маємо 

{𝑢1
(1)
, 𝑢2

(1)
} = 2𝑅𝑒∑{𝑝𝑘

(1)
, 𝑞𝑘
(1)
}𝜙1𝑘(𝑧𝑘).

4

𝑘=1

 (28) 

Компоненти вектора механічних напружень, нормальні компоненти векторів 

електричної та магнітної індукцій, дотичні компоненти векторів напруженостей 

електричнго та магнітного полів: 

𝑋1𝑛
(1)
= 𝜎11 𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝜎12 𝑠𝑖𝑛𝜓 = 2𝑅𝑒∑𝜇𝑘𝑎𝑘(𝜓)

4

𝑘=1

𝐴11(1, 𝜇𝑘)Φ1𝑘(𝑧𝑘), 

(29) 

𝑋2𝑛
(1)
= 𝜎12 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝜎22 𝑠𝑖𝑛𝜓 = −2𝑅𝑒∑𝑎𝑘(𝜓)

4

𝑘=1

𝐴11(1, 𝜇𝑘)Φ1𝑘(𝑧𝑘), 

𝐷𝑛
(1)
= 𝐷1𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝐷2𝑠𝑖𝑛𝜓 = 2𝑅𝑒∑𝛼𝑘(𝜓)𝐴12(1, 𝜇𝑘)Φ𝑘(𝑧𝑘),

4

𝑘=1

 

𝐵𝑛
(1)
= 𝐵1𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝐵2𝑠𝑖𝑛𝜓 = 2𝑅𝑒∑𝛼𝑘(𝜓)𝐴13(1, 𝜇𝑘)Φ𝑘(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

, 

𝐸𝑠
(1)
= 𝐸2𝑐𝑜𝑠𝜓 − 𝐸1𝑠𝑖𝑛𝜓 = 2𝑅𝑒∑𝛼𝑘(𝜓)𝛼1𝑘

𝐸 Φ𝑘(𝑧𝑘),

4

𝑘=1

 

𝐻𝑠
(1)
= 𝐻2𝑐𝑜𝑠𝜓 − 𝐻1𝑠𝑖𝑛𝜓 = 2𝑅𝑒∑𝛼𝑘(𝜓)𝛼1𝑘

𝐻 Φ𝑘(𝑧𝑘).

4

𝑘=1

 

Диференціали 𝑑𝜁𝑘 і 𝑑𝑠 пов]язані  співвідношенням: 
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𝑑𝜁𝑘 = 𝑎𝑘(𝜓)𝑑𝑠, 
 

𝜁𝑘 = 𝑅𝑒 𝜁 + 𝜇𝑘 𝐼𝑚 𝜁 ,     𝜁 ∈ 𝐴𝐵,     𝑎𝑘(𝜓) = 𝜇𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜓 − 𝑠𝑖𝑛𝜓. (30) 

З урахуванням співвідношень (29), (30) маємо: 

𝑋1
(1)
= ∫ 𝑋1𝑛𝑑𝑠

𝐴𝐵

= 2𝑅𝑒∑𝜇𝑘𝐴11(1, 𝜇𝑘)𝜙1𝑘(𝑧𝑘)|𝐴
𝐵

4

𝑘=1

, 

(31) 

𝑋2
(1)
= ∫ 𝑋2𝑛𝑑𝑠

𝐴𝐵

= −2𝑅𝑒∑𝐴11(1, 𝜇𝑘)𝜙1𝑘(𝑧𝑘)|𝐴
𝐵

4

𝑘=1

, 

𝛱1
𝐷 = ∫ 𝐷𝑛𝑑𝑠

𝐴𝐵

= 2𝑅𝑒∑𝐴12(1, 𝜇𝑘)𝜙1𝑘(𝑧𝑘)|𝐴
𝐵

4

𝑘=1

, 

Π1
𝐵 = ∫ 𝐵𝑛𝑑𝑠

𝐴𝐵

= 2𝑅𝑒∑𝐴13(1, 𝜇𝑘)𝜙1𝑘(𝑧𝑘)|𝐴
𝐵

4

𝑘=1

, 

𝐴1
𝐸 = ∫ 𝐸𝑠𝑑𝑠

𝐴𝐵

= 2𝑅𝑒∑𝛼1𝑘
𝐸 𝜙1𝑘(𝑧𝑘)|𝐴

𝐵

4

𝑘=1

, 

𝐴1
𝐻 = ∫ 𝐻𝑠𝑑𝑠

𝐴𝐵

= 2𝑅𝑒∑𝛼1𝑘
𝐻 𝜙1𝑘(𝑧𝑘)|𝐴

𝐵, 

4

𝑘=1

 

Φ1𝑘(𝑧𝑘) =
𝑑𝜙1𝑘(𝑧𝑘)

𝑑𝑧𝑘
. 

Механічні моменти сил на дузі 𝐴𝐵, обчислюємо відносно початку. Маємо: 

Μ = ∫ (𝑋2𝑛𝑥1 − 𝑋1𝑛𝑥2)𝑑𝑠
𝐴𝐵

= −2𝑅𝑒∑𝐴11(1, 𝜇𝑘)∫ 𝑧𝑘Φ𝑘(𝑧𝑘)𝑑𝑧𝑘 =
𝐴𝐵

4

𝑘=1

 

= [𝐹11 − 2𝑅𝑒∑𝐴11(1, 𝜇𝑘)𝑧𝑘𝜑𝑘(𝑧𝑘)

4

𝑘=1

]

A

B

, 

(32) 
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де F11 - функція напружень, визначена в (20) Друга і третя системи приводять до 

ідентичних результатів. 

 

2.3  Побудова фундаментального розв’язку для складеного 

магнетоелектропружного середовища 

 

 

Рисунок 2 Постановка задачі для фундаментального розв’язку  

Нехай у складеному магнетоелектропружному середовищі (Рисунок 2) вздовж 

шнура в точці (𝑥10
(1)
, 𝑥20
(1)
) верхньої півплощини та (𝑥10

(2)
, 𝑥20
(2)
) нижньої півплощини 

прикладені зосереджені сили (𝑄1
(1)
, 𝑄2

(1)
) та  (𝑄1

(2)
, 𝑄2

(2)
), а також діють зосереджені 

заряди  𝜌1
𝑀 , 𝜌1

𝑌  та 𝜌2
𝑀 , 𝜌2

𝑌  відповідно. На границі розділу матеріалів 𝑥2 = 0 мають 

місце умови ідеального механічного, магнітного  та електричного контактів 

𝜎22
(1)
= 𝜎22

(2)
,     𝜎12

(1)
= 𝜎12

(2)
, 

(33) 
𝜕1𝑢1

(1)
= 𝜕1𝑢1

(2)
,     𝜕1𝑢2

(1)
= 𝜕1𝑢2

(2)
, 

𝐵2
(1)
= 𝐵2

(2)
,    𝐻1

(1)
= 𝐻1

(2)
, 

𝐷2
(1)
= 𝐷2

(2)
,   𝐸1

(1)
= 𝐸1

(2)
. 

 

 

 

 

 

 

( ) ( )( )1 1

10 20,x x

( ) ( )( )2 2

10 20,x x

2x

1x

1

2



20 

 

В комплексних змінних умови (33) мають вигляд: 

2𝑅𝑒∑[𝑐𝑛𝑘𝛷𝑘(𝑥)]

4

𝑘=1

= 0(𝑛 = 1,8), (34) 

де 

[𝑐𝑛𝑘𝛷𝑘(𝑥)] = 𝑐𝑛𝑘
(1)
𝛷𝑘
(1)(𝑥) − 𝑐𝑛𝑘

(2)
𝛷𝑘
(2)(𝑥), 

𝑐1𝑘
(𝑟)
= 𝐴11

(𝑟)(1, 𝜇𝑘), 𝑐2𝑘
(𝑟)
= −𝜇𝑘

(𝑟)
𝐴11
(𝑟)(1, 𝜇𝑘), 𝑐3𝑘

(𝑟)
= 𝑝1𝑘

(𝑟)
, 𝑐4𝑘
(𝑟)
= 𝑞𝑘

(𝑟)
, 

𝑐5𝑘
(𝑟)
= −𝐴13

(𝑟)(1, 𝜇𝑘), 𝑐6𝑘
(𝑟)
= (𝛼1𝑘

𝐻 )(𝑟), 𝑐7𝑘
(𝑟)
= −𝐴`12

(𝑟)(1, 𝜇𝑘), 𝑐8𝑘
(𝑟)
= (𝛼1𝑘

𝐸 )(𝑟). 

Значення 𝑟 = 1 відповідає матеріалу верхньої півплощини, тоді як 𝑟 = 2 – нижньої 

півплощини. 

З використанням принципу дзеркального відображення та фундаментальний 

розвязок в однорідному середовищі побудуємо шукані функції у вигляді: 

𝛷𝑘
(1)
(𝑧𝑘

(1)
) =

𝐴𝑘
(1)

𝑧𝑘
(1)
− 𝑧0𝑘

(1)
− ∑

𝛼̄𝑘,𝑚
(1)
𝐴̄𝑚
(1)

𝑧𝑘
(1)
− 𝑧0𝑚

(1)
+

4

𝑚=1

∑
𝛼𝑘+4,𝑚
(2)

𝐴𝑚
(2)

𝑧𝑘
(1)
− 𝑧0𝑚

(2)
, 𝐼𝑚 𝑧 ≥ 0

4

𝑚=1

 

(35) 

Φ𝑘
(2)
(𝑧𝑘

(2)
) =

𝐴𝑘
(2)

𝑧𝑘
(2)
− 𝑧0𝑘

(2)
− ∑

𝛼̄𝑘,𝑚
(2)
𝐴𝑚
(2)

𝑧𝑘
(2)
− 𝑧0𝑚

(2)
+

4

𝑚=1

∑
𝛼𝑘+4,𝑚
(1)

𝐴𝑚
(1)

𝑧𝑘
(2)
− 𝑧0𝑚

(1)
, 𝐼𝑚 𝑧 ≤ 0

4

𝑚=1

 

𝑧0𝑘
(1)
= 𝑅𝑒 𝑧0

(1)
+ 𝜇𝑘

(1)
𝐼𝑚 𝑧0

(1)
, 𝑧0

(1)
= 𝑥10

(1)
+ 𝑖𝑥20

(1)
, 𝑥20
(1)
> 0, 

 

𝑧0𝑘
(2)
= 𝑅𝑒 𝑧0

(2)
+ 𝜇𝑘

(2)
𝐼𝑚 𝑧0

(2)
, 𝑧0

(2)
= 𝑥10

(2)
+ 𝑖𝑥20

(2)
, 𝑥20
(2)
< 0, 

 

𝑧𝑘
(𝑟)
= 𝑅𝑒 𝑧 + 𝜇𝑘

(𝑟)
𝐼𝑚 𝑧 , 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 

 

Перший член в виразах для  𝛷𝑘
(𝑟)
(𝑧𝑘

(𝑟)
) визначає фундаментальний розв’язок 

в магнетоелектропружному середовищі з матеріальними коефіцієнтами 

півплощини 𝑟. Інші члени в (35) враховують взаємний вплив півпросторів один на 

одного. 
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Невідомі сталі ( )r

km   знаходяться з умов спряження фізичних полів на границі 

півпросторів (34), а силові функціонали ( )r

kA  забезпечують задані зосереджені 

зусилля. Система рівнянь для визначення структурних коефіцієнтів 𝛼𝑘,𝑚
(𝑟)

 така: 

∑(𝑐𝑛𝑘
(1)
𝛼𝑘,𝑚
(1)

+ 𝑐𝑛𝑘
(2)
𝛼𝑘+4,𝑚
(1)

) = 𝑐𝑛𝑚
(1)

4

𝑘=1

,   (𝑛 = 1,8;   𝑚 = 1,4) 
(36) 

∑(𝑐𝑛𝑘
(2)
𝛼𝑘,𝑚
(2)

+ 𝑐𝑛𝑘
(1)
𝛼𝑘+4,𝑚
(2)

) = 𝑐𝑛𝑚
(2)

4

𝑘=1

. 
 

Маємо 32 лінійних алгебраїчних рівняння для визначення 32-х комплексних 

коефіцієнтів  𝛼𝑘,𝑚
(𝑟)

. 

Силові функціонали ( )r

kA  в (35) забезпечують існування заданих зосереджених 

зусиль і визначаються з 8 таких умов: 2 умови однозначності переміщень, 2 умови 

рівноваги, умови однозначності магнітного та електричного потенціалів, умови 

збереження магнітного та електричного зарядів:  

2 𝐼𝑚∑{𝑝𝑘
(1)
, 𝑞𝑘
(1)
} 𝐴𝑘 = 0

4

𝑘=1

, 2 𝐼𝑚∑{𝜇𝑘 , −1}𝐴11(1, 𝜇𝑘)𝐴𝑘 = 0

4

𝑘=1

, 

(37) 

2 𝐼𝑚∑{𝛼1𝑘
𝐻 , 𝛼1,𝑘

𝐸 }𝐴𝑘 = 0

4

𝑘=1

, 2 𝐼𝑚∑{𝐴13(1, 𝜇𝑘), 𝐴12(1, 𝜇𝑘)}𝐴𝑘 = 0

4

𝑘=1

. 

Умови (37) окремо розглядаються в кожній півплощині.  

2.4 Мішана система рівнянь крайової задачі магнетоелектропружності для 

складеного середовища з тріщинами 

Повернемось до вихідної постановки  задачі (Рисунок 1). Гранничні умови на 

поверхнях дефектів такі: 

𝑋1𝑛
± |

𝛤(𝑟)
= −𝑝(𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝜓 , 𝑋2𝑛

± |
𝛤(𝑟)

= −𝑝(𝑟) 𝑠𝑖𝑛𝜓, (38) 
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𝐵𝑛
±|
𝛤(𝑟)

= 0,𝐷𝑛
±|
𝛤(𝑟)

= 0.  

Знаки «+» та «−» відповідають лівому та правому берегам тріщин 𝛤𝑛
(𝑟)

 

(якщо рух від початку 𝑎 до кінця 𝑏 ), 𝜓  - кут між зовнішньою нормаллю до лівого 

берега і віссю 0𝑥1 .  

У комплексних змінних умови (38) з запишуться так:  

2𝑅𝑒∑𝑐𝑛𝑘
(1)
𝑎𝑘
(1)(𝜓) {𝛷𝑘

(1)
(𝑧𝑘

(1)
)}
±
= (𝑏𝑛

(1)
)
±

4

𝑘=1

, (𝑛 = 1,4), 

(399) 

2𝑅𝑒∑𝑐𝑛𝑘
(2)
𝑎𝑘
(2)(𝜓) {𝛷𝑘

(2)
(𝑧𝑘

(2)
)}
±
= (𝑏𝑛

(2)
)
±

4

𝑘=1

, 

𝑐1𝑘
(𝑟)
= 𝜇𝑘

(𝑟)
𝐴11 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) , 𝑐2𝑘

(𝑟)
= −𝐴11 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) , (𝑏1

(𝑟)
)
±

= −𝑝(𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝜓 , (𝑏2
(𝑟)
)
±
= −𝑝(𝑟) 𝑠𝑖𝑛𝜓, 

𝑐3𝑘
(𝑟)
= 𝐴12 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) , 𝑐4𝑘

(𝑟)
= 𝐴13 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) , (𝑏3

(𝑟)
)
±
= 0, (𝑏4

(𝑟)
)
±
= 0. 

Інтегральні подання шуканих функцій будуємо з використанням 

фундаментального розвязку (35). Силові функціонали 𝐴𝑘
(𝑟)

 замінемо розподілами 

𝐴𝑘
(𝑟)
=
𝜔𝑘
(𝑟)(𝜁)

2𝜋
,    𝜁 ∈ 𝛤(𝑟) =⋃𝛤𝑛

(𝑟)

𝑛=1
𝑀𝑟

. 

Тоді 

Φ𝑘
(1)
(𝑧𝑘

(1)
) = 𝐵𝑘

(1)
+
1

2𝜋
∫ (

𝜔𝑘
(1)(𝜁)

𝜁𝑘
(1)
− 𝑧𝑘

(1)
− ∑

𝛼̄𝑘,𝑚
(1)
𝜔𝑚
(1)(𝜁)

𝜁
𝑚

(1)
− 𝑧𝑘

(1)

4

𝑚=1

)𝑑𝑠 +
Γ(1)

 (40) 
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 +
1

2𝜋
∫ ∑

𝛼𝑘+4,𝑚
(2)

𝜔𝑚
(2)(𝜁)

𝜁𝑚
(2)
−𝑧𝑘

(1)
4
𝑚=1 𝑑𝑠, 𝐼𝑚 𝑧 ≥ 0

Γ(2)
 

Φ𝑘
(2)
(𝑧𝑘

(2)
) = 𝐵𝑘

(2)
+
1

2𝜋
∫ (

𝜔𝑘
(2)(𝜁)

𝜁𝑘
(2)
− 𝑧𝑘

(2)
− ∑

𝛼𝑘,𝑚
(2)
 𝜔𝑚

(2)(𝜁)

𝜁𝑚
(2)
− 𝑧𝑘

(2)

4

𝑚=1

)𝑑𝑠 +
Γ(2)

 

 +
1

2𝜋
∫ ∑

𝛼𝑘+4,𝑚
(1)

𝜔𝑚
(1)(𝜁)

𝜁𝑚
(1)
−𝑧𝑘

(2)
4
𝑚=1 𝑑𝑠, 𝐼𝑚 𝑧 ≤ 0

𝛤(1)
. 

𝜁𝑘
(𝑟)
= 𝑅𝑒 𝜁(𝑟) + 𝜇𝑘

(𝑟)
𝐼𝑚 𝜁(𝑟) , 𝜁(𝑟) = 𝜉1

(𝑟)
+ 𝑖𝜉2

(𝑟)
∈ Γ(𝑟)(𝑟 = 1,2), 

 Γ(1) = 𝑈

𝑛=1
𝑀1

Γ𝑛
(1)
, Γ(2) = 𝑈

𝑛=1
𝑀2

Γ𝑛
(2)
. 

 

Коефіцієнти 𝛼𝑘,𝑚
(𝑟)

 визначаються з системи (36). Сталі 𝐵𝑘
(𝑟)

 забезпечують існування 

заданих фізичних полів на нескінченості. Умови спряження фізичних полів 

виконуються автоматично для довільних функції 𝜔𝑚
(𝑟)(𝜁). 

Граничні значення комплексних потенціалів (40) на контурах тріщин (лівому 

і правомц берегах) визначаються за співвідношеннями Сохоцького-Племеля:  

{𝛷𝑘
(1)(𝑧𝑘

(1))}

𝑧(1)→𝜁0
(1)
∈𝛤(1)

(𝑧
𝑘
(1)

→𝜁
0𝑘
(1)

)

±

= 𝐵𝑘
(1) ±

𝑖𝜔𝑘
(1)(𝜁0

(1))

2𝑎𝑘
(1)(𝜓0)

+
1

2𝜋
∫ (

𝜔𝑘
(1)(𝜁)

𝜁𝑘
(1) − 𝜁0𝑘

(1)
− ∑

𝛼𝑘,𝑚
(1)
𝜔𝑚
(1)(𝜁)

𝜁
𝑚

(1)
− 𝜁0𝑘

(1)

4

𝑚=1

)𝑑𝑠 +
𝛤(1)

1

2𝜋
∫ ∑

𝛼𝑘+4,𝑚
(2) 𝜔𝑚

(2)(𝜁)

𝜁𝑚
(2) − 𝜁0𝑘

(1)

4

𝑚=1

𝑑𝑠
𝛤(2)

, 
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{Φ𝑘
(2)
(𝑧𝑘

(2)
)}

𝑧(2)→𝜁0
(2)
∈Γ(2)

(𝑧
𝑘
(2)

→𝜁
0𝑘
(2)

)

±

= 𝐵𝑘
(2)
±
𝑖𝜔𝑘

(2)
(𝜁0

(2)
)

2𝑎𝑘
(2)(𝜓0)

+
1

2𝜋
∫ (

𝜔𝑘
(2)(𝜁)

𝜁𝑘
(2)
− 𝜁0𝑘

(2)
− ∑

𝛼𝑘,𝑚
(2)
𝜔𝑚
(2)(𝜁)

𝜁
𝑚

(2)
− 𝜁0𝑘

(2)

4

𝑚=1

)𝑑𝑠 +
Γ(2)

+
1

2𝜋
∫ ∑

𝛼𝑘+4,𝑚
(1)

𝜔𝑚
(1)(𝜁)

𝜁𝑚
(1)
− 𝜁0𝑘

(2)

4

𝑚=1

𝑑𝑠
Γ(1)

, 

 

(41) 

𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓0) = 𝜇𝑘

(𝑟)
𝑐𝑜𝑠𝜓0 − 𝑠𝑖𝑛𝜓0 , 𝜓0 = 𝜓(𝜁0),  

Використовуємо (41) в граничних умовах (399) отримаємо: 

𝐼𝑚∑ 𝑐𝑛𝑘
(1)
𝜔𝑘
(1)
(𝜁0

(1)
) = 04

𝑘=1 , 𝐼𝑚∑ 𝑐𝑛𝑘
(2)
𝜔𝑘
(2)
(𝜁0

(2)
) = 04

𝑘=1 , (𝑛 = 1,4), (42) 

2𝑅𝑒∑ 𝑐𝑛𝑘
(1)
𝑎𝑘
(1)(𝜓0)

1

2𝜋
∫ (

𝜔𝑘
(1)(𝜁)𝑑𝑠

𝜁𝑘
(1)
−𝜁0𝑘

(1) − ∑
𝛼𝑘,𝑚
(1)

𝜔𝑚
(1)(𝜁)

𝜁𝑚
(1)
−𝜁0𝑘

(1)

4
𝑚=1 )𝑑𝑠 +

Γ(1)
4
𝑘=1

1

2𝜋
∫ ∑

𝛼𝑘+4,𝑚
(2)

𝜔𝑚
(2)(𝜁)

𝜁𝑚
(2)
−𝜁0𝑘

(1)
4
𝑚=1 𝑑𝑠

Γ(2)
= −2𝑅𝑒∑ 𝑐𝑛𝑘

(1)
𝑎𝑘
(1)(𝜓0)𝐵𝑘

(1)
+ 𝑏𝑛

(1)
=4

𝑘=1

𝑁𝑛
(1)

. 
(43) 

2𝑅𝑒∑ 𝑐𝑛𝑘
(2)
𝑎𝑘
(2)(𝜓0)

1

2𝜋
∫ (

𝜔𝑘
(2)(𝜁)𝑑𝑠

𝜁𝑘
(2)
−𝜁0𝑘

(2) − ∑
𝛼𝑘,𝑚
(2)

𝜔𝑚
(2)(𝜁)

𝜁𝑚
(2)
−𝜁0𝑘

(2)

4
𝑚=1 )𝑑𝑠 +

Γ(2)
4
𝑘=1

1

2𝜋
∫ ∑

𝛼𝑘+4,𝑚
(1)

𝜔𝑚
(1)(𝜁)

𝜁𝑚
(1)
−𝜁0𝑘

(2)
4
𝑚=1 𝑑𝑠

Γ(1)
= −2𝑅𝑒∑ 𝑐𝑛𝑘

(2)
𝑎𝑘
(2)(𝜓0)𝐵𝑘

(2)
+ 𝑏𝑛

(2)
=4

𝑘=1

𝑁𝑛
(2)
, (𝑛 = 1,4). 

Обчислимо суми в  правих частинах системи (43):  

2𝑅𝑒∑ 𝑐1𝑘
(𝑟)
𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓)𝐵𝑘

(𝑟)4
𝑘=1 = 2𝑅𝑒∑ 𝜇𝑘

(𝑟)
𝐴11 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) (𝜇𝑘

(𝑟)
𝑐𝑜𝑠 𝜓 −4

𝑘=1
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𝑠𝑖𝑛𝜓)𝐵𝑘
(𝑟)
=⟨𝜎11

(𝑟)
⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + ⟨𝜎12⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓, 

2𝑅𝑒∑ 𝑐2𝑘
(𝑟)
𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓)𝐵𝑘

(𝑟)4
𝑘=1 = 2𝑅𝑒∑ −𝐴11 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) (𝜇𝑘

(𝑟)
𝑐𝑜𝑠 𝜓 −4

𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜓)𝐵𝑘
(𝑟)
=⟨𝜎12⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + ⟨𝜎22⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓, 

 

2𝑅𝑒∑ 𝑐3𝑘
(𝑟)
𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓)𝐵𝑘

(𝑟)4
𝑘=1 = 2𝑅𝑒∑ 𝐴12 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) (𝜇𝑘

(𝑟)
𝑐𝑜𝑠 𝜓 −4

𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜓)𝐵𝑘
(𝑟)
=⟨𝐷1

(𝑟)
⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + ⟨𝐷2⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓, 

 

2𝑅𝑒∑ 𝑐4𝑘
(𝑟)
𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓)𝐵𝑘

(𝑟)4
𝑘=1 = 2𝑅𝑒∑ 𝐴13 (1, 𝜇𝑘

(𝑟)
) (𝜇𝑘

(𝑟)
𝑐𝑜𝑠 𝜓 −4

𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜓)𝐵𝑘
(𝑟)
=⟨𝐵1

(𝑟)
⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + ⟨𝐵2⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓. 

 

Тоді 

𝑁1
(𝑟)
= −𝑝(𝑟) 𝑐𝑜𝑠𝜓0 − ⟨𝜎11

(𝑟)
⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓0 − ⟨𝜎12⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓0 , (𝑟 = 1,2), 

(44) 

𝑁2
(𝑟)
= −𝑝(𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝜓0 − ⟨𝜎12⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓0 − ⟨𝜎22⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓0 

𝑁3
(𝑟)
= −⟨𝐷1

(𝑟)
⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓0 − ⟨𝐷2⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓0 

𝑁4
(𝑟)
= − ⟨𝐵1

(𝑟)
⟩ 𝑐𝑜𝑠 𝜓0 − ⟨𝐵2⟩ 𝑠𝑖𝑛 𝜓0 

Механічні, магнітні та електричні поля на нескінченності не є довільними, 

оскільки на площині 𝑥2 = 0 мають виконуватись умови спряження фізичних полів: 

𝑠11
(1)
⟨𝜎11

(1)
⟩ + 𝑠12

(1)⟨𝜎22⟩ + 𝑔21
(1)⟨𝐷2⟩ + 𝑝21

(1)⟨𝐵2⟩

= 𝑠11
(2)
⟨𝜎11

(2)
⟩ + 𝑠12

(2)⟨𝜎22⟩ + 𝑔21
(2)⟨𝐷2⟩ + 𝑝21

(2)⟨𝐵2⟩, 

𝛽11
(1)
⟨𝐷1

(1)
⟩ + 𝑣11

(1)
⟨𝐵1

(1)
⟩ + (𝑔16

(2)
− 𝑔16

(1)
) ⟨𝜎12⟩ = 𝛽11

(2)
⟨𝐷1

(2)
⟩ + 𝑣11

(2)
⟨𝐵1

(2)
⟩, 
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𝑣11
(1)
⟨𝐷1

(1)
⟩ + 𝜒11

(1)
⟨𝐵1

(1)
⟩ + (𝑝16

(2)
− 𝑝16

(1)
) ⟨𝜎12⟩ = 𝑣11

(2)
⟨𝐷1

(2)
⟩ + 𝜒11

(2)
⟨𝐵1

(2)
⟩. 

Зв'язок між польовими величинами  має бути таким: 

𝑠11
(2)
⟨𝜎11

(2)
⟩ = 𝑠11

(1)
⟨𝜎11

(1)
⟩ + (𝑠12

(1)
− 𝑠12

(2)
) ⟨𝜎22⟩ + (𝑔21

(1)
− 𝑔21

(2)
) ⟨𝐷2⟩

+ (𝑝21
(1)
− 𝑝21

(2)
) ⟨𝐵2⟩ 

(45) 

[
𝛽11
(2)
, 𝑣11
(2)

𝑣11
(2)
, 𝜒11

(2)
] [
⟨𝐷1

(2)
⟩

⟨𝐵1
(2)
⟩
] = [

𝛽11
(1)
, 𝑣11

(1)

𝑣11
(1)
, 𝜒11

(1)
] [
⟨𝐷1

(1)
⟩

⟨𝐵1
(1)
⟩
] + ⟨𝜎12⟩ [

(𝑔16
(2)
− 𝑔16

(1)
)

(𝑝16
(2)
− 𝑝16

(1)
)
] 

 

 

Рисунок 3 Поля на нескінченності 

Нехай на нескінченності (Рисунок 3) мають місце однорідні поля ⟨𝜎11
(𝑟)
⟩, ⟨𝜎12

(𝑟)
⟩, 

⟨𝜎22
(𝑟)
⟩, ⟨𝐷1

(𝑟)
⟩, ⟨𝐷2

(𝑟)
⟩, ⟨𝐵1

(𝑟)
⟩, ⟨𝐵2

(𝑟)
⟩. Тоді, з урахуванням умов спряження (33) фізичні 

поля в складеній площині задовольняють таким умовам: 

𝜎12
(1)
= 𝜎12

(2)
= ⟨𝜎12⟩, 𝜎22

(1)
= 𝜎22

(2)
= ⟨𝜎22⟩, 𝐵2

(1)
= 𝐵2

(2)
= ⟨𝐵2⟩,  

𝐷2
(1)
= 𝐷2

(2)
= ⟨𝐷2⟩, 

 

 

  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

12

22
2D

( )2

11

( )1

1D

( )2

1B

0
1x

2x

2

1

2B

( )1
11

12

( )2

1D

( )1
1B



27 

 

𝑠11
(2)
⟨𝜎11

(2)
⟩ = 𝑠11

(1)
⟨𝜎11

(1)
⟩ + (𝑠12

(1)
− 𝑠12

(2)
) ⟨𝜎12⟩ + (𝑔21

(1)
− 𝑔21

(2)
) ⟨𝐷2⟩

+ (𝑝21
(1)
− 𝑝21

(2)
) ⟨𝐵2⟩ 

 

[
𝛽11
(2)
, 𝑣11
(2)

𝑣11
(2)
, 𝜒11

(2)
] [
⟨𝐷1

(2)
⟩

⟨𝐵1
(2)
⟩
] = [

𝛽11
(1)
, 𝑣11

(1)

𝑣11
(1)
, 𝜒11

(1)
] [
⟨𝐷1

(1)
⟩

⟨𝐵1
(1)
⟩
] + ⟨𝜎12⟩ [

(𝑔16
(2)
− 𝑔16

(1)
)

(𝑝16
(2)
− 𝑝16

(1)
)
] 

(46) 

𝐸2
(𝑟)
= −𝑔21

(𝑟)
⟨𝜎11

(𝑟)
⟩ − 𝑔22

(𝑟)⟨𝜎22⟩ + 𝛽22
(𝑟)⟨𝐷2⟩ + 𝑣22

(𝑟)⟨𝐵2⟩ 
 

𝐻2
(𝑟)
= −𝑝21

(𝑟)
⟨𝜎11

(𝑟)
⟩ − 𝑝22

(𝑟)⟨𝜎22⟩ + 𝑣22
(𝑟)⟨𝐷2⟩ + 𝜒22

(𝑟)⟨𝐵2⟩, (𝑟 = 1,2) 
 

Позначимо ядра інтегральних рівнянь 

𝑔𝑗𝑚
(𝑟)(𝜁, 𝜁0) =

𝑐𝑗𝑚
(𝑟)
𝑎𝑚
(𝑟)(𝜓0)

𝜁𝑚
(𝑟)
− 𝜁0𝑚

(𝑟)
−∑

𝑐̄𝑗𝑘
(𝑟)
𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓0)𝛼𝑘,𝑚

(𝑟)

𝜁𝑚
(𝑟)
− 𝜁

0𝑘

(𝑟)
,

4

𝑘=1

 

𝐺𝑗𝑚
(3−𝑟)(𝜁, 𝜁0) = ∑

𝑐𝑗𝑘
(𝑟)
𝑎𝑘
(𝑟)(𝜓0)𝛼𝑘+4,𝑚

(3−𝑟)

𝜁𝑚
(3−𝑟)

− 𝜁0𝑘
(𝑟)

4

𝑘=1

, (𝑟 = 1,2). 

Тоді мішану систему (42), (43) можна записати у вигляді 

𝑅𝑒 ∑ {∫ 𝑔𝑗𝑚
(1)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑚

(1)(𝜁)𝑑𝑠 +
𝛤(1)

∫ 𝐺𝑗𝑚
(2)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑚

(2)(𝜁)𝑑𝑠
𝛤(2)

} = 𝜋𝑁𝑗
(1)(𝜁0)

4

𝑚=1

 
 

𝑅𝑒 ∑ {∫ 𝑔𝑗𝑚
(2)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑚

(2)(𝜁)𝑑𝑠 +
𝛤(2)

∫ 𝐺𝑗𝑚
(1)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑚

(1)(𝜁)𝑑𝑠
𝛤(1)

} = 𝜋𝑁𝑗
(2)(𝜁0)

4

𝑚=1

 
(47) 

𝐼𝑚 ∑ 𝑐𝑗𝑚
(𝑟)
𝜔𝑚
(𝑟)(𝜁) = 0, (𝑗 = 1,4;   𝑟 = 1,2)

4

𝑚=1

 
 

Цю систему треба розглядать сумісно з додатковими умовами однозначності 

переміщень, а також електричного і магнітного потенціалів, що мають вигляд 

𝐼𝑚∑𝑚𝑗𝑘
(𝑟)
∫ 𝜔𝑘

(𝑟)(𝜁)𝑑𝑠 = 0, (𝑗 = 1,4; 𝑟 = 1,2)
Γ𝑛
(𝑟)

4

𝑘=1

, (48) 
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𝑚1𝑘 = 𝑝𝑘 , 𝑚2𝑘 = 𝑞𝑘, 𝑚3𝑘 = 𝛼𝑘
𝐸 , 𝑚4𝑘 = 𝛼𝑘

𝐻 
 

Величини 𝑚𝑗𝑘 визначено в (22), (25), (28). 

Ядра 𝑔𝑗𝑚
(𝑟)

 мають особливість типу Коші, а ядра 𝐺𝑗𝑚
(𝑟)

  - неперервні в усіх 

точках еонтурів. Таким чином, розв’язання поставленої здачі зводиться до 

розв’язання мішаної системи сингулярних інтегральних та алгебраїчних рівнянь  

(47), з додатковими умовами (48). 

2.5  Характеристики фізичних полів в околі вершин тріщин 

При визначені умов руйнування тіла (розповсюдження тріщин) 

використовують головні значення фізичних полів в околі вершин тріщин. Граничні 

значенні таких величин визначаються експериментально, та є характеристиками 

відповідних матеріалів, тоді умови розповсюдження тріщини виглядають таким 

чином 

𝐾𝐼 < 𝐾𝜎;    𝐾𝐼𝐼 < 𝐾𝜏; 𝐾𝐷 < 𝐾1𝐷;  𝐾𝐵 < 𝐾1𝐵 . 

де коефіцієнти інтенсивності нормального відриву 
I  і поперечного зсуву 

II  

визначаються рівностями 

 ( )( ) ( )( )1 1

0 0
lim 2 , lim 2I n II ns
r r

r r   
→ →

 =  = ,                               (49) 

Коефіцієнти інтенсивності електричної та магнітної індукції так 

 ( )( ) ( )( )1 1

0 0
lim 2 , lim 2D n B n
r r

rD rB 
→ →

 =  = . (50) 

В околі вершини c  

 

2 2

11 12 22

22 11
12

cos sin 2 sin ,

cos2 sin 2 ,
2

n c c c

ns c c

      

 
   

= + +

−
= +
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де   – кут нормалі між площадкою, на якій обчислюються напруження, та 

віссю 
1x . 

В нашому випадку щільності ω1k(ζ)   мають кореневі особливості в околі 

вершин тріщин.  Введемо ω1k(ζ)  таким чином: 

ω1k(ζ) =
ω1k
∗ (ζ)

√(ζ − a)(ζ − b)
=

Ω1k(β)

s′(β)√1 − β2
,     s′(β) =

ds

dβ
  

де s′(β)𝑑β - елемент довжини дуги тріщини. 

З урахуванням (29) коефіцієнти інтенсивності (49), (50) визначаються так 

( )
( ) ( ) ( )

4

11 1

1

Re 1, 1
1

I k c k k

k

a A
s


 

=

 =  
 


, 

 
( )

( ) ( ) ( )
4

11 1

1

Re 1, 1
1

II k c k k

k

b A
s


 

=

 =  
 

 , ( )
( )k

k

da
b

d





= ,                (51) 

( )
( ) ( )

4

12 1

1

Re 1, 1
1

D k k

k

A
s




=

 =  
 


, 

( )
( ) ( )

4

13 1

1

Re 1, 1
1

B k k

k

A
s




=

 =  
 

 . 

Визначимо також  коефіцієнти інтенсивності електричної EK та магнітної 

HK  напруженостей   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

0 0
lim 2 , lim 2E s H s
r r

K rE K rH 
→ →

= = . 

Через щільності ( )1 1k   маємо 

( )

( )
( )

4
1

1 1

1

Re 1
1

E

E k k

k

K
s




=

=  
 

 , 
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( )

( )
( )

4
1

1 1

1

Re 1
1

H

H k k

k

K
s




=

=  
 

 , 

де 

1 11 12 13 14 1 11 12 13 14, , , , , , ,E E E E E H H H H H            = =    . 

2.6  Потік енергії у вершину тріщини при її просуванні 

За концепцією Гриффітса для визначення критерію руйнування велике 

значення має величина потоку енергії у вершину тріщини при її просуванні у тілі. 

У магнетоелектропружному середовищі крім механічної енергії, у потік може 

входити магнітна та електрична енергії. Критерій руйнування залежить від виду 

граничних умов на берігах тріщин. 

Нехай 
( ) ( ) ( )0 0 0

0 0, , , ,E H

ij ij ie u    – відповідні польові величини, що відповідають 

деякому початковому стану «0», а 
( ) ( ) ( )1 1 1

1 1, , , ,E H

ij ij ie u    – відповідно величини, що 

отримуються коли частина поверхні (двохстороння) тріщини одержує приріст   - 

стан «1». В постановці задачі відсутні об'ємні сили та вільні заряди у тілі, тоді для 

внутрішньої енергії при переході зі стану «0» у стан «1» визначимо приріст потоку 

енергії A , що відповідає приросту  : 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 1 0 1

1 1

1 1 1

2 2 2

E E

ij j i j j j jA n u ds D n ds D n ds  

  

     = + − −      
 

 
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 0 1

0 1 1

1 1 1

2 2 2

E H H

j j j j j jD n ds B n ds B n ds  
  

    − + − −         

( )  
1

1

0

1
,

2

H

j jB n ds f f f + −



 − = −
 

. 
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Знаки   відносяться до граничних значень величин 
( ) ( ) ( )1 1 1

1 1, , , ,E H

j j ju D B   на 

двосторонній поверхні  , а інтегрується за однією стороною цієї поверхні. 

Умова просування тріщини має вигляд 

 ( )1 2 A  +  = − ,  

де   – густина поверхневої енергії. 

У моделі тріщини в задачі   (за умови, що розпираючий тиск 0p = ) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

0, 0, 0 , 1,2n j j n j j ij jD D n B B n n i j= = = = = = .  

Нехай тріщина   збільшила свою довжину по дотичній за вершину c  на малу 

величину h l=   та вершина перейшла в положення c . З урахуванням 

неперервності 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

, , , ,E H ij j jD B    на ділянці cc , маємо з урахуванням 

граничних умов. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 01 1 1

2 2 2

HE

l ij j i j j i j j i

cc cc cc

A n u ds D n ds B n ds  

  

     = + +       .  

Відповідно умова поширення тріщини має вигляд 

 
( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0

1
0

0 0 0

1 1
2 lim

2

l l l

E H

ij j i j j j j i
l

n u ds D n ds B n ds
l

   
  

 →

 
     = − + +       

   .  

Розглянемо праву частину цієї формули 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

4
0 0 0

1 11 1 12 2 11 1

1

1
Re 1, 1

2 1
j j k k k

k

n n n A
rs

    
=

= + =  
 


, 

 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

4
0 0 0

2 21 1 22 2 11 1

1

1
Re 1, 1

2 1
j j k k

k

n n n A
rs

   
=

= + = −  
 

 , 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

4
0 0 0

1 1 2 2 12 1

1

1
Re 1, 1

2 1
j j k k

k

D n D n D n A
rs


=

= + =  
 


, 
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

4
0 0 0

1 1 2 2 13 1

1

1
Re 1, 1

2 1
j j k k

k

B n B n B n A
rs


=

= + =  
 


. 

Стрибки ( )1

1 1, ,E H

iu           
 на ділянці за вершиною тріщини в точці M cc , 

що віддалена від вершини c  на відстань h r−  такі 

     
( )

( )
( ) ( )  ( )

4
1 1

1 2 1

1

2 2
, Re , 1

1
k k k

k

h r
u u p q i

s =

−
=  

 
 , 

 
( )

( )
  ( )

4

1 1 1 1 1

1

2 2
, Re , 1

1

E H E H

k k k

k

h r
i

s
   

=

−
    =      

 


. 

Тоді умова поширення тріщин визначається  через щільності ( )1 1k   так 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

4
1 1

11 12 13 1 14 1 1
0

10

1 1
2 lim Im 1

1

h

E H

k k k k k
h

k

h r
dr Q p Q q Q Q

s h r
  

→
=

 −
= + + +   

  
 

 , 

де 

( ) ( ) ( )
4

11 1 11

1

1, 1 1k k k

k

A Q 
=

  = 
, 

( ) ( ) ( )
4

11 1 12

1

1, 1 1k k

k

A Q
=

  = − 
, 

( ) ( ) ( )
4

12 1 13

1

1, 1 1k k

k

A Q
=

  = 
,   

( ) ( ) ( )
4

13 1 14

1

1, 1 1k k

k

A Q
=

  = 
. 
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3 ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК. СИНГУЛЯРНІ ІНТЕГРАЛЬНІ 

РІВНЯННЯ НА РОЗІМКНЕНИХ КОНТУРАХ 

Розвяжемо отриману систему рівнянь з використанням одного з методів 

механічних квадратур до сингулярних інтегральних рівнянь  

𝑅𝑒∑{∫ 𝑔𝑗𝑘
(1)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑘

(1)(𝜁)𝑑𝑠 +
𝛤(1)

∫ 𝐺𝑗𝑘
(2)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑘

(2)(𝜁)𝑑𝑠
𝛤(2)

} = 𝜋𝑁𝑗
(1)(𝜁0)

4

𝑘=1

,

𝜁0 ∈ 𝛤
(1), 

𝑅𝑒∑{∫ 𝐺𝑗𝑘
(1)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑘

(1)(𝜁)𝑑𝑠 + ∫ 𝑔𝑗𝑘
(2)(𝜁, 𝜁0)𝜔𝑘

(2)(𝜁)𝑑𝑠
𝛤(2)𝛤(1)

} = 𝜋𝑁𝑗
(2)(𝜁0)

4

𝑘=1

,

𝜁0 ∈ 𝛤
(2), 

𝐼𝑚∑𝑐𝑗𝑘
(𝑟)𝜔𝑘

(𝑟)(𝜁) = 0, 𝜁0 ∈ 𝛤
(𝑟), (𝑗 = 1,4;   𝑟 = 1,2)

4

𝑘=1

. 

(49) 

разом з додатковими умовами 

𝐼𝑚∑𝑚𝑗𝑘
(𝑟)
∫ 𝜔𝑘

(𝑟)(𝜁)𝑑𝑠 = 0, (𝑗 = 1,4; 𝑟 = 1,2)
Γ𝑚
(𝑟)

4

𝑘=1

, (50) 

𝑚1𝑘 = 𝑝𝑘 , 𝑚2𝑘 = 𝑞𝑘, 𝑚3𝑘 = 𝛼𝑘
𝐸 , 𝑚4𝑘 = 𝛼𝑘

𝐻 ,  

де 𝑚𝑗𝑘 визначені у (22), (25), (28). 

3.1  Квадратурні формули на розімкнених контурах 𝜞𝒎
(𝒓)

 

Параметриуємо контури 𝛤𝑚
(𝑟)

  

𝜁 = 𝜁(𝛽),    𝜁0 = 𝜁(𝛽0),    𝑎 = 𝜁(−1),    𝑏 = 𝜁(1),     𝜁, 𝜁0 ∈ 𝛤
(𝑟) =∪ 𝛤𝑚

(𝑟)
, 

−1 ≤ 𝛽, 𝛽0 ≤ 1 
(51) 

Для тріщини параболічного перетину вводимо параметризацію: 

𝜁(𝛽) = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 = (𝑝1𝛽 + 𝑖𝑝2𝛽
2)𝑒𝑖𝛼 + 𝑖ℎ, −1 ≤ 𝛽 ≤ 1 (52) 
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де 𝑝1,𝑝2- числові параметри, зокрема, коли при 𝑝2 = 0 тріщина прямолінійна; 

𝛼 - кут нахилу осі симетрії параболи до осі 𝑂𝑥1; ℎ - комплексне число, що задає 

координати  вершини параболи (середини тріщини у прямолінійному випадку). 

На розімкнених контурах 𝛤𝑚
(𝑟)

 в околі вершин тріщин щільності 𝜔𝑘𝑚
(𝑟)(𝜁)  

мають кореневі особливості, з урахуванням параметризації, на кінцях інтервалу 

(−1; 1), покладемо 

𝜔𝑘𝑚
(𝑟)(𝜁) =

𝜔𝑘𝑚
(𝑟)∗(𝜁)

√(𝜁 − 𝑎)(𝜁 − 𝑏)
=

𝛺𝑘𝑚
(𝑟)(𝛽)

𝑠′(𝛽)√1 − 𝛽2
,    𝑠′(𝛽) =

𝑑𝑠

𝑑𝛽
 (53) 

Розіб’ємо відрізок  (−1; 1)  точками інтерполяції 𝛽𝑗  (точки де визначаються 

значення невідомих) та коллокації 𝛽𝑜𝑙 (в цих точках задовольняються інтегральні 

рівняння: 

𝛽𝑗 = 𝑐𝑜𝑠 (
2𝑗 − 1

2𝑛
𝜋) , (𝑗 = 1, 𝑛), 𝑇𝑛(𝛽𝑗) = 0 (54) 

𝛽𝑜𝑙 = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑙

𝑛
) , (𝑙 = 1, 𝑛 − 1),𝑈𝑛−1(𝛽𝑜𝑙) = 0 (55) 

де 𝛽𝑗  - нулі многочленів Чебишова 1-го роду 𝑇𝑛(𝛽) ; 𝛽𝑜𝑙  - нулі многочленів 

Чебишова 2-го роду   𝑈𝑛(𝛽). 

На системи вузлів (54) квадратурні формули Гауса для такі 

∫
𝜔𝑘
(𝑟)(𝜁)𝑑𝑠

𝜁𝑘 − 𝜁0𝑘𝛤(𝑟)

= ∫
𝛺𝑘
(𝑟)(𝛽)𝑑𝛽

√1 − 𝛽2(𝜁𝑘(𝛽) − 𝜁𝑘(𝛽0))

1

−1

=
𝜋

𝑛
∑

𝛺𝑘
(𝑟)(𝛽𝑗)

𝜁𝑘(𝛽𝑗) − 𝜁𝑘(𝛽0)
+ 𝜋𝛺𝑘

(𝑟)(𝛽0)
𝑈𝑛−1(𝛽0)

𝑇𝑛(𝛽0)

𝑛

𝑗=1

 

𝜁, 𝜁0 ∈ 𝛤 

(56) 

При виборі точок коллокації (55) квадратурні формули (56) набувають 

вигляду: 
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∫
𝜔𝑘
(𝑟)(𝜁)𝑑𝑠

𝜁𝑘 − 𝜁0𝑘𝛤(𝑟)
= ∫

𝛺𝑘
(𝑟)(𝛽)𝑑𝛽

√1 − 𝛽2(𝜁𝑘(𝛽) − 𝜁𝑘(𝛽0𝑙))
≃
𝜋

𝑛
∑

𝛺𝑘
(𝑟)(𝛽𝑗)

𝜁𝑘(𝛽𝑗) − 𝜁𝑘(𝛽0𝑙)

𝑛

𝑗=1

1

−1

, 

(𝑙 = 1,  𝑛 − 1). 

(57) 

Для несингулярного інтегралу  квадратурна формула така 

∫
𝐺(𝜁(𝛽), 𝜁(𝛽0))𝛺𝑘

(𝑟)(𝛽)

√1 − 𝛽2
𝑑𝛽 ≃

𝜋

𝑛
∑𝐺 (𝜁(𝛽𝑗), 𝜁(𝛽0))𝛺𝑘

(𝑟)
(𝛽𝑗).

𝑛

𝑗=1

1

−1

 (58) 

3.2  Зведення алгоритму до СЛАР 

З урахуванням формул (57), (58), шукаємо розв’язки системи (49)-(50) в 

точках інтерполяції на кожній з тріщин, нехай у верхньому півпросторі 𝑘1 , а у 

нижньому - 𝑘2  тріщин , тоді система (49)-(50) зводиться до системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь (СЛАР) відносно 8𝑛(𝑘1 + 𝑘2)  значень комплексних 

щільностей 𝛺𝑘𝑚
(𝑟)
(𝜁(𝛽𝑖)) = 𝛺𝑘𝑚

(𝑟)(𝛽𝑖)  та відповідних комплексно спряжених величин 

𝛺𝑘𝑚
(𝑟)(𝛽𝑖): 

• алгебраїчні рівняння (4𝑛(𝑘1 + 𝑘2) рівнянь) 

𝐼𝑚∑𝑐𝑗𝑘
(𝑟)𝛺𝑘𝑚

(𝑟)(𝜁(𝛽𝑖)) = 0,

4

𝑘=1

𝜁 ∈ 𝛤𝑚
(𝑟), (𝑗 = 1,4, 𝑖 = 1, 𝑛;  𝑚 = 1, 𝑘1+𝑘2,  𝑟 = 1,2) 

(59) 

• інтегральні рівняння (4(𝑛 − 1)(𝑘1 + 𝑘2) рівнянь) 

𝑅𝑒∑(∑ ∑𝑔𝑗𝑘
(1) (𝜁(1)(𝛽𝑖), 𝜁0(𝛽0𝑙))𝛺𝑘𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑘1

𝑚1=1

+

4

𝑘=1

 

+ ∑ ∑𝐺𝑗𝑘
(2) (𝜁(2), 𝜁0(𝛽0𝑙))𝛺𝑘𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑘2

𝑚2=1

) = 𝑛𝑁𝑗
(1)(𝜁0(𝛽0𝑙)), 𝜁0 ∈ 𝛤

(1), 

(60) 
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𝑅𝑒∑(∑ ∑𝐺𝑗𝑘
(1) (𝜁(1)(𝛽𝑖), 𝜁0(𝛽0𝑙))𝛺𝑘𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑘1

𝑚1=1

+

4

𝑘=1

 

+ ∑ ∑𝑔𝑗𝑘
(2) (𝜁(2), 𝜁0(𝛽0𝑙))𝛺𝑘𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑘2

𝑚2=1

) = 𝑛𝑁𝑗
(2)(𝜁0(𝛽0𝑙)), 𝜁0 ∈ 𝛤

(2), 

𝑗 = 1,4, 𝑙 = 1, 𝑛 − 1, 𝛤(𝑟) = ⋃ 𝛤𝑚
(𝑟)

𝑘𝑟

𝑚=1

 

• додаткові умови (4(𝑘1 + 𝑘2) рівнянь) 

𝐼𝑚∑{

𝑝𝑘
𝑞𝑘
𝛼1𝑘
𝐸

𝛼1𝑘
𝐻

}∑𝛺𝑘𝑚
(𝑟)(𝛽𝑖)

𝑛

𝑖=1

4

𝑘=1

= 0. (61) 

Таким чином, (49)-(50) зводяться до системи з 8𝑛(𝑘1 + 𝑘2)  лінійних 

алгебраїчних рівнянь щодо значень функцій 𝛺𝑘𝑚
(𝑟)(𝛽𝑖)  та 𝛺𝑘𝑚

(𝑟)(𝛽𝑖) у вузлах 𝛽𝑖(𝑖 =

1, 𝑛) на кожному контурі. 

Для дійсної та уявної частин відповідних функцій використовуємо таке: 

𝑅𝑒 𝑓 (𝑧) =
𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑧)

2
, 𝐼𝑚 𝑓 (𝑧) =

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧)

2𝑖
. 

Система рівнянь набуває вигляду: 
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• алгебраїчні рівняння (59):  

С

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛺1𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺1𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0(𝑖 = 1, 𝑛, 𝑟 = 1,2,𝑚𝑟 = 1, 𝑘𝑟), (62) 

С(𝑟) = (С𝑟
∗ |−С𝑟

∗) 

С𝑟
∗ =

(

  
 

𝜇1
(𝑟) ⋅ 𝐴11

(𝑟)(1, 𝜇1
(𝑟)) 𝜇2

(𝑟) ⋅ 𝐴11
(𝑟)(1, 𝜇2

(𝑟)) 𝜇3
(𝑟) ⋅ 𝐴11

(𝑟)(1, 𝜇3
(𝑟)) 𝜇 ⋅ 𝐴11

(𝑟)(1, 𝜇4
(𝑟))

−𝐴11
(𝑟)(1, 𝜇1

(𝑟)) −𝐴11
(𝑟)(1, 𝜇2

(𝑟)) −𝐴11
(𝑟)(1, 𝜇3

(𝑟)) −𝐴11
(𝑟)(1, 𝜇4

(𝑟))

𝛼11
𝐸(𝑟) 𝛼12

𝐸(𝑟) 𝛼13
𝐸(𝑟) 𝛼14

𝐸(𝑟)

𝛼11
𝐻(𝑟) 𝛼12

𝐻(𝑟) 𝛼13
𝐻(𝑟) 𝛼14

𝐻(𝑟)
)

  
 
, 

 

• сингулярні інтегральні рівняння (60) 

∑ ∑𝑔(1) (𝜁(1)(𝛽𝑖), 𝜁0(𝛽0𝑙))

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛺1𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺1𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚1

(1) (𝛽𝑖))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛

𝑖=1

𝑘1

𝑚1=1

+ 
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+ ∑ ∑𝐺(2) (𝜁(2)(𝛽𝑖), 𝜁0(𝛽0𝑙))

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛺1𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺1𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚2

(2) (𝛽𝑖))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛

𝑖=1

𝑘2

𝑚2=1

= 2𝑛𝑁(1)(𝜁0(𝛽0𝑙)), 𝜁0 ∈ 𝛤
(1), 

∑ ∑𝐺(1) (𝜁(1)(𝛽𝑖), 𝜁0(𝛽0𝑙))

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛺1𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺1𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚1

(1) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚1

(1) (𝛽𝑖))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛

𝑖=1

𝑘1

𝑚1=1

+ (63) 
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+ ∑ ∑𝑔(2) (𝜁(2)(𝛽𝑖), 𝜁0(𝛽0𝑙))

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛺1𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺1𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚2

(2) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚2

(2) (𝛽𝑖))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛

𝑖=1

𝑘2

𝑚2=1

= 2𝑛𝑁(2)(𝜁0(𝛽0𝑙)), 𝜁0 ∈ 𝛤
(2) 

де 

𝑔(𝑟) = (𝑔𝑟
∗|𝑔𝑟

∗), 𝐺(𝑟) = (𝐺𝑟
∗|𝐺𝑟

∗) 

𝑔𝑟
∗(𝜁, 𝜁0) = ‖𝑔𝑗𝑚

(𝑟)(𝜁, 𝜁0)‖
4×4

, 𝐺𝑟
∗(𝜁, 𝜁0) = ‖𝐺𝑗𝑚

(𝑟)(𝜁, 𝜁0)‖
4×4

 

(𝑙 = 1, 𝑛 − 1), 

• умови однозначності (61): 

∑(𝑚(𝑟)| − 𝑚(𝑟))

𝑛

𝑖=1

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛺1𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺1𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺2𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺3𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖)

𝛺4𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽𝑖))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0𝑚(𝑟) =

(

  
 

𝑝1
(𝑟)

𝑝2
(𝑟)

𝑝3
(𝑟)

𝑝4
(𝑟)

𝑞1
(𝑟)

𝑞2
(𝑟)

𝑞3
(𝑟)

𝑞4
(𝑟)

𝛼11
𝐸(𝑟)

𝛼12
𝐸(𝑟)

𝛼13
𝐸(𝑟)

𝛼14
𝐸(𝑟)

𝛼11
𝐻(𝑟)

𝛼12
𝐻(𝑟)

𝛼13
𝐻(𝑟)

𝛼14
𝐻(𝑟)

)

  
 

 

(𝑟 = 1,2,𝑚𝑟 = 1, 𝑘𝑟). 

(64) 

На контурах 𝛤𝑚  тріщин для визначення геометричних велчин 

використовуються наступні співвідношення: 
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𝜁(𝛽) = 𝑥1(𝛽) + 𝑖𝑥2(𝛽) 

𝜁 = 𝜁(𝛽), 𝜁0 = 𝜁(𝛽0),−1 ≤ 𝛽, 𝛽0 ≤ 1, 

𝜁𝜈 = 𝑅𝑒 𝜁 + 𝜇𝜈 𝐼𝑚 𝜁 = 𝜁𝜈(𝛽),   𝜁0𝜈 = 𝑅𝑒 𝜁0 + 𝜇𝜈 𝐼𝑚 𝜁0 = 𝜁𝜈(𝛽0), 

𝑒𝑖𝜓 = 𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓 = −𝑖
𝑑𝜁

𝑑𝑠
= −𝑖

𝜁′(𝛽)

𝑠′(𝛽)
,   𝑒𝑖𝜓0 = −𝑖

𝜁′(𝛽0)

𝑠′(𝛽0)
,  

𝑎𝑗(𝜓) =
𝑑𝜁𝑗
𝑑𝑠

=
𝜁𝑗
′(𝛽)

𝑠′(𝛽)
,   𝑎𝑗(𝜓0) =

𝜁𝑗
′(𝛽0)

𝑠′(𝛽0)
,    

𝑠′(𝛽) = √[𝑥1
′(𝛽)]2 + [𝑥2

′ (𝛽)]2 

Для визначення значень функцій 𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽) в довільній точці відрізку [−1,1] 

скористаємось інтерполяційним многочленом Лагранжа за вузлами інтерполяції 

𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟) (𝛽) =
1

𝑛
∑(−1)𝑗+1𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟)
(𝛽𝑗)

𝑇𝑛(𝛽)√1 − 𝛽𝑗
2

𝛽 − 𝛽𝑗

𝑛

𝑗=1

, −1 ≤ 𝛽 ≤ 1 (65) 

Зокрема, на у вершинах тріщин при 𝛽 = ±1 

𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟) (1) = −
1

𝑛
∑(−1)𝑗𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟)
(𝛽𝑗)𝑐𝑡𝑔 (

2𝑗 − 1

4𝑛
𝜋)

𝑛

𝑗=1

, 

𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟) (−1) =
1

𝑛
∑(−1)𝑗+𝑛𝛺𝑘𝑚𝑟

(𝑟)
(𝛽𝑗)𝑡𝑔 (

2𝑗 − 1

4𝑛
𝜋)

𝑛

𝑗=1

. 

(66) 

Значення щільностей (66) використовуються в формулах коефіцієнтів 

інтенсивності для фізичних величин в вершинах тріщин , що у матричній формі 

обчислюються так: 

(

 
 
 

Κ𝐼
Κ𝐼𝐼
Κ𝐷
Κ𝐵
Κ𝐸
Κ𝐻)

 
 
 
(±1) = √

𝜋

𝑠′(±1)
𝑅𝑒

{
 
 

 
 

𝐴

(

  
 

Ω1𝑚
(𝑟)
,   (±1)

Ω2𝑚
(𝑟)
,   (±1)

Ω3𝑚
(𝑟)
,   (±1)

Ω4𝑚
(𝑟)
,   (±1))

  
 

}
 
 

 
 

 

де  
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𝐴 =

(

 
 
 
 
 
 

𝑎1(𝜓𝑐)𝐴11
(𝑟)
(1, 𝜇1) 𝑎2(𝜓𝑐)𝐴11

(𝑟)
(1, 𝜇2) 𝑎3(𝜓𝑐)𝐴11

(𝑟)
(1, 𝜇3) 𝑎4(𝜓𝑐)𝐴11

(𝑟)
(1, 𝜇4)

𝑏1(𝜓𝑐)𝐴11
(𝑟)
(1, 𝜇1) 𝑏2(𝜓𝑐)𝐴11

(𝑟)
(1, 𝜇2) 𝑏3(𝜓𝑐)𝐴11

(𝑟)
(1, 𝜇3) 𝑏4(𝜓𝑐)𝐴11

(𝑟)
(1, 𝜇4)

𝐴12
(𝑟)(1, 𝜇1)              𝐴12

(𝑟)
(1, 𝜇2)              𝐴12

(𝑟)
(1, 𝜇3)                  𝐴12

(𝑟)
(1, 𝜇4)

𝐴13
(𝑟)(1, 𝜇1)                 𝐴13

(𝑟)
(1, 𝜇2)             𝐴13

(𝑟)
(1, 𝜇3)                     𝐴13

(𝑟)
(1, 𝜇4)

𝛼11
𝐸(𝑟)

                       𝛼12
𝐸(𝑟)

                        𝛼13
𝐸(𝑟)

                              𝛼14
𝐸(𝑟)

𝛼11
𝐻(𝑟)

                      𝛼12
𝐻(𝑟)

                       𝛼13
𝐻(𝑟)

                              𝛼14
𝐻(𝑟)

)

 
 
 
 
 
 

 

За побудованим чисельним алгоритмом напмсано програму мовою Python, 

що розраховує коефіцієнти інтенсивностй фізичних полів та енергетичний 

критерій руйнування в поставленій задачі. 

3.3 Тріангуляція Делоне 

В процесі роботи було застосовано метод тріангуляції Делоне. Він дає 

можливість побудувати тріщини, які не будуть перетинатися. 

Огляд методу [26]. Для множини точок S на площині, тріангуляція 

Делоне́— це тріангуляція DT(S), коли будь яка точка з множини S знаходиться 

зовні описаних навколо трикутників кіл в множині DT(S). (Рисунок 4) Тріангуляція 

Делоне допомагає при можливості зменшити кількість малих кутів. Даний спосіб 

тріангуляції було винайдено в 1934 році радянським вченим Борисом Делоне. 

Якщо опиратися на формулювання Делоне, можна визначити, що коло 

описане довкола трикутника утворене з трьох точок з вихідної множини точок є 

пустим тільки тоді, коли дане коло не містить більше ніж три точки трикутника які 

його задають. 

Згідно з умовою Делоне мережа трикутників представляє з себе тріангуляцію 

Делоне тільки тоді, коли всі кола описані навколо трикутників є пустими. Для 

двовимірного простору це є початковим визначенням, яке можна застосовувати і 

для тривимірного простору якщо замінити описані кола на описані сфери.  

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D1%96%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D1%83%D0%BB%D1%8F%D1%86%D1%96%D1%8F_(%D0%B3%D0%B5%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D1%82%D1%80%D1%96%D1%8F)
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BF%D0%B8%D1%81%D0%B0%D0%BD%D0%B5_%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%BE
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B8%D0%BA%D1%83%D1%82%D0%BD%D0%B8%D0%BA
https://uk.wikipedia.org/wiki/1934
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B5%D0%BB%D0%BE%D0%BD%D0%B5_%D0%91%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%81_%D0%9C%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B0%D0%B9%D0%BE%D0%B2%D0%B8%D1%87
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В випадку коли множина точок утворює одну лінію -  тріангуляції Делоне 

для такої множини не існує. В випадку існування на одному колі чотирьох точок 

(для прикладу квадрат) тріангуляція Делоне має два способи розділення даного 

чотирикутника, так щоб задовольнялися умови Делоне. 

 

Рисунок 4 Тріангуляція Делоне і описані довкола трикутників кола 
Тріангуляція Делоне для дискретної множини точок S (Рисунок 5) як правило 

є дуальним графом розбиття Вороного для множини точок S (Рисунок 6). 

Виняткові випадки включають в себе існування на одній прямій трьох точок, на 

колі – чотирьох точок. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%81%D0%BA%D1%80%D0%B5%D1%82%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%96%D1%80
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%BE%D0%B7%D0%B1%D0%B8%D1%82%D1%82%D1%8F_%D0%92%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE
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Рисунок 5 Тріангуляція Делоне з всіма колами та їх центрами  

 

Рисунок 6 Поєднання центрів кіл описаних навколо трикутників що 

мають спільне ребро формує діаграму Вороного (червоним кольором) 

 

Властивості тріангуляції Делоне [26] 

Нехай 𝑛— це кількість точок, 𝑑 — це розмірність[1]. 

• Опуклу оболонку точок утворює об'єднання всіх симплексів в тріангуляції. 
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• Не більше ніж 𝑂(𝑛
[
𝑑

2
]
) симплексів містить тріангуляція Делоне.  

• Якщо 𝑏  вершин входять до опуклої оболонки на площині (𝑑 = 2) , то як 

результат будь-яка тріангуляція точок буде мати не більше ніж 2𝑛 − 2 − 𝑏 

трикутників та ще одну зовнішню «грань». 

• Кожна вершина на площині в середньому має по шість інцидентних 

трикутників. 

• Тріангуляція Делоне на площині збільшує найменший кут. Такий кут в 

тріангуляції Делоне, не буде меншим порівняно з будь якою іншою 

тріангуляцією. Щоправда, тріангуляція Делоне не обов'язково зменшує 

максимальний кут. 

• Коло, яке описане навколо довільного трикутника, не містить тріангуляції 

всередині яких небуть інших вхідних вершин. 

• Якщо коло, яке проходить через дві вхідні точки не має всередині ніяких інших, 

то сегмент який поєднує дві дані точки являє собою ребро тріангуляції Делоне 

для цих точок. 

• Тріангуляція Делоне для множини точок в 𝑑 - вимірному просторі являє собою 

проекцією точок опуклої оболонки на параболоїд міри (𝑑 + 1). 

• Самий близький сусід 𝑏  довільної точки 𝑝  лежить на ребрі 𝑏𝑝  тріангуляції 

Делоне, тому що граф найближчих сусідів — це підграф тріангуляції Делоне[1]. 

Алгоритм «Розділяй і володарюй» [28]. Цей алгоритм має за основу 

стандартну методику зведення складного завдання до простішого, до того моменту 

коли в простому рішення не стає очевидним. Безпосередньо сам алгоритм для N> 1 

має з 2 етапи: 

• Перш за все необхідно розбити вихідну множину на декілька більш 

дрібних множин. Для цього необхідно провести горизонтальні або вертикальні 

прямі в середині цієї множини і вже потім відносно цих прямих розділяти точки на 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BF%D1%83%D0%BA%D0%BB%D0%B0_%D0%BE%D0%B1%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%BD%D0%BA%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_%D0%BD%D0%B0%D0%B9%D0%B1%D0%BB%D0%B8%D0%B6%D1%87%D0%B8%D1%85_%D1%81%D1%83%D1%81%D1%96%D0%B4%D1%96%D0%B2&action=edit&redlink=1
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дві частини орієнтовно по 𝑵/𝟐. Далі, рекурсивно запускаємо процес ділення для 

кожної групи точок. 

• Потім треба поєднати оптимальні тріангуляції, тому для початку 

знаходимо дві пари точок у яких відрізки в сукупності з побудованими 

тріангуляціями утворюють випуклу фігуру. Вони поєднуються відрізками, один із 

отриманих відрізків обираємо як початок для подальшого обходу. Мета обходу 

полягає в такому: на даному відрізку треба немов би  «надути бульбашку» начеб то 

всередину до першої точки, котру досягне коло «бульбашки», яка роздувається. Зі 

знайденою точкою поєднується точка відрізка, яка не була з’єднана з нею. 

Отриманий відрізок перевіряємо на перетин з відрізками тріангуляції які вже 

існують і в випадку якщо відрізки перетинаються, вже існуючі відрізки 

тріангуляції видаляємо. Наступним кроком, приймаємо новий відрізок за початок 

для нової «бульбашки». Даний цикл повторюємо доти, доки початок не почне 

співпадати з другим відрізком із опуклої оболонки. 

Складність розбиття множини 𝑶(𝐥𝐨𝐠𝑵)  , об'єднання 𝑶(𝑵)  - для кожного 

об'єднання, фінальна складність алгоритму - 𝑶(𝑵 𝒍𝒐𝒈𝑵). 

Приклад застосування методу. В процесі підготовки до кваліфікаційної 

роботи, було отримано безліч прикладів застосування методу тріангуляції Делоне.  

Для початку випадковим чином обирається кількість точок та .їх координати. 

Далі ці точки з’єднуються в трикутники за допомогою методу тріангуляції Делоне 

[27]. За допомогою відомих координат знаходимо довжини сторін трикутників, 

потім центри кіл вписаних в трикутники. Наступним кроком є знаходження 

радіусу і безпосередньо побудова кола. 

Маючи ці значення, можемо побудувати прямолінійні контури за формулою 

𝜁(𝛽) = (𝑝1𝛽 + 𝑖𝑝2𝛽
2)𝑒𝑖𝛼 + 𝑖ℎ 

−1 ≤ 𝛽 ≤ 1; 𝑝2 = 0 
(67) 

В результаті отримаємо: 
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Рисунок 7 Приклад застосування тріангуляції Делоне  
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4 Результати 

4.1  Режими роботи програми 

В результаті запуску програми випадковим чином обирається кількість точок 

та їх координати. Далі, за допомогою тріангуляції Делоне з цих точок утворюються 

трикутники, визначається кількість тріщин в кожній півплощині та. Наступним 

кроком є побудова самих тріщин. 

Далі необхідно вибрати матеріал для кожної півплощини (Рисунок 8). В 

програмі задано декілька типів матеріалів. 

 

Рисунок 8 Вибір матеріалу 

У наведених нижче діалогових вікнах, необхідно задати початкові значення 

для тисків на берегах тріщин та польові величини, що задають фізичні поля на 

нескінченності (Рисунок 9, Рисунок 10). 
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Рисунок 9 

 

Рисунок 10 

4.2 Складений простір при матеріалі М1 у верхній та матеріалі М2 нижній 

півплощинах 

Обираємо відповідні матеріали. Для верхньої півплощини – матеріал №1, для 

нижньої – матеріал №2. 

Наведено результати роботи програми для 4-х тріщин у верхній та 3-х 

тріщин у нижній напівплощинах (Рисунок 11). Параметр 1 =  відповідає вершині 

тріщини, що розташована далі від границі розділу півпросторів для тріщин у 

верхньому півпросторі, і навпаки для тріщин у нижньому півпросторі – це 

найближча до границі вершина (тріщина 5 паралельна границі). 
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Рисунок 11 Складений простір з тріщинами  

Для базового варіанту обчислені коефіцієнти інтенсивності для усіх тріщин в 

заданій конфігурації. 

 

Рисунок 12 Значення коефіцієнтів в вершинах, що відповідають параметру 1 =  

 

Рисунок 13 Значення коефіцієнтів в вершинах, що відповідають параметру 1 = −   
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Для дослідження ефектів, змінюється кут нахилу однієї з тріщин в інтервалі 

 / 4, / 4 − . В такому випадку складений простір має вигляд:  

 

Рисунок 14 Складений простір заданої  конфігурації зі зміною положення 

однієї з тріщин 

 

Рисунок 15 Коефіцієнти 𝑲𝑰 в залежності від зміни положення однієї з тріщин 
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Рисунок 16 Коефіцієнт нормального відриву 𝑲𝑰 

 

Рисунок 17 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑰𝑰 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 18 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑰𝑰 

Для заданої структури механічні поля залишаються майже незмінними для 

усіх тріщин у нижньому півпросторі, вплив є відчутним лише у найближчому 

околі тріщини 1, зокрема, найбільших змін зазнають механічні поля поблизу 

вершини тріщини 2, що відповідає параметру 1 = − .  
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Рисунок 19 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑫 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 20 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑫 

 

Рисунок 21 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑩 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 22 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑩 

 

З рисунків 19-22 можна зробити такі висновки: 

• зміни у конфігурації тріщини у верхній півплощині призводить до  

змін у електричній та магнітній індукціях для дефектів у нижній 

півплощині; 

• у складеному середовищі на ефекти зв’язаності 

магнетоелектропружних полів впливають як фізичні характеристики 

матеріалів, що складають середовище, так і дефекти, що наявні в 

середовищі, їх кількість та розташування. 
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Рисунок 23 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑬 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 

 

Рисунок 24 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑬 
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Рисунок 25 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑯 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 26 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑯 

 

Індукції електричних та магнітних полів також терплять зміни найбільш 

відчутні у вершинах тріщин, що найменш віддалені від тріщини параметри якої 

змінюються. 
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Рисунок 27 Енергетичний критерій руйнування 𝛾 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 

 

Енергетичний критерій руйнування вцілому змінюється несуттєво. 
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Рисунок 28 Енергетичний критерій руйнування 𝜸 
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4.3 Складений простір при матеріалі М2 у верхній та матеріалі М1 у нижній 

півплощинах 

Розглянемо конфігурацію з попередньому пп. 4.2 (Рисунок 11), але для 

випадку, коли матеріали півпросторыв оберемо у зворотній композиції. 

 

Рисунок 29 Значення коефіцієнтів в точці β=1 

 

 Рисунок 30 Значення коефіцієнтів в точці β=1 

Порівняння з результатами  рисунків 12-13 приводить до такого висновку, 

що вплив комбінації матеріалів, що складають композицію – суттєвий. 
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Рисунок 31 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑰 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 

 

Рисунок 32 Коефіцієнт 𝑲𝑰 
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Рисунок 33 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑰𝑰 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 

 

Рисунок 34 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑰𝑰 
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Рисунок 35 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑫 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 36 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑫 
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Рисунок 37 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑩 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 38 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑩 

 

Рисунок 39 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑬 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 40 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑬 
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Рисунок 41 Коефіцієнти інтенсивності 𝑲𝑯 в залежності від зміни положення 

однієї з тріщин 
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Рисунок 42 Коефіцієнт інтенсивності 𝑲𝑯 
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Рисунок 43 Енергетичний критерій руйнування 𝜸  
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Рисунок 44 Енергетичний критерій руйнування 𝜸 

Енергетичний критерій руйнування за абсолютною величиною у цьому 

складеному середовищі у вершинах тріщин менший, ніж у протилежній комбінації. 

  



73 

 

ВИСНОВКИ 

З використанням підходів, розвинених проф. Л. А. Фильштинським в роботі 

розглянуто проблему механіки зв’язаних полів для складеного МЕП середовища, 

що складається з двох різних за своїми властивостями півпросторів неперервно 

скріплених вздовж спільної границі. Методом граничних інтегральних рівнянь 

розглянута модель для такого середовища, що містить випадкові множинні 

тріщини, що не перетинаються. Проведено параметричне дослідження ефектів 

зв’язності МЕП полів, та залежності коефіцієнти інтенсивності польових величин 

( ),  ,  ,  ,  ,   I II B D E HK K K K K K  та енергетичного критерію руйнування (потоку енергії 

в вершину тріщини) в залежності від фізичних та геометричних параметрів 

побудованої моделі. 

Поставлене завдання виконано у такі послідовності: 

o побудована модель магнетоелектропружного середовища у термінах 

теорії функцій комплексного змінного; 

o крайова задача теорії функцій зведена до мішаної системи 

алгебраїчних та сингулярних інтегральних рівнянь на контурах дефектів; 

o коефіцієнти інтенсивності фізичних полів в околі вершин тріщин та 

енергетичний критерій руйнування визначено через щільності інтегральних 

рівнянь; 

o методом механічних квадратур побудовано алгоритм чисельного 

розв’язання, де параметризація контурів дефектів задається з використанням 

тріангуляції Делоне; 

o проведено ряд чисельних експериментів з метою дослідження впливу 

геометричних та фізичних параметрів системи на характеристики руйнування, 

отримані нові чисельні результати, зроблено їх аналіз. 

На підставі параметричних досліджень можна  зробити такі висновки: 
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• вплив змін у геометрії простору на розподіл механічних полів у 

середовищі найбільш відчутний на досить невеликій відстані від елементу, 

що змінюється, аналогічний висновок можна зробити і про напруженість 

електричних та магнітних полів; 

• вплив на коефіцієнти інтенсивності електричної та магнітної індукції 

більш суттєвий на усі елементи системи за умови змін у геометричних 

параметрах однієї з тріщин;  

• на коефіцієнти інтенсивності фізичних полів мають вплив як фізичні 

характеристики матеріалів, з яких складено середовище, так і кількість та 

розташування дефектів в середовищі.  

Під час виконання роботи виконано великий об’єм чисельних експериментів, 

але збільшення кількості неоднорідностей (тріщин) в середовищі вимагає більше 

машинного часу, тому подальші дослідження вимагають використання паралельних 

обчислень і можуть бути продовжені в рамках роботи магістра, зокрема, для 

проведення великої кількості чисельних експериментів зі статистичною обробкою 

даних. 
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Додаток А 

МАТЕРІАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЕЯКИХ 

МАГНЕТОЕЛЕКТРОПРУЖНИХ МАТЕРІАЛІВ 

В таблиці А.1 наведені характеристики таких матеріалів М1 (композит, 

пружні, п’єзоелектричні та електричні сталі якого відповідають , а 

п’єзомагнітні та магнітні - ; М2 (композит, пружні, п’єзоелектричні та 

електричні сталі якого відповідають  PZT-4, а п’єзомагнітні та магнітні - ), 

М3 (композит на основі ) 

Таблиця А.1 

Величина Матеріал 

М1 М2 М3 

 22,260 10,745 7,165 

 14,984 7,398 6,797 

 47,481 7,637 19,912 

 69,204 32,680 19,802 

 -6,437 -2,542 -2,337 

 -11,942 -5,595 -2,736 

 109,22 2,054 2,028 

 -4,333 -1,159 -0,496 

 8,016 2,458 1,157 

 268,318 98,843 1,850 

 17,778 12,102 0,576 

 31,206 22,268 1,186 

 19,612 0,106 0,156 

CdSe

3BaTiO

2 4CoFe O

3 2 4BaTiO CoFe O−

11 0 33 0

DB DBs s s s=

22 0

DBs s

44 0 66 0,DB DBs s s s

55 0

DBs s

12 0 23 0,DB DBs s s s

13 0

DBs s

, ,

16 0 34 0,D Dg g g g 

, ,

21 0 23 0,D Dg g g g 

,

22 0

Dg g

, ,

16 0 34 0,B Bp p p p 

, ,

21 0 23 0,B Bp p p p 

,

22 0

Bp p

11 0 33 0,    
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 10,612 0,090 0,137 

 213,404 -14,931 -0,190 

 -5,534 -3,740 -0,185 

 0,590 0,805 0,336 

 0,575 0,704 0,119 

 

  

22 0

 

11 0 33 0,v v v v 

22 0v v

11 0 33 0,    

22 0

 
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Додаток Б 

Код програми 
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