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ВСТУП 

Затори на дорогах є загальною проблемою майже у всіх регіонах світу. Затори 

виникають, якщо об'єм потоку транспортного засобу перевищує потужність 

найбільшої допустимої на шляху [1]. Затори не лише гальмують активність 

мобільності суспільства, а й порушують питання ефективності мобільності часу. 

Проблему перевантажень можна змоделювати у математичне рівняння, потім 

розв’язати та змоделювати за допомогою реальних даних. Змінні, що 

використовуються в моделі заторів, - це швидкість транспортного засобу, час 

прискорення/гальмування автомобіля та зміна відстані між транспортними 

засобами. 

Дослідження математичної моделі дорожніх заторів проводили деякі експерти 

в галузі математики, наприклад, математичне моделювання в кінетичних заторах, 

аналіз фазового/часового переходу заторів шляхом визначення факторів складного 

перевантаження транспортної мережі. Термодинамічна теорія, що використовується 

для опису фазового переходу в транспортному потоці заторів [2], або підхід 

стохастичної теорії для опису транспортного потоку [3]. Математична модель 

перехідного часу транспортної завантаженості у вигляді експрес-системи Лоренца 

та інше. 

Сама система Лоренца спочатку була математичною моделлю, що описує стан 

атмосфери Землі, тобто виникнення змін тепла і холоду в атмосфері Землі. Система 

Лоренца має унікальні властивості, які відрізняються від інших математичних 

моделей, тобто динамічну поведінку та чутливість до початкового значення. 

Виявлено, що властивості системи Лоренца все ще діють для модифікованих систем 

Лоренца. 

У даній роботі розглядається математична модель транспортного потоку, а 

також особливості, що виникають із розв’язку системи, виходячи зі стійкості точок 

рівноваги та графічних зображень. 
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1. АНАЛІТИЧНИЙ ОГЛЯД 

          1.1 Передмова 

Ефективність перевезень і безпека руху в значній мірі визначаються 

характером взаємодій в транспортному потоці. Однак ці взаємодії досліджені 

недостатньо, що обмежує можливості керування транспортними потоками та 

запобігання дорожньо-транспортних пригод. Практичне розв'язання цієї проблеми 

неможливо без попереднього з'ясування характерних особливостей реального 

транспортного потоку. Основним методом вивчення транспортних потоків є 

емпіричний метод дослідження. В даний час при вирішенні завдань управління 

автомобільними перевезеннями та проектуванні доріг інженер з організації руху 

виходить в основному з емпіричних даних, отриманих шляхом спостереження, 

вимірювання і статистичного аналізу. 

          1.2 Системний підхід до аналізу транспортного потоку 

Система – по-грецьки – ціле, складене з частин з'єднання, це сукупність 

взаємопов'язаних об'єктів, процесів, об'єднаних єдиною метою і спільним 

алгоритмом функціонування.  

Система – це набір об'єктів, що включає взаємозв'язки між об'єктами та їх 

ознаками. 

В рамках системи ВАДС [4] (водій, автомобіль, дорога, середовище) під 

об'єктами можна розуміти елементи руху: автомобіль, водій, дорога. Ознаки – це 

властивості зазначених об'єктів або елементів. До ознак належать: зір водія та його 

час реакції, швидкість автомобіля, її прийомистість та інтервал між автомобілями, 

ширина вулиці та засоби регулювання руху і т.д. 

Єдина мета зазначеного об'єднання у вигляді системи ВАДС полягає в 

мотивації водія, що забезпечує безпеку руху, економію часу та відстані. 

Взаємозв'язки відображають взаємодію транспортних засобів один з одним і з 

навколишнім середовищем, під якою розуміють дорогу, вулицю або дорожньо-

транспортну мережу в цілому. 
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Визначення цілей дорожньої системи - це одне з найбільш складних завдань, 

що стоять перед фахівцем з планування автомобільних перевезень, 

проектувальником геометричних елементів дороги та інженером з організації руху. 

В рамках системного підходу для проведення синтезу та аналізу необхідно 

побудувати модель, яка пов'язувала б топологічні властивості системи з її входами 

та виходами.  

Аналіз - це поділ системи на компоненти для розгляду їх наслідків з точки 

зору цілей. 

Синтез передбачає з'єднання частин в ціле; зазвичай його здійснюють шляхом 

екстраполяції або інтерполяції існуючих методів і результатів для досягнення 

певних цілей, які в свою чергу аналізують. 

Система «Транспортний потік - дорожні умови»:  

       - транспортний потік – сукупність автомобілів, що рухаються по дорозі; 

       - дорожні умови – сукупність геометричних характеристик дороги. 

Таким чином, система «Транспортний потік - дорожні умови» являє собою 

сукупність автомобілів, що рухаються на певній геометричній ділянці дороги. 

Система «Транспортний потік умови руху»:  

       - умови руху – сукупність дорожніх умов і всіх інших зовнішніх умов, що 

впливають на рух автомобілів. 

Таким чином, система «Транспортний потік - умови руху» являє собою 

сукупність автомобілів, що рухаються на певній геометричній ділянці дороги під 

впливом всіх інших зовнішніх умов. 

          1.3 Поняття математичної моделі та її види  

Одна з найбільш важких проблем, що стоять перед дослідником організації 

руху – це перетворення реальної дорожньо-транспортної обстановки, що включає 

водіїв, автомобілі, пристрої регулювання руху та дорогу, в набір математичних 

символів і залежностей, що відтворюють їх поведінку. Саме модель є основою, яка 

дозволяє розглядати подібні взаємодії в цілому. 
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Будь-яка модель є ідеалізованим відображенням дійсності. Будувати її слід 

таким чином, щоб реальні процеси відтворювалися з прийнятною точністю; при 

цьому необхідно пам'ятати, що ніяка абстракція не може точно збігатися з 

дійсністю. Спробу встановити відповідність між завданням і раціональним 

мисленням можна реалізувати у вигляді фізичної або теоретичної моделі. 

          1.4 Поняття фізичної моделі 

Фізична модель може бути скалярною або аналоговою, наприклад 

аеродинамічна труба для випробування літаків та пісочний годинник для 

вимірювання часу. Динамічна аналогія Кірхгофа [5] показує, що критичне 

навантаження, що діє по осі колони, можна визначити шляхом вивчення коливань 

маятника, підвішеного на нитці тієї ж довжини. Розраховані на чисельні методи 

аналогові моделі можуть бути ще більш точними. Логарифмічна лінійка та 

номограф – це цифрові аналоги; автомобільний спідометр видає значення площі, 

обмеженої кривою «швидкість як функція часу»; з цієї точки зору він являє собою 

інтегруючий пристрій. 

          1.5 Поняття теоретичної моделі 

Будь-яка теоретична модель – це по суті гіпотеза. Наприклад, відкриті 

Ньютоном три закони руху являють собою теоретичну модель нашого світу. З 

очевидних причин більшість теоретичних моделей математизовано. Якщо сама 

гіпотеза і ситуація, яку вона описує, не є достатньо простими, то єдиний практично 

доцільний шлях вивчення численних проявів якоїсь складної системи пов'язаний із 

залученням математики. 

Мета математичного опису дорожньо-транспортної ситуації полягає у 

виявленні істотних моментів і складанні набору співвідношень між ними, які 

володіють достатньою простотою, але дозволяють отримувати важливі результати. 

В організації руху багато завдань можна звести до знаходження максимуму або 

мінімуму деякої функції. Так, розрахунок числа смуг залежить від знаходження 

максимальної інтенсивності (пропускної спроможності), в той час як при 

розрахунку циклу світлофора можна виходити з критерію мінімальної затримки. 
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Інженер лише в невеликому ступені може впливати на змінні, що 

характеризують рух. Правда, він може збільшити число смуг, щоб зменшити 

інтенсивність руху по кожній смузі, може ввести обмеження швидкості, щоб 

перешкодити руху з великими швидкостями, і може встановити світлофори для 

того, щоб регулювати рух. Однак залишаються змінні, що не залежать від його волі. 

          1.6 Теорія біфуркації для моделі Лоренца 

У роботі Кисельова А. Д. про «Порушення симетрії і біфуркації в комплексній 

моделі Лоренца» [6] розглядається приклад застосування теорії біфуркації для  

моделі Лоренца.  

Добре відомі рівняння Лоренца:  𝑋̇ =  𝜎(−𝑋 + 𝑌), 𝑌̇ =  𝑟(𝑋 − 𝑌 + 𝑋𝑍), 𝑍̇ =

−𝑏𝑍 − 𝑋𝑌 спочатку були отримані в [7] і інтенсивно вивчались протягом останніх 

двох десятиліть (див., наприклад, [8-12]). Вищезазначена система (яка буде 

називатися дійсною моделлю Лоренца для X(t), Y(t) та Z(t), які є дійсними 

функціями) була отримана із набору гідродинамічних рівнянь у трирежимному 

наближенні для опису конвективного руху шару рідини, який тепліший знизу, ніж 

зверху. Отже, це число Прандтля; r (керувальний параметр) - число Релея 

пропорційне різниці температур; b залежить від геометричних властивостей шару 

рідини. 

Однією з найбільш яскравих особливостей реальної моделі Лоренца є поява 

так званого дивного аттрактора Лоренца при керувальному параметрі r, що 

перевищує критичне значення 𝑟𝑐 =
σ+𝑏+3

σ−𝑏−1
σ (σ повинно бути більше b + 1). Термін 

"дивний атрактор" (або "хаотичний атрактор") зазвичай використовується для 

набору притягань, який має досить складну структуру, і кожна траєкторія руху в 

аттракторі експоненціально нестабільна. Існує ряд різних величин для вимірювання 

складності (стохастичності) структури аттрактора: ємність (фрактальна 

розмірність), інформаційна розмірність, розмірності Хаусдорфа та Ляпунова 

(формула Каплана-Йорка), K-ентропія. 
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Очевидно, розуміння причин виникнення хаотичної поведінки в дисипативних 

нелінійних динамічних системах, таких як дійсна модель Лоренца, вимагає 

вивчення біфуркацій, які спричиняють якісні зміни фазового портрету системи. 

Оскільки в даній роботі в першу чергу розглядається комплексна модель Лоренца, 

яку можна розглядати як узагальнення дійсної системи Лоренца, і мета полягає в 

дослідженні стійкості деяких роздвоєних розв’язків  системи на основі аналізу 

біфуркації, являє інтерес обговорити деякі релевантні результати для дійсної 

системи Лоренца.  

Почнемо зі стабільності та роздвоєнь рівноваг (стійких станів). Нульовий 

стаціонарний стан задається X = Y = Z = 0 і є асимптотично стійким при r<1. 

Розв’язок втрачає свою стійкість при r = 1, а також є два асимптотично стійкі 

біфуркаційні стаціонарні стани 𝑋 = 𝑌 = ±√𝑏(𝑟 − 1); 𝑍 = 𝑟 − 1 за умови, що       

1 < 𝑟 < 𝑟𝑐. Отже, ми маємо дві стаціонарні точки, роздвоєні від нульового стану при 

r=1, які відповідають ініціюванню конвективного потоку. Зауважимо, що 

лінеаризований оператор, що керує стійкістю розглянутих розв’язків (перша 

теорема Ляпунова), має пару комплексних спряжених власних значень з від’ємними 

дійсними частинами в околиці 𝑟𝑐. Ці власні значення стають чисто уявними при    

𝑟 = 𝑟𝑐, так що стаціонарні стани нестабільні при 𝑟 > 𝑟𝑐. Звідси випливає, що теорію 

біфуркації Хопфа [10] можна застосувати, щоб показати існування періодичного 

розв’язку біфуркаційного періоду. Стійкість цього розгалуженого розв’язку 

визначається показниками Флоке: розв’язок стійкий (нестійкий), якщо він 

з’являється надкритично (докритично). У розглянутому випадку біфуркація 

виявляється субкритичною [13]. Цей результат підтверджує думку про "різкі" умови 

виникнення хаосу в реальній моделі Лоренца.   

Детальний опис того, як дивний аттрактор Лоренца утворюється, виходить за 

рамки цієї статті [6]. Коротше кажучи, це можна сприймати як появу гомоклінічної 

орбіти в системі: коли r проходить через величину, при якій відбувається 

гомоклінічний "вибух", створюється дивний інваріантний набір траєкторій, 

включаючи кінцеве число періодичної орбіти [8, 11, 12]. Зауважимо, крім того, як 
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відомо, дійсна модель Лоренца демонструє подвоєння періоду [14], переривчастість 

[15] та гістерезис [16] у різних діапазонах простору параметрів. 

Існує кілька фізичних проблем, що приводять до ускладнення рівнянь 

Лоренца [17], де деякі функції мають комплексне значення. Як приклад, ми 

матимемо на увазі найпростіші одномодові лазерні рівняння, отримані в 

напівкласичному наближенні [18]:  

{

𝑏̇ = −(𝜅 + 𝑖𝜔) ∙ 𝑏 − 𝑖𝑔 ∙ 𝛼
𝛼 = −(ϒ + 𝑖𝜔𝛼)𝛼 + 𝑖𝑔 ∙ 𝑏 ∙ 𝑆

𝑆̇ =
𝑑0−𝑆

𝑇
− 4𝑔 ∙ ϩ(𝛼 ∙ 𝑏̅)

 ,                                                               (1.1) 

де b - безрозмірна комплексна амплітуда режиму електромагнітного поля; 𝜔(𝑘) - 

частота (константа релаксації) моди; 𝛼  - безрозмірний матричний елемент 

дипольного переходу; S - інверсія сукупності атомного рівня; 𝜔𝛼 - частота атомного 

переходу; 𝑑0 - параметр, що характеризує інтенсивність накачування; g постійна 

зв'язку; ϒ(𝑇−1) - поперечна (поздовжня) константа релаксації.  

Після заміни: 

𝑡 → ϒ𝑡, 𝑏 = ϒ𝑧1/2𝑔, 𝛼 = 𝑖𝑆0𝑧2/2, 𝑆 = 𝑑0 + 𝑆0𝑧3, 𝑆0 = ϒ𝜅/𝑔2, 

і переходячи до уявлення про взаємодію, систему (1.1) можна переписати як 

комплексну модель Лоренца [18]: 

{

𝑧1̇ = 𝜎(−1(1 + 𝑖∆) ∙ 𝑧1 + 𝑧2)

𝑧2̇ = −(1 − 𝑖∆ + 𝑖𝜌) ∙ 𝑧2 + (𝑟 + 𝑖𝜌) ∙ 𝑧1 + 𝑧1𝑧2
𝑧3̇ = −𝑏𝑧3 − 𝜙(𝑧1 ∙ 𝑧2̅)

 ,                                                   (1.2) 

де 𝜎 = 𝜅/ϒ, 𝑟 = 𝑑0/𝑆0, 𝑏 = ϒ(𝑇−1), 𝜌 = 0, ∆= (𝜔𝛼 −𝜔)/(𝜅 + ϒ) - частотне 

розстроювання. Тут параметр 𝜌 вводиться, щоб зробити систему ідентичною з 

розглянутими в [17]. Зауважимо, що 𝑧1(𝑡) і 𝑧2(𝑡) є комплекснозначущими 

функціями, так що система (1.2) складається з величини дійсних рівнянь.  

У цій роботі задача націлена на вивчення того, як ∆ впливає на біфуркацію 

рівноваги та подвійноперіодичні розв’язки в комплексній моделі Лоренца.  

Оскільки, на відміну від дійсної моделі Лоренца, система (1.2) має 

безперервну групу симетрії (група обертань Лі в комплексних площинах), ми 
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підходимо до проблеми розбудови індукованих ефектів в рамках єдиної концепції 

порушення симетрії. 

Показано, що завдяки симетрії стан нульової рівноваги комплексної моделі 

Лоренца (спонтанне випромінювання) роздвоюється на інваріантний набір 

нерухомих точок. Стійкість рівноважних станів вивчається як функція 

розстроювання. Встановлено, що при 𝜎 > 𝑏 + 1 існує критичне значення керуючого 

параметра r (інтенсивність накачування), 𝑟𝑐, таке, що стани інваріантної множини 

стають експоненціально нестійкими при 𝑟 > 𝑟𝑐, а 𝑟𝑐 є зростаючою функцією ∆2. 
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2. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖУВАНОЇ СИСТЕМИ 

          2.1 Математична модель та основні рівняння 

Математична модель транспортного потоку в роботі розглядається на основі 

системи Лоренца [19, 20] без коливань прискорення: 

{
 

 
ŋ̇   = −ŋ + 𝑣 

𝑣̇   =    
−𝑣+ŋ𝜏

𝜁
  

𝜏̇  =
(𝜏0−𝜏)−ŋ𝑣

𝛿

,                                                                                    (2.1) 

де відповідні змінні означають:  

   ŋ   -  відхилення інтервалу між автомобілями від оптимального; 

   𝑣   -  відхилення швидкості від оптимального; 

   𝜏   -  час транспортного засобу до досягнення оптимальної швидкості; 

   𝜏0 -  характерний час досягнення оптимальної швидкості; 

   𝜁  -  відношення часів релаксації 𝑡𝑣/𝑡ŋ; 

   𝛿  -  відношення часів релаксації 𝑡𝜏/𝑡ŋ; 

   𝑡ŋ -  час релаксації для досягнення відхилення, рівної 0; 

   𝑡𝑣 -  час релаксації для досягнення швидкості відхилення, рівної 0; 

   𝑡𝜏 -  час релаксації для досягнення характерного часу, рівного 𝜏0.  

Перша похідна від ŋ відносно 𝑡 - це швидкість зміни відстані між відхиленням 

транспортного засобу, що спостерігається при оптимальній відстані транспорту від 

положення стаціонарного стану. Перша похідна від 𝑣 відносно 𝑡 - це швидкість 

зміни відхилення швидкості транспортного засобу. Першою похідною від 𝜏 

відносно 𝑡 є швидкість зміни часу прискорення/гальмування відносно стаціонарного 

значення 𝜏, тобто в момент часу 𝜏 = 𝜏0. Коли значення фазового простору прагнуть 

до нуля маємо ситуацію, коли час прискорення/гальмування 𝜏̇ = 0 призводить 

до стабільного потоку автотранспорту. І навпаки, коли значення 𝜏̇ мають 

розходження від нуля – маємо транспортний затор. 
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          2.2 Стійкість точок рівноваги та біфуркація 

Система має три точки рівноваги:  

𝑢̅1 = (0, 0, 𝜏0), 

𝑢̅2 = (√𝜏0 − 1,√𝜏0 − 1, 1),                                                                     (2.2) 

𝑢̅3 = (−√𝜏0 − 1,−√𝜏0 − 1, 1). 

Видно, що значення 𝜏0 впливає на кількість точок рівноваги, оскільки для  𝜏0 < 1  

існує одна точка рівноваги, тобто 𝑢̅1 = (0, 0, 𝜏0), а для 𝜏0 > 1 три точки 𝑢̅1, 𝑢̅2, 𝑢̅3. 

Система (2.1) є нелінійною системою, так що згідно з Перко [21] стійкість точки 

рівноваги може бути досягнута шляхом її лінеаризації, це видно з власних значень 

матриці якобіана кожної точки рівноваги. Матриця Якобі для точки 𝑢̅1 = (0, 0, 𝜏0) 

𝐽𝑢̅1 = |

−1    1     0
𝜏0

𝜁
−
1

𝜁
    0

0     0 −
1

𝛿

|.                                                                          (2.3) 

Тож отримаємо характеристичне рівняння 

(−
1

𝛿
− 𝜆) [(−

1

𝜁
− 𝜆) (−1 − 𝜆) −

𝜏0

𝜁
].                                                        (2.4) 

Коли 𝜏0 < 1, усі власні числа від’ємні, тому 𝑢̅1 асимптотично стійка, тоді як для 

𝜏0 > 1 можна використовувати критерій Рауса-Гурвіца [22], та щоб спростити 

задачу запишемо таблицю Рауса-Гурвіца з рівняння (2.4). 

 

Таблиця 1. Таблиця Рауса-Гурвіца 𝑢̅1 = (0, 0, 𝜏0) для 𝜏0 > 1 

1 𝛧 + 𝛿 + 1 + 𝜏0𝛿

𝜁𝛿
 

𝜁𝛿 + 𝜁 + 𝛿

𝜁𝛿
 

1

𝜁𝛿
(1 − 𝜏0) 

𝜁+𝛿+1+𝜏0𝛿

𝜁𝛿
 - 

(1−𝜏0)

(𝜁𝛿+𝜁+𝛿)
 0 

1

𝜁𝛿
(1 − 𝜏0) 

0 
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У першому стовпці Таблиці 1 є одноразова зміна знаку, тобто в четвертому рядку це 

означає, що рівняння (2.4) має два корені на лівій уявній осі і один корінь на правій. 

При 𝜏0 > 1 існують додатні і від'ємні власні значення, тому 𝑢̅1 нестабільна. 

Для випадку коли 𝜏0 = 1 не можна робити висновок про стабільність на 

основі власних значень, оскільки четвертий рядок таблиці Рауса-Гурвіца дорівнює 

нулю. Альтернативна функція Ляпунова [23] може бути використана для аналізу 

стійкості системи точок рівноваги (2.2), тобто точка 𝑢̅1 = (0, 0, 𝜏0). Вибрана функція 

Ляпунова 𝑉𝑡 = 𝜏0ŋ
2 + 𝜁𝑣2 + 𝛿(𝜏 − 𝜏0)2. Похідна 𝑉 за 𝑡  дорівнює  

𝑉̇ = 
𝛿𝑉

𝛿ŋ
ŋ̇(t) +

𝛿𝑉

𝛿𝑣
𝑣̇(𝑡) + 

𝛿𝑉

𝛿𝜏
𝜏̇(𝑡), 

𝑉̇ = −2[𝜏0ŋ
2  +  𝑣2 + (𝜏 − 𝜏0)

2 − 2𝜏0ŋ𝑣].                                                  (2.5) 

Підставляючи 𝜏0 = 1 у рівняння (2.5), отримуємо 

𝑉̇ = −2[(ŋ − 𝑣)2 + (𝜏 − 1)2].                                                                (2.6) 

Оскільки (2.6) від’ємна для всіх значень ŋ, 𝑣 і τ, можна зробити висновок, що точка 

рівноваги 𝑢̅1 = (0, 0, 𝜏0) при 𝜏0 = 1 стійка. 

Матриця Якобі для точки рівноваги 𝑢̅2 = (√𝜏0 − 1,√𝜏0 − 1, 1) має вигляд  

𝐽𝑢̅2 = |

−1    1     0

    
𝜏

𝜁
−
1

𝜁
    
ŋ

𝜁

−
𝑣

𝛿
−
ŋ

𝛿
−
1

𝛿

|.                                                                          (2.7) 

Відповідне характеристичне рівняння  

𝜆3 + 𝜆2 (1 +
1

𝜁
+

1

𝛿
) + 𝜆 (

1

𝛿
+

𝜏0

𝜁𝛿
) +

2𝜏0−2

𝜁𝛿
= 0.                                                  (2.8) 

Використовуючи критерій Рауса-Гурвіца, можна зробити висновок, що всі власні 

значення від'ємні, тому 𝑢̅2 стійка. 

Матриця Якобі для точки рівноваги  𝑢̅3 = (−√𝜏0 − 1,−√𝜏0 − 1, 1) має вигляд 

𝐽𝑢̅3 = |

−1    1     0

    
𝜏

𝜁
−
1

𝜁
    
ŋ

𝜁

−
𝑣

𝛿
−
ŋ

𝛿
−
1

𝛿

|.                                                                          (2.9) 
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Оскільки характеристичне рівняння для матриці Якобі (2.9) збігається з рівнянням 

(2.8), тому всі власні значення від'ємні, отже 𝑢̅3 стійка. 

На основі аналізу стійкості і кількості точок рівноваги системи (2.1) видно, що 

зміна параметра 𝜏0 впливає на кількість точок рівноваги та їх стійкість, при 𝜏0 < 1 

існує одна точка рівноваги 𝑢̅1, яка є стійкою, а для 𝜏0 > 1 є три точки рівноваги, 

точка рівноваги 𝑢̅1, яка не стабільна, і точки рівноваги 𝑢̅2 і 𝑢̅3, стабільні. Це свідчить 

про те, що система (2.1) зазнає біфуркацію типу "вилка" з величиною біфуркації 

𝜏0 = 1. 

          2.3 Властивості розв’язку системи 

Властивості розв’язків системи (2.1), про які йтиметься, - це розв’язки 

симетрії та обмеженості. 

          2.3.1 Симетричний 

Буде доведено, що якщо (η(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝜏(𝑡)) є розв’язком системи (2.1), то          

(−η(𝑡), −𝑣(𝑡), 𝜏(𝑡)) також є розв’язком. Припустимо, що (η(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝜏(𝑡)) є розв’язком 

системи (2.1),  

𝜂̇(𝑡) = −𝜂(𝑡) + 𝑣(𝑡) 

𝑣̇(𝑡) =
−𝑣(𝑡) + 𝜏(𝑡)𝜂(𝑡)

𝜁
      .                                                                                                 (2.10) 

𝜏̇(𝑡)  =
𝜏0 − 𝜏(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝑣(𝑡)

𝛿
 

Підставивши (−𝜇(𝑡), −𝑣(𝑡), 𝜏(𝑡)) в систему (2.1), отримаємо 

−𝜂̇(𝑡) = −(−𝜂(𝑡)) − 𝑣(𝑡) 

−𝑣̇(𝑡) =
−(−𝑣(𝑡)) + 𝜏(𝑡)(−𝜂(𝑡))

𝜁
  .                                                                                   (2.11) 

𝜏̇(𝑡)  =
𝜏0 − 𝜏(𝑡) − (−𝜂(𝑡))(−𝑣(𝑡))

𝛿
 

Видно, що система (2.11) дорівнює системі (2.10). Очевидно, що (−𝜇(𝑡),−𝑣(𝑡),𝜏(𝑡)) 

також є розв’язком системи (2.1). Таким чином, можна зробити висновок, що 
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розв’язок симетричний відносно осі τ. Візуально це видно на рис. 2.1 – 2.7. На 

рисунках зображені чотири варіації фазових площин для різних умов параметрів. 

          2.3.2  Розв'язок обмеженості 

Щоб довести, що система розв’язків (2.1) обмежена, буде доведено, що існує 

обмежений еліпсоїд 𝐸, тобто 

𝜏0𝜂
2 +  ζ𝑣2 + 𝛿(𝜏 + 𝜏0)

2 ≤ 𝑐. 

Кожна траєкторія знаходиться всередині еліпсоїда 𝐸 і ніколи не виходить за його 

межі. 

Виберемо функцію 

𝑉(𝜂, 𝑣, 𝜏) ≡ 𝜏0 𝜂
2 + 𝜁𝑣2 + 𝛿(𝜏 + 𝜏0)

2.                                                      (2.12) 

Похідна від 𝑉(𝜂, 𝑣, 𝜏) дорівнює 

𝑉̇ = −2[𝜏0𝜂
2 + 𝑣2 + 𝜏2 − 𝜏0

2] .                                                             (2.13) 

Нехай 𝐷 – еліпсоїд, що описується рівнянням 

𝐷 ≡ 𝜏0𝜂
2 + 𝑣2 + 𝜏2 − 𝜏0

2 ≤ 0, або 

𝐷 ≡ 𝜏0𝜂
2 + 𝑣2 + 𝜏2 ≤ 𝜏0

2. 

Іншими словами, 𝐷 - це область, де 𝑉̇ ≥ 0. Таким чином, якщо розв’язок 

починається з еліпсоїда 𝐷, то траєкторія відходить від 𝐷. 

Далі буде показано, що 𝐸 містить 𝐷 

𝐸 ≡ 𝜏0𝜂
2 +  𝜁𝑣2 + 𝛿(𝜏 + 𝜏0)

2 ≤ 𝑐, або 

𝜂2

(√
с
𝜏0
)
2 +

𝑣2

(√
с
𝜁)

2 +
(𝜏 + 𝜏0)

2

(√
с
𝛿
)

2 = 1. 

Так, якщо центр еліпсоїда 𝐸 дорівнює (0, 0, −𝜏0), а відстань кожної осі до 

центральної точки дорівнює √
с

𝜏0
, √

с

𝜁
, √

с

𝛿
. Еліпсоїд 𝐷 ≡ 𝜏0𝜂

2 + 𝑣2 + 𝜏2 ≤ 𝜏0
2 можна 

записати як 

𝜂2

𝜏0
+
𝑣2

𝜏02
+
𝜏2

𝜏02
≤ 1. 
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Отже, центр еліпсоїда 𝐷 дорівнює (0, 0, 0), а відстань кожної осі до центральної 

точки становить √𝜏0, 𝜏0, 𝜏0. 

Якщо ми виберемо 𝑐 = 𝑚𝑎𝑥{𝜏0
2, 𝜁𝜏0

2, 4𝛿𝜏0
2}, тоді еліпсоїд 𝐸 міститиме 𝐷. 

Якщо значення будь-якого 𝑢0 знаходиться поза еліпсоїдом 𝐸, тоді 𝑢0 знаходиться 

поза еліпсоїдом 𝐷. Іншими словами,  𝑉̇(𝑢0) ≤ −ω з додатнім ω. Це показує, що 

якщо траєкторія з початковими значеннями 𝑢0, то її траєкторія перейде на еліпсоїд 

𝐸. Отже, очевидно, що існує обмежений еліпсоїд 𝐸 

𝜏0𝜂
2 +  𝜁𝑣2 + 𝛿(𝜏 + 𝜏0)

2 ≤ 𝑐,  

такий, що кожна траєкторія знаходиться всередині еліпсоїда 𝐸 і ніколи не виходить 

за його межі. 

 

 

 

Рис 2.1. Сідло-фокус (для умови 𝜏0 > 1), транспортний затор. 

Площина траєкторії 𝜂𝑣 
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Рис 2.2. Сідло-фокус (для умови 𝜏0 > 1), транспортний затор.  

Площина траєкторії 𝜂𝜏 
 

 
Рис 2.3. Сідло-фокус (для умови 𝜏0 > 1), транспортний затор.  

Площина траєкторії 𝑣𝜏 
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Рис 2.4. Сідло-фокус (для умови 𝜏0 > 1), транспортний затор. 

 Зображення в 3D 

 

 
Рис 2.5. Стійкий вузол (для умови 𝜏0 < 1), стабільний потік  

транспорту. 3D зображення 
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Рис 2.6. Стійкий фокус (для умови 𝜏0 > 1), транспортний затор.  

3D зображення 

 

 
Рис 2.7. Стійкий фокус (для умови 𝜏0 > 1), транспортний затор.  

3D зображення 
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ВИСНОВКИ 

1. У даній роботі проводиться дослідження властивостей розв'язку математичної 

моделі на основі системи Лоренца без коливань прискорення. Маємо спрощену, 

безрозмірну систему Лоренца з відповідними відношеннями часів релаксації.  

2. З’ясовано, що в системі є три точки рівноваги, кількість яких визначає параметр 

𝜏0. Зміна параметра 𝜏0 впливає на кількість точок рівноваги та їх стійкість. Для 

всіх можливих умов маємо: при 𝜏0 < 1 є одна асимптотична стійка точка 

рівноваги; при 𝜏0 > 1 маємо дві стійкі точки рівноваги та одну нестійку; при 

𝜏0 = 1 маємо одну стійку точку рівноваги.  

3. Параметр 𝜏0 є критичним параметром, його зміна приводить до біфуркації, а його 

значення є критичними значеннями. Система зазнає біфуркацію типу "вилка" з 

величиною біфуркації 𝜏0 = 1, так як з нього виходить кілька розв’язків (стійких і 

нестійких). 

4. При дослідженні розв'язку системи було з'ясовано та доведено, що він має 

геометричну симетрію з віссю 𝜏, а також доведено, що він є обмеженим. 

Побудова графічних зображень підтвердила отримані результати. 
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ДОДАТОК 

Код програми для побудови фазових портретів 

1.)    e = 10; 

    d = 3; 
    tau0 = 120; 
    f = @(t,a) [-a(1) + a(2); -a(2)/e + a(1)*a(3)/e; (tau0 - a(3))/d – 

    a(1)*a(2)/d]; 
    [t,a] = ode45(f,[0 100],[1 1 1]); 
    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3)) 
    zoom on; 
    grid on; 
    xlabel('?') 
    ylabel('v')  
    zlabel('?')  

 

2.)     e = 0.6;  

    d = 3;  

    tau0 = 0.5;  

    f = @(t,a) [-a(1) + a(2); -a(2)/e + a(1)*a(3)/e; (tau0 - a(3))/d – 

    a(1)*a(2)/d];  

    hold on;  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[-1 3 2]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3), 'k-')  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[1 -4 2]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3), 'k-')  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[1 4 3]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3), 'k-')  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[-1.5 -4 3]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3), 'k-')  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[0 3 1]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3), 'k-')  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[-1 -4 1]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3), 'k-')  

    hold off;  

    zoom on;  

    grid on; 
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3.)    e = 0.8;  

    d = 10;  

    tau0 = 2;  

    f = @(t,a) [-a(1) + a(2); -a(2)/e + a(1)*a(3)/e; (tau0 - a(3))/d – 

    a(1)*a(2)/d];  

    hold on;  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[0.6 0.6 1]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3))  

    hold off;  

    zoom on;  

    grid on; 

 

4.)    e = 0.8;  
    d = 3;  

    tau0 = 20;  

    f = @(t,a) [-a(1) + a(2); -a(2)/e + a(1)*a(3)/e; (tau0 - a(3))/d –  

    a(1)*a(2)/d];  

    hold on;  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[10 3 -8]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3))  

    [t,a] = ode45(f,[0 100],[-10 -3 -8]);  

    plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3))  

    hold off;  

    zoom on;  

    grid on; 
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