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Актуальність теми, обраної для дослідження, визначається тим, що 

об’єктивні цивілізаційні зміни та тенденції розвитку сучасних економічних 

процесів, перехід від індустріального виробництва до інформаційного 

суспільства, до суспільства знань потребує нових  підходів до моделювання 

та дослідження соціально-економічних систем. Досвід останніх років 

свідчить, що соціально-економічні системи все частіше демонструють 

непрогнозовану поведінку та непередбачувані властивості. За таких умов 

виникає нагальна потреба глибокого осмислення законів розвитку сучасного 

складного нелінійного світу, пошуку нових методів дослідження соціально-

економічних систем, що базуються на іншій парадигмі – парадигмі 

нелінійності. Найбільш затребуваними методами дослідження складних 

соціально-економічних систем є методи нелінійної динаміки, пов'язані з 

пошуком єдиних механізмів розвитку нелінійних систем будь-якої природи – 

від фізичних і біологічних до економічних і соціальних.  

Мета кваліфікаційної магістерської роботи полягає у моделюванні 

конкурентних процесів в економіці на основі  моделі Лотки-Вольтерри та її 

модифікацій.  

Об’єктом дослідження є моделювання конкурентних процесів в 

економіці на основі моделі Лотки-Вольтерри та її модифікацій.  

Предметом дослідження є модель Лотки-Вольтерри та її модифікації. 

Задачами дослідження є: 

– вивчити сучасні підходи до моделювання та прогнозування поведінки 

соціально-економічних систем; 



 

 

– дослідити поведінку моделі  Лотки-Вольтерри в особливих точках; 

– адаптувати метод Ейлера для розв’язання систем нелінійних 

диференціальних рівнянь; 

– побудувати фазові портрети досліджуваних систем; 

– описати модель типу «хижак-жертва» для конкуренції за фінансування 

між основними видами наукової діяльності; 

– дослідити конкурентні процеси між основними видами наукової 

діяльності за допомогою моделі типу «хижак-жертва».  

Для досягнення поставленої мети та задач дослідження були 

використані методи дослідження: методи системного аналізу, методи якісної 

теорії диференціальних рівнянь, чисельні методи розв’язування нелінійних 

систем звичайних диференціальних рівнянь та методи  комп’ютерного  

моделювання.  

Основний науковий результат кваліфікаційної магістерської роботи 

полягає у розроблені алгоритму застосування удосконаленого методу Ейлера 

для чисельного розв’язання систем нелінійних диференціальних рівнянь типу 

«хижак-жертва», побудові моделі конкурентної взаємодії між економічними 

суб’єктами за фінансування наукових досліджень. 

Одержані результати можуть бути використані для моделювання 

конкурентної взаємодії економічних суб’єктів, дослідження нелінійних 

моделей соціально-економічних систем. 

Результати апробації основних положень кваліфікаційної магістерської 

роботи розглядалися на V Міжнародній науковій конференції  «Сучасні 

трансформації в економіці та управлінні», м. Клайпеда (Литва), 26-27 березня 
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ВСТУП 

 

 

Об’єктивні цивілізаційні зміни та тенденції розвитку сучасних 

економічних процесів, перехід від індустріального виробництва до 

інформаційного суспільства, до суспільства знань потребує нових  підходів 

до моделювання та дослідження соціально-економічних систем. Досвід 

останніх років свідчить, що соціально-економічні системи все частіше 

демонструють непрогнозовану поведінку та непередбачувані властивості. За 

таких умов виникає нагальна потреба глибокого осмислення законів розвитку 

сучасного складного нелінійного світу, пошуку нових методів дослідження 

соціально-економічних систем, що базуються на іншій парадигмі – парадигмі 

нелінійності. Найбільш затребуваними методами дослідження складних 

соціально-економічних систем є методи нелінійної динаміки, пов'язані з 

пошуком єдиних механізмів розвитку нелінійних систем будь-якої природи – 

від фізичних і біологічних до економічних і соціальних.  

Більшість реальних економічних процесів і відповідних їм 

математичних моделей є нелінійними. Нелінійні рівняння можуть мати 

декілька якісно різних розв’язків, чим пояснюється наявність різних шляхів 

еволюції відповідної соціально-економічної системи.  

Сучасне конкурентне економічне середовище характеризується 

нерівноважністю та значною нелінійністю. Дослідити конкурентну 

взаємодію можна на основі існуючих математичних моделей – систем 

диференціальних рівнянь. Найбільш відомою моделлю, яка описує 

конкуренцію як динамічний процес, є модель конкурентної взаємодії Лотки-

Вольтерри  «хижак-жертва». 

Об’єктом дослідження є моделювання поведінки соціально-

економічних систем на базі моделі Лотки-Вольтерри та її модифікацій.  

Предметом дослідження є модель Лотки-Вольтерри та її модифікації.  

Мета дослідження полягає у моделюванні конкурентних процесів в 
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економіці на основі  моделі Лотки-Вольтерри та її модифікацій.  

Мета роботи обумовила наступні завдання: 

– вивчити сучасні підходи до моделювання та прогнозування поведінки 

соціально-економічних систем;  

– дослідити поведінку моделі  Лотки-Вольтерри в особливих точках; 

– адаптувати метод Ейлера для розв’язування систем нелінійних 

диференціальних рівнянь; 

– побудувати фазові портрети досліджуваних систем; 

– описати модель типу «хижак-жертва» для конкуренції за фінансування 

між основними видами наукової діяльності; 

– дослідити конкурентні процеси між основними видами наукової 

діяльності за допомогою моделі типу «хижак-жертва».  

Для виконання поставлених завдань були використані методи 

системного аналізу, методи якісної теорії диференціальних рівнянь, чисельні 

методи розв’язання нелінійних систем звичайних диференціальних рівнянь 

та методи  комп’ютерного  моделювання.  
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1 ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ НЕЛІНІЙНОГО МОДЕЛЮВАННЯ  

СОЦІАЛЬНО-ЕКОНОМІЧНИХ СИСТЕМ 

 

 

1.1  Сучасна парадигма моделювання соціально-економічних систем 

 

 

Глобалізація, становлення інноваційного типу економіки, значна 

конкуренція, проникнення інтернет-технологій в усі соціально-економічні 

сфери, зростання обсягів інформації, ускладнення бізнес-процесів – всі ці 

фактори вимагають зміни парадигми моделювання соціально-економічних 

систем, яка повинна базуватись на сучасних  фундаментальних наукових 

дослідженнях.  

Наприкінці ХХ століття відбулася зміна наукової парадигми. Класична 

наукова картина абсолютизувала поступовий та поступальний розвиток, який 

обумовлений причинно-наслідковими зв’язками, що не залежать від 

незначних випадкових впливів на систему.  Реакція системи вважалася 

обов’язково пропорційною впливу. Процеси навколишнього світу 

розглядалися як  передбачувані на необмежено великі проміжки часу, 

Вважалося, що сьогодення визначається лише минулим, а майбутнє – 

теперішнім та минулим.  

Всі дослідження і висновки класичної науки базувались на стереотипах 

лінійного мислення:  

– розуміння хаосу виключно як деструктивного явища;  

– розглядання випадковості як другорядного фактору, який не має 

принципового значення у розвитку;  

– розуміння нестійкості та нерівноважних станів виключно як 

негативних та руйнівних факторів; 
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– розуміння процесів оточуючого світу та суспільства, як процесів, 

зворотних за часом, які можуть бути передбачуваними на необмежені 

проміжки часу;  

– уявлення про жорсткі причинно-наслідкові зв’язки між процесами та 

явищами; 

– розуміння розвитку лише як лінійного та поступального; 

– розуміння зовнішнього впливу як однозначного та лінійного, що 

передбачає отримання бажаного результату лише за умови зовнішнього 

впливу: вплив  – бажаний результат. 

Додатковим підґрунтям для застосування  лінійних стереотипів 

мислення до дослідження систем різної природи був досконалий лінійний 

математичний апарат, який розглядався як частина математичної культури.  

Сучасні міждисциплінарні дослідження складних систем будь-якої 

природи демонструють принципову відмінність законів, що визначають 

поведінку цих систем, від законів класичної науки. Об’єкти дослідження 

класичної наукової парадигми – стійкість, рівновага, порядок, замкнені 

системи, лінійні залежності.  

Лінійні залежності та рівноважні стани, які є характерними для 

неокласичної економічної теорії, не є адекватними для моделювання та 

прогнозування поведінки сучасних складних соціально-економічних систем.  

Сучасна парадигма моделювання та прогнозування поведінки 

соціально-економічних систем – це парадигма нелінійності.  

Нелінійність є об’єктивним загальним законом розвитку складних 

систем будь-якої природи, що означає, перш за все, відсутність принципу 

суперпозиції: 

– неможливість зведення функціонування всієї системи до 

функціонування її елементів,  ціла система  не є просто сумою частин 

системи, вона якісно інша через  встановлення загального темпу 

розвитку частин систем;  
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– непропорційне співвідношення між причинами та наслідками, між 

величиною впливу та  реакцією системи на цей вплив. 

Сучасний світ виявився хаотичним, катастрофічним, 

непередбачуваним. За таких умов однозначна детермінованість є лише 

частковим випадком, а передбачуваність – принципово обмеженою.  Реальні 

системи, як правило відкриті та нелінійні. Замкненість та лінійність – 

виключення з правил, спрощення дійсності. 

Аналіз наукових публікацій [1–31] засвідчив, що особливістю багатьох 

економічних процесів є нелінійність, внаслідок чого вказані процеси та 

відповідні динамічні моделі можуть мати  кілька станів рівноваги, як стійких, 

так і нестійких. За вказаних умов моделювання та дослідження поведінки 

складних соціально-економічних систем повинно базуватися на методах 

нелінійної динаміки.  Лінійне моделювання не дозволяє адекватно дослідити 

поведінку соціально-економічної системи в умовах порушення стійкості 

стаціонарного стану,  в умовах динамічних змін.   

Питанням моделювання соціально-економічних систем методами 

нелінійної динаміки присвячено роботи С Демберела, В.-Б. Занга, Е. Петерса, 

Т. Пу, Д.С. Чернавського, В.В. Лебедєва, М.Ю. Малкова, В.П. Милованова, 

Л.Ф. Петрова, В.І. Маєвського, Д.І. Трубецького, Г.Г Малинецького, А.Б. 

Потапова, В.В. Вітлінського,  В.Д. Дербенцева, Ю.В. Коляди,  Т.С. 

Клєбанової, В.М. Соловйова,  О.І. Черняка та багатьох інших науковців.  

Як зазначено в [2], проблема пошуку стійких  й  безпечних траєкторій 

розвитку  соціально-економічних систем має безпосереднє відношення до 

нелінійної динаміки. Соціально-економічні  системи  –  це  складні ієрархічні 

системи, ступінь нестійкості та  межі  передбачуваності  яких –  різні. В 

сучасних умовах горизонт прогнозування розвитку соціально-економічних 

систем значно скоротився, в той же час,  сталий розвиток суспільства вимагає 

повільно мінливих стратегічних цілей,  суспільних цінностей, норм,  

культури та ідеології. Все це вимагає використання відповідної теорії та 

методів, які б дозволяли аналізувати можливу динаміку систем, швидкість 
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розвитку яких різна, та, базуючись на цих висновках, передбачати та 

направляти  розвиток вказаних систем. Вказані задачі можуть бути розв’язані 

в рамках використання методів нелінійної динаміки, метою якої є вивчення 

законів розвитку та еволюції нелінійних систем найрізноманітнішої природи. 

На думку науковців [3], нелінійна динаміка – це  єдиний 

методологічний підхід, який дозволяє на основі об’єктивних законів 

досліджувати розвиток найрізноманітних динамічних систем різної 

складності – від механічних до соціально-економічних. Саме застосування 

методів нелінійної динаміки для аналізу поведінки складних соціально-

економічних систем надає можливість зрозуміти механізми еволюції та 

механізми виникнення кризових явищ в таких системах. Ефекти нелінійної 

динаміки можуть бути використані для підвищення економічної 

ефективності, стійкості розвитку соціально-економічних систем, а також в 

якості інструментів антикризового управління. 

На переконання дослідників [4], XX століття та початок XXI століття 

можна розглядати як століття панування лінійних законів, на яких 

будувалися прогнози та моделі функціонування ринків, підприємств і 

організацій, характерних для пануючої в економічній теорії неокласичної 

економічної думки.  Головний  постулат лінійної теорії економічних систем – 

прагнення економічних систем до рівноваги, тобто все в світі та в 

економічній сфері  прагне до рівноваги: рівноважна ціна, рівновага попиту і 

пропозиції тощо. Згідно до лінійної теорії, реакція системи на влив є 

пропорційною величині цього впливу. Крім того, ринок «не має пам’яті», 

окрема подія не може його змінити, реакція економічної системи на 

зовнішній вплив завершується за умови завершення дії зовнішнього впливу. 

В рамках лінійної парадигми, динаміка розвитку ринків та підприємств, 

поведінка споживачів описувалась лінійними залежностями. На даний час 

все більше вчених підтримують думку щодо абстрактності лінійного підходу, 

його нездатності наблизитися до реальної економічної дійсності, ігнорування 

нової економічної реальності, яка  не вписується в лінійну парадигму 
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дослідження складних систем. 

На думку В.В. Вітлінського [16], використання економетрики для 

розв’язання проблем економічного аналізу є успішним в умовах лінійної 

парадигми. Але сучасний економічний світ виявився дуже динамічним, 

катастрофічним, що демонструє нелінійність соціально-економічних систем, 

вимагає адекватного відображення радикалізації відносин між об’єктами і 

суб’єктами господарювання. 

Як підкреслюється в [17], «… епоха лінійної парадигми науки загалом, 

економічної зокрема, завершилася. Прийшов час глибокого системного 

вивчення нелінійної динаміки процесів, бо в цьому проявляється сутність 

поведінки і природи речей навколишнього світу. Саме нелінійністю з 

урахуванням необоротності економічних процесів, сумісного 

функціонування швидких і повільних складових економіки, змінюваності її 

мети існування детермінується широкий спектр шляхів можливого 

економічного розвитку. Попередньо пізнати особливості траєкторій 

економічної еволюції можна на підґрунті математичного та комп’ютерного 

моделювання».  

Аналіз літературних джерел показав, що сучасна економіка 

характеризується наявністю нестабільних, нерівноважних, нестаціонарних 

процесів, які відбуваються в умовах невизначеності. Соціально-економічні 

системи відрізняються значною мінливістю поведінки, різноманіттям зв’язків 

між елементами систем, що не дозволяє адекватно досліджувати сучасні 

економічні системи та процеси, базуючись лише на принципах лінійної 

парадигми. В сучасних умовах  постійних змін та криз необхідне глибоке 

осмислення нелінійної динаміки економічних процесів.  
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1.2 Математичне моделювання нелінійних динамічних систем 

 

 

Динамічна система – математичний об’єкт, що відповідає реальним 

фізичним, хімічним, біологічним, економічним  системам, еволюція яких у 

часі визначається початковим станом системи. Закон еволюції стану 

динамічної системи в часі може бути заданий системою диференціальних 

рівнянь. 

Існують різні класифікації процесів в динамічних системах, зокрема 

[7]: 

 

 

Рисунок 1.1 – Класифікація процесів в динамічних системах 

 

За характером нелінійності розрізняють лінійні, квазілінійні, істотно 

нелінійні моделі. Динамічні моделі використовують для моделювання 

перехідних, циклічних процесів; автоколивань, вимушених коливань, 

параметричних коливань. За ознакою збереження енергії системи 
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розрізняють консервативні, неконсервативні, автоколивальні та дисипативні 

динамічні системи; за стохастичними ознаками – детерміновані та 

недетерміновані системи; за взаємодією з оточуючим середовищем – 

автономні та неавтономні.  

Математичне моделювання нелінійних динамічних систем є 

міждисциплінарним інструментом дослідження різноманітних процесів в 

природі і суспільстві, який базується на єдиному  методологічному підході, 

що дозволяє на основі об'єктивних законів аналізувати рух різноманітних 

динамічних систем різного рівня складності – від механічних до соціальних. 

Перші математичні моделі динамічних систем – це системи  лінійних 

диференціальних рівнянь, які дозволили отримати перші принципові 

результати (ефекти  резонансу при вимушених коливаннях, взаємодії різних 

мод коливань в багатовимірних динамічних системах тощо). Лінійні моделі 

досить швидко досягли межі свого застосування, оскільки продемонстрували 

випадки принципової невідповідності деяких результатів, отриманих за 

допомогою лінійних моделей, результатам експериментів навіть для 

нескладних механічних і електромеханічних систем. Наступний етап 

розвитку динамічного моделювання – врахування нелінійних залежностей в 

математичній моделі.  

Історично спочатку нелінійні складові моделі сприймалися як 

нескінченно малі величини в порівнянні з лінійними складовими моделі. Такі 

системи отримали назву квазілінійних, для аналізу квазілінійних систем 

застосовувались асимптотичні методи. Використання асимптотичних методів 

продемонструвало наявність стійких та нестійких динамічних режимів при 

однакових параметрах динамічної системи та величині зовнішнього впливу, 

біфуркації рішень, існування стійких автоколивань з обмеженою амплітудою 

тощо.  

Для простих механічних систем існують доступні для дослідження 

моделі на основі нелінійних диференціальних рівнянь, які повністю 

відображають динаміку процесу з урахуванням складних нелінійних ефектів. 
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При цьому нелінійні ефекти – втрата динамічної стійкості, біфуркація 

розв’язків системи, перехід до хаосу, дивний аттрактор, підтверджуються 

експериментально.   

Для моделювання поведінки складних соціально-економічних систем 

поряд з математичними методами значне місце займає комп’ютерне  

моделювання. В якості математичних моделей найчастіше використовуються 

системи диференціальних рівнянь, які відображають нелінійні зв’язки між 

елементами систем. Нелінійні системи диференціальних рівнянь, в 

порівнянні з лінійними системами, демонструють різні режими 

функціонування складних соціально-економічних процесів, оскільки навіть 

незначна зміна параметрів нелінійної системи може призвести до різкої зміни 

динаміки системи.  

Оскільки загальних методів отримання аналітичного розв’язку систем 

нелінійних диференціальних рівнянь не існує, а використання сучасних 

програмних продуктів дозволяє знайти лише частинний розв’язок для 

конкретних значень параметрів, важливу роль відіграють методи якісного 

аналізу систем диференціальних рівнянь.  

Дослідження та прогнозування різних режимів поведінки нелінійної 

моделі соціально-економічної системи може базуватись на вивченні фазового 

портрету системи – сукупності всіх її можливих траєкторій, побудованих у 

просторі фазових змінних. Аналіз фазового портрету системи дозволяє 

передбачити всю сукупність режимів, які можуть виникнути при певних 

значеннях параметрів. Зокрема, серед траєкторій є ті, що визначають якісні 

властивості системи: точки рівноваги, які відповідають стаціонарним 

режимам системи, граничні цикли, що відповідають режимам періодичних 

коливань тощо.  

Реальні соціально-економічні системи, технічні та біологічні системи 

демонструють спільні ефекти – циклічний розвиток, кризи, хаос, зародження 

нових станів, що дозволяє застосовувати моделі, розроблені для технічних та 

біологічних систем для дослідження та прогнозування складних соціально-
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економічних систем.  

Принципова відмінність моделей механіки від економічних моделей 

полягає в тому, що функціональні залежності та величина коефіцієнтів для 

моделей механіки повністю визначається постановкою завдання, в той же час 

для побудови аналогічних моделей економіки необхідні додаткові 

дослідження для визначення параметрів моделей.  Саме через невирішеність 

проблем визначення функціональних залежностей та коефіцієнтів рівнянь 

математичний апарат теорії нелінійних коливань, синергетики, теорії 

катастроф, достатньо складно використовувати для кількісного аналізу 

економічної динаміки [7]. 

Один з методів визначення функціональних залежностей та 

коефіцієнтів в моделях нелінійної економічної динаміки запропоновано в  

[7]. Основний апарат дослідження – чисельні методи, при застосуванні  яких 

неважливим є конкретний вигляд функціональної залежності та величина 

коефіцієнтів. Форма залежності, величини коефіцієнтів визначаються за 

статистичними даними. Якщо така залежність наближається до відомої 

залежності, то задача значно спрощується. Якщо ж реальні залежності не 

можуть бути апроксимовані відомими функціями, то можуть бути 

використані сплайни, що дозволяє застосувати методи моделювання, які 

використовуються в теорії нелінійних коливань, теорії катастроф до задач 

нелінійної економічної динаміки.   

 

 

1.3 Модель Лотки-Вольтерри в моделюванні динаміки економічних 

процесів 

 

Сучасне конкурентне економічне середовище характеризується 

нерівноважністю та значною нелінійністю. Досліджувати конкурентну 

взаємодію можна на основі вже побудованих математичних моделей – систем 

диференціальних рівнянь. Найбільш відомою моделлю, яка описує 
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конкуренцію як динамічний процес, є модель конкурентної взаємодії Лотки-

Вольтерри «хижак-жертва». Модель Лотки-Вольтерри дає змогу дослідити 

динаміку економічних процесів та спрогнозувати основні параметри моделі, 

дозволяє дослідити зміну станів економічної системи за умови зміни 

параметрів системи диференціальних рівнянь.   

Модель Лотки-Вольтерри  – система двох звичайних диференціальних 

рівнянь,  що описує динаміку чисельності популяції з одним типом хижаків і 

одним типом жертв. Вказані рівняння запропоновано незалежно вченими 

Альфредом Лоткою та Вітто Вольтеррою в 1925 та 1926 роках. Характерна 

особливість системи «хижак-жертва» – розв’язком рівнянь є автоколивання.  

Модель Лотки-Вольтерри знайшла широке застосування для 

моделювання конкурентних процесів в економіці, зокрема цей клас моделей 

застосовується для аналізу ринку праці з урахуванням чисельності 

потенційних робітників як «хижаків» та кількості робочих місць – «жертв». 

Роль «хижака» та «жертви»  можуть відігравати державний бюджет та ВВП; 

взаємовідносини країн; чисельність працівників, зайнятих у приватному 

секторі економіки та державному; кількість споживачів та виробників; попит 

і пропозиція тощо [32]. 

Різноманітні модифікації моделі Лотки-Вольтерри застосовуються для 

моделювання та прогнозування динамічних економічних процесів, зокрема, в 

роботах [33, 34]  модель Лотки-Вольтерри використовується для опису 

дуопольно-дуопсонієвої конкуренції, в роботі [35]  – для аналізу стійкості 

інвестиційних та інноваційних процесів,  в роботі [36]  – для дослідження 

конкурентної взаємодії на ринку послуг мобільного зв’язку, в  роботі [37]  

модель «хижак-жертва» використовується для моделювання динаміки 

міського населення США. В роботі [38] модель Лотки-Вольтерри 

використовується для моделювання конкуренції на фондовій біржі, де 

існують два види конкуренції: між компаніями, що тогрують на біржі, та між 

інвесторами. 

Дослідженню моделі Лотки-Вольтерри при моделюванні різних 
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соціально-економічних процесів присвячено роботи [39–56].  

Аналіз наукових джерел показав, що соціально-економічні системи є 

складно передбачуваними. Для моделювання та прогнозування таких систем 

актуальним є дослідження математичних моделей таких систем. В економіці 

знаходить застосування значна кількість математичних моделей, залежно від 

об’єкта моделювання та сфери дослідження. При цьому різні об’єкти 

моделювання мають однаковий математичний опис та відносяться до класу 

нелінійних, відкритих систем. Модель Лотки-Вольтерри або модель типу 

«хижак-жертва» широко використовується для моделювання динаміки 

економічних процесів.  

В математичній формі модель Лотки-Вольтерри має вигляд 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝛼 − 𝛽)𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (−𝛾 + 𝛿𝑥)𝑦

 

 

де x – кількість жертв; 

     y – кількість хижаків;  

    t – час;  

    α, β, γ, δ – коефіцієнти, що відображають взаємодію між двома видами. 
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2 ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ 

РІВНЯНЬ 

 

 

2.1 Метод Ейлера 

 

 

Найчастіше немає можливості знайти аналітичний розв’язок систем 

диференціальних рівнянь, тому використовують так звані чисельні методи. 

Чисельні методи базуються на знаходженні значень, що є найбільш 

близькими до розв’язків систем диференціальних  рівнянь. 

Досить широко використовується метод Ейлера, який базується на 

відомій в математиці наближеній рівності  

 

∆𝑓 ≈ 𝑑𝑓, 

 

де  ∆𝑓  –   приріст функції; 

𝑑𝑓 – диференціал функції. 

Оскільки диференціал функції визначається як  

 

𝑑𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝑥) ∙ ∆𝑥 

 

то приріст функції можна подати у вигляді добутку похідної функції та  

приросту аргументу. Для диференціального рівняння будемо позначати 

приріст аргументу літерою ℎ (hop). Отже, для знаходження наближеного 

значення функції використовується наступна рекурентна формула: 

 

xk+1 = xk + hẋk 

Очевидно, що розрахунок значення функції буде тим точніший, чим 

менший крок приросту аргумент. 
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Крім того, формула є рекурентною, тобто, на вимірювання поточного 

значення накладаються похибки у вимірюванні всіх попередніх значень 

функції. 

Для демонстрації використання методу Ейлера наведемо приклад, 

задавши систему, поведінка якої відома наперед. Систему розглядаємо в 

загальному вигляді, без конкретизації значень змінних, оскільки для 

моделювання соціально-економічних систем використовуються базові 

математичні моделі, які надають можливість моделювати та досліджувати 

різні соціально-економічні процеси.  

Стосовно використання базових математичних моделей для 

моделювання соціально-економічних процесів, необхідно підкреслити, що 

базових математичних моделей існує не велика кількість, а  використання 

навіть нескладних нелінійних моделей дозволяє передбачати різні режими 

функціонування відповідних  соціально-економічних систем. 

 Розглянемо систему, параметрична форма має вигляд 

 

                                          (𝑥, 𝑦) = (𝑟 cos 𝑡 , 𝑟 sin 𝑡)                              (2.1) 

 

 

З плином часу (збільшенням параметра 𝑡) система рухатиметься 

циклічно по колу радіуса 𝑟. Перетворимо систему (2.1) на систему 

диференціальних рівнянь. Враховуючи значення похідних функцій, 

 

(𝑥̇, 𝑦̇) = (−𝑟 sin 𝑡 , 𝑟 cos 𝑡) 

 

отримаємо 

 

                                                  {
𝑥̇ = −𝑦
𝑦̇ = 𝑥

                                                 (2.2) 
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Нехай початкове положення системи (2.2)  є точка  (𝑥0, 𝑦0) = (3,4). 

Тоді радіус обертання має дорівнювати 5. Розв’язуючи систему (2.2) методом 

Ейлера, отримаємо наступні формули 

 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − ℎ𝑦𝑘 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑥𝑘 

 

Дослідимо систему (2.2) на часовому проміжку 𝑡 = (0; 100)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ з кроком 

ℎ = 0,1. Таким чином, досліджуваний проміжок буде пройдено за 1000 

кроків. Результати моделювання показано на рисунку 2.1. 

 

 

Рисунок 2.1 – Динаміка показників системи 2.2 (метод Ейлера, ℎ = 0.1) 

 

Фазовий портрет системи (2.2) на часовому проміжку 𝑡 = (0; 100)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ з 

кроком ℎ = 0,1 продемонстровано на рисунку 2.2. Аналіз рисунку 2.2 вказує 

на наявність постійно зростаючих коливань (нестійкий фокус), що не 

відповідає дійсності, оскільки відомо, що система має утворювати цикл. 
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Рисунок 2.2 – Фазовий портрет системи (метод Ейлера, ℎ = 0.1) 

 

Якщо зменшити крок  у 20 разів (ℎ = 0.005), то досліджуваний 

проміжок буде пройдено за 20000 кроків. Це дозволило зробити результат 

більш точним. Результати дослідження динаміки моделі (2.2) крок якої 

дорівнює 0.005 показано на рисунку 2.3.  Відповідний фазовий портрет 

системи показано на рисунку 2.4.  

Аналіз результатів показує, що застосування методу Ейлера з кроком  

ℎ = 0.005, не дозволяє отримати розв’язки системи (2.2), які відповідають 

теоретичним результатам. Все ще має місце збільшення амплітуди коливань з 

часом. Якщо надалі користуватися методом Ейлера, то виникає необхідність 

значно зменшити крок і підвищити навантаження на комп’ютер. Відтак, 

необхідно використовувати більш дієву альтернативу для чисельного 

розв’язування системи диференціальних рівнянь. 
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Рис. 2.3 – Динаміка показників системи (метод Ейлера, ℎ = 0.005) 

 

З цією метою було досліджено досить багато джерел і знайдено такі 

методи як модифікований метод Ейлера, метод Рунґе-Кутти 4-го порядку та 

деякі інші. Але у джерелах зазвичай вказується, як застосувати дані методи 

для розв’язування одного рівняння, а не для системи диференціальних 

рівнянь. Головна мета подальшого дослідження – застосувати 

модифікований метод Ейлера для чисельного інтегрування системи 

нелінійних диференціальних рівнянь 

 

 

Рис. 2.4 – Фазовий портрет системи (метод Ейлера, ℎ = 0.005) 
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2.1 Модифікований метод Ейлера 

 

В роботі з метою чисельного дослідження систем диференціальних 

рівнянь використовується модифікований метод Ейлера. Він є не таким 

точним, як метод Рунґе-Кутти, але є простішим для використання та дозволяє 

отримати коректні результати. 

Метод Ейлера, модифікований метод Ейлера та метод Рунґе-Кутти 𝑛-го 

порядку являють собою, по суті, один клас методів, фундаментальною ідеєю 

для яких є розкладання функції в ряд Тейлора: 

 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑖)(𝑥0)

𝑖!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑖∞
𝑖=0     (2.3) 

 

Якщо звичайний метод Ейлера використовує лише похідну першого 

порядку, то модифікований метод Ейлера використовує похідні першого і 

другого порядків: 

 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + ℎ𝑥̇𝑘 +
ℎ2

2
𝑥̈𝑘    (2.4) 

 

Варто зазначити, що для застосування ряду Тейлора (2.3) для 

розв’язування систем диференціальних рівнянь є справедливим наступне 

твердження: 

 

𝑥 − 𝑥0 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ     (2.5) 

 

Для використання модифікації методу Ейлера в системах 

диференціальних рівнянь необхідно знати похідну другого порядку від часу. 

При цьому, кожне рівняння системи не має прямої залежності від часу, лише 

через інші функції. 
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Нехай дано систему в загальному вигляді: 

 

                                           {
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦)
                                                    (2.5)  

 

Для знаходження похідних другого порядку використаємо формулу для 

похідної складеної функції: 

 

𝑥̈ =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
∙
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
∙ 𝑓(𝑥, 𝑦) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙ 𝑔(𝑥, 𝑦)   (2.6) 

𝑦̈ =
𝜕𝑔

𝜕𝑥
∙
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑔

𝜕𝑦
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝜕𝑔

𝜕𝑥
∙ 𝑓(𝑥, 𝑦) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
∙ 𝑔(𝑥, 𝑦)   (2.7) 

 

Формули для розрахунку других похідних можна подати і в 

матричному вигляді: 

 

(
𝑥̈
𝑦̈
) =

(

 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦)

 
 
(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡

) = 𝐽(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡

) 

 

де матриця 𝐽 – якобіан. 

Записуючи формулу 2.4 у матричному вигляді, отримаємо: 

 

(
𝑥𝑘+1
𝑦𝑘+1

) = (
𝑥𝑘
𝑦𝑘
) + ℎ (

𝑥𝑘̇
𝑦𝑘̇
) +

ℎ2

2
(
𝑥𝑘̈
𝑦𝑘̈
)    (2.8) 

 

Розв’яжемо систему 2.2 за допомогою модифікованого методу Ейлера 

на тому ж проміжку, з кроком ℎ = 0.1. Відповідні результати показано на 

рисунку 2.5 і рисунку 2.6. 
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Рис. 2.5 – Динаміка показників системи (метод Ейлера, ℎ = 0.1) 

 

 

Рис. 2.6 – Фазовий портрет системи ( метод Ейлера, ℎ = 0.1) 
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Чисельні методи завжди дають наближений результат, незалежно від 

використовуваного порядку похідної. Попри це, модифікований метод 

Ейлера значно покращив моделювання системи. Незважаючи на те, що 

амплітуда коливань з часом дещо зменшується, ці відхилення є в порядку 

допустимого, система є майже циклічною. 

 

2.3 Дослідження моделей типу «хижак-жертва» 

   

Найпростіша модель Лотки-Вольтерри має наступний вигляд: 

 

{
𝑥̇ = 𝛼𝑥 − 𝛽𝑥𝑦
𝑦̇ = −𝛾𝑦 + 𝛿𝑥𝑦

     (2.9) 

 

де x – кількість жертв; 

     y – кількість хижаків;  

    t – час;  

    α, β, γ, δ – коефіцієнти, що відображають взаємодію між двома 

видами. 

Всі коефіцієнти системи більші за нуль. 

Знайдемо точки рівноваги, розв’язавши систему: 

 

{
𝑥(𝛼 − 𝛽𝑦) = 0

𝑦(𝛿𝑥 − 𝛾) = 0
 

 

Маємо дві точки рівноваги: (0; 0) і (
𝛾

𝛿
;
𝛼

𝛽
). 

Дослідимо ці точки на стійкість. Для цього скористаємося теоремою 

Ляпунова. Знайдемо якобіан системи: 

 

𝐽 = (
𝛼 − 𝛽𝑦 −𝛽𝑥
𝛿𝑦 −𝛾 + 𝛿𝑥

) 
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Тоді для точки (0; 0) якобіан матиме наступний вигляд: 

 

𝐽(0;0) = (
𝛼 0
𝛿 −𝛾

) 

 

Знайдемо власні значення матриці: 

 

|
𝛼 − 𝜆 0
𝛿 −𝛾 − 𝜆

| = (𝜆 − 𝛼)(𝜆 + 𝛾) − 𝛿 = 𝜆2 − (𝛼 − 𝛾)𝜆 − (𝛼𝛾 + 𝛿) = 0 

 

Розв’язавши рівняння отримаємо: 

 

𝜆1,2 =
(𝛼 − 𝛾) ± √(𝛼 − 𝛾)2 + 4(𝛼𝛾 + 𝛿)

2
 

 

Власні числа матриці є дійсними числами різних знаків, отже точка 

рівноваги (0; 0) є нелінійним сідлом. 

Цікавішою є точка (
𝛾

𝛿
;
𝛼

𝛽
). Якобіан для неї матиме наступний вигляд: 

 

𝐽
(
𝛾
𝛿
;
𝛼
𝛽
)
=

(

 
0 −

𝛽𝛾

𝛿
𝛿𝛼

𝛽
0
)

  

 

Знайдемо власні значення матриці: 

 

||
−𝜆 −

𝛽𝛾

𝛿
𝛿𝛼

𝛽
−𝜆

|| = 𝜆2 + 𝛼𝛾 = 0 
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Розв’язавши рівняння отримаємо: 

 

𝜆1,2 = ±𝑖√𝛼𝛾 

 

Власні числа матриці є суто уявними. Це так званий критичний 

випадок, коли неможливо дослідити точку на стійкість, лінеаризувавши в ній 

систему.  Оскільки перший інтеграл цієї системи можна знайти, то можливо 

однозначно визначити фазові траєкторії, розв’язавши наступне рівняння 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=
𝑥(𝛼 − 𝛽𝑦)

𝑦(𝛿𝑥 − 𝛾)
 

 

Розділивши змінні та проінтегрувавши ліву і праву частини, отримаємо 

рівняння для фазового портрету системи 

 

|𝑥|𝛾|𝑦|𝛼 = 𝐶𝑒𝛿𝑥+𝛽𝑦, 

 

де 

 𝐶 – певна константа, яка може бути визначена із початкового стану системи 

(𝑥0; 𝑦0) 

 

𝐶 =
|𝑥0|

𝛾|𝑦0|
𝛼

𝑒𝛿𝑥0+𝛽𝑦0
. 

 

Досліджуючи графік фазової траєкторії у першій координатній чверті, 

отримаємо наступну тотожність 

 

𝑥𝛾𝑒−𝛿𝑥 ∙ 𝑦𝛼𝑒−𝛽𝑦 = 𝐶 або 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑦) = 𝐶. 
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При цьому, добуток функцій 𝑓(𝑥) і 𝑔(𝑦) має єдиний максимум у точці 

(
𝛾

𝛿
;
𝛼

𝛽
). Обидві функції диференційовні на проміжку (0;+∞], отже, в певному 

околі від точки максимуму лінії фазових траєкторій є замкнутими. 

Фазовий портрет системи показано на рисунку 2.7. 

 

 

Рисунок 2.7 – Фазовий портрет системи (модель Лотки-Вольтерри) 

 

Отже, найпростіша модель Лотки-Вольтерри є моделлю коливань зі 

сталою амплітудою в замкнутій системі з незмінною «енергією». 

Моделюючи динаміку системи, що описується моделлю Лотки- 

Вольтерри (2.9), отримуємо наступні результати (рисунок 2.8, рисунок 2.9): 
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Рисунок 2.8 – Динаміка показників в моделі Лотки-Вольтерри 

(𝛼 = 0.3, 𝛽 = 0.28, 𝛾 = 0.7, 𝛿 = 0.3, 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 3, ℎ = 0.1) 

 

 

Рисунок 2.9 – Фазова траєкторія системи в моделі Лотки-Вольтерри 

(𝛼 = 0.3, 𝛽 = 0.28, 𝛾 = 0.7, 𝛿 = 0.3, 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 3, ℎ = 0.1) 
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Для знаходження невідомих коефіцієнтів системи диференціальних 

рівнянь можна застосувати наступний метод: 

1. Розраховуються фактичні різниці між значеннями ряду. 

2. Розрахункові різниці визначаються за формулою: 

 

∆𝑥𝑖 = ℎ
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
ℎ2

2
∑

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

∙
𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

𝑛

𝑗=1

 

 

Формула розраховується для попереднього значення ряду і має у 

своєму складі всі шукані коефіцієнти. 

3. Мінімізується сума квадратів різниць фактичних і розрахованих 

значень засобами Excel «Пошук рішення». 



 

 

3  МОДЕЛЮВАННЯ КОНКУРЕНТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ  

ЕКОНОМІЧНИХ СУБ’ЄКТІВ 

 

 

Модель типу «хижак-жертва» може бути використана для моделювання  

конкурентних процесів. Зокрема, вказана модель може бути використана для 

моделювання витрат на виконання наукових досліджень і розробок за видами 

робіт, при цьому три види робіт конкурують між собою за фінансування. 

 Нехай швидкість зміни обсягу витрат на певний вид діяльності 

залежить від результатів, що показав цей вид діяльності , тобто 

 

dxi

dt
= aixi(t)     (3.1) 

 

де 𝑥𝑖  – обсяг витрат на 𝑖-й вид діяльності; 

 𝑎𝑖 –  потенційно можливий приріст витрат на даний вид діяльності.  

Модель (3.1) є прийнятною для «ідеального» світу, в якому існував би 

лише один вид діяльності і не було обмежень щодо максимальних витрат на 

нього. 

Розглядається гіпотеза: для кожного з трьох видів наукової діяльності 

існує максимально можливий відсоток витрат,  витрати для кожного з видів 

обмежуються також конкурентною дією інших видів. Формально вплив 

конкуренції на 𝑖-й вид діяльності (внаслідок вичерпування ресурсу) можна 

описати наступним чином 

 

                                                   
ri−∑ cijxj

n
j=1

ri
 ,                                             (3.2)  

 

 

де 𝑟𝑖  – максимально можливий обсяг ресурсу для -го суб’єкта; 
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 𝑐𝑖𝑗 – коефіцієнти конкуренції за ресурс. 

Вага конкурента тим більша, чим сильніше він поглинає ресурс.  

Формула (3.2) описує частку від максимально можливого ресурсу, яку 

отримає 𝑖-те підприємство.  Враховуючи вичерпування ресурсу, модель (3.2) 

можна подати у вигляді 

 

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑎𝑖𝑥𝑖 (

𝑟𝑖−∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑟𝑖
)                                       (3.3) 

 

Замінивши відношення констант коефіцієнтами, отримаємо рівняння 

 

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑎𝑖𝑥𝑖 − 𝑥𝑖 ∑ 𝑟𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑛
𝑖=1     (3.4) 

 

Закономірно, що серед факторів, що зменшують частку ресурсу для 

певного виду діяльності, є споживання ресурсу цим видом. Узагальнюючи 

систему взаємодії конкуруючих видів діяльності як економічних суб’єктів, 

систему 3.4 запишемо у матричному вигляді 

 

𝑋′ = 𝑋 × (𝐴 − 𝑅𝑋)     (3.5) 

 

де  𝑋 – сукупність функцій, що визначають динаміку насичення економічних 

суб’єктів ресурсом; 

 𝐴 – вектор-стовпець із потенційно можливих приростів витрат ресурсу на 

суб’єкт; 

 𝑅 – матриця коефіцієнтів, що відповідають за споживання суб’єктами 

ресурсу. 

Дослідження системи (3.5) показало, що вона  має дві точки рівноваги: 

перша – нульовий стовпець 𝜃, друга – розв’язок системи лінійних рівнянь 

 

                                               𝐴 − 𝑅𝑋 = θ                                      (3.6) 
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Розв’язок системи  (3.6) , у випадку невиродженої матриці 𝑅,  має 

вигляд: 

 

                                                    𝑋 = 𝑅−1𝐴                                       (3.7) 

 

Матриця частинних похідних для системи (3.5) матиме вигляд: 

 

(
𝑘1 − 𝑟11𝑥1 … 0

… … …
0 … 𝑘𝑛 − 𝑟𝑛𝑛𝑥𝑛

) − 𝑅 × 𝑋 

 

Побудуємо модель, взявши за основу дані про витрати на виконання 

наукових досліджень і розробок за видами робіт за 2010-2019 роки, які 

подано в таблиці Б.1.  

В якості змінних системи (3.5) виступають фундаментальні і прикладні 

наукові дослідження, науково-технічні розробки. За одиниці виміру взято 

їхню частку із загального фінансування видів наукової діяльності. 

Знайдені коефіцієнти моделі подано у таблиці 3.1 та таблиці 3.2. 

 

Таблиця 3.1 – Коефіцієнти моделі (матриця 𝑅) 

𝑅 𝑥1 𝑥2 𝑥3 

Рівняння 1 0,039951 0 0,01963 

Рівняння 2 0,033894 0,056707 0 

Рівняння 3 0,093924 0,07604 0,061766 

 

 

Таблиця 3.2 – Коефіцієнти моделі (матриця 𝐴) 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 

𝐴 1,997019 1,984244 7,202029 

 

Можна зробити висновок про міру взаємного впливу фінансування 

видів наукової діяльності. Зокрема, фінансування прикладних досліджень не 
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зменшує фінансування фундаментальних, а фінансування наукових розробок 

не зменшує фінансування прикладних наукових досліджень. 

Динаміка показників відповідно до моделі (3.5) представлена на 

рисунку 3.1. 

 

 

Рисунок 3.1 – Фактична і розрахована динаміки показників 

 

Змінні 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – фундаментальні, прикладні наукові дослідження, 

науково-технічні розробки, відповідно. Зірочками позначено розрахункові 

дані. 

Коефіцієнти детермінації  подані в таблиці 3.3. 

 

Таблиця 3.3 – Коефіцієнти детермінації 

𝑅1
2 𝑅2

2 𝑅3
2 

0,856713 0,634959 0,427552 

 

 

Розв’язання задачі знаходження невідомих коефіцієнтів системи 

нелінійних диференціальних рівнянь  може бути покращене використанням 

більш специфічних чисельних методів. Незважаючи на це, поведінка системи 

з обраним меншим кроком показує схожість із реальними даними в плані 
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наближення показників до стаціонарного стану, який зображено на 

рисунку 3.2 

 

 

Рисунок 3.2 – Динаміка системи (3.5) з кроком 0,1 

 

При цьому розраховані значення точки рівноваги 

 

(
22.559
21.508
55.819

) 

 

Ці значення співпадають із фактичними значеннями фінансування 

видів наукової діяльності станом 2019 рік. Особливо це помітно для 

фундаментальних і прикладних наукових досліджень. 

Зауважимо, що модель (3.4) ((3.5)) може використовуватись для 

моделювання конкурентної взаємодії будь-якої кількості економічних 

суб’єктів. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

 

Сучасні наддинамічні та нелінійні умови функціонування економіки 

потребують зміни парадигми моделювання та прогнозування соціально-

економічних систем. Реальні соціально-економічні, технічні та біологічні 

системи демонструють спільні ефекти – циклічний розвиток, кризи, хаос, 

зародження нових станів, що дозволяє застосовувати методи нелінійної 

динаміки, які були розроблені в природничих науках, для вивчення складних 

соціально-економічних систем.  

В якості математичних моделей соціально-економічних систем 

найчастіше використовуються системи диференціальних рівнянь, які 

відображають нелінійні зв’язки між елементами систем. Дослідження 

відповідних систем диференціальних рівнянь дозволяє аналізувати безліч 

потенційних шляхів розвитку соціально-економічної системи та обирати 

найбільш раціональний шлях. 

У ході виконання кваліфікаційної роботи було проведено аналіз 

моделей типу «хижак–жертва» для моделювання конкурентної взаємодії 

економічних суб’єктів, розроблено алгоритм використання удосконаленого 

методу Ейлера  для чисельного інтегрування систем нелінійних 

диференціальних рівнянь, на базі використання якого проведено аналіз та 

побудовано фазові портрети моделей типу ««хижак–жертва». На базі моделі 

Лотки-Вольтери побудована модель, яка описує конкурентну взаємодію між 

економічними суб’єктами за фінансування наукових досліджень. 

Дослідження систем нелінійних диференціальних рівнянь та побудова 

їх фазових портретів проведено з використанням програмного забезпечення 

MS Excel та Wolfram Mathematica. 
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ДОДАТОК А 

(обов’язковий) 

 

 

SUMMARY 

 

 

Dinits R.O. Modeling the behavior of socio-economic systems by 

methods of nonlinear dynamics. Qualifying master's thesis. Sumy State 

University, Sumy, 2021. 

The specifics of modeling of social and economic systems by methods of 

nonlinear dynamics are investigated in the work. The algorithm for using the 

improved Euler's method for numerical integration of systems of nonlinear 

differential equations is developed. Two level Lotka-Volterra model is studied. 

The model of competitive interaction between economic entities for research 

funding  is constructed.  

Keywords: nonlinearity, socio-economic systems, systems of nonlinear 

differential equations, Lotki-Volterra model. 

 

 

АНОТАЦІЯ 

 

 

 Дініц Р.О. Моделювання поведінки соціально-економічних 

систем методами нелінійної динаміки. – Кваліфікаційна магістерська 

робота. Сумський державний університет, Суми, 2021. 

У роботі досліджено особливості моделювання соціально-

економічних систем методами нелінійної динаміки. Розроблено алгоритм 

використання удосконаленого методу Ейлера для чисельного інтегрування 

систем нелінійних диференціальних рівнянь. На базі моделі Лотки-

Вольтери побудована модель, яка описує конкурентну взаємодію між 

економічними суб’єктами за фінансування наукових досліджень.  

Ключові слова: нелінійність, соціально-економічні системи, системи 

нелінійних диференціальних рівнянь, модель Лотки-Вольтерри. 
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ДОДАТОК Б 

(Довідковий) 

 

 

Фрагменти розв’язання систем диференціальних рівнянь і підбору 

параметрів в програмному середовищі Excel 

 

 

 

Рисунок Б.1 – Розв’язання демонстраційної СДР 

 

 

Рисунок Б.2 – Розв’язання СДР моделі Лотки-Вольтерри 

(𝛼 = 0.3, 𝛽 = 0.28, 𝛾 = 0.7, 𝛿 = 0.3, 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 3, ℎ = 0.1) 
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Продовження додатку Б 

 

 

Рисунок Б.3 – Фрагменти розрахунку параметрів конкурентної 

моделі «хижак-жертва» (ч.1) 

 

 

Рисунок Б.4 – Фрагменти розрахунку параметрів конкурентної 

моделі «хижак-жертва» (ч.2) 
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ДОДАТОК В 

(Довідковий) 

 

 

Формули розрахунків при розв’язанні систем диференціальних 

рівнянь і підборі параметрів системи 

 

 

 

Рисунок В.1 – Параметри моделювання СДР Лотки-Вольтерри 

 

 

Рисунок В.2 – Формули для розв’язання СДР моделі Лотки-

Вольтерри (ч.1) 
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Продовження додатку В 

 

 

 

Рисунок В.3 – Формули для розв’язання СДР моделі Лотки-

Вольтерри (ч.2) 

 

 

Рисунок В.4 – Формули для підбору параметрів конкурентної моделі 

Лотки-Вольтерри (ч.1) 
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Продовження додатку В 

 

 

 

Рисунок В.5 – Формули для підбору параметрів конкурентної моделі 

Лотки-Вольтерри (ч.2) 

 

 

Рисунок В.6 – Формули для підбору параметрів конкурентної моделі 

Лотки-Вольтерри (ч.3) 

 

 

Рисунок В.7 – Формули для підбору параметрів конкурентної моделі 

Лотки-Вольтерри (ч.4) 

 

 

Рисунок В.8 – Формули для підбору параметрів конкурентної моделі 

Лотки-Вольтерри (ч.5) 
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Продовження додатку В 

 

 

Рисунок В.9 – Формули для підбору параметрів конкурентної моделі 

Лотки-Вольтерри (ч.6) 

 


