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РЕФЕРАТ 
 

Звіт про НДР: 142 с., 23 рис., 4 табл., 89 джерел. 

ВІБРОГРАНУЛЯЦІЯ, ГРАНУЛА, ГРАНУЛОУТВОРЕННЯ, 

ГРАНУЛЯЦІЯ, ТЕХНОЛОГІЯ ГРАНУЛЮВАННЯ, ГІДРОДИНАМІКА, ЗОЛЬ-

ГЕЛЬ. 

Об`єкт дослідження – процес гранулоутворення нових матеріалів для 

ядерного палива та каталізаторів з покращеними властивостями. 

Мета роботи – формування наукових засад забезпечення технологічних 

умов створення нових гранульованих речовин, оксидів металів, зокрема для 

ядерного палива та каталізаторів, на золь-гельній основі шляхом інтенсифікації 

гідродинамічних і тепломасообмінних процесів за рахунок накладання 

зовнішнього вібраційного впливу. 

Методи дослідження. Основні теоретичні та експериментальні залежності, 

що описують гідродинамічні та тепломасообмінні процеси при 

гранулоутворенні, визначаються диференціальними методами математичного 

аналізу та інтегрального обчислення із застосуванням CAS-систем. Під час 

проведення експериментальних досліджень застосовано сучасні засоби 

вимірювання параметрів дисперсності гранул і контролю витрат індукційним 

способом, системи безконтактних струмовихрових датчиків механічних 

коливань та їх спектральний аналіз, методи масспектрометрійного та оптико-

емісійного аналізу, електроакустичної та ЯМР-спектрометрії, а також 

використано системи перетворювачів з подальшим трансформуванням сигналу 

із застосуванням апаратно-програмних засобів побудови комплексних систем 

автоматики, їх компіляції та програмування. 

Описано загальну методику експериментальних досліджень і моделювань, 

стратегічне та тактичне планування експериментів з описом експериментальних 

і дослідних установок. Розвинуто теоретичні основи моделювання процесу 

віброгрануляції дисперсних матеріалів за золь-гельною технологією, розроблено 

моделі руху краплин, осадження золю в гелі, нанесення шару покриття на 
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модельні мікросфери. За результатами експериментальних досліджень надано 

рекомендації щодо режимно-технологічної та апаратурно-конструктивної 

оптимізації процесу гранулоутворення за золь-гельною технологією.   
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ВСТУП 

 

В період інтенсивного розвитку промислової хімії особлива увага 

приділяється каталізу, оскільки можливість прискорювати хімічні реакції у 

необхідному напрямку без втрат енергії і без втрат самої речовини каталізатора, 

надали каталізу вагому практичну значимість. У останні роки каталізатори стали 

використовувати поряд з хіміко-технологічними процесами для вирішення 

енергетичних та екологічних задач, таких, як створення топливних елементів, 

очищення вихлопних газів транспорту та промислових виробництв. Порошки і 

гранули оксидів важких металів мають високий попит в якості напівпродуктів 

для отримання дрібнозернистої кераміки широкого спектру застосування: ядерні 

(атомні) паливні та тепловидільні елементи (ТВЕЛ) для атомних електростанцій, 

сажові фільтри, конструкційна кераміка, каталізатори та їх носії, вироби 

біомедичного призначення (протези). 

 Відомо декілька способів отримання каталізаторів, але найбільш 

перспективним напрямком отримання каталізаторів та їх носіїв є золь-гельний 

метод їх виробництва. До переваг цього метода можно віднести можливість 

отримання золю заданого складу та структури, рівномірного розподілу 

складових речовин по об'єму частинки каталізатора. Для виробництва ядерного 

палива та каталізаторів у вигляді таблеток з пресованих мікросфер пропонується 

золь-гельна технологія, заснована на мокрохімічному способі одержання 

мікросфер із солей розчинів важких металів, що включає одержання розчину 

важкого металу і золю, утворення і гелірування краплин (перетворення золю у 

краплі в гель), одержання з наступним промиванням та сушінням гель-сфер, 

відновлення й прокалювання частинок.  

Продовжуючи дослідження процесу гранулоутворення за золь-гельною 

технологією, в даній науково-дослідній роботі отримали подальшого розвитку 

математичні моделі впливу активних гідродинамічних режимів на 

тепломасообмінні процеси під час гранулоутворення, вперше визначено частотні 

діапазони та граничні значення переходу між режимами розпаду струменя на 
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краплі та амплітудами коливань краплі. Дослідження дозволили розширити 

уявлення про гідродинамічні процеси при гранулоутворенні за золь-гельною 

технологією, в тому числі отримати подальший розвиток математичних 

(числових) моделей процесу вібраційної грануляції в активному 

гідродинамічному середовищі гелю із використанням CAS-систем і засобів 

штучного інтелекту. Були обґрунтовані параметри, що впливають на 

характеристики отриманого продукту за золь-гельною технологією, а також 

отримані рекомендації щодо підвищення енергоефективності процесу 

гранулоутворення. 

Дослідження, проведені у даній науково-дослідній роботі, дозволили 

розвинути теоретичні основи моделювання процесу віброгрануляції дисперсних 

матеріалів за золь-гельною технологією, розробити моделі руху краплин, 

механізм осадження золю в гелі та нанесення шару покриття на модельні 

мікросфери. За результатами експериментальних досліджень були надані 

рекомендації щодо режимно-технологічної та апаратурно-конструктивної 

оптимізації процесу гранулоутворення за золь-гельною технологією. 

Виходячи з нових наукових та практичних результатів, метою даної роботи 

є аналіз та узагальнення результатів досліджень, розробка практичних 

рекомендацій щодо створення нових гранульованих матеріалів для ядерного 

палива та каталізаторів в активному гідродинамічному середовищі, а також 

впровадження наукових розробок та огляд перспектив використання отриманих 

результатів.  
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1 МЕТОДИКА ПРОВЕДЕННЯ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

1.1 Загальна методика експериментальних досліджень і моделювань. 

Стратегічне та тактичне планування експериментів 

 

Процес отримання гранул Al2O3 за золь-гельною технологією включає 

декльлька послідовних стадій, таких як приготвуання золю, диспергування золю 

на дисперсні части, осідання краплин золю в гелі з подаьшим затвердіванням, 

промивка гель-сфер, сушка та прокалювання гранул. Від особливостей 

протікання даних стадій та від властивостей сировини залежить 

монодисперснійсть та фізико-хімічні властивності гранул (міцінсть, діаметр 

гель-сфер та насипна густина)[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. 

Також слід звертати увагу на способи нанесення захисних покриттів 

(піровугецю) на гранули, які покарщують їх фізико-хімічі властивості, а саме 

поверхневу міцність, що розглянуті в роботах [14, 15, 16, 17]. 

Також одним із важливих питань якому необхідно приділяти увагу, це 

остання стадія життєвого циклу ядерного палива, а саме його утилізація та 

дезактивація територій забруднених радіоативними речовинами [18, 19] 

Експериментально-дослідна установка для отримання каталізатора 

Al2O3. Методика експериментальних дослідженнь процесу диспергування золю 

за допомогою обертового віброгранулятора представлена у звіті за 1 етап даної 

НДР [1, 2, 4]. Для дослідження влпливу режимних параметрів роботи 

технологічного обладання установки виробництва каталізаторів Al2O3 на 

властивості гранул необхідно провести серії фізичних експериментів. Перша 

серія експериментів направлена на визначення залежностей між частотою 

коливань, витратою ПАР (поверхнево-активних речовин), дімером отворів 

корзини обертового віброгранулятору та вмістом води на діаметр гранул та 

насипну густину після сушіння та насипну густину після прокалювання гранул. 

Також в ході експериментів буде оцінено довжину нерозривного струменю золю. 

В другій серії експериментів буде визначено вплив масового відношення 

порошку до кислоти (Al(OH)3:HNO3), частоти коливаннь та частоти обертання 
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вібраційного гранулятора на такі властивості гранул як насипна густина, 

міцність та монодисперсність. Методика визначення міцності та насипної 

густини граунл описана в [1]. 

Витікання струменя золя через отвір з врахуванням його нахилу та 

циркуляції перед отвором. При роботі промислової установки отримання 

каталіазтору Al2O3, а саме диспергатору рідини, в результаті впливу різних 

факторів, зокрема, перекосу осі та нерівномірна подача рідини, витрата рідини 

розрахована аналітичними способами може відрізнятися від дійсної. Тому 

дослідження витікання через круглі отвори при наявності додаткових факторів, 

таких як перекіс осі та закручування потоку може внести корективи в 

математичні моделі та аналітичні залежності, а, виходячи з цього, підвищити 

достовірність і ефективність розробленого методу. 

Для визначення параметрів витікання рідини через круглі отвори в тонкій 

стінці, перпендикулярно розташованої до вертикалбної осі, є достатня кількість 

рекомендацій [20, 21, 22]. Причому ці рекомендації стосуються витікання за 

нормальних умов підведення рідини до отвору. Для визначення параметрів 

витікання за наявності інших умов, таких як нахил осі отвору або наявність 

циркуляції потоку перед отвором, рекомендації практично відсутні. 

Витрата при витіканні через отвір визначається за формулою: 

 

 𝑄 = 𝜇𝐹0√2𝑔𝐻 (1.1) 

 

де 𝜇 – коефіцієнт витрати; 

𝐹0 – площа отвору; 

H – наявний тиск над отвором. 

 

За наявності вільної поверхні атмосферного тиску H дорівнює висоті стовпа 

рідини над отвором. 

Коефіцієнт витрати визначається за виразом: 
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 𝜇 = 𝜑𝛿 (1.2) 

 

де 𝜑 – коефіцієнт швидкості; 

𝛿 – коефіцієнт стискання на виході. 

Величина коефіцієнта витрати залежить від багатьох факторів, так як на 

нього впливають всі фактори, з якими пов'язані коефіцієнт стиснення струменя 

𝛿 і коефіцієнт швидкості 𝜑. 𝜇 

Досліди над протіканням рідини через отвір у тонких стінках проводилися 

з водою. Коефіцієнти витрати 𝜇 для інших рідин, а також вплив температури 

рідини на 𝜇 майже не досліджувалися. Аналізуючи рекомендації різних авторів 

з цього питання, наведемо найбільш поширені рекомендації визначення 

коефіцієнта 𝜇. У практичних рекомендаціях [23] пропонується приймати 

наступні значення 𝜇: 

При 𝑅𝑒 < 25 та 𝜀 ≈ 𝐼  

 

 𝜇 = 𝜑 =
𝑅𝑒

48
 (1.3) 

 

При 25 < 𝑅𝑒 < 200 − 400 

 

 𝜇 =
𝑅𝑒

1.5+1.4 𝑅𝑒
 (1.4) 

 

(найбільше значення 𝜇𝑚𝑎𝑥 складає при цьому 0.69, в інших дослідження 

зустрічається значення 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.72); 

При 200 − 400 < 𝑅𝑒 < 10000 

 

 𝜇 = 0.592 +
0.27

√𝑅𝑒
  (1.5) 

 

При 10000 < 𝑅𝑒 < 300000 
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 𝜇 = 0.592 +
5.5

√𝑅𝑒
  (1.6) 

 

При Re>300000 коефіцієнт витрати 𝜇 майже не змінюється і складає 0.595 

або приблизно 0.6. Число Рейнольдса в даному випадку розраховується за 

залежністю: 

 

 𝑅𝑒 =  
√2𝑔𝐻∙𝑑

𝑣
 (1.7) 

 

де d- діаметр отвору; 

v – кінематична в’язкість рідини. 

 

За виразами (1.3 - 1.6) видно, що зі збільшенням в'язкості рідини коефіцієнт 

витрати повинен зростати. У разі неповного стиснення струменя величина 

коефіцієнта витрати 𝜇𝐻 буде більше коефіцієнта витрати 𝜇 для випадку повного 

стискання [22, 23]: 

 

 𝜇𝐻 = 𝜇 (1 + 𝑐
𝑛

𝑥
) (1.8) 

 

де c - коефіцієнт, що враховує форму отворів, для круглих отворів рівний 0.13, 

для прямокутних - 0.15; 

n - периметр тієї частини контуру отворів, на якій відсутні стискання; 

x – периметр всього отвору. 

 

Недосконале стиснення можна враховувати в залежності від їх 

співвідношення площі ω і загальної площі для Ω в якій розташований отвір: 

 

 𝜇Н = 𝜇 [1 + 0.641 (
𝜔

Ω
)
2

] (1.9) 
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Тому, використовуючи наявні рекомендації, здійснимо розрахунок 

коефіцієнтів витрати всім випадків закінчення і порівняємо з досвідченими 

даними. Що стосується збігу з нахилом отвіра з попередньою циркуляцією, то 

тут необхідно детальне дослідження цих питань як експериментально, так і 

теоретично. 

Змійовиковий промивач гель-сфер. При дослідженні гідродинаміки 

процесу промивання гель-сфер у змійовиковому промивачі необхідно провести 

досліди, щодо вивчення залежності швидкості переміщення гель-сфер у 

змійовику від параметрів зазначених в таблиці 1.1. Дослідження проводяться за 

допомогою методу "відсічок", сутність якого полягає в наступному: в змійовик 

подавалися гель-сфери, що промиваються, з постійною витратою. Після виходу 

установки на режим і заповнення змійовика піском, проводилося відключення 

змійовика від системи, тобто “відсікання”, після чого гель-сфери 

вивантажуються зі змійовика, просушуються і зважувалися. 

 

Таблиця 1.1 – Параметри, що впливають на швидкість переміщення гель-

сфер у змійовиковому промвачі. 

Частота переміщення діафрагми 𝜔ср = 𝜑(𝑓) 

Амплітуда переміщення діафрагми 𝜔ср = 𝜑(𝐴) 

Середній діаметр змійовика 𝜔ср = 𝜑(𝐷𝑐𝑝) 

Степінь заповнення змійовика 𝜔ср = 𝜑(𝐾з) 

 

Знаючи витрату гель-сфер та їх кількість у змійовику, можна визначити час 

заповнення змійовика: 

 

 𝜏з = 
𝐺4

𝑄4
 (1.10) 

 

де τз – час заповнення змійовика, с; 

Q4 – масова витрата гель-сфер, що промиваються, кг/с; 
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G4 – вага частинок у змійовику, кг. 

 

Середня швидкість переміщення частинок у змійовику: 

 

 𝜔ср.ч = 
𝐿

𝜏з
 (1.11) 

 

де ωср.ч – середня швидкість переміщення частинок у змійовику, м/с; 

L – довжина труби змійовика, м. 

 

Експериментальна установка для досліджнення процесу промивання гель-

сфер наведена у підрозділі 1.3.3. 

Магнітострикційний спосіб диспергування золю. При роботі на малих 

отворах (100 мкм і менше) велика ймовірність їх забиття домішками, а також за 

рахунок гелювання розчину в отворі, що можливо при досягнутих швидкостях 

стікання розчину з отворів (до 2,5 - 3 м/с). 

Представляє великий практичний інтерес досліджувати можливість 

використання магнітострикційних вібраторів підвищеної частоти до 

ультразвукових частот з метою збільшення в 2 - 3 рази швидкості стікання 

гелюючого розчину. Слід припустити, що в цьому випадку вдасться істотно 

зменшити ймовірність забиття отворів домішками або гель-частинками за 

рахунок наступних факторів: 

1) Підвищення тиску та швидкості розчину перед отворами; 

2) Безперервної ультразвукової (звукової) очистки отворів і руйнування 

гель-частинок в випадку їх передчасного створення перед отворами стікання; 

3) Більш інтенсивного охолодження фільєри при збільшенні у 2–3 рази 

швидкості розчину в отворах. 

Крім того використання магнітострикційних вібраторів дозволяє зробити 

диспергуючий пристрій більш компактним і в кілька разів збільшити 

продуктивність фільєр (отворів стікання). 
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Як відомо вібродиспергування засноване на властивості струменя рідини, 

що витікає з постійною швидкістю, під впливом регулярних збурень постійної 

частоти розпадатися на монодисперсні краплі. Частота вібрації при цьому 

процесі повинна задовільняти умову [24]: 

 

  𝑓 =
𝑉

(3,5÷7)𝑑стр.
 , (1.12) 

 

де: 𝑑стр. – діаметр струменю, що піддається вібророзпаду, м. 

 

Як видно з рівняння (1.12), зі зростанням швидкості струменю частота 

коливань, що збурюються, повинна зростати лінійно. 

Другою необхідною умовою для монодисперсного розпаду струменя є 

інтенсивність збурень, яка повинна бути такою, щоб довжина суцільної частини 

струменя задовольняла умові: 

 

 𝜆 ≤ 𝑙 ≤ 3𝜆 , (1.13) 

 

де 𝑙  – довжина суцільної частини струменю (рахуючи від отвору); 

𝜆 = (3,5 ÷ 7)𝑑стр.– ефективна довжина струменю. 

 

Для освоєння промислового монодиспергування рідин представляє 

цікавість інтенсифікація продуктивності струменя, тобто збільшення її 

швидкості. Це вимагає відповідного підвищення частоти збурених коливань, що 

обурюють. Слід зазначити, що в існуючих конструкціях електромагнітних і 

електродинамічних вібраторів з підвищенням частоти коливальна потужність 

зменшується. 

На відміну від вище зазначених конструкцій вібраторів магнітострикційний 

вібратор при значних значеннях частоти має велику коливальну потужність. Ця 

властивість магнітострикційних вібраторів обумовлена поєднанням 
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резонуючого стрижня з магнітострікційного матеріалу і катушки зі збуджуваним 

нею електромагнітним полем. Виходячи з конструктивних особливостей 

магнітострикційних вібраторів, слід зазначити, що кожен вібратор працює на 

одній постійній частоті, яка визначається довжиною резонуючого стержня. У 

зв'язку з цим, застосування магнітострикційних вібраторів для низьких частот 

(менше 10 кГц) недоцільно через великі довжини резонуючих стрижнів,  так як 

довжина стрижня знаходиться в обернено пропорційній залежності від частоти 

[24]: 

 

 𝑙 =
𝑘

2𝑓
𝐶 , (1.14) 

 

де 𝑘 – порядок гармонії; 

𝑓 – частота; 

𝐶 – швидкість звуку в матеріалу стрижня. 

 

У той же час застосування магнітострикційних вібраторів невеликих 

розмірів для диспергування струменів рідини при великих швидкостях стікання 

і високих частот є доцільним. Конструкції вібраційних диспергаторів з 

магнітострикційними вібраторами будуть компактні надійні в роботі. 

Однією з умов проведення процесу монодиспергування є узгодження 

швидкості стікання струменя з частотою вібрації. У схемі установки швидкість 

струменя рідини визначається тиском рідини в диспергіруді головки. Швидкість 

струменя рідини, що випливає з мікроотворів, не може бути розрахована за 

рівнянням виду: 

 

 𝑉 =  𝜑√
2𝑝

𝜌
  (1.15) 

 

Для визначення залежності  швидкості стікання струменя рідини від тиску: 
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 𝑉 = 𝑓(𝑝) (1.16) 

 

Будується графік на підставі даних експерименту. Тиск рідини задається з 

допомогою пневмопідпори та вимірюється зразковим манометром, а швидкість 

вимірюється об’ємним методом. 

Перед проведенням випробувань попередньо розраховується діапазон 

робочих швидкостей струменя по формулі (1.12): 

 

 𝑉𝑚𝑖𝑛 = 𝑓 ∙ 3,5𝑑стр. = 15000 ∙ 3,5 ∙ 160 ∙ 10
−6 = 8,4 м/с, (1.17) 

 

 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 𝑓 ∙ 7𝑑стр. = 15000 ∙ 7 ∙ 160 ∙ 10
−6 = 16,8 м/с. (1.18) 

 

В посудині встановлюється мінімальний розрахунковий тиск. Вмикається 

вібратор. Спостерігаючи за розпадом отруєння, поступово збільшують тиск до 

максимального значення. При отриманні стійкого монодисперсного розпаду 

реєструють робочий діапазон тисків, за яким визначається діапазон робочих 

швидкостей. 

При випробуванні магнітострикційного вібратора з частотою 15 кГц та 

фільєри з діаметром отвору 160 мкм оптимальний режим отримання 

монодисперсних капель виходить при 𝑃𝑚𝑖𝑛 = 0,7 ати  та 𝑃𝑚𝑎𝑥 = 0,82 ати, що 

відповідає швидкостям 𝑉𝑚𝑖𝑛 = 10,2 м/с та 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 11,8 м/с. У процесі 

випробувань регулювалася інтенсивність збурень шляхом зміни вихідної 

потужності генератора, яка вимірюється у відсотках за шкалою приладу. При 

випробуванні вдалася можливість регулювати інтенсивність випромінювання 

так, що довжина суцільної частини струменя відповідає 𝑙 = 3𝜆 . 

Проведені випробування підтвердили принципову можливість 

диспергування мікроструменя рідини, що стікали з відносно великими 

швидкостями, за допомогою магнітострикційного вібратора високої частоти. 
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Встановлена також можливість накладання вібрації на корпус через шар 

рідини (масла), що створює переваги при розробці і конструюванні вібраційних 

диспергаторів. 

Для здійснення монодиспергування рідин в промисловому масштабі з 

використанням магнітострикційних вібраторів необхідно провести дослідження 

методів введення швидко падаючих крапель в затверджуюче середовище, при 

яких запобігається їх розбиття в момент контакту з затверджуючим 

середовищем. 

 

1.2 Вибір та порівняльна оцінка методів досліджень. Оцінка похибок 

вимірювань та адекватності результатів моделювань 

 

Для оброблення отримуваних результатів застосовується 

загальноприйнятий підхід до оцінювання сумарної похибки проведення 

експериментальних досліджень [25, 26, 27]. Зокрема, для відносна похибка 

вимірюваних величин визначається за наступним виразом: 

 

 𝛿𝑦 = √(𝛿𝑦1 + 𝛿𝑦2)
2 + 𝛿𝑦3, (1.19) 

 

де δy1, δy2, δy3 – відповідно відносні похибки вимірювального приладу, 

методу вимірювання і випадкова похибка. 

При цьому, похибка вимірювального приладу визначається, як правило, за 

половиною ціни ділення. Похибка методу вимірювання ураховує недосконалість 

методу дослідження. Випадкова похибка відповідає за точність повторних 

вимірювань і залежить від сукупності випадкових факторів. Її абсолютне 

значення є нормалізованим середньоквадратичним відхиленням результатів 

багаторазових вимірювань: 

 

 𝛿𝑦3 = √
𝛴𝑘=1
𝑛 (𝑦𝑘−𝑦𝑎𝜈)

𝑛−1
, (1.20) 



20 
 

 

де yk – значення вимірюваної величини у k-му вимірюванні (k = 1, 2, …, n); 

n – кількість повторів вимірювання величини; 

уav – середнє значення вимірюваної величини за серією n повторюваних 

вимірювань: 

 

 𝑦𝑎𝜈 =
𝛴𝑘=1
𝑛 𝑦𝑘

𝑛
 (1.21) 

 

Для визначення відносної похибки δy розрахунку комплексної величини y, 

яка функціонально залежить від сукупності вимірюваних величин xi (i = 1, 2, …, 

m) загальною кількістю m, застосовується наступна формула: 

 

 𝛿𝑦 = √𝛴𝑖=1
𝑚 (𝜓𝛿𝑥𝑖)

2 (1.22) 

 

де δxi – відносна похибка вимірювання величини xi; ψi – вагові функції: 

 

 𝜓𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) =
𝑥𝑖

𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖
. (1.23) 

 

Для перевірки відповідності теорії з експериментальними даними 

застосовується порівняння двох незалежних похибок за критерієм Фішера: 

 

 𝐹 =
𝐷1

𝐷2
, (1.24) 

 

де D1, D2 – відповідно залишкова дисперсія і дисперсія повторюваності 

математичних очікувань: 

 

 𝐷1 =
1

𝑝−𝑙
𝛴𝑗=1
𝑝
(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗

𝑎𝑣)2; 𝐷2 =
1

𝑛−1
𝛴𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖

𝑒 − 𝑦𝑎𝑣)
2, (1.25) 

 

де p – кількість груп параметрів; 



21 
 

 

l – кількість параметрів теоретичної залежності; 

n – кількість експериментальних точок; 

𝑦𝑗, 𝑦𝑖
𝑒 – відповідно теоретичні та експериментальні значення вимірюваної 

величини; 

𝑦𝑎𝑣, 𝑦𝑗
𝑎𝑣– середні значення у групі вимірюваних величин. 

 

1.3 Опис експериментальних установок. Заходи з модернізації 

дослідного стенду 

 

1.3.1 Експериментально-дослідна установка для отримання гранул 

каталізатора Al2O3 за золь-гель технологією 

 

Експериментально-дослідна установка для виробництва кулькового носія 

каталізатора має наступні технічні характеристики: продуктивність по готовому 

продукту (Al2O3) до 50 кг/год, розмір гранул носія каталізатора - (1,22,8)0,2 

мм, та може змінюватись в даному діапазоні в залежності від режимних 

параметрів роботи установки. 

Технологічній процес отримання кулькового носія каталізатора складається 

з наступних стадій, зображених на рисунку 1.1. 

 

Рисунок 1.1 – Стадії процесу отримання каталізатору Al2O3 

1
• Приготування золя

2
• Диспергування золя на монодисперсні краплі

3
• Затвердіння крапель золя 10 % у водному розчині аміака

4
• Відділення гель-сфер

5
• Сушка гель-сфер

6
• Прокалка гель-сфер
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Установка отримання кулькоподібних носіїв каталіазатору (рисунок 1.2) 

працює наступним чином. Порошкоподібний AlOOH з бункера поз. Е201 

ваговим дозатором поз.Д.301 подається в змішувач поз.С101. Сюди ж в змішувач 

поз. С101 з ємності поз. Е202 насосом-дозатором поз. Д302 надходить вода і з 

ємності поз.Е203 насосом-дозатором поз. Д304 надходить 65 % водний р-н 

азотної кислоти. В змішувачі поз. С101 відбувається усереднення даних 

компонентів з отриманням золю.  

Для запобігання залягання продукту на бункері поз. Е201 встановлений 

вібратор періодичної дії. З змішувача поз. С101 насосом-дозатором поз. Д303 

отриманий золь подається через систему фільтрів в диспергатор поз. Д102. 

Насос-дозатор поз. Д303 забезпечує необхідну витрату золя, який подається на 

диспергатор ( 256 кг/ч) и накладає пульсації тиску на потік золя для отримання 

монодисперсних крапель. Струмені золя, стікаючи з отворів диспергатора поз. 

Д102, розпадаються на монодисперсні краплі в об’ємі колони поз. К103.  

Потрапляючи в 10 % водний розчинн аміаку, що знаходиться в колонне поз. 

К103, краплі тверднуть. Для поліпшення якісних характеристик гель-сфер в 

колонне поз. К103 передбачена подача ПАР і гасу. Отримані в колоні, гель-сфери 

через перелив разом с озчином аміаку надходять в відділювач поз. О104, де 

відбувається їх відділення від розчину аміаку. Слід зазначити, що в якості 

відділювача запропоновано використовувати пульсаційний змійовиковий 

промивач (підрозділ 1.3.3). З відділювача поз. О104 гель-сфери надходять в 

сушилку поз. С105. Сушка гель-сфер проводиться повітрям, підігрітим до 

температури 200 - 350 С. Висушені гель-сфери з сушилки поз. С105 надходять 

в піч прокалкі поз. П106. 

Повітря в сушилку поз. С105 подається вентилятором поз. В109. Нагрівання 

повітря здійснюється в трубчастих теплообмінниках поз. Т107, Т108. Для 

нагрівання повітря в теплообміннику поз. Т107 використовується відведене 

повітря з сушилки поз. С105, а в теплообміннику поз. Т108 в якості теплоносія 

використовується перегрітий пар. Очищення газів, що утворюються при роботі 

установки, може здійснюватися як в системі газоочистки діючого виробництва, 
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так і, на вимогу замовника, в автономній ділянці газоочистки, якій може входити 

в комплект установки. 

 

Рисунок 1.2 – Принципова технологічна схема експериментально-досілдної 

установки для виробництва кулькового носія каталізатора 
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1.3.2 Випробувальна установка для дослідження витікання через 

отвір при стисканні струменя з урахуванням нахилу отвору та циркуляції 

перед отвором 

 

Для досліджування поставлених питань були спроектована та виготовлені 

спеціальні експериментальні установки (рисунки 1.3 та 1.4). Установка, 

предствалена на рисунку 1.3, дозволялє досліджувати витікання струменю з 

нахилом та без нахилу отвору. Нахил на певний кут досягається шляхом 

повертання або вивертання гвинта, розташованого в ніжці штативу. 

 

Рисунок 1.3 – Установка для дослідження витікання струмення з врахуванням 

нахилу отвору 

 

Зміна діаметру отворів вироблялася шляхом заміни стаканів. Постійний 

рівень у стакані підтримувався за рахунок спеціального пристрою "клапан-

поплавок". Поплавок слідкував за рівнем, і, будучи жорстко з'єднаним з 

клапаном, автоматично пвдтримував рівень у стакані постійним протягом всього 
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часу випробувань. Зміна рівня води в стакані відбувалася шляхом підняття або 

опускання штанги разом із стежачим пристроєм. 

Для дослідження впливу циркуляції на стікання експериментальна 

установка приведена на рисунок 2.4. Ця установка збиралася на базі установки I 

з тією зміною, що мала спеціальний стакан с 20-ма рівномірно розподіленими по 

висоті соплами. Сопла виходили в стакан по дотичній, що давало можливість 

забезпечити певну циркуляцію в стакані. Для цього було необхідним подавати 

через сопла певну кількість рідини 𝑞 під визначеним тиском (розрахунок 𝑞 та 𝑝 

див. підрозділ 1.1). 

 

Рисунок 1.4 – Установка для дослідження витікання струмення з врахуванням 

циркуляції перед отвором 
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Тиск в колекторі (а, відповідно і тиск в соплах) контролювався з допомогою 

п'єзометра. Це дозволяло точно виставити потрібний тиск. Зміна тиску в 

колекторі вироблялася шляхом дроселювання води, що виходить на слив з 

колектору. Діаметри отворів змінювались за рахунок заміни денців. 

Слід зазначити, що при проектуванні установки, спочатку передбачалося 

змінювати циркуляцію з допомогою вертушки і стробоскопу. Однак, як 

показував досвід, обидва ці способи не дозволяють визначити значення 

циркуляції по наступним причинам. 

При постійній циркуляції в стакані (Г = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) шари рідини на різних 

радіусах рухаються з різною окружною швидкістю, епюру якої вздовж радіусу 

можна представити у вигляді гіперболічного закону: 

 

 𝑉𝑢 =
Г

2𝜋𝑟
 (1.26) 

 

Відповідно, вертушка, що поміщенна в рідину буде показувати незрозуміло 

яку кутову швидкість. 

Умову існування вихору можна представити в вигляді 

 

 
𝑉
𝑢2𝐵

2𝑔
= 𝑍, (1.27) 

 

де: 𝑍 – відстань від вільної поверхні до розглядаємого перерізу вихору; 

𝑉𝑢B – окружна швидкість на поверхні вихору в розглядаємому перерізу вихору. 

 

Тобто питома кінетична енергія на поверхні вихору зрівнюється до 

потенціальної енергії положення. 

Враховуючи залежність (1.27) видно, що окружна швидкість залежить від 

глубини занурення 𝑍 розглядаємого перерізу. Проте так, як по I теоремі 

Гельмгольца напруженість вихрової трубки не змінюється по її довжині, а по 

теоремі Стокса напруженість вихрової трубки рівна циркуляції, відповідно, для 
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будь-якого перерізу вихрової трубки Г = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Щоб здійснювалась умова Г =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑉𝑢B = 𝑓(𝑍), відповідно, радіус вихрової трубки повинен залежати від 

𝑍. 

Тому вихрова трубка має лійкоподібну форму, а перерізи вихрової трубки 

немов би ковзають один відносно іншого. Чим меньше 𝑍, тим більший радіус і 

меньше 𝑉𝑢B. Ця обставина затруднює спостереження вихору з допомогою 

стробоскопу так як, з допомогою останнього, можна "зупинити", лише один 

переріз, інші не будуть обертатися. 

Крім того для визначення циркуляції не достатньо лише "зупинити" переріз 

потрібно ще визначити його діаметр, що з допомогою стробоскопу здійснити не 

являється можливим. Тому для визначення циркуляції в стакані з достатньою 

точністю можна користуватися передбаченим в дані роботі методами (див. 

підрозділ 1.1). 

 

1.3.3 Змійовиковий промивач установки отримання кулькового 

носія каталізатору 

 

Пульсаційний змійовиковий промивач призначений для безперерного 

дифузійного відмивання гель-сфер розчином аміаку. Пульсаційний 

змійовиковий промивач (рисунок 1.5) складається з вузла введення гель-сфер 1, 

змійовика 5, вузла виведення гель-сфер 6. 

До вузла виведення приєднаний пульсатор 8 і патрубок введення для 

промиваючої рідини (розчину аміаку). Розчин аміаку надходить до напірного 

бака 10, злиття відпрацьованого (забрудненого) розчину аміаку проводиться 

через переливний пристрій вузла введення гель-офер 1. До вузла виведення 

також приєднаний збірник промитих гель-сфер 7. Пульсатор приводиться в дію 

за допомогою приводу пульсатора 9. 

Пульсаційний змійовиковий промивач гель-сфер працює наступним чином. 

Гель-сфери через вузел введення надходять у змійовик. Туди ж через вузол 

виведення гель-сфер надходить розчин аміаку. Рух гель-сфер та розчину аміаку 
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протиточний. Переміщення гель-сфер у змійовику здійснюється за рахунок 

гідравлічних імпульсів, що створюються пульсатором. Характер гідравлічних 

імпульсів такий, що при прямому русі (тобто вгору) розчину аміаку в змійовику 

швидкість його менша за швидкість винесення гель-сфер, і гель-сфери 

залишаються на місці, а при зворотному русі розчину аміаку швидкість його 

більша за швидкість винесення, та гель-сфери переміщаються на деяку відстань. 

Так, як гідравлічні імпульси подаються безперервно, то і переміщення гель-сфер 

у змійовику безперервно. 

 

Рисунок 1.5 - Пульсаційний змійовиковий промивач гель-сфер 
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Величина переміщення гель-сфер за один хід пульсатору визначається по 

формулі: 

 

 𝑙 = 𝑘 ∙
𝐷2

𝑑вн.
2   , (1.28) 

 

де 𝑙 − величина переміщення гель-сфер за один хід пульсатора; 

𝐷 − ефективний дыаметр діафрагми пульсатора; 

𝑑вн. − внутрішній діаметр труби змійовика; 

𝑘 − коефіцієнт, враховуючий сили інерції рідини, гранул,  вплив прикордонного 

шару рідини і т.д. 

 

Середня швидкість переміщення гель-сфер в змійовику визначається за 

рівнянням: 

 

 𝜔ср.г. = 𝑓𝑙, (1.29) 

 

де 𝜔ср.г. − середня швидкість переміщення гель-сфер в змійовику; 

𝑓 − частота гідроімпульсів, що подаються. 

 

Виходячи з рівнянь (1.28, 1.29), середня швидкість переміщення гель-сфер 

залежить від частоти гідроімпульсів і геометричних характеристик пульсатора і 

змійовика. Отже, змінюючи ці параметри, можна регулювати час промивання 

гель-сфер. 

На даній установці застосований діафрагмовий пульсатор з пневматичним 

приводом (рисунок 1.6), що виключає можливість витоку промиваючого 

середовища і забезпечує просте регулювання швидкості переміщення гель-сфер. 
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Рисунок 1.6 - Генератор пневматичних імпульсів 

 

Діафрагмовий пульсатор представляє собою камеру розділену гнучкою 

діафрагмою 4 (рисунок 1.6) на дві порожнини – «е» та «д». Порожнина «е» чередз 

патрубок «ж» з’єднується з вузлом виведення гель-сфер промивача, порожнина 

«д» з’єднується з генератором пневматичних імпульсів. Гвинт 6 служить для 

зміни амплітуди переміщення діафрагми пульсатора, пружина 5 – для 

повернення діафрагми в початкове положення. 

Генератор пневматичних імпульсів являє собою посуд, розділений гнучкою 

діафрагмою 1 на дві порожнини – «a» і «б» з'єднані між собою трубопроводом. 

При подачі повітря в порожнину «а» тиск у порожнинах «а» і «б» зростатиме, 

проте, так, як порожнина «а» контакує з атмосферою через вихлопну трубу "в", 

то площа, на яку діє тиск, буде більшою з боку порожнини «б», в результаті чого 

діафрагма 1 прогнеться у бік порожнини «а» і закриє вихлопну трубу. Тиск у 

порожнинах «а» та «б» зростатиме до тих пір, поки не відкриється клапан 2, що 

з’єднує порожнину «б» з атмосферою; тиск у порожнині «б» різко впаде, і 
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діафрагма 1 під дією тиску в порожнині «а» прогнеться у бік порожнини «б», 

відкриваючи вихід повітря з порожнини «а» через вихлопну трубу в атмосферу. 

Частоту відкривання клапану 2 (частоту пневматичних пульсів) можна 

змінювати, змінюючи витрату повітря, що надходить в камеру «г». 

Після скидання повітря тиск в порожнинах «а», «б» і камері «г» падає, 

клапан 2 під дією пружини закривається, і процес повторюється знову. 

Порожнина «а» з'єднана з порожниною пульсатора «д». При збільшенні 

тиску в порожнинах «а» і «д» діафрагма прогинається в сторону поржнини «е», 

стискуючи пружину 5. При скиданні тиску діафрагма 4 під дією пружини 5 

займає початкове положення. 

Так як тиск в порожнинах «а» та «д» зростає повільно, в вихлоп трапляэться 

за короткий промыжок часу, то і швидкість переміщення діафрагми 4 в прямому 

та зворотному напрямку буде різна, що забезпечує різну швидкість руху 

промиваючої рідини в змійовику в прямому та звороному напрямку. 

 

1.3.4 Випробувальна установка магнітострикційного 

диспергування рідини (золю) 

 

Магнітострикційний спосіб диспергування рідини реалізується на 

лабораторній установці (рисунок 1.7, 1.8). Як модельну рідину обрано 

дистильовану воду. Основним вузлом установки є диспергуюча головка 1, яка 

представляє собою циліндричну камеру, розділену перегородкою. У нижній 

частині камери встановлена фільєра 2 з мікроотвором діаметром 160 мкм, а в 

бічній стінці передбачений штуцер 3 для подачі рідини. Верхня частина камери 

заповнена вазеліновим маслом, в котре занурена випромінююча частина 

магнітострикційного вібратору 4. Установка зібрана на лабораторному штативі 

так, що над диспергуючою головкою 1 встановлений магнітострикційний 

вібратор 4, яка живиться від електронного генератора 5. Подача рідини в 

диспергуючу головку здійснюється з посудини 6, забезпеченої системою 

пневмопідпірки 7. Струмінь рідини витікає в посудину-збірник 8. Для 
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спостереження процесу розпаду струменя на мікрокраплі у стробоскопічному 

світлі на штативі закріплений стробоскоп. 

 

Рисунок 1.7 – Установки для дослідження магнітострикційного способу 

диспергування рідини 

 

 

Рисунок 1.8 – Принципова схема установка для дослідження 

магнітострикційного способу диспергування рідини 
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1.4 Висновки до розділу 1 

 

Наведена методика проведення фізичних експериметів процесу 

дисергування рідини (золю), яка дозволить оцінити вплив гідродинамічних 

показників та конструктивних параметрів обладання на фізико-механічні 

властивості отримуваних гранул каталізатора Al2O3. З метою підтвердження 

результатів результатів експериментальних досліджень розглянуті питання 

оцінки похибок вимірювань та адекватності результатів моделювань. 

Для проведення експериментальних досліджень розроблена установка для 

отримання каталізаору Al2O3, та запропонована конструкція пульсаційного 

змійовикового промивача гель-сфер. 

Розроблено диспергуючий пристрій з магнітострикційним вібратором, що 

дозволить отримувати монодисперсні краплини при швидкості витікання рідини 

до 7,5 м/с при частоті коливань 15 кГц та 22 кГц. Даний пристрій дозволить 

підвищити продуктивність диспергуючого пристрою та надійність його роботи. 

Розроблені установки, та відповідні методики, для проведення 

експериментальних досліджень впливу таких факторів як нахил отвору, 

нерівномірність подачі рідини та циркуляція перед отвором на витрату рідини 

через отвір.  
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2 ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ 

ВІБРОГРАНУЛЯЦІЇ ДИСПЕРСНИХ МАТЕРІАЛІВ ЗА ЗОЛЬ-ГЕЛЬНОЮ 

ТЕХНОЛОГІЄЮ 

2.1 Математичне моделювання гідромеханічних процесів під час руху 

краплин золю від диспергатора до контакту з розчином аміаку 

 

Одними із найважливіших властивостей каталізаторів двоокисує питома 

поверхня гранул та загальний обсяг пор. Досягнення високих значеннь даних 

показників можливо за рахунок інтенсифікації масообмінних процесів шляхом 

створення розвинутої міжфазної поверхні під час диспергування рідини (золю), 

осідання дисперсних часток у вільному газовому просторі, та подальшого 

осідання і затвердіння. 

Для отримання розвиненої міжфазної поверхні також може 

використовуватися вихровий рух газової і крапельної рідини. При цьому потік 

газу має істотний градієнт окружної швидкості [28]. Слід зазначити, що різниця 

швидкостей на поверхні краплі, під час її вільного падіння у газовому просторі, 

призводить до зсуву у додатку результуючих аеродинамічних сил, що діють на 

краплю. З іншого боку, рух зовнішніх шарів краплі призводить до внутрішньої 

циркуляції та прискорення масообміну. З цього погляду важливо визначити 

взаємозв'язок між градієнтом швидкості газового потоку та інтенсивністю 

внутрішньої циркуляції у краплі. 

Більш того, ефект градієнта швидкості на інтенсифікацію внутрішньо 

циркулюючого потоку в рідкій крапелі дозволить розробити новий метод 

передачі маси на основі контрструмового вихрового потоку. Даний метод 

спрямований на розробку нових конструкцій високоефективних масообмінних 

та грануляційних апаратів, в яких вихровий потік фаз здійснюється у всьому 

вільному об’ємі апарату. 

Проблема взаємодії газового потоку з рідкими краплями досі не досліджена 

ретельно. Однією з перших робіт, присвячених вивченню циркуляційних потоків 

в крапельці, представлена [29], при цьому в даній роботі не розглядається 
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градієнт швидкості. В раніше зазначеній роботі [28] автори довели можливість 

посилення внутрішніх потоків в крапелі під градієнтом швидкості. Однак для 

ретельного теоретичного обґрунтування цієї можливості необхідно застосувати 

сучасні підходи для теоретичного аналізу нелінійної гідродинамічної системи та 

її стабільності руху.  

В роботі [30] розробили математичну модель руху полідисперсного 

аерозолю в турбулентному газорідинному потоці. В результаті було показано, 

що сили інерції викликають розподіл розмірів аерозольних частинок. Цей 

результат може бути використаний для подальшого опису утворення краплин 

рідини, їх динаміки та стабільності. У статті [31] досліджено гідродинаміку 

газорідинних сумішей в каналі інерційо-фільтруючого сепаратора для 

забезпечення надійності технологій тонкого очищення. 

В статті [32] науковці описали загальний механізм руху дисперсної фази під 

дією газового потоку у вихрових апаратах. В результаті був запропонований 

детермінований підхід до аналізу активних сил, що діють на падаючі краплини в 

закрученому потоці газу. Цей підхід включає в себе врахування сил інерції та 

опору. 

В роботі [33] чисельно досліджували рух крапель під місцевим повітряним 

потоком. В результаті було отримано, що вплив кількості крапель на стабільність 

чисельних результатів моделювання залежить від концентрації крапельної 

рідини, схеми організації повітряного потоку, а також ефекту масштабу [34]. У 

роботі [35] вивчались деформації, кінематика та динамічна стабільність руху 

крапель у мікрофлюїдах. В результаті були запропоновані залежності для оцінки 

форми і стабільності крапель.  

Багатофазні ефекти в динамічних системах під дією накладених коливань 

були описані в роботі [36]. Було вивчено вплив сили Б'єркнеса на міграційний 

рух. В роботі [37] запропоновано схему двосторонньої взаємодії для 

моделювання впливу обертання частинок на реологічні властивості суспензії. В 

результаті з'ясувалося, що напруга зсуву стінки збільшується при збільшенні 

площі поверхні частинки. Нарешті, перспективні шляхи використання різних 
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гідродинамічних режимів підвищення ефективності технологій підготовки до 

робочих рідин були вивчені [38]. 

Наступні дослідницькі прогалини в гідродинаміці та стабільності рідких 

крапель у газовому потоці були заявлені через критичний огляд вищезазначених 

підходів. Тому актуальною задачею є обґрунтування можливості інтенсифікації 

процесів масообміну шляхом збільшення градієнта швидкості, що вимагає 

додаткового теоретичного обґрунтування. Розгляд нелінійного розподілу 

градієнта швидкості по радіусу крапелини не повністю описані. Слід чітко 

вивчити вплив внутрішніх циркуляційних потоків в крапелині на стабільність її 

руху в вихровому газовому потоці. 

Кінематика краплини в газовому потоці. Розглянуто вплив потоку газу 

на рідку крапельку. Для розробки математичної моделі використовуються як 

полярна система координат з джерелом в точці О, так і сферична система 

координат з джерелом мас-центру (рисунок 2.1). 

Під час математичного моделювання були обрані наступні спрощені 

припущення. По-перше, рідка крапелька відносно невелика. Це припущення 

дозволяє розглядати сферичну форму крапельки і не розглядати вторинний 

розпад. Коефіцієнт опору також можна визначити як для твердого тіла зі 

сферичною формою [39]. Відстань між крапельками значно перевищує діаметр. 

Це припущення дає можливість нехтувати як взаємним впливом крапель, так і їх 

згортанням. Нарешті, крапелька рухається перекладно. При цьому 

запропонована математична модель дає можливість вивчити розподіл окружної 

швидкості радіусом крапельки і визначити швидкість мас-центру і кутову 

швидкість її обертання в газовому потоці. 
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Рисунок 2.1 - Розрахункова схема руху частинки 

 

У загальному випадку нелінійного розподілу окружної швидкості разом з 

радіусом крапель, ряд Макларін [40] може бути застосований щодо координати 

x.: 

 

 𝑣𝜑 = ∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘∞

𝑘=0 , (2.1) 

 

де x – радіальна координата; 

k – індекс; 

ak – невідомий коефіцієнт, який слід оцінювати за допомогою наступних 

кінематичних граничних умов vφ(0) = v1, та vφ(2R) = v2, які містять граничні 

швидкості v1 and v2. 

 

З огляду на умову (2.2), невідомі коефіцієнти а0 і а1 повинні визначатися 

наступним чином: 

 

 𝑎0 = 𝑣1;  𝑎1 =
𝑣2−𝑣1

2𝑅
− ∑ (2𝑅)𝑘−1𝑎𝑘

∞
𝑘=2 . (2.2) 

 

Граничні швидкості v1 та v2 визначаються наступним чином: 
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 𝑣1,2 = 𝑣𝑐 ∓𝜔𝑑𝑅, (2.3) 

 

де vc – швидкість центру масс, м/с; 

𝜔𝑑 =
𝑣2−𝑣1

2𝑅
 – кутова швидкість краплини, рад/с; 

R – радіус краплі, м. 

Розглядаючи вирази (2.2) і (2.3), розподіл окружної швидкості разом з 

радіусом крапель (2.1) визначається наступним чином: 

 

 𝑣𝜑 = 𝑣1 +𝜔𝑑𝑥 + ∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘∞

𝑘=2 . (2.4) 

 

Слід зазначити, що інші коефіцієнти a2, a3, … визначають нелінійні 

особливості розподілу швидкості в крапельці. 

Зовнішні сили і моменти, що діють на крапельку. Наступні рівняння 

визначають силу опору та її момент [41], при взаємодії газового потоку та 

дисерсної краплини: 

 

 
𝐹𝑑 = −∫

𝜓𝜌𝑔(𝑣𝑟
2+𝑣𝜑

2 )

2
𝑑𝑆

(𝑆)
= 8𝜓𝜌𝑔𝑅

2 ∫ [𝑣𝑟
2 + ∑ ∑ (2𝑅)𝑘∞

𝑛=0 𝑎𝑘𝑎𝑛
∞
𝑘=0 𝑥𝑘+𝑛]𝑐𝑜𝑠2𝜑𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑑𝜑

𝜋/2

−𝜋/2
;

𝑀𝑑 = −∫
𝜓𝜌𝑔(𝑣𝑟

2+𝑣𝜑
2 )

2
𝑑𝑆

(𝑆)
= 16𝜓𝜌𝑔𝑅

3 ∫ [𝑣𝑟
2 + ∑ ∑ (2𝑅)𝑘∞

𝑛=0 𝑎𝑘𝑎𝑛
∞
𝑘=0 𝑥𝑘+𝑛]𝑐𝑜𝑠4𝜑𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑑𝜑

𝜋/2

−𝜋/2
,
 (2.5) 

 

де ρg – густина газу, кг/м3; 

vr – радіальна швидкість, м/с; 

ψ – безрозмірний коефіцієнт опору, який можна прийняти як сталу; 

S – поперечний переріз краплі, диференціал якого визначається як наступна 

нескінченно мала площа (рисунок 2.1): 

 

 

𝑑𝑆 = 2ℎ · 𝑑𝑥 = 2 · 𝜀𝑠𝑖𝑛𝜑 · 𝑑𝑥 = 2 · 2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑 · 𝑠𝑖𝑛𝜑 · 𝑑𝑥 =

= 4𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 · 𝑑(𝜀𝑐𝑜𝑠𝜑) = 4𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 · 𝑑(2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑 · 𝑐𝑜𝑠𝜑) =

= 8𝑅2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 · 𝑑(𝑐𝑜𝑠2𝜑) = −16𝑅2𝑐𝑜𝑠2𝜑𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑑𝜑.

 (2.6) 
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Підстановка виразів (4) та (6) у залежність (5) дозволяє визначити 

 

 
𝐹𝑑 = 𝜋𝜓𝜌𝑔𝑅

2[𝑎0
2 + 2𝑅𝑎0𝑎1 +

5

4
𝑅2𝑎1

2 + 𝛿𝑓𝑑(𝑣𝑟 , {𝑎2, 𝑎3, … })];

𝑀𝑑 =
1

2
𝜋𝜓𝜌𝑔𝑅

3[𝑎0
2 +

5

2
𝑅𝑎0𝑎1 +

7

4
𝑅2𝑎1

2 + 𝛿𝑚𝑑(𝑣𝑟 , {𝑎2, 𝑎3, … })],
 (2.7) 

 

де δfd, δmd – додаткові складові, обумовлені як нелінійністю розподілу швидкості 

по радіусу краплі, так і впливом радіального розподілу швидкості. 

 

Коефіцієнти в обох залежностях (2.7) для сили опору та її моменту суттєво 

уточняють формули отримані в роботі [28, 42] 𝑎1
2, δfd та 𝑎0𝑎1, δmd, відповідно. У 

випадку коли середня швидкість vr не залежить істотно від координати φ, 

додаткові компоненти у виразах (2.7) набувають наступного вигляду: 

 

 

𝛿𝑓𝑑 = 𝑣𝑟
2 + 16∑ (2𝑅)𝑘[𝑎0(𝑖𝑘+1 − 𝑖𝑘) + 2𝑅𝑎1(𝑖𝑘+2 − 𝑖𝑘+1)]𝑎𝑘

∞
𝑘=2 +

+8∑ ∑ (2𝑅)𝑘∞
𝑛=2 (𝑖𝑘+𝑛+1 − 𝑖𝑘+𝑛)𝑎𝑘𝑎𝑛

∞
𝑘=2

𝛿𝑚𝑑 = 𝑣𝑟
2 + 32∑ (2𝑅)𝑘[𝑎0(𝑖𝑘+2 − 𝑖𝑘+1) + 2𝑅𝑎1(𝑖𝑘+3 − 𝑖𝑘+2)]𝑎𝑘

∞
𝑘=2 +,

+16∑ ∑ (2𝑅)𝑘∞
𝑛=2 (𝑖𝑘+𝑛+2 − 𝑖𝑘+𝑛+1)𝑎𝑘𝑎𝑛

∞
𝑘=2 ,

 (2.8) 

 

де введено наступний допоміжний інтеграл: 

 

 𝑖𝑘 =
1

𝜋
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑘𝜑𝑑𝜑
𝜋/2

−𝜋/2
. (2.9) 

 

У першому наближенні не можна враховувати нелінійні особливості 

розподілу швидкості за радіусом краплі [42]. При такому припущенні 

додатковими компонентами більшого порядку малості у виразах (2.7) слід 

знехтувати 𝛿𝑓𝑑 = 𝛿𝑚𝑑 = 𝑣𝑟
2. 

При обертальному русі краплі напруга зсуву на поверхні визначається 

формулою Ньютона [43]: 
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𝜏 = 𝜇𝑔

𝑑(𝜔𝑑·𝑟)

𝑑𝜆
= 𝜇𝑔

𝑑(𝜔𝑑·𝜆𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝑑𝜆
= 𝜇𝑔[𝜔𝑑

𝑑(𝜆𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝑑𝜆
+ 𝜆𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑𝜔𝑑

𝑑𝜆
] =

= 𝜇𝑔[𝜔𝑑(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜆𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑑𝜃

𝑑𝜆
) + 𝜆𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑𝜔𝑑

𝑑𝜆
],

 (2.10) 

 

де μg – динамічна в'язкість газу, Па·с; 

r – радіус обертання, м; 

λ – нормальна координата, м (рисунок 2.1). 

 

Враховуючи пограничний шар [44] на поверхні краплини (λ = R) товщиною 

δ, можна розглядати наступні припущення. По-перше, кутова швидкість у 

пограничному шарі змінюється несуттєво: ωd ≈ ωg, де ωg – кутова швидкість 

газового потоку. По-друге, нормальний градієнт 
𝑑𝜃

𝑑𝜆
 несуттєво змінюється 

поблизу поверхні краплі (
𝑑𝜃

𝑑𝜆
)
𝑠
. Згадані вище аналітично можна записати 

наступним чином: 

 

 
𝑑𝜔𝑑

𝑑𝜆
=

𝜔𝑑−𝜔𝑔

𝛿
;
𝑑𝜃

𝑑𝜆
= (

𝑑𝜃

𝑑𝜆
)
𝑠
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.11) 

 

За цих припущень після ідентичних перетворень можна отримати наступне 

спрощення рівняння (2.10): 

 

 𝜏 = 𝜇𝑔[(1 +
𝑅

𝛿
)𝜔𝑑 −

𝑅

𝛿
𝜔𝑔]𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜇𝑔𝑅 (

𝑑𝜃

𝑑𝜆
)
𝑠
𝑐𝑜𝑠𝜃. (2.12) 

 

Сила та момент тертя, що діють на поверхню краплі Ω визначаються так: 

 

 
𝐹𝑓 = ∬ 𝜏𝑑𝛺

(𝛺)
= 2∫ ∫ 𝜏𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑

𝜋

0

𝜋/2

−𝜋/2
;

𝑀𝑓 = ∬ 𝜏𝑟𝑑𝛺
(𝛺)

= 2∫ ∫ 𝜏𝑅3𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
𝜋

0

𝜋/2

−𝜋/2
,
 (2.13) 

 

де dΩ = R2sinθdθdφ – площа поверхні елементарної краплі (рисунок 1). 
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Підміна залежності (2.12) на залежність (2.13), після інтегрування дозволяє 

отримати такий вираз для сили тертя: 

 

 
𝐹𝑓 = 𝜋

2𝑅2𝜇𝑔[(1 +
𝑅

𝛿
)𝜔𝑑 −

𝑅

𝛿
𝜔𝑔];

𝑀𝑓 =
8

3
𝜋𝑅3𝜇𝑔[(1 +

𝑅

𝛿
)𝜔𝑑 −

𝑅

𝛿
𝜔𝑔].

 (2.14) 

 

Таким чином, на краплю рідини в потоці газу діють сили та моменти опору 

та тертя, що визначаються виразами (2.7) та (2.14) відповідно. 

Інтенсифікація внутрішніх потоків в краплі. Обертальний рух сферичної 

краплі в потоці газу під дією моментів опору та тертя описується наступним 

рівнянням [45]: 

 

 
𝑑(𝐼𝑧𝜔𝑑)

𝑑𝑡
= 𝐼𝑧

𝑑𝜔𝑑

𝑑𝑡
+𝜔𝑑

𝑑𝐼𝑧

𝑑𝑡
= 𝑀𝑑 −𝑀𝑓 , (2.15) 

 

де Iz – момент інерції, кг·м2; 

t – час, с. 

Врахування виразів для моменту інерції та її похідної за часом [46]: 

 

 𝐼𝑧 =
8

15
𝜋𝜌𝑑𝑅

5;  𝑑𝐼𝑧 =
𝜕𝐼𝑧

𝜕𝑅
𝑑𝜆 =

8

3
𝜋𝜌𝑑𝑅

4𝑑𝜆, (2.16) 

 

де ρd – густина краплини, кг/м3, так як і другі залежності (2.7) та (2.14) з 

ідентичностями  
𝑑𝜆

𝑑𝑡
= 𝑣𝑟 та 𝜀𝑑 =

𝑑𝜔𝑑

𝑑𝑡
 (𝜀𝑑 – кутове прискорення, рад/с2) дозволяє 

переписати рівняння (2.15) у наступному вигляді: 

 

 

8

15
𝜋𝜌𝑑𝑅

5𝜀𝑑 +
8

3
𝜋𝜌𝑑𝑅

4𝑣𝑟𝜔𝑑 =
1

2
𝜋𝜓𝜌𝑔𝑅

3(𝑎0
2 +

5

2
𝑅𝑎0𝑎1 +

7

4
𝑅2𝑎1

2 + 𝑣𝑟
2) −

−
8

3
𝜋𝑅3𝜇𝑔[(1 +

𝑅

𝛿
)𝜔𝑑 −

𝑅

𝛿
𝜔𝑔].

 (2.17) 
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У разі переважання інерційних сил у каналі радіальна складова швидкості 

незначна порівняно з кутовою: vr << vφ. Отже, компонентом 𝑣𝑟
2 в рівнянні (2.17) 

слід знехтувати порівняно з компонентом 𝑎0
2. В такому випадку після розгляду 

залежностей (2.2), особливо у разі рівномірного обертання (ωd = const), рівняння 

(2.17) дозволяє визначити радіальну швидкість наступним чином: 

 

 𝑣𝑟 =
3

16
𝜓
𝜌𝑔

𝜌𝑑
𝑅𝜔𝑑 [(

𝑣1

𝑅𝜔𝑑
)
2
+
5

2

𝑣1

𝑅𝜔𝑑
+
7

4
] −

𝜇𝑔

𝜌𝑑
[1 +

𝑅

𝛿
(1 −

𝜔𝑔

𝜔𝑑
)] −

1

5
𝑅
𝜀𝑑

𝜔𝑑
. (2.18) 

 

Примітно, що радіальна складова vr характеризує швидкість перенесення 

рідини всередині краплі як інтенсивність конвективного масопереносу. У цьому 

випадку витрата рідини через сферичну поверхню всередині краплі 

(рисунок 2.1): 

 

 𝑄 = ∫ 𝑣𝑟𝑑𝑆(𝑆)
= 2∫ ∫ 𝑣𝑟𝜆

2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
𝜋

0

𝜋/2

−𝜋/2
= 4𝜋𝜆2𝑣𝑟 . (2.19) 

 

Враховуючи вираз (2.18), залежність (2.19) показує, що інтенсивність 

радіальних течій у краплі залежить від градієнта поперечної швидкості 

𝑎1 =
𝜕𝑣𝜑

𝜕𝑥
=

𝑣2−𝑣1

2𝑅
= 𝜔𝑑. Цей факт підтверджує можливість інтенсифікації 

процесів масопереносу за рахунок збільшення градієнта швидкості. 

Рівняння руху крапель в газовому потоці. Для кількісного опису руху 

краплі у потоці газу розглядається наступна система диференціальних рівнянь 

поступального руху [47]: 

 

 {
𝑚𝑑

𝑑𝑣𝑐

𝑑𝑡
= 𝐹𝑑 − 𝐹𝑓;

𝑑(𝐼𝑧𝜔𝑑)

𝑑𝑡
= 𝑀𝑑 −𝑀𝑓 ,

 (2.20) 

 

де 𝑚𝑑 =
4

3
𝜋𝜌𝑑𝑅

3 – маса частинки, кг. 
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Перше рівняння описує рух центру мас. Друге – рівняння (2.15) 

обертального руху. Розглядаючи рівняння (2.14) та (2.17), так само як вирази 

(2.2) та (2.3), дозволяє скоротити систему диференціальних рівнянь (2.20) до 

наступного загального вигляду: 

 

 

{
  
 

  
 

𝑑𝑣𝑐

𝑑𝑡
=

3

4

𝜓

𝑅

𝜌𝑔

𝜌𝑑
[(𝑣𝑐 − 𝜔𝑑𝑅)

2 + 2𝑅(𝑣𝑐 − 𝜔𝑑𝑅)𝜔𝑑 +
5

4
𝑅2𝜔𝑑

2 + 𝑣𝑟
2] −

−
3

4
𝜋

𝜇𝑔

𝜌𝑑𝑅
[(1 +

𝑅

𝛿
)𝜔𝑑 −

𝑅

𝛿
𝜔𝑔];

𝑑𝜔𝑑

𝑑𝑡
+

5

𝑅
𝑣𝑟𝜔𝑑 =

15

16

𝜓

𝑅2

𝜌𝑔

𝜌𝑑
[(𝑣𝑐 −𝜔𝑑𝑅)

2 +
5

2
𝑅(𝑣𝑐 − 𝜔𝑑𝑅)𝜔𝑑 +

7

4
𝑅2𝜔𝑑

2 + 𝑣𝑟
2] −

−5
𝜇𝑔

𝜌𝑑𝑅
2 [(1 +

𝑅

𝛿
)𝜔𝑑 −

𝑅

𝛿
𝜔𝑔].

 (2.21) 

 

Ця система диференціальних рівнянь нелінійна і немає точного 

аналітичного рішення. Однак подальші дослідження можливі з використанням 

методу малих збурень [48]. Відповідно до цього методу всі параметри, що 

змінюються в часі, представлені наступним чином: 

 

 
𝑣𝑐 = 𝑣𝑐0 + 𝛿𝑣𝑐;  𝑣𝑟 = 𝑣𝑟0 + 𝛿𝑣𝑟;

𝜔𝑑 = 𝜔𝑑0 + 𝛿𝜔𝑑;  𝜔𝑔 = 𝜔𝑔0 + 𝛿𝜔𝑔.
 (2.22) 

 

де vc0, vr0, ωd0, та ωg0 – розв'язання системи (2.21); що визначають гідродинамічні 

характеристики краплі рідини та потоку газу; 

δvc0, δvr0, δωd0, та δωg0 – варіації оцінюваних параметрів як їхні малі збурення. 

 

В результаті підстановки виразів (2.22) в систему (2.21), після нехтування 

членами вищих порядків малості (δvc0)
2, (δvr0)

2, (δωd0)
2, та (δωg0)

2, може бути 

отримана наступна система лінеаризованих диференціальних рівнянь у 

варіаціях: 

 

 {

𝑑𝛿𝑣𝑐

𝑑𝑡
=

3

4

𝛼

𝑅
[𝛽11𝛿𝑣𝑐 + (𝛽12 − 𝛾)𝑅𝛿𝜔𝑑 + 2𝑣𝑟0𝛿𝑣𝑟] +

3

4
𝜋𝜂𝛿𝜔𝑔;

𝑑𝛿𝜔𝑑

𝑑𝑡
=

15

16

𝛼

𝑅2
{𝛽21𝛿𝑣𝑐 + [𝛽22 −

16

3
(
𝛾

𝜋
−
𝑣𝑟0

𝛼
)]𝑅𝛿𝜔𝑑 + 2𝑣𝑟0𝛿𝑣𝑟} + 5

𝜂

𝑅
𝛿𝜔𝑔,

 (2.23) 
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де введено наступні позначення: 

 

 𝛼 = 𝜓
𝜌𝑔

𝜌𝑑
;  𝛽 = [

2𝑣𝑐0
1

2
𝑅𝜔𝑑0

2𝑣𝑐0 +
1

2
𝑅𝜔𝑑0

1

2
(𝑣𝑐0 + 𝑅𝜔𝑑0)

] ;  𝛾 = 𝜋
𝜈𝑔

𝜓𝑅
(1 +

𝑅

𝛿
) ;  𝜂 =

𝜇𝑔

𝜌𝑑𝛿
, (2.24) 

 

та νg = μg/ρg – кінематична в'язкість газу, м2/с. 

Безрозмірний параметр α характеризує співвідношення щільностей та 

враховує коефіцієнт лобового опору, та β - матриця швидкостей. Параметр γ - 

масштабний коефіцієнт швидкості, м/с. Безрозмірний параметр η характеризує 

відношення коефіцієнта густини до числа Рейнольдса [49]. Він визначає 

значення радіальної швидкості vr. 

В операторній формі ця система набуває наступної матричної форми: 

 

 [
𝑝 −

3

4

𝛼

𝑅
𝛽11 −

3

4
𝛼(𝛽12 − 𝛾)

−
15

16

𝛼

𝑅2
𝛽21 𝑝 −

15

16

𝛼

𝑅
[𝛽22 −

16

3
(
𝛾

𝜋
+
𝑣𝑟0

𝛼
)]
] {
𝛿𝑣𝑐
𝛿𝜔𝑑

} = {

3

2
15

8𝑅

}
𝛼

𝑅
𝑣𝑟0𝛿𝑣𝑟 + {

3

4
𝜋

5

𝑅

}𝜂𝛿𝜔𝑔, (2.25) 

 

де 𝑝 =
𝑑

𝑑𝑡
 – оператор диференціювання часу. 

Таким чином, система (2.23) або матричне рівняння (2.25) визначає 

гідродинаміку краплини рідини в потоці газу. 

Стабільність руху краплі. Відповідно до метода Рауса-Гурвіца [50], 

стійкість руху краплі у потоці газу [51] досліджені при нульових збуреннях 

(δvr = δωd = 0) вивчаючи знаки коренів наступного характеристичного рівняння, 

що дорівнює рівнянню (2.25): 

 

 
𝑑𝑒𝑡 [

𝑝 −
3

4

𝛼

𝑅
𝛽11 −

3

4
𝛼(𝛽12 − 𝛾)

−
15

16

𝛼

𝑅2
𝛽21 𝑝 −

15

16

𝛼

𝑅
[𝛽22 −

16

3
(
𝛾

𝜋
+
𝑣𝑟0

𝛼
)]
] =

= 𝑝2 +
3

4

𝛼

𝑅
[
20

3
(
𝛾

𝜋
+
𝑣𝑟0

𝛼
) − 𝛽11 −

5

4
𝛽22] 𝑝 +

45

64

𝛼2

𝑅2
(𝛾 − 𝛽12)𝛽21 = 0.

 (2.26) 
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Це квадратне рівняння має наступні корені: 

 

 

𝑝1,2 = −
3

4

𝛼

𝑅
[
20

3
(
𝛾

𝜋
+
𝑣𝑟0

𝛼
) − 𝛽11 −

5

4
𝛽22] ∓

∓√
9

64

𝛼2

𝑅2
[
20

3
(
𝛾

𝜋
+
𝑣𝑟0

𝛼
) − 𝛽11 −

5

4
𝛽22]

2
−
45

64

𝛼2

𝑅2
(𝛾 − 𝛽12)𝛽21.

 (2.27) 

 

Стійкість динамічної системи необхідна і достатня, щоб отримані корені 

мали негативні дійсні частини [52]. Ця вимога досягається за наступної умови: 

 

 𝛽11 +
5

4
𝛽22 <

20

3
(
𝛾

𝜋
+
𝑣𝑟0

𝛼
). (2.28) 

 

Підстановка виразів (2.24) дозволяє скоротити отриману нерівність таким 

чином: 

 

 �̅�𝑑 <
32

3
(
1

𝜋
+ �̅�𝑟) −

21

5
�̅�𝑐0, (2.29) 

 

де введені наступні безрозмірні кінематичні параметри: 

 

 �̅�𝑑 =
𝑅𝜔𝑑

𝛾
;  �̅�𝑟 =

𝑣𝑟

𝛾
;  �̅�𝑐0 =

𝑣𝑐0

𝛾
. (2.30) 

 

Отримана нерівність (2.29) дозволяє графічно уявити область стійкості 

системи “краплина рідини - потік газу” в координатах “�̅�𝑐0 –  �̅�𝑑” пов'язаних з 

основними кінематичними характеристиками краплі для різних значень 

безрозмірної радіальної швидкості �̅�𝑟 (рисунок 2.2). 



46 
 

 

 

Рисунок 2.2 - Область стійкості рідинної краплини в газовому потоці 

 

На цьому малюнку представлене початкове значення �̅�𝑑0 =
32

3
(
1

𝜋
+ �̅�𝑟). 

Крім того, нерівність (2.29) дозволяє визначити критичне значення 

радіальної компоненти швидкості для заданих кінематичних характеристик 

краплі рідини в потоці газу: 

 

 �̅�𝑟
𝑐𝑟 =

63

160
(�̅�𝑐0 − �̅�𝑐0

∗ ), (2.31) 

 

де �̅�𝑐0
∗ =

160

63𝜋
≈ 0.81 – критичне значення безрозмірної швидкості. При його 

перевищенні циркуляційні потоки всередині краплі не впливають на стійкість 

руху в потоці газу. 

Визначення порушень руху крапель. Для дослідження впливу вихрового 

газового потоку на гідродинаміку рідкої краплі застосовується метод 

комплексних амплітуд [53]. Відповідно до цього методу малі збурення кутової 

швидкості газу представляються в наступному вигляді: 

 

 𝛿𝜔𝑔 = Δ𝜔𝑔𝑒
𝑖𝜔𝑡 , (2.32) 
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де Δωg, ω – амплітуда та частота, рад/с; 

i – уявна одиниця. 

 

Розвязок системи (2.25) маэ наступний вигляд: 

 

 𝛿𝑣𝑐 = Δ𝑣𝑐𝑒
𝑖𝜔𝑡;  𝛿𝜔𝑑 = Δ𝜔𝑑𝑒

𝑖𝜔𝑡 , (2.33) 

 

де Δωg – комплексна амплітуда зміни швидкості центру мас, м/с; 

Δωd – комплексна амплітуда зміни швидкості центру мас, рад/с. 

 

Вирази (2.32) та (2.33) дозволяють переписати систему (25) наступним 

чином: 
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+
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] {
Δ𝑣𝑐
Δ𝜔𝑑

} = {

3

4
𝜋

5

𝑅

}𝜂Δ𝜔𝑔, (2.34) 

 

де застосовано зміну оператора комплексного диференціювання p = iω. 

Використання зворотної матриці дозволяє визначати комплексні амплітуди 

зміни кінематичних характеристик краплини рідини у потоці газу: 
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 (2.35) 

 

Амплітуда кінематичних характеристик краплі рідини у вихровому 

газовому потоці оцінюється як модуль комплексних амплітуд (2.35): 
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 (2.36) 

 

Рівномірне обертання рідкої краплі в квазі-рівноважному положенні. За 

певних гідродинамічних умов, що відповідають попарній рівності сил і моментів 

опору та тертя, настає квазірівноважний стан краплі: 

 

 𝐹𝑑 = 𝐹𝑓;  𝑀𝑑 = 𝑀𝑓 . (2.37) 

 

Враховуючи вирази (2.2), (2.3), (2.7), та (2.14), рівняння (2.37) зводиться до 

наступної системи двох нелінійних алгебраїчних рівнянь: 
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 (2.38) 

 

Дане рівняння відрізняється від руху краплі (2.21) відсутністю інерційних 

складових. Примітно, що у двох крайніх випадках, коли кутова швидкість значно 

нижча за швидкість центру мас (𝜔𝑑 ≪
𝑣1

𝑅
; v1 ≈ vc), або, навпаки, значно перевищує 

її, вирази в лівих дужках обох рівнянь (38) стають рівними. У цьому випадку 

відношення лівої та правої частин цих рівнянь дозволяє отримати вираз для 

визначення кутової швидкості краплі у квазірівноважному стані: 

 

 𝜔𝑑 =
𝜔𝑔

1+
𝛿

𝑅
[1+

𝜌𝑑𝑣𝑟𝑅
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16
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]

. (2.39) 
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Цей вираз вказує на те, що інтенсивність радіальних потоків краплі впливає 

на її кутову швидкість у вихровому газовому потоці. 

Наступні твердження підтверджують достовірність наведеної математичної 

моделі на основі аналізу останньої формули. Примітно, що збільшення товщини 

прикордонного шару та зменшення в'язкості газу призводить до зменшення 

кутової швидкості краплі рідини у потоці газу. Крім того, при рівному 

відношенні товщини пограничного шару до розміру краплі більші краплі мають 

меншу кутову швидкість. 

Експериментальні та числові дослідження. Вплив градієнта окружної 

швидкості на інтенсифікацію внутрішньої циркуляції в рідкому крапельці, що 

рухається в газовому потоці, можна дослідити шляхом порівняння 

гідродинамічних характеристик потоку газу зі зміною інтенсивності процесів 

передачі маси, що відбуваються в вихровій камері масового обміну. Тому, щоб 

довести надійність розробленої математичної моделі було проаналізовано 

результати експериментальних досліджень, представлених в роботі [54]. 

Аналіз представлених результатів показв, що збільшення швидкості потоку 

газу призводить до збільшення кутової швидкості. При цьому збільшується 

різниця між швидкостями v1 і v2 потоку газу по обидва боки дисперсної краплини 

(рисунок 2.1). Отже, при збільшенні газових швидкостей збільшується і 

інтенсивність масообмінних процесів. 

Таким чином, представлені результати обґрунтовують вплив 

гідродинамічних параметрів вихрового газового потоку на інтенсивність 

процесів масообміну в газорідинних потоках. Кількісно залежності (2.19) і (2.39) 

дозволяють визначити ступінь впливу цих параметрів на циркуляційні потоки в 

рідких краплинах. 

Для отримання якісних результатів були проведені наведені нижче числові 

симуляції для наступних вихідних даних. Фізичні властивості рідини (води) і 

газу (повітря): ρd = 1·103 кг/м3, ρg = 1.28 кг/м3; μg = 1.93·10–5 Па·с; 

νg = μg/ρg = 1.51·10–5 (м2/с). Середній радіус краплин R = 0.5·10–3 м. Товщина 

граничного шару δ = 0.1R = 0.5·10–4 , м. Діаметр вихрової камери D = 0.25 м. 
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Кінематичні характеристики: vg = 15 м/с; ωg0 = 2vg/D = 120  рад/с; vc0 = 4.2 м/с. 

Коефіцієнт опопру ψ = 0.01. 

Додаткові параметри з формули (24): α = 1.28·10–5; γ = 104.4 м/с; 

η = 3.87·10–4 м/с; β11 = 8.40 м/с; β12 = 8.49 м/с; β21 = 8.41 м/с; β22 = 2.11 м/с. 

Радіальна швидкість vr = η = 3.87·10–4 м/с. Інтенсивність радіального потоку 

всередині краплини Q = 4πR2vr =1.2·10–9 м3/с. За формулою (39) кутова 

швидкість крапельки ωd0 = 34 рад/с. 

Обидва корені p1 = –0.051 (рад/с) and p2 = –7.854 (рад/с) Рівняння (26) є 

від'ємними. Цей факт свідчить про стійкість рідкого крапельки в потоці газу. 

Крім того, оскільки безрозмірні кінематичні параметри (30) дорівнюють 

�̅�𝑐0 = 0.04, �̅�𝑑 = 1.63·10–4, та �̅�𝑟 = 0.29, Нерівність (29) також зберігається. При 

цьому характерна точка відноситься до області стійкості, представленої на рис. 

2.2. Зокрема, для кутової швидкості повітря, обчисленої вище, виходять наступні 

значення: Δ𝑣𝑐
𝑎 = 0.015 м/с; Δ𝜔𝑑

𝑎 = 0.032 рад/с. 

Таким чином, запропонована методологія дозволяє кількісно оцінити 

кінематичні характеристики рідкої краплі в газовому потоці і перевірити 

стабільність цього руху.  

Примітно, що, незважаючи на моделювання крапель, що мають сферичну 

поверхню, поверхневі шари рідини рухаються в тому ж напрямку, що і газовий 

потік. Поверхневий шар навколо крапелини рухається в окружному напрямку 

відносно осі апарату. Після того, як в точці зближення потоків відбувається зміна 

руху рідини в центр на задній стороні крапельки. На лицьовій стороні крапельки 

є радіальний потік рідини. Він спрямований від центру до периферії і поступово 

змінює напрямок. В результаті цей рух переростає в потік по окружності крапель 

з обох сторін [55, 56]. 
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2.2 Математична модель процесу осадження краплин золю в розчині 

аміаку 

 

На основі експериментальних і чисельних результатів моделювання 

наявний досвід вказує на важливість розгляду сили Бассе при вивченні процесів 

сидементації і осадження дисперсних частинок, що рухаються поблизу жорстких 

кордонів [57]. У зв'язку з цим диференціальне формулювання сили Басе для її 

чисельного розрахунку є актуальною проблемою в області обчислювальної 

механіки [58]. Останнім часом рішення цієї проблеми було пов'язано з 

застосування обчислень дробового порядку [59]. 

Тому акуальною задачею є розробка аналітичних методів розв'язання 

диференціального рівняння осадження частинок з урахуванням дробового 

походження сили Бассе. 

Для досягнення цієї мети були поставлені наступні завдання: 

• обґрунтування дробового походження сили Бассета; 

• отримання рівняння дробового порядку осадження частинок; 

• розв'язування отриманого рівняння аналітично; 

• валідація отриманого загального рішення аналітично; 

• апроксимація чисельно отриманих тематичних досліджень отриманими 

аналітичними залежностями. 

Проблеми сидементації частинок і осідання в гетерогенній системі не були 

ретельно досліджені. В перших роботах, присвячених вирішенню рівнянь руху 

дрібних частинок у в'язкій рідині і неоднорідному потоці [60, 61] в основному 

розглядалися слабка інерція і не ньютонівський вплив на динаміку частинок в 

рідині. Однак запропоновані аналітичні підходи не враховували дробове 

походження сили Бассе. Крім того, в роботі [62] досліджнено рух сферичної 

частинки у в'язкій рідині і застосував алгоритм Томаса для визначення 

характеристик руху сферичної частинки уздовж стінки ковзання. Однак 

запропонована методика не дозволяє отримати загальне рішення рівняння 

осадження частинок аналітично. 
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В дослідженні [63] вивчали рух дрібних частинок у в'язкому середовищі в 

обертовому циліндрі, розглядаючи підйомну силу дробового порядку Саффмана. 

Однак ця сила діє на частинки в вихрових потоках. Крім того, автори 

представили лише порівняння з результатами, отриманими, розглядаючи силу 

опору як домінуючу. В науковій праці [64] вивчали проблему руху з'єднаних 

теплових і гідромеханічних частинок у в'язкій рідині при низьких числах 

Рейнольдса. В результаті був виведений загальний аналітичний вираз для 

визначення сили і її крутного моменту на частинці на основі взаємної теореми 

Лоренца. Однак це представлене аналітичне рішення не враховує дробовий 

порядок сили Бассе. 

В роботі [65] представили загальний чисельний підхід до розрахунку сили 

Басе. Метод апроксимації сили Басе був запропонований ван Хінсбергом та ін. 

Однак такий підхід не дозволяє аналітично оцінити швидкість осадження і, отже, 

час осідання з достатньою точністю. 

Ряд останніх науково-дослідних робіт були спрямовані на застосування 

дробових обчислень в області інженерії. Зокрема, в ході досліджень, 

представлених в [66], описано загальний підхід до вирішення дробових задач 

механіки Ньютона, заснований на диференціальних рівняннях дробового 

порядку. Однак такий підхід не може бути застосований для отримання 

аналітичного рішення рівняння осадження частинок дробового порядку строго. 

В праці [67] запропонували аналітичну обробку хвильового рівняння з 

урахуванням дробових тертя і отримали рішення на основі функцій типу Міттаг-

Лефлера. В роботі [68] вивчали динамічну поведінку нелінійних коливальних 

систем, описаних похідними часу дробового порядку. Запропонований підхід 

дозволив їм отримати наближення конкретних коливальних режимів для 

дослідження випадку фіксованого рівноважного положення. 

Тому наступні дослідницькі прогалини в сидементації частинок в 

неоднорідній дисперсній системі повинні враховувати критичний огляд, 

приведений вище. По-перше, рівняння осідання частинок дробового порядку з 

урахуванням дробового походження сили Бассе має бути обґрунтоване і 
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вирішене аналітично. По-друге, загальне рішення запропонованого рівняння слід 

знайти чисельно. Нарешті, отримане рішення повинно бути перевірено 

аналітично і доведено чисельно. 

Рівняння руху частинок з урахуванням сили Бассе. Відповідно до 

рівняння руху малої жорсткої кулі в неоднорідному потоці [69], рівняння руху 

частинки, що рухається з швидкістю, що змінюється в часі в проекції на 

позитивний тангенціальний напрямок, має наступний вигляд: 

 

 𝑚𝑝
𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹𝑔 − 𝐹𝐴 − 𝐹𝑑 − 𝐹𝑓 − 𝐹𝐵 , (2.40) 

 

де mp—маса частинки, кг; 

vp—швидкість частинки, м/с; 

t — час, с; 

Fg = mpg — сила тяжніння, Н; 

g — прискорення вільного падіння, м/с2; 

FA = mfg–сила Архімеду, Н; 

mf — додана маса потоку, кг; 

Fd = 6πμavp(t) — сила опору, Н; 

μ — динамічна в’язкість, Па·с; 

a — радіус частинки, м; 𝐹𝑓 =
1

2
𝑚𝑓

𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
 — сила потоку доданої маси, Н; 

FB — сила Басе, що визначається наступним чином [70]: 

 

 𝐹𝐵 = 6𝜋𝜇𝑎
2 ∫

𝑑𝑣𝑝(𝜏)

𝑑𝜏

√𝜋𝜈(𝑡−𝜏)
𝑑𝜏,

𝑡

0
 (2.41) 

 

де ν — кінематична в’язкість, м2/с; 

τ — параметр часу, с. 

Згадані вище вирази дозволяють переписати рівняння (2.40) наступним 

чином: 
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 (𝑚𝑝 +
1

2
𝑚𝑓)

𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
+ 6√𝜋𝜌𝜇𝑎2 ∫

𝑑𝑣𝑝(𝜏)

𝑑𝜏

√𝑡−𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0
+ 6𝜋𝜇𝑎𝑣𝑝(𝑡) = (𝑚𝑝 −𝑚𝑓)𝑔, (2.42) 

 

де ρ — густина рідини, кг/м3. 

 

Введення параметрів 

 

 𝛼 =
3𝜋√𝜌𝜇𝑎2

𝑚𝑝+
1

2
𝑚𝑓

;  𝑛 =
6𝜋𝜇𝑎

𝑚𝑝+
1

2
𝑚𝑓

;   𝑣𝑝∞ =
(𝑚𝑝−𝑚𝑓)𝑔

6𝜋𝜇𝑎
 (2.43) 

 

дозволяє переписати інтегро-диференціальне рівняння (2.42) в наступному 

вигляді: 

 

 
𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
+

2𝛼

√𝜋
∫

𝑑𝑣𝑝(𝜏)

𝑑𝜏

√𝑡−𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0
+ 𝑛𝑣𝑝(𝑡) = 𝑛𝑣𝑝∞, (2.44) 

 

де n — фактор релаксації, с–1; 

α — коефіцієнт сили Бассе, с–1/2; 

𝑣𝑝∞ = lim
𝑡→∞

𝑣(𝑡) — стаціонарна швидкість, м/с. 

 

Диференціальні рівняння дробового порядку осідання частинок. Для 

подальшого аналітичного розв'язання рівняння (2.44) розглядаються інтегральна 

і похідна Ріман-Ліувіль [71] і дробова похідна Грюнвальда-Летнікова [72]: 

 

 

𝐼𝑡0,𝑡
𝛽
𝑣𝑝(𝑡) =

1

Γ(𝛽)
∫ 𝑣𝑝(𝜏)(𝑡 − 𝜏)

𝛽−1𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
;

𝐷𝑡0,𝑡
𝛽
𝑣𝑝(𝑡) =

1

Γ(⌈𝛽⌉−𝛽)

𝑑⌈𝛽⌉

𝑑𝑡⌈𝛽⌉
∫ 𝑣𝑝(𝜏)(𝑡 − 𝜏)

𝛽−⌈𝛽⌉+1𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
;

𝐷𝑡0,𝑡
𝛽
𝑣𝑝(𝑡) = lim

𝑁→∞
(
𝑡−𝑡0

𝑁
)
𝛽
∑

Γ(𝛼+𝑖)

𝑖!Γ(𝛼)
𝑣𝑝 [𝑡 −

𝑖

𝑁
(𝑡 − 𝑡0)]

𝑁
𝑖=0 = 𝐼𝑡0,𝑡

−𝛽
𝑣𝑝(𝑡),

 (2.45) 

 

де β — дробовий порядок; 
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t0 — початковий час, с; 

Γ(β) — гамма-функція [73]: 

 

 Γ(𝛽) = ∫ 𝑒−𝑥𝑥𝛽−1𝑑𝑥
∞

0
, 𝑅𝑒(𝛽) > 0. (2.46) 

 

Враховуючи зв'язок між дробовими похідними [74]: 

 

 𝐷𝑡0,𝑡
𝛾
[
𝑑𝑟

𝑑𝑡𝑟
𝑣𝑝(𝑡)] =

𝑑𝑟

𝑑𝑡𝑟
[𝐷𝑡0,𝑡

𝛾
𝑣𝑝(𝑡)] −

(𝑡−𝑡0)
−𝛾−𝑟+𝑖

Γ(−𝛾−𝑟+𝑖+1)
[
𝑑𝑖

𝑑𝑡𝑖
𝑣𝑝(𝑡)]

𝑡=𝑡0
, (2.47) 

 

в такому випадку of γ = ½, r = 1 для початкового часу t0 = 0, та враховуючи 

Γ (
1

2
) = √𝜋, наступне рівняння може бути записано: 

 

 𝐼0,𝑡

1

2 [
𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
] = 𝐷0,𝑡

1

2 [𝑣𝑝(𝑡)] −
𝑣𝑝(0)

√𝜋𝑡
. (2.48) 

 

Порівняння виразів (2.41) та (2.48) з інтегро-диференціалом Рімана – Ліувіля 

(2.45) для значення β = ½ та початкового моменту часу t0 = 0, так як і для випадку 

нульової початкової умови (vp(0) = 0), дозволяє визначити силу Бассе з погляду 

дробового обчислення: 

 

 𝐹𝐵 = 6𝜋𝑎
2√𝜇𝜌𝐼0,𝑡

1

2 [
𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
] = 6𝜋𝑎2√𝜇𝜌𝐷0,𝑡

1

2 [𝑣𝑝(𝑡)]. (2.49) 

 

Отже, рівняння (2.44) набуває наступного вигляду: 

 

 
𝑑𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
+ 2𝛼

𝑑
1
2𝑣𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
1
2

+ 𝑛𝑣𝑝(𝑡) = 𝑛𝑣𝑝∞. (2.50) 

 

Слід зазначити, що дана формула є диференціальним рівнянням осадження 

частинок дробового порядку, яке враховує силу Бассе. Це рівняння можна 
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застосовувати для більш точного моделювання процесів осадження дрібних 

частинок у рідинах, осадження аерозолів у потоці газу та осадження частинок 

газодисперсних системах. 

Загальне рішення диференціального рівняння дробового порядку 

осадження частинок. Для аналітичного рішення рівняння (2.50), 

використовуєтьяс перетворення Лапласа [75] для початкової нульової умови 

(vp(0) = 0). У цьому випадку можна отримати наступну порівняльну операцію: 

 

 (𝑠 + 2𝛼√𝑠 + 𝑛)𝑉𝑝(𝑠) =
𝑛𝑣𝑝∞

𝑠
, (2.51) 

 

де s — комплексний частотний параметр, с–1; 

Vp(s) — Перетворення Лапласа швидкості частки, м: 

 

 𝑉𝑝(𝑠) = ∫ 𝑣𝑝(𝑡)𝑒
−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
, (2.52) 

 

яке можна визначити із алгебраїчного рівняння (2.51): 

 

 𝑉𝑝(𝑠) =
𝑛𝑣𝑝∞

𝑠(𝑠+2𝛼√𝑠+𝑛)
= 𝑛𝑣𝑝∞ (

𝑎1

√𝑠
+
𝑎2

𝑠
+

𝑎3

√𝑠−𝜃1
+

𝑎4

√𝑠−𝜃2
), (2.53) 

 

де 𝜃1,2 = −𝛼 ± √𝛼
2 − 𝑛 — пара коренів квадратного рівняння θ2 + 2αθ + n = 0. 

 

Слід зазначити, що, 𝜃 = √𝑠. Невідомі параметри a1, a2, a3, та a4 знаходяться 

з наступного матричного рівняння: 

 

 [

1 0 1 1
−(𝜃1 + 𝜃2) 1 −𝜃2 −𝜃1

𝜃1𝜃2
0

−(𝜃1 + 𝜃2)
𝜃1𝜃2

0
0

0
0

] {

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

} = {

0
0
0
1

}. (2.54) 
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На основі методу зворотної матриці після ідентичного перетворення можна 

отримати наступні залежності: 

 

 𝑎1 = −
2𝛼

𝑛2
;   𝑎2 =

1

𝑛
;   𝑎3,4 = ±

1

2(𝛼∓√𝛼2−𝑛)
. (2.55) 

 

Введення параметрів θ = –θ1 та θ/ = –θ2, та з огляду на рівність 𝐿−1 (
1

√𝑠
) =

1

√𝜋𝑡
 

дозволяє застосувати зворотне перетворення Лапласу [76] до рівняння (2.53): 

 

 𝑣𝑝(𝑡) = 𝑛𝑣𝑝∞ [
𝑎1

√𝜋𝑡
+ 𝑎2𝐻(𝑡) + 𝑎3𝐿

−1 (
1

√𝑠+𝜃
) + 𝑎4𝐿

−1 (
1

√𝑠+𝜃′
)], (2.56) 

 

де H(t) — функція Гевісайда. 

 

Примітно, що відсутність сингулярності для цього рішення буде 

підтверджено нижче. Для подальшого розгляду використовується функція 

Міттаг - Лефлера [77]: 

 

 𝐸𝛾,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑖

Γ(𝛾𝑖+𝛽)
∞
𝑖=0 . (2.57) 

Він має наступну особливість з погляду перетворення Лапласа [78]: 

 

 𝐿[𝑡𝛽−1𝐸𝛾,𝛽(𝜃𝑡
𝛾)] =

𝑠𝛾−𝛽

𝑠𝛾−𝜃
. (2.58) 

 

Отже, наступне зворотне перетворення Лапласу для випадку γ = ½ і β = 1 

можна записати таким чином: 

 

 𝐿 [𝐸1
2
,1
(𝜃√𝑡)] =

1

√𝑠(√𝑠−𝜃)
=

1

𝜃
(

1

√𝑠−𝜃
−

1

√𝑠
). (2.59) 

 

Отже, можна отримати наступне зворотне перетворення Лапласа: 
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 𝐿−1 (
1

√𝑠−𝜃
) =

1

√𝜋𝑡
+ 𝜃𝐸1

2
,1
(𝜃√𝑡). (2.60) 

 

Крім того, розкладання 

 

 
1

𝑠−𝜃2
=

1

2𝜃
(

1

√𝑠−𝜃
−

1

√𝑠+𝜃
) (2.61) 

 

з рівністю 𝐿−1 (
1

𝑠−𝜃2
) = 𝑒𝜃

2𝑡 з виразом (2.60) дозволяє отримати наступне 

зворотне перетворення Лапласа: 

 

 𝐿−1 (
1

√𝑠+𝜃
) =

1

√𝜋𝑡
+ 𝜃𝐸1

2
,1
(𝜃√𝑡) − 2𝜃𝑒𝜃

2𝑡 . (2.62) 

 

Отже, рішення (16) можна переписати у такому вигляді: 

 

 𝑣𝑝(𝑡) = 𝑛𝑣𝑝∞ [
𝑎1+𝑎3+𝑎4

√𝜋𝑡
+ 𝑎2𝐻(𝑡) + 𝑎3𝜃𝐸1

2
,1
(𝜃√𝑡) + 𝑎4𝜃

′𝐸1
2
,1
(𝜃′√𝑡) − 2 (𝑎3𝜃𝑒

𝜃2𝑡 + 𝑎4𝜃
′𝑒𝜃

′2𝑡)], (2.63) 

 

Слід зазначити, що, a1 + a3 + a4 ≡ 0 у зв'язку з виразом (2.55), та H(t) = 1 для 

t > 0. Отже, рішення (2.63) можна переписати у такому вигляді: 

 

 𝑣𝑝(𝑡) = 𝑣𝑝∞ {1 − 𝑛 [2 (𝑎3𝜃𝑒
𝜃2𝑡 + 𝑎4𝜃

′𝑒𝜃
′2𝑡) − 𝑎3𝜃𝐸1

2
,1
(𝜃√𝑡) − 𝑎4𝜃

′𝐸1
2
,1
(𝜃′√𝑡)]}. (2.64) 

 

Примітно, що в практичних рекомендаціях отримане рівшення нерівності α2 

< n, здається складним у зв’язку зі складністю параметрів θ1,2. Отже, належність 

цього рішення реального діапазону значень має бути доведена виключно 

теоретично. Для цього розглядаються комплексні параметри 𝜃1,2 = −𝛼 ±

𝑗√𝑛 − 𝛼2 (j – уявна одиниця: j2 = –1). Підстановка цих параметрів у формулу 

(2.64), а також використання біноміальної теореми Ньютона [79] та властивостей 

гіперболічних функцій [80] дозволяє отримати наступні вирази: 
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𝑎3𝜃𝑒

𝜃2𝑡 + 𝑎4𝜃
′𝑒𝜃

′2𝑡 =
1

𝑛
∑

𝑡
𝑖
2

Γ(
𝑖

2
+1)

∑ (
𝑖
𝑟
) 𝛼𝑖−𝑟(𝑛 − 𝛼2)

𝑟

2 (cos
𝜋𝑖

2
−

𝛼

√𝑛−𝛼2
sin

𝜋𝑖

2
 )𝑖

𝑟=0
∞
𝑖=0 ;

𝑎3𝜃𝐸1
2
,1
(𝜃√𝑡) + 𝑎4𝜃

′𝐸1
2
,1
(𝜃′√𝑡) =

1

𝑛
𝑒−(𝑛−2𝛼

2)𝑡 (cos 2𝛼√𝑛 − 𝛼2𝑡 −
𝛼

√𝑛−𝛼2
sin 2𝛼√𝑛 − 𝛼2𝑡) .

 (2.65) 

 

Отже, швидкість (25) належить до реального діапазону значень. 

Нарешті, загальне рішення (25) диференціального рівняння дробового 

порядку (2.50) осадження частинок, яке враховує силу Бассе, набуває наступного 

вигляду: 

 

 

𝑣𝑝(𝑡) = 𝑣𝑝∞ [1 − 2𝑒
−(𝑛−2𝛼2)𝑡 (cos 2𝛼√𝑛 − 𝛼2𝑡 −

𝛼

√𝑛−𝛼2
sin 2𝛼√𝑛 − 𝛼2𝑡) +

+∑
𝑡
𝑖
2

Γ(
𝑖

2
+1)

∑ (
𝑖
𝑟
) 𝛼𝑖−𝑟(𝑛 − 𝛼2)

𝑟

2 (cos
𝜋𝑖

2
−

𝛼

√𝑛−𝛼2
sin

𝜋𝑖

2
 )𝑖

𝑟=0
∞
𝑖=0 ] .

 (2.66) 

 

Конкретний випадок дослідження. Для перевірки отриманого загального 

рішення (2.66) диференціального рівняння дробового порядку (2.50) 

розглядається окремий випадок для α = 0. У цьому випадку рішення набуває 

наступного вигляду: 

 

 𝑣𝑝0(𝑡) = 𝑣𝑝∞ [1 − 2𝑒
−𝑛𝑡 + 𝐸1

2
,1

′ (√𝑛𝑡)], (2.67) 

 

де введено наступну модифіковану функцію Міттаг - Лефлера: 

 

 𝐸𝛾,𝛽
<𝑐>(𝑧) = ∑

𝑧𝑖

Γ(𝛾𝑖+𝛽)
cos

𝜋𝑖

2

∞
𝑖=0 , (2.68) 

 

який відрізняється від традційного (2.57) множником cos
𝜋𝑖

2
. 

Модифікована функція Міттаг – Лефлера має таку особливість: 

 

 𝐸1
2
,1

<𝑐>(𝑧) ≡ 𝑒−𝑧
2
. (2.69) 
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У цьому випадку конкретне рішення (2.67) набуває вигляду: 

 

 𝑣𝑝0(𝑡) = 𝑣𝑝∞(1 − 𝑒
−𝑛𝑡), (2.70) 

 

що відповідає традиційному [81]. 

Таким чином, загальне рішення (2.66) відкриває нові області у вивченні 

процесу осадження частинок потоку рідини. 

Аналіз головних порядків загального рішення. Для аналізу головних 

порядків загального рішення (2.66) введені безрозмірна швидкість �̅�𝑝(𝜏) =
𝑣𝑝(𝜏)

𝑣𝑝∞
, 

безрозмірний час τ = nt, та безрозмірний коефіцієнт сили Басе 𝜀 =
𝛼

√𝑛
. Відповідно, 

рівняння (2.66) набуває наступного безрозмірного вигляду: 

 

 

�̅�𝑝(𝜏) = 1 − 2𝑒
−𝜏𝑒2𝜀

2𝜏 (cos 2𝜀√1 − 𝜀2𝜏 −
𝜀

√1−𝜀2
sin 2𝜀√1 − 𝜀2𝜏) +

+∑
𝜏
𝑖
2

Γ(
𝑖

2
+1)

∑ (
𝑖
𝑟
) 𝜀𝑖−𝑟(1 − 𝜀2)

𝑟

2 (cos
𝜋𝑖

2
−

𝜀

√1−𝜀2
sin

𝜋𝑖

2
 )𝑖

𝑟=0
∞
𝑖=0 .

 (2.71) 

 

Для першого наближення, у випадку щодо малих значень ε << 1, після 

розкладання до ряду Маклорена, залишивши тільки члени першого порядку ε, 

рівняння (2.66) з урахуванням тотожності (2.69) та залежності (2.70) можна 

приблизно переписати таким чином: 

 

 �̅�𝑝(𝜏) = 1 − 𝑒
−𝜏 − 𝜀𝐸1

2
,1

<𝑠>(√𝜏) = �̅�𝑝0(𝜏) − 𝛿�̅�𝑝(𝜏), (2.72) 

 

де введено варіацію першого порядку: 

 

 𝛿�̅�𝑝(𝜏) = 𝜀𝐸1
2
,1

<𝑠>(√𝜏). (2.73) 

 

Він містить модифіковану функцію Міттаг - Лефлера. 
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 𝐸𝛾,𝛽
<𝑠>(𝑧) = ∑

𝑧𝑖

Γ(𝛾𝑖+𝛽)
sin

𝜋𝑖

2

∞
𝑖=0  (2.74) 

 

для значень γ = 
1

2
, β = 1 та аргумент z = √𝜏. 

У зв'язку з наведеними вище результатами головні члени виразу (2.66) є 

першими членами подвійної суми для випадку of i = r = 0, де εi–r = ε0 = 1: 

Множник перед cos(2𝛼√𝑛 − 𝛼2𝑡) = cos(2𝜀√1 − 𝜀2𝜏), у випадку 

використання рівності (2.69) дозволяє розрахувати головний компонент (2.70). 

Цей компонент відповідає за швидкість седиментації без урахування сили Бассе. 

Множник перед sin(2𝛼√𝑛 − 𝛼2𝑡) = sin(2𝜀√1 − 𝜀2𝜏). Це дозволяє 

отримати зміну швидкості (2.73), пропорційну до безрозмірного параметра ε. Ця 

складова дозволяє привести загальне рішення (2.66) до спрощеної варіаційної 

форми (2.72) за безрозмірними параметрами ε і τ. Примітно, що завдяки виразу 

(2.72) збільшення сили Бассе (безрозмірний параметр ε) призводить до 

зменшення швидкості седиментації. 

Для практичних цілей спрощення (2.72) може застосовуватись для значень 

безрозмірного коефіцієнта ≤ 0,23, оскільки максимальне відносне відхилення 

швидкості седиментації від точного аналітичного рішення (2.66) становить 

менше 10%. Отже, якщо безрозмірний коефіцієнт ε більший, ніж це критичне 

значення, перевагу слід віддати виразу (2.66) або (2.71).  

На рисунке 2.5 представлено безрозмірне рішення (2.71) рівняння 

седиментації часток (2.50) для різних безрозмірних параметрів ε в широкому 

діапазоні (від 0 до 1). 
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Рисунок 2.3 - Порівняльний аналіз безрозмірних рішень для 

інтегродиференційних рівнянь дробового порядку осадження частинок 

 

Всі рішення асимптотично наближаються до горизонтальних ліній 

максимальних швидкостей седиментації. 

Порівняння з результатами числового моделювання. Наступним кроком 

для доказу отриманого загального рішення (2.66) є порівняння з результатами 

чисельного моделювання. 

Пряме інтегрування диференціального рівняння дробового порядку (2.50) 

може бути реалізовано за допомогою підходу, заснованого на методі S-

наближення [82] з використанням блочно-імпульсної операційної матриці (S(t)) 

[83], елементами якої є: 

 

 𝑆𝑖(𝑡) =
1

2
{𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑡 − 𝑖∆𝑡) − 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝑡 − (𝑖 + 1)∆𝑡]}, (2.75) 

 

де i — індекс ділянки та Δt = tmax/N — крок часу (tmax — максимальний часовий 

діапазон; 

N— кількість графіків для числового інтегрування). 
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У цьому випадку вихідне диференціальне рівняння дробового порядку 

(2.50) перетворюється на наступне інтегральне рівняння дробового порядку: 

 

 𝑣𝑝(𝑡) + 2𝛼𝐼0,𝑡

1

2 [𝑣𝑝(𝑡)] + 𝑛𝐼0,𝑡
1 [𝑣𝑝(𝑡)] = 𝑛𝑣𝑝∞𝑡, (2.76) 

 

яке задовольняє нульову початкову умову, оскільки vp(0) = 0. 

Числове рішення цього інтегрального рівняння ґрунтується на наступному 

операційному аналозі [84]: 

 

 ([𝐸] + 2𝛼[𝑃<0.5>] + 𝑛[𝑃<1>]){𝑌} = {𝐹}, (2.77) 

 

де {Y} — операційний вектор-стовпець рішення; 

[E] — одинична матриця з розмірами N×N, та [P<0.5>], [P<1>] — елементи 

операційної матриці [P<β>] (β = 0.5, та β = 1, відповідно), елементи яких 

визначаються наступним чином: 

 

 𝑃𝑖,𝑗
<𝛽>

= 𝑝(𝛽, 𝑖 − 𝑗), (2.78) 

 

де p(β, r) — наступна функція (|r| = 0, 1, …, N–1): 

 

 𝑃𝑖,𝑗
<𝛽>

=
∆𝑡𝛽

Γ(𝛽+2)
· {

1,   𝑖 = 𝑗;

(𝑟 + 1)𝛽+1 − 2𝑟𝛽+1 + (𝑟 − 1)𝛽+1, 𝑖 > 𝑗
0, 𝑖 < 𝑗.

, (2.79) 

 

Елементи Fi (i = 1, 2, …, N) операційного вектора-стовпчика зовнішнього 

впливу {F} визначаються наступним чином: 

 

 𝐹𝑖 =
1

ℎ
∫ 𝑛𝑣𝑝∞𝑡𝑑𝑡
(𝑖+1)∆𝑡

𝑖∆𝑡
= (𝑖 +

1

2
)∆𝑡 · 𝑛𝑣𝑝∞. (2.80) 
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Використовуючи метод зворотної матриці [85], операційний вектор-

стовпець рішення: 

 

 {𝑌} = ([𝐸] + 2𝛼[𝑃<0.5>] + 𝑛[𝑃<1>])−1{𝐹} (2.81) 

 

дозволяє отримати наступне числове рішення вихідного рівняння (33): 

 

 𝑣𝑝(𝑡) = ∑ 𝑌𝑖𝑆𝑖(𝑡)
𝑁−1
𝑖=0 . (2.82) 

 

На рисунку 2.3 також представлені числові результати розв'язання рівняння 

осадження частинок (2.76). Лінії апроксимації всіх даних повністю збігаються з 

аналітично отриманою функцією (2.71). Цей факт додатково доводить 

адекватність аналітичного підходу на вирішення диференціального рівняння 

осадження частинок дробового порядку. 

Примітно, що сила Басе значно збільшує безрозмірний час седиментації, що 

визначається з умови 𝑣𝑝 = (1 − 𝛿)𝑣𝑝∞, де δ — відхилення швидкості 

седиментації від стаціонарної vp∞, що зазвичай приймається рівним δ = 0.05. 

Зокрема, якщо не зважати на силу Басе (ε = 0), то безрозмірний час 

осадження дорівнює 3.0 (рисунок 2.3). Однак навіть з урахуванням параметра 

ε = 0.05, цей безрозмірний часовий параметр збільшується на 43% і стає рівним 

4,3. Даний факт пояснює використання значних коригувальних факторів в 

технологічних процесах, де присутня седиментація і осадження частинок. Однак 

використання диференційного рівняння дробового порядку осідання частинок 

дозволяє уникнути недостовірних корекційних коефіцієнтів при моделююванні 

технологічних процесів і розробці відповідного технологічного обладнання. 

Диференціальне рівняння дробового порядку (2.50) і його аналітичне 

рішення (2.66) усувають прогалину у вивченні процесів сидементації. 

Примітно, що в науковій праці [86] отримано аналітичне рішення 

диференціального рівняння дробового порядку для процесу вільного падіння. 

Зазначений в роботі підхід взагалі не враховує силу Басе. Більш того, розгляд цієї 
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сили дає можливість використовувати дробову похідну зміщення частинок 

тільки для ступеня 3/2. 

В роботі [87] досліджено осідання сферичних частинок у в'язкій рідині з 

урахуванням сили Басе. Однак рішення було отримано чисельно для окремих 

випадків. Крім того, числові результати моделювання можна отримати за 

допомогою операційної матриці на основі многочленів Legendre, 

запропонованих Саадатманді і Дехганом [88]. Однак отримані криві, 

представлені на рисунку 2.3, залишаються незмінними з точки зору їх 

наближення отриманим аналітичним рішенням (2.66). 

Всі ці недоліки були усунені за допомогою функції Міттаг-Леффлер і її 

конкретних властивостей. Крім того, обґрунтовано адекватність 

запропонованого рішення для уявних аргументів. Нарешті, сингулярність 

диференціально-інтегрального рівняння осадження дробового порядку була 

доведена аналітично [89]. 

Примітно, що запропонований підхід може бути застосований не тільки для 

задач сидементації і осадження частинок, але і для вирішення проблем 

осадження дрібнодисперсних краплин золю в розчині аміаку при виробництві 

каталізатору двоокису алюмінію. 

 

2.3 Особливості витікання стисненого струменя через отвір з 

урахуванням нахилу отвору та попередньої циркуляції 

 

Отже, тільки теоретичним шляхом питання витікання струменю через отвір 

вирішити неможливо. Про це свідчать наведені в першому розділі емпіричні 

залежності для визначення коефіцієнта μ. Очевидно, витікання з нахилом осі 

отвору, можна досліджувати тим же шляхом, як це робилось багатьма авторами 

при витіканні. Основні критерії, характеризуючи рух в цьому випадку також 

чітко визначені (Re, d0, α°, H). 

Що стосується до експериментальних послідовних витікання при наявності 

у посудині циркуляції, то тут виникають питання без вирішення яких 
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експеримент проводити взагалі недоцільно. Зокрема, при витіканні з 

циркуляцією, в центрі склянки з’являється вихрова трубка, яка займає 

центральну частину отвору і, отже, витікання відбувається не повним отвором, а 

у вигляді полого кільця. Природньо, що інтенсивність цієї вихрової трубки 

залежить від циркуляції, створюваної в склянці. Тому, чим більша циркуляція 

тим більше діаметр вихрової трубки (см. нижче), а отже, і кільцевій пасок, через 

який проходить витікання. Окрім того, для такого витікання критерій 

Рейнольдса, визначений за формулою (1.9) втрачай зміст так як теоретична 

швидкість 𝑉 = √2𝑔𝐻 і діаметр отвору d вже не характеризують в даному 

випадку режим течії. 

Очевидно, в якості характеристики швидкості в даному випадку може 

слугувати окружна швидкість вихору Vuв в площині отвору. Однак для 

визначення цієї швидкості необхідно знати напруженість вихору і його діаметр 

в площині отвору. Враховуючи, необхідність першочергового визначення числа 

Рейнольдса (для встановлення режиму течії), в якості характеристики швидкості 

для визначення числа Re будемо приймати окружну швидкість вихору з 

діаметром рівним діаметру отвору. Очевидно, таке допущення не приведе до 

значної погрішності, так як діаметр вихору хоч і буде відрізнятися від діаметру 

отвору, а швидкість, яка змінюється по радіусу по гіперболічному закону, буде 

відрізнятися несуттєво, в наслідок малої різниці в діаметрах вихору і отвору. 

Таким чином, нам залишається визначити напруженість вихору в 

залежності від циркуляції в склянці. На практиці циркуляція в стакані 

створюються за рахунок нерівномірної подачі рідини в склянку, або подачі її під 

кутом. І в тому і другому випадках, очевидно, циркуляція в стакані і буде 

залежати від моменту швидкості, яка належить підведеної в склянку рідини. 

Тому спробуємо визначити напруженість вихору в залежності від моменту 

швидкості, який має рідина, що подається в стакан. Ця задача має практичний 

інтерес, так як вимірявши в промисловій установці відомими методами момент 

швидкості, можна буде вирахувати напруженість вихору, а потім і визначити 

коефіцієнт випрати в залежності від числа Re і напруженості. Окрім того, 
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вирішення цієї задачі необхідно для проведення експериментальних 

дослідженнях, так як розгляд ряду відомих методів визначення циркуляції 

вихору показали, що в даному специфічному випадку вони не дозволяють навіть 

приблизно виміряти циркуляцію. 

Незалежно від способу створення моменту швидкості, його завжди можна 

віднести к довільному радіусу. В наших дослідах віднесемо його к внутрішньому 

радіусу стакану r0. Момент віднесений к радіусу стакану, який підводиться зовні 

будемо рахувати відомим (або заданим). Очевидно, підведений момент 

швидкості буде витрачатись на закручування рідини в стакані Мж і на подолання 

моменту сил тертя Мт о стінки стакану, тобто, момент: 

 

 𝜇 = 𝜇ж + 𝜇т (2.83) 

 

який приходить на закручування рідини в стакані 𝜇ж, очевидно, і буде 

створювати циркуляцію в стакані. Виразимо цей момент через кількість 

закрученої рідини і середній радіус стакана rср. 

 

 𝜇Ж = 𝜌
𝜋𝐷2

4
𝐻 ∙ 𝑉𝑢𝑐𝑝 ∙ 𝑟𝑐𝑝 (2.84) 

 

де 𝑉𝑢𝑐𝑝 − окружна швидкість на середньому радіусі 𝑟𝑐𝑝 =
𝑟0

2
 

Враховуючи, що 

 

 𝑉𝑢𝑐𝑝 =
Г

2𝜋𝑟𝑐𝑝
=

2Г

𝜋𝐷
 (2.85) 

 

Отримали 

 𝜇Ж =
1

8
𝜌𝐷2ГН (2.86) 
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Отже, якщо визначити момент, втрачений на стінках стакана на подолання 

сил тертя, то можна буде визначити значення циркуляції Г в залежності від 

підведеного моменту 𝜇 і навпаки, задавшись циркуляцією можна буде 

підрахувати необхідний для її створення момент. 

Для визначення гальмівного моменту 𝜇т приймемо наступну схему руху 

рідини в стакані. В безпосередній близькості у стінок знаходиться пограничний 

шар, де рідину треба розглядати в’язкою. Рідина, яка знаходиться поза 

пограничного шару, будемо розглядати як ідеальну. Така ідеалізація 

допускається так як в протилежному випадку, через складність рівнянь руху 

в’язкої рідини, отримати рішення не уявляється можливим. 

Розглянемо пограничний шар у стінки, прийнявши циліндричну систему 

координат. 

Диференційні рівняння для пограничного шару хоч і значно спрощуються, 

однак і їх вирішення пов’язано з певними труднощами. Тому скористаємося 

теоремою про зміну кількості руху, застосувавши її до елементарної ділянки 

пограничного шару, позначеної на схемі як 1 2 3 та 4. 

 

 

Рисунок 2.4 – Розрахункова схема пограничного шаруу стінки стакану 

 

Приймемо рух в стакані що встановився, тоді теорема про зміну кількості 

руху буде виглядати наступним чином: 
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 ∫ 𝜌𝑉𝑉ℎ𝑑𝑆 = ∑�̅�𝑆
 (2.87) 

 

Знайдемо зміни кількості руху виділеного об’єму в напрямку осі u 

 

 ∫ 𝜌𝑉𝑢𝑉ℎ𝑑𝑆𝑠
 (2.88) 

 

Через 1-2 пройде кількість рідини: 

 

 𝑚1−2 = ∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟
𝛿

0
 (2.89) 

 

Через 3-4 пройде кількість рідини: 

 

 𝑚3−4 = ∫ 𝜌 (𝑉𝑢 +
𝜕𝑉𝑢

𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑑𝜃)𝑑𝑟

𝑠

0
 (2.90) 

 

Кількість рідини, що виходить з об’єму 1234: 

 

 △𝑚 = 𝑚3−4 −𝑚1−2 = ∫ 𝜌
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 =

𝜕

𝑟𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃 ∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟

𝛿

0

𝛿

0
 (2.91) 

 

В силу нерозривного руху, через межу 2-3 увійде такаж кількість рідини с 

кількість руху 

 

 𝐾2−3 = −𝑈0
𝜕

𝑟𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃 ∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟

𝛿

0
 (2.92) 

де U0 − кружна швидкість на верхній границі пограничного шару при r=r0; 

 

Знак мінус відповідає приросту кількості руху, плюс - зменшенню 

Кількість руху, яка входить через 1-2 

 𝐾1−2 = ∫ 𝜌𝑉𝑢
2𝑑𝑟 = 𝐹(𝑈)

𝛿

0
 (2.93) 

 



70 
 

 

Тоді кількість руху, яке виходить з об’єму в напрямку U можно визначити, 

давши повне приріст функції F(U) в напрямку U. 

 

 △𝐾𝑢 = [𝐹(𝑈)]𝑑𝑢 =
𝜕

𝑟𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃 ∫ 𝜌𝑉𝑢

2𝑑𝑟
𝛿

0
 (2.94) 

 

Отже 

 

 𝜌𝑉𝑢𝑉𝑎𝑑𝑆 =
𝜕

𝑟𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃 ∫ 𝜌𝑉𝑢

2𝑑𝑟 − 𝑈
𝜕

𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑑𝜃 ∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟

𝛿

0

𝛿

0
 (2.95) 

 

Визначимо сили, що діють на виділений об’єм в проекціях на U. 

 

 ∑𝐹�̅� = 𝐹(1−2)𝑢 + 𝐹(2−3)𝑢 + 𝐹(3−4)𝑢 + 𝐹(1−4)𝑢 + 𝐺𝑢.𝑣 (2.96) 

 𝐹(1−2)𝑢 = 𝑝∫ 𝑑𝑟 = 𝑝𝛿
𝑠

0
 (2.97) 

 

Приймемо, що верхня межа пограничного шару лежить на концентричній 

окружності, тоді проекція рівнодіючий F(2-3)  на напрямок U і буде рівна нулю. 

 

 𝐹(2−3)𝑢 = 0 (2.98) 

 𝐹(3−4)𝑢 = 𝑃 (+
𝜕𝑝

𝑟𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃) 𝛿 (2.99) 

 𝐹(1−4)𝑢 = (𝑟 + 𝑑𝑟)𝑑𝜃𝜏0 (2.100) 

 𝐺𝑢.𝑣 = 0 (2.101) 

 

Тоді 

 ∑𝐹𝑢 = 𝑃𝛿 − 𝑃𝛿 − 𝛿
𝜕𝑃

𝑟𝜕𝜃
𝑟𝑑𝜃 − 𝜏0𝑑𝜃 ∙ 𝑟 − 𝜏0𝑑𝜃𝑑𝑟 (2.102) 

Нехтуючи останнім членом, отримаємо: 

 

 ∑𝐹𝑢 = −𝜏0𝑟𝑑𝜃 − 𝛿
𝜕𝑃

𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑑𝜃 (2.103) 
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Тоді остаточно теорема про зміну кількості руху, застосованого к 

виділеному об’єму пограничного шару приймає вигляд. 

 

 
𝜕

𝑟𝜕𝜃
∫ 𝜌𝑉𝑢

2𝑑𝑟 − 𝑈0
𝜕

𝑟𝜕𝜃
∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟 = −𝜏0𝛿

𝜕𝜌

𝑟𝜕𝜃

𝛿

0

𝛿

0
 (2.104) 

 

Окружна швидкість на границі пограничного шару можна виразити через 

циркуляцію 

 

 𝑈0 =
Г

2𝜋𝑟0
 (2.105) 

 

де 𝑟0 − можна прийняти рівним внутрішньому радіусу стакана так як 

товщина пограничного шару δ достатньо мала 

Застосувавши рівняння Бернуллі для струменя, що лежить на верхній 

границі пограничного шару, отримаємо 

 

 𝑃 +
𝜌𝑢0

2

2
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (2.106) 

 

Проінтегрувавши це рівняння по 𝑑𝑢 = 𝑟𝑑𝜃 

 

 
𝜕𝑃

𝑟𝑑𝜃
+
𝑈

𝜌
∙
𝜕𝑈

𝑟𝑑𝜃
= 0 (2.107) 

 

так як 𝑈0 =
Г

2𝜋𝑟0
  то 

 
𝜕𝑈

𝑟𝑑𝜃
= −

г

2𝜋𝑟0𝜌
∙
𝜕

𝑟𝑑𝜃
(

г

2𝜋𝑟0
) = 0 (2.108) 

На тиск Р всередині пограничного шару по нормалі до поверхні тіла (тобто 

по 𝑟) не змінюється, і отже, 𝑃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  і ‘ 
𝜕𝑃

𝑟𝑑𝜃
= 0 і всередині пограничного шару. 

Таким чином інтегральне відношення (2.104) приймає вигляд 
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𝜕

𝑟𝜕𝜃
∫ 𝜌𝑉𝑢

2𝑑𝑟 − 𝑈0
𝜕

𝑟𝜕𝜃
∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟 = −𝜏0
𝛿

0

𝛿

0
 (2.109) 

 

Слід відзначити, що так як при виведення цього інтегрального відношення 

застосовувалось ніяких обмежень в відношення швидкості Vu то отже це 

відношення може бути застосовано як для ламінарного, так і для турбулентних 

режимів рухів, якщо підставити відповідне значення швидкості Vu. Однак, 

отримане інтегральне відношення стосовно розглянутого випадку неможна 

вважати вичерпним, так як при його виведенні не враховувалися відцентрові 

сили. Тому для більш строгого рішення цієї задачі необхідно розглянути 

аналогічним чином теорему про зміну кількості руху в напрямку r. 

Отримавши, таким чином, друге інтегральне відношення, в якому вже 

будуть враховані відцентрові сили, необхідно вирішувати систему цих 

відношень. Природно, що друге співвідношення може опинитися дуже корисним 

при розгляді задач з великою циркуляцію при турбулентному режимі руху. 

Однак, враховуючи умови роботи стакана в промисловій установці, де закрутка 

потоку в стакані незначна, то природне достатньо розглянути випадок 

ламінарної течії, а отже цілком обґрунтовано можна знехтувати відцентровими 

силами. Враховуючи наведене вище, отримане інтегральне співвідношення 

(2.109) буде задовільнять повність поставленій задачі. Хоч, якщо потребує 

практика, то можливе розглядання рішення задачі і для турбулентного режиму 

руху. 

Для того, щоб визначити товщину пограничного шару δ і дотичне 

напруження 𝜏0 потрібно ще два додаткових співвідношення, в якості яких можна 

взяти: 

1) Закон розподілення швидкості Vu по товщині шару; 

2) рівняння, зв’язані дотичне напруження на поверхні стінки 𝜏0 з 

товщиною шару δ. 

При складанні першого додаткового рівняння − закону зміни швидкості Vu 

по висоті шару r виразимо Vu через r наступний рівнняння третього ступеня: 
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 𝑉𝑢 = 𝑎 + 𝑏𝑟 + 𝑐𝑟
2 + 𝑑𝑟3 (2.110) 

 

де a, b, c, i d − невідомі поки коефіцієнти; 

 

Приймемо значення r=r0 за початок відліку для пограничного шару, тоді 

граничні умови будуть мати наступний вигляд: 

1. Так як у стінки, тобто при r=δ швидкість рівна нулю (𝑉𝑢)𝑟 = 𝛿 = 0; 

2. При r=r0, або згідно прийнятому позначенню при r=0 швидкість V0 

отже(𝑉𝑢)𝑟 = 0 = 𝑈0; 

3. Так як при r0 градієнт швидкості дорівнює нулю, Сила внутрішнього 

тертя, визначається по закону Ньютона 𝜏 = −𝜇
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟
 обертається в нуль. Тому 

(
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟
)
𝑟=0

= 0; 

4. Для визначення четвертої граничної умови звернимось к 

диференційним рівняння пограничного шару в циліндричній системі координат. 

 

 {
−
1

𝜌
∙
𝜕𝑝

𝑟𝑑𝜃
+ 𝜕

𝜕2𝑉𝑢

𝜕𝑟2
= 𝑉𝑢

𝜕𝑈

𝑟𝑑𝜃
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟

𝜕𝑉𝑢

𝑟𝜕𝜃
+
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
= 0

} (2.111) 

 

З першого рівняння системи випливає, що при r=δ: 

 

 (
𝜕2𝑉𝑢

𝜕𝑟2
)
𝑟=𝜕

=
1

𝜇
 
𝜕𝑝

𝑟𝑑𝜃
 (2.112) 

 

(так як r=δ швидкості 𝑉𝑢 = 𝑉𝑟 = 0). 

Але, так як в даному випадку 
𝜕𝑃

𝑟𝑑𝜃
= 0, отже і (

𝜕2𝑉𝑢

𝜕𝑟2
)
𝑟=𝛿

= 0. 

Враховуючи наведене вище, для визначення коефіцієнта можна скласти 

наступну систему рівнянь: 
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{
 
 

 
 
𝑂 = 𝑎 + 𝑏𝛿 + 𝑐𝛿2 + 𝑑𝛿2     (𝑉𝑢)𝑟 = 𝛿 = 0

𝑈𝑟 = 𝑎                                  (𝑉𝑢)𝑟 = 0 = 𝑈0  

𝑂 = 𝑏                                          (
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟
)
𝑟=𝜕

= 0

𝑂 = 2𝑐 + 6𝑑𝛿                (
𝜕2𝑉𝑢

𝜕𝑟2
)
𝑟=𝜕

= 𝛿 = 0

, (2.113) 

 

Звідки: 

 

 𝑎 = 𝑈0 (2.114) 

 𝑏 = 0 (2.115) 

 𝑐 = −
3𝑈0

2𝛿2
 (2.116) 

 𝑑 =
𝑈0

2𝛿3
 (2.117) 

 

Отже, закон розподілу швидкості 𝑉𝑢 = 𝑉𝑢(𝑟) приймає наступний вигляд: 

 

 𝑉𝑢 = 𝑈0 [1 −
𝑟2(3𝛿+𝑟)

2𝛿3
] (2.118) 

 

Друге додаткове співвідношення найдене, використовуючи закон Ньютона 

для внутрішнього тертя (при ламінарній течії). 

 

 𝜏0 = 𝜇 (
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟
)
𝑟=𝛿

, (2.119) 

Враховуючи отриману залежність для швидкості 𝑉𝑢 отримаємо 

 

 
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟
= −

3

2
∙
𝑈0

𝛿3
∙ 𝑟(2𝛿 + 𝑟), (2.120) 

Тоді: 

 

 (
𝜕𝑉𝑢

𝜕𝑟
)
𝑟=𝛿

= −
9

2
−
𝑈0

𝛿
= −4,5

𝑈0

𝛿
, (2.121) 
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Після підстановки в інтегральне співвідношення (2.109) знайдених виразів 

для швидкості 𝑉𝑢 и дотичного напруження 𝜏0 отримаємо диференційне рівняння, 

яке містить одну невідому величину δ розв’язуючи яке знайдемо δ=δ(u). 

Обчислимо окремо значення інтегралів: 

 

∫ 𝜌𝑉𝑢𝑑𝑟 = ∫ 𝜌
𝛿

0
𝑈0 [1 −

𝑟2(3𝛿+𝑟)

2𝛿3
] 𝑑𝑟 = ∫ 𝜌𝑈0𝑑𝑟 − ∫ 𝜌

𝑈𝑜∙𝑟
2∙3𝛿

2𝛿3
𝑑𝑟 −

𝛿

0

𝛿

0

𝛿

0

∫ 𝜌
𝑈𝑜𝑟

3

2𝛿3
𝑑𝑟 = 𝜌𝑈0𝑟 ∫ −

𝜌𝑈0𝑟
3

2𝛿2

𝛿

0
∫ −

𝜌𝑈0𝑟
4

8𝛿3
∫ = 𝜌𝑈0𝛿 −

𝜎𝑈0

2
−
𝜌𝑈0𝛿

8
=

3

8
𝜌𝑈0𝛿

𝛿

0

𝛿

0

𝛿

0
, (2.122) 

 

 ∫ 𝜌𝑉𝑢
2𝑑𝑟 = ∫ 𝜌𝑈0

2 [1 −
𝑟2(3𝛿+𝑟)

2𝛿3
]
2

𝑑𝑟 =
𝛿

0

𝛿

0
 

12 ∫ 𝜌𝑈0
2 [1 −

𝑟2(3𝛿+𝑟)

𝛿3
+
𝑟4(3𝛿+𝑟)2

4𝛿6
] 𝑑𝑟 = ∫ 𝜌𝑈0

2𝑑𝑟 − ∫ 𝜌𝑈0
2 𝑟

2(3𝛿+2)

𝛿3
𝑑𝑟 +

𝛿

0

𝛿

0

𝛿

0

∫ 𝜌𝑈0
2 𝑟

4(982+6𝛿𝑟+𝑟2)

4𝛿6
𝑑𝑟 = 𝜌𝑈0

2 ∫ −
𝜌𝑈0

2

𝛿3
(
3𝛿𝑟3

3
+
𝑟4

4
) ∫ +

𝜌𝑈0
2

4𝛿6
(
9𝛿2𝑟5

5
+
6𝛿𝑟6

6
+

𝛿

0

𝛿

0

𝛿

0

𝑟7

7
)
0

𝛿

= 𝑈0
2𝛿 − 𝜌𝑈0

2𝛿 −
𝜌𝑈0

2𝛿2

4
+
9∙𝜌𝑈0

2𝛿

20
+
𝜌𝑈0

2𝛿

4
+
𝜌𝑈0

2𝛿

28
=

6

10
𝜌𝑈0

2𝛿, (2.123) 

 

Підставляючи ці значення інтегралів в співвідношення (2.109) отримаємо 

диференційне рівняння: 

 

 
𝜕

𝑟𝜕𝜃
∙
6

70
𝜌𝑈0

2𝛿 − 𝑈0
𝜕

𝜕𝜃𝑟
 
3

8
 𝑈0𝛿 = 4,5𝜇

𝑈0

𝛿
 (2.124) 

 

Замінюючи 𝑟𝑑𝜃 на 𝑑𝑢 і спрощуючи, отримаємо: 

 −
91

280
 
𝑑

𝑑𝑢
 𝜌𝑈0𝛿

2 = 4,5𝜇 (2.125) 

 
81

280
𝜌𝑑(𝑈0𝛿

2) = 4,5𝜇𝑑𝑈 (2.126) 

 

Проінтегрувавши, отримаємо: 

 

 
81

280
𝜌𝑈0𝛿

2 = −4,5𝜇𝑢 + 𝑐 (2.127) 
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Звідки товщина пограничного шару: 

 

 𝛿 = 1,86√
𝑐−4,5𝜇

𝜌
∙
𝑢

𝑢0
 (2.128) 

 

де u − це не окружна швидкість, а координата в напрямку 𝑢 = 𝑟𝑑𝜃. 

 

Отже, товщина граничного шару залежить від розташування точки на 

окружності. Враховуючи, що рух в розглянутому випадку усталене і симетрично 

відносно осі, то очевидно товщина граничного шару не повинна залежати від U. 

Крім того, в цю формулу входять постійна інтегрування, яка може бути 

визначена шляхом експерименту через недостачу граничних умов (за жодного 

значення U нам невідомо товщина δ). Тому для практичних задач визначення 

товщини граничного шару можна рекомендувати формулу: 

 

 𝛿 = 1,86√
𝑐1−4,5𝜇

𝜌
∙
1

𝑈0
 (2.129) 

 

Тут по наведеним вище міркувань виключена координата U, но проте 

введена нова постійна С1, для визначення якої треба провести спеціальне 

експериментальне дослідження. 

Спробуємо вирішити поставлену нами задачу в першому наближення, 

опираючись на дослідження по визначенню товщини пограничного шару, 

проведеними інших авторів для випадка осьового руху рідини в трубах. 

Для визначення товщини ламінарного пограничного шару скористуємось 

формулою: 

 

 𝛿 =
  𝑁𝐷√8

𝑅𝑒√𝜆
 (2.130) 
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де 𝑁 − число Нікурадзе, аналогічно числу Рейнольдса, рівне 10,5 - 11; 

𝐷 − діаметр труби або, в нашому випадку, стакані; 

Λ − коефіцієнт опору, який для ламінарного режиму можна визначити за 

формулою: 

 

 𝜆л =
64

𝑅𝑒
 (2.131) 

 

Отже, дотичне напруження на стінки буде рівним: 

 

 𝜏0 = 4,5𝜇
𝑈0

𝛿
= 4,5𝜇

𝑈0𝑅𝑒√𝜆

𝑁𝑑√8
= 1,59𝜇

𝑈0𝑅𝑒√𝜆

𝑁𝐷
 (2.132) 

 

Визначимо повну силу опору тертя, яка діє на рідину з сторони стінок 

стакана. Так як в нашому випадку напруження не змінюється по окружності і 

висоті стакана, то, очевидно, гальмівна сила буде рівна: 

 

 𝐹𝑇 = 𝜏0 ∙ 𝑠 = 𝜏0 ∙ 𝜋𝐷𝐻 (2.133) 

 

де Н − висота рідини в стакані. 

 

Отже, момент прикладений зі сторони стінок стакана до рідини буде 

дорівнювати: 

 𝜇г = 𝐹𝑇 ∙
𝐷

2
= 𝜏0𝜋𝐻

𝐷2

2
=

𝑎8

𝑁
∙ 𝜋√𝜆 ∙ 𝜇 ∙ 𝑅𝑒 ∙ 𝑈0 ∙ 𝐻 ∙ 𝐷 (2.134) 

 

Таким чином, враховуючи рівняння (2.83, 2.86, 2.134), можна 

запропонувати формулу для визначення циркуляції Г в стакані в залежності від 

підведеного моменту 𝜇. 

 

 Г =
𝜇

𝐻(0.125𝜌𝐷2+
0.8

𝑁
√𝜆∙𝜇∙𝑅𝑒)

 (2.135) 
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Для визначення моменту, який має рідина яка надходить в стакан в 

промислових установках, необхідно провести спеціальне дослідження. Так як 

для цього треба знати не тільки кількість рідини що надходить, але і 

нерівномірність швидкостей та кут під яким рідина потрапляє в стакан. 

При експериментальних дослідження це питання тепер вирішується просто. 

Достатньо підвести за допомогою сопел рідину дотичною до внутрішньої 

окружності стакана. Природньо, що тоді момент буде рівним. 

 

 𝜇 = 𝜌𝑞𝑉 ∙ 𝑟0 (2.136) 

 

де 𝑉 − швидкість на виході з сопла; 𝑞 − витрата через сопла. 

 

Отже, якщо рух в стакані встановившися (q=const), то знаючи швидкість 

потоку на виході з сопла 𝑉 можна по формулі (2.136) визначити циркуляцію в 

стакані. Швидкість 𝑉 нескладно визначити за рівнянням Бернуллі, знаючи 

діаметр сопла, витрата через нього и тиск. 

 

 
𝑃

𝐽
=

𝑉2

2𝑔
 (2.137) 

 𝑉 = √
2𝑃

𝜌
 (2.138) 

 

де 𝜌 = 1000 кг/м3 − густина води. 

 

2.4 Висновки до розділу 2 

 

Було показано, що під час руху краплин золю в газовій фазі, градієнт 

швидкості впливає на збільшення внутрішньої циркуляції рідкої краплі. 

Розроблена модель формує фундаментальну основу взаємозв'язку між 

циркуляційними потоками в дисперсній краплині і інтенсифікацією 
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масообмінних процесів, оскільки були усунені наступні прогалини в 

гідродинаміці і стабільності краплин рідини в газовому потоці: 

По-перше, проведено теоретичне обґрунтування та експериментальне 

підтвердження можливості інтенсифікації масообмінних процесів за рахунок 

збільшення градієнта швидкості потоку газу. Подруге, запропоновано загальну 

залежність від розгляду нелінійного розподілу швидкості разом з радіусом 

крапель. Нарешті, досліджено вплив внутрішніх циркуляційних потоків в 

краплині на стабільність її руху в вихровому потоці газу. 

Більш того, обґрунтовано фізико-математичні моделі руху рідкого 

крапелинного струменя в газовому потоці з точки зору впливу градієнта 

швидкості на циркуляційні потоки в крапельці. В цілому отримані результати 

дозволяють сформулювати основи підвищення ефективності і продуктивності 

масообмінних процесів і грануляційного та масообмінного обладання 

відповідно. Ці результати також дозволяють вибрати умови експлуатації і 

забезпечити найбільш перспективну технологію реалізації правильної 

організації газо-рідких потоків в апараті масової передачі. 

В ході розгляду руху частинок з урахуванням сили Басе було обґрунтовано 

її дробове походження. В результаті модифікації рівняння руху частинок, що 

рухається з різною швидкістю в часі, було отримано рівняння дробового порядку 

осадження частинок. Це рівняння відрізняється від традиційного половинною 

похідною швидкості частинки. 

В результаті інтеграції запропонованого рівняння його загальне рішення 

було знайдено аналітично. Це рішення відрізняється від традиційного 

компонентом на основі модифікованої функції Міттаг-Лефлера. Для 

конкретного випадку нульової сили Басе це рівняння зводиться до традиційного. 

Більш того, теоретично була доведена приналежність цього рішення до 

реального діапазону значень. 

Диференціальне рівняння дробового порядку осадження частинок 

вирішувалося чисельно за допомогою аналогічного інтегрального рівняння 

дробового порядку. Чисельне моделювання здійснювалася на основі методу 
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S-наближення з використанням блок-імпульсної операційної матриці. Для 

нормалізації отриманих рішеннь була введена безрозмірна швидкість частинок. 

В результаті графічно були представлені наближення чисельно отриманих 

результатів досліджень для одного параметра змінної безрозмірної системи від 0 

до 1. Отримані аналітичні залежності наближалися до відповідних кривих блок-

імпульсу. Адекватність запропонованого аналітичного підходу для розв'язання 

диференціального рівняння сидементації частинок була доведена аналітично і 

чисельно. 

Примітно, що сила Бассета значно збільшує час осадження. Наприклад, 

якщо сила Бассета не розглядається, то час осадження дорівнює 3,0. Однак при 

врахуванні сили Басе з безрозмірним параметром, рівним 0,05, цей час 

збільшується на 43%. 

В ході розгляду витікання стисненого струменя через отвір з урахуванням 

нахилу отвору та попередньої циркуляції запропонована математична модель 

для визначення коефіцієнта витрати рідини через отвір, що враховує попередні 

фактори. 

Слід зазначити, що дана математична модель дозволяє визначити товщину 

пограничного шару, циркуляцію та витрату рідини через отвір, та враховує 

швидкість руху рідини в отворі та момент прикладений зі сторони стінок стакана 

до рідини.  
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3 ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ З 

РЕЖИМНО-ТЕХНОЛОГІЧНОЇ ТА АПАРАТУРНО-КОНСТРУКТИВНОЇ 

ОПТИМІЗАЦІЇ ПРОЦЕСУ ГРАНУЛОУТВОРЕННЯ ЗА ЗОЛЬ-ГЕЛЬНОЮ 

ТЕХНОЛОГІЄЮ 

3.1 Фізико-механічні властивості гранул двоокису алюмінію 

 

Напрацювання гранул каталізатору двоокису алюмінію проводилось на 

експериментально-дослідній установці (підрозділ 1.3.1). В першій серії 

дослідженнь було проведено 8 (таблиця 3.1) експериментів при витраті золю 

2,37*106 м3/с, густина золю становла 1208 кг/м3. У перших двох експериментах 

діаметр отворів диспергатору становим 1,4 мм а частота коливань – 100 Гц, при 

цьому кількість ПАР, доданого до золю становила 2 - 5 мл. Діаметр отриманих 

гранул двоокису алюміню становив 2,0 – 2,55 мм, насипна густина після сушки 

гранул – 0,37 -0,4 кг/м3., а після прокалювання – 0,34-0,39 кг/м3. Також для даних 

зразків гранул була визначена їх міцність, як і зазначалось в підрозділі 1.1 за 

методикою описаною в [1, 2, 4], що становила 1,2 - 1,9 кг/гран. 

В експерименті під номером 3 діаметр отворів становив 1,2 мм, а кількість 

ПАР – 2 мл, частота коливань – 68 Гц. Слід зазначити, що в даному досліді була 

виміріна довжина нерозривного струмею – 65 мм. В результаті були отримані 

гранули діаметром 2,0 – 2,2 мм, а їх насипна густина після сушки становила 

0,37 - 0,41 кг/м3. 

В четвертому експерименті діаметр отворів та кількість ПАР не 

змінювались, а частоту коливань зменшили до 40 Гц. Довжина нерозривного 

струмею становила 35 - 40 мм. Діаметр гранули каталізатора становив 

2,0 – 2,4 мм, а їх насипна густина після сушки становила 0,38 - 0,40 кг/м3. 

При проведенні п’ятого експерименту частоту коливань збільшили до 

70 - 80 Гц, а кількість ПАР збільшили до 12 мл, при цьому в золь додали воду в 

кількості 40 мл. Довжина нерозривного струмею при даних робочих умовах - 

20 - 30 мм. Діаметр гранули каталізатора становив 2,0 – 2,2 мм, а їх насипна 

густина після сушки становила 0,35 - 0,39 кг/м3. 
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В шостому експерименті діаметр отворів становив 1,0 мм, а частота 

коливань 48 Гц. При таких параметрах було отримано полідисперсний склад 

гранул 1,2 – 3 мм. Тому було вирішено збільшити частоту коливань у настопному 

експерименті до 100 Гц. При даній частоті та додаванні 12 мл ПАР до золю, 

довжина нерозривного струменя склала 20 мм, вдалося отримати гранули 

діаметром 1,2 – 2,2 мм з насипною густиною після сушки 0,35 – 0,37 кг/м3. 

У восьмому експерименті діаметр отворів диспергатора – 0,85 мм, частота 

коливань – 100 Гц, кількість ПАР – 8 мл, кількість води – 90 мл. В ході 

диспергування довжина нерозривного струменя складала – 45 мм. Діаметр 

отриманих гранул при даних параметрах роботи установки – 1,2 – 2,0 мм, при 

цьому більшість гранул двоокису алюмінію монодисперсні з діаметром 1,6 мм. 

Насипна густина після сушки гранул становила 0,37 - 0,40 кг/м3, а після 

прокалювання - 0,34 - 0,36 кг/м3. Також була визначена міцність гранул, що 

склала 0,846 кг/гран. 

Таблиця 3.1 – Результати першої серії дослідів з напрацювання гранул 

двоокису алюмінію. 

№ експ. Діаметр 

отв., 

мм 

Довжина 

голок, 

мм 

Частота 

Гц 

Насипна густина, 

кг/м3 

d гранул 

осн. фракції, 

мм після 

сушки 

після 

прокалення 

1 2 3 4 5 6 7 

1 1,4 27 100 0,37/0,39 0,34/0,36 2,5 

2 1,4 27 100 0,37/0,40 0,37/0,39 2,0-2,55 

3 1,2 28 68 0,37/0,41  2,0-2,2 

4 1,2 28 40 0,38/0,40  2,0-2,4 

5 1,2 28 70-80 0,35/0,39  2,0-2,2 

6 1,0 31 42   1,2-3,0 

7 1,0 32 100 0,35/0,37  1,2-2,2 

8 0,85 33 100 0,37/0,40 0,34/0,36 1,2-2,0(1,6) 

 

В ході проведення другої серії досліді визначався виплив концентації 

кислоти та відношення порошок - кислота (Al(OH)3:HNO3) на міцність та 

насипну густину гранул після прокалювання. Так було проведено 8 

експериментів, в яких діаметр отворів диспергатора становила 1,0 мм, частота 
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обертання – 30 об/хв, частота коливань – 60 Гц. Також було проведено 

додатковий експеримент, на більш інтесивному гідродинамічному режимі, в 

якому діаметр отворів становив – 0,8 мм, частота обертання – 60 об/хв, частота 

коливань – 90 Гц. Реузльтати експериментів зведені до таблиці 3.2. 

Таблиця 3.2 – Результати другої серії дослідів з напрацювання гранул 

двоокису алюмінію. 

№ експ. Конц. 

кислоти, н 

Відношення 

порошок:кислота 

d гранул осн. 

фракції, мм 

Насипна 

густина, кг/м3 

Міцність, 

кг/гран 

1 0,476 1:2 2,5-3,0 318 1,5 

2 0,445 1:2 2,0-2,2 371 1,2 

3 0,428 1,05:2 2,5-3,0 356 1,5 

4 0,483 1,05:2 2,0-3,0 375 1,8 

5 0,467 1,05:2 2,0-2,5 370/358 1,2 

6 0,43 1:2 2,0-2,5 360/353 1,2 

7 0,43 2,0:3,5 2,0-2,5 372/354 1,0 

8 0,415 2,0:3,66 2,0-2,5 373 1,1 

9 0,43 1:2 1,7-1,8 371 1,2 

 

3.2 Витікання через отвір при стисканні струменя з урахуванням 

нахилу отвору та циркуляції перед отвором 

 

Як було зазначено вище, метою експерименту було визначення коефіцієнта 

витрати М для різних значень чисел Рейнольдса Re (або для висот стовпа рідини 

в стакані) за різних умов витікання. 

Коефіцієнт витрати 𝜇 можна уявити: 

 

 𝜇 =
𝑄д

𝑄т
 (3.1) 

 

де Q д – дійсні витрати через отвір; Q т – теоретична витрата через отвір. 
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Дійсна витрата визначається об'ємним способом. Знаючи обсяг мірного 

бачка – W та час його наповнення t можна визначити витрату рідини через отвір: 

 

 𝑄д =
𝑊

𝑡
∙ 10−3

м3

сек
 (3.2) 

 

де W – об'єм мірного бачка, л; 

t – час наповнення мірного бачка, с; 

 

Теоретична витрата визначається за формулою: 

 

 𝑄 = 𝑀т ∙ 𝐹𝑜 ∙ √2𝑔𝐻 (3.3) 

 

де 𝜇т – теоретичний коефіцієнт витрати, який за відсутності втрат дорівнює 1; 

Fo – площа отвору, м2; 

Н – висота стовпа рідини над затверджувачем, м; 

 

Що до досліджень із циркуляцією, то тут, як зазначалося раніше, 

загальноприйняті критерії витікання не підходять. Якщо число Рейнольдса 

передбачається визначати за такою формулою: 

 

 𝑅𝑒 =
𝑉𝑢𝑏∙𝑑

𝑉
 (3.4) 

 

То невідомо, як визначити теоретичну витрату, а саме: яку підставити 

площу Fo  в формулу (1.1) визначення теоретичного витрати. Тут можна вчинити 

по-різному. Наприклад, можна за Fo умовно приймати площу отвору. Тоді при 

високих циркуляціях, коли витрата через отвір прагнутиме нулю, очевидно 

коефіцієнт витрати прагнутиме нескінченності, так як, величина теоретичної 

витрати завжди залишатиметься кінцевою величиною (при Н>0). Отже, таке 

завдання Fo не характеризуватиме течію. Очевидно, в якості площа Fo доцільно 
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приймати кільцеву площу, утворену стінками отворів та поверхні вихору. Тоді зі 

збільшенням циркуляції, згідно з умовою існування вихору (1.27) діаметр його 

повинен збільшуватися, отже, кільцева площа зменшуватиметься. Це 

зменшуватиме як дійсну витрату, так і теоретичну, отже, коефіцієнт витрати 

завжди залишатиметься кінцевою величиною. 

Слід зазначити, що коли вирішена задача про визначення циркуляції в 

склянці, то визначити діаметр вихору в площині отвору нескладно. 

Для цього з умови (1.27) необхідно знайти значення, а потім, знаючи 

циркуляцію, визначити радіус вихору за формулою: 

 

 𝜏в =
Г

2𝜋∙𝑉𝑢в
 (3.5) 

 

Пропонований спосіб завдання критеріїв, що характеризують витікання, 

відрізняється ще й тим, що він опосередковано враховує і натиск над отвором (у 

той час, як для нормального закінчення натиск над отвором повністю визначає 

критерій Рейнольдса). 

Враховуючи вищевикладене, обрахунок результатів експерименту при 

витіканні з циркуляцією проводився згідно з пропонованою знахідкою. А саме, 

циркуляція визначалася за формулою (2.135), число Рейнольдса: 

 

 𝑅𝑒 =
𝑉𝑢𝑏∙𝑑

𝑉
 (3.6) 

 

де: 

 𝑉𝑢𝑏 ∙ 𝑑 =  
Г

𝜋𝑑
 (3.7) 

 

Дійсна витрата: 

 

 𝑄т = 𝐹𝑜√2𝑔𝐻, (3.8) 
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де: 

 

 𝐹𝑜 = 
𝜋

4
(𝑑2 − 𝑑в

2) (3.9) 

 𝑑в = 
Г

𝜋∙𝑉𝑢в
 (3.10) 

 

Окружна швидкість вихору визначилася за умови (1.27). Коефіцієнт 

витрати: 

 

 𝜇 =
𝑄д

𝑄т
 (3.11) 

 

Для отримання результатів, зручних для практичного застосування, було 

розраховано поправочні коефіцієнти, які необхідно вводити для уточнення 

коефіцієнтів витрати 𝜇. Ці коефіцієнти є відношенням коефіцієнта витрати, 

отриманого дослідним шляхом до коефіцієнта витрати: 

 

 𝐾𝛼 =
𝜇𝑜

𝜇т
 (3.12) 

 

Такі графіки побудовані для різних кутів α° (кут нахилу площини отвору до 

горизонту) та різних відношень d/D (рис. 3.6 - 3.8). 

Що ж до досліджень із циркуляцією, то тут було проведено дослідження 

вибірково, так як замовником не було встановлено діапазон зміни циркуляції, що 

має місце у промислових установках. Не проведення досліджень всіх можливих 

значень циркуляції, пов'язані з великими витратами часу. Тому було визначено 

витрати для кількох значень циркуляцій при різних значеннях Н і d/D. Результати 

зведені в таблицю 1 (Додаток А). Для порівняння в цій же таблиці наведено 

значення витрат при тих же значеннях Н і d/D, але без циркуляції. 

Результати експериментальних досліджень наведено на рисунках 3.2-3.5. 

Аналізуючи отримані результати, необхідно відзначити, що не перебіг 

відбувається при порівняно малих числах Рейнольдса, що, як відомо, дає велику 
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невизначеність коефіцієнта 𝜇. У загальному випадку графік зміни коефіцієнта µ 

в залежності від Re має такий вигляд: 

 

Рисунок 3.1 – Графічна залежність коефіцієнта митрати М від критерію Re 

 

Звідки видно, що коефіцієнт витрати µ практично не змінюється при Re>105. 

При Re<105 коефіцієнт 𝜇 має складну залежність і визначається за різними 

рекомендаціями. Закінчення в даному випадку відбувається при цих значеннях 

0<Re<105. Тому стає ясно, як важливо вибрати залежність, яка давала б хорошу 

збіжність з експериментом. Як зазначалося, раніше, є багато різних 

рекомендацій, у цій роботі проводилося порівняння дослідних даних з одним із 

них [20]. Аналізуючи графіки, зображені на риунках. 3.2 – 3.5 видно, що дослідні 

відношення 𝜇 відрізняються від розрахункових. Причому коефіцієнт 𝜇 також 

залежить від кута нахилу площини отвору до горизонтальної площини. Отже, 

розрахунок коефіцієнта за рекомендаціями [20] при Re<105 може призвести до 

похибок. Тому щодо коефіцієнта 𝜇 доцільно користуватися поправочними 

коефіцієнтами, наведеними на рис. 3.6 – 3.8. Слід зазначити, що наведені 

коефіцієнти мають чинність лише тоді, коли коефіцієнт µ розрахований за 

рекомендаціями [20]. Тому, щоб точніше визначити значення µ необхідно 

розрахувати коефіцієнт 𝜇т (теоретичний) за рекомендаціями [20], а потім 

помножити його на відповідне значення Kα, взяте з графіків 

(рисунки 3.6 – 3.8). 
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 µ = 𝐾𝛼 ∙ 𝜇т (3.13) 

 

У цій роботі не було зроблено спроби відшукання нової залежності для 

визначення залежності для визначення коефіцієнта 𝜇 при Re<105, так як для 

цього ще мало експериментального матеріалу. Хоча, як бачимо з 

вищевикладеного, необхідність у цьому очевидна. 

Як показали досліди, наявність циркуляції у склянці (навіть незначною) 

суттєво позначається на витікання. Це переконливо показано в таблиці 1 

(додаток А), в якій наведено дійсні значення витрати при закінченні з 

циркуляцією і без неї за інших умов. 

 

 

Рисунок 3.2 – Залежність коефецієнтів витрати рідини (золю) µ через отвір від 

критерію Re (2000 < Re < 11000), при співвідношенні d/D=5,5/60=0,092 
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Рисунок 3.3 – Залежність коефецієнтів витрати рідини (золю) µ через отвір від 

критерію Re (4000 < Re < 13000), при співвідношенні d/D=8/60=0,133 

 

 

Рисунок 3.4 – Залежність коефецієнтів витрати рідини (золю) µ через отвір від 

критерію Re (5000 < Re < 17000), при співвідношенні d/D=10/60=0,166 
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Рисунок 3.5 – Залежність коефецієнтів витрати рідини (золю) µ через отвір від 

критерію Re (9000 < Re < 19000), при співвідношенні d/D=12/60=0,2 

 

 

Рисунок 3.6 – Залежність коефецієнтів витрати рідини (золю) µ через отвір від 

критерію Re (7000 < Re < 13000), при співвідношенні d/D=8/60=0,133 
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Рисунок 3.7 – Залежність поправочних коефіцієнтів Кα від критерію 

Re (7000 < Re < 17000), при співвідношенні d/D=10/60=0,166 

 

 

Рисунок 3.8 – Залежність поправочних коефіцієнтів Кα від критерію 

Re (9000 < Re < 19000), при співвідношенні d/D=12/60=0,2 
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3.3 Дослідження залежності швидкості переміщення частинок в 

змійовику промивача 

 

Дослідження залежності швидкості переміщення частинок у змійовику 

від частоти переміщення діафрагми пульсатора. 

При дослідженні були застосовані як рідина, що промиває – вода, частинок, 

що промиваються – пісок із середнім розміром частинок dп= 2,58 . 10-4 м. В 

результаті обробки отриманих даних, було отримано графічну залежність 

середньої швидкості переміщення частинок у змійовику від частоти 

переміщення діафрагми пульсатора (рис. 3.10). 

З графіка видно, що при збільшенні частоти, до деякого значення, середня 

швидкість руху частинок по змійовику лінійно зростає, при подальшому 

збільшенні частоти, швидкість руху частинок зменшується. Це пояснюється тим, 

що при зворотному ході діафрагми пульсатора відбувається зворотний знос 

гранул на деяку відстань. Отже, залежно від частоти переміщення діафрагм 

пульсатора, промивач може працювати у двох режимах: режим переміщення 

гранул і режим інтенсивного перемішування. Режим інтенсивного 

перемішування можна рекомендувати для часток, схильних до злипання. 

 

Рисунок 3.9 - Графік залежності середньої швидкості переміщення гель-сфер у 

змійовику промивача від частоти переміщення діафрагми пульсатора. 
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Дослідження залежності швидкості переміщення частинок у змійовику 

промивача від амплітуди переміщення діафрагми пульсатора. 

На підставі дослідних даних було побудовано графічну залежність 

середньої швидкості переміщення частинок у змійовику, від амплітуди 

переміщення діафрагми (рис 3.11). 

З графіка видно, що зі збільшенням амплітуди швидкість переміщення 

частинок лінійно зростає. 

Однак при малих амплітудах переміщення діафрагм пульсатора (в даному 

випадку 2 мм) спостерігається різке зменшення швидкості руху частинок і 

забиття змійовика частинками. Це пояснюється тим, що гідроімпульси малої 

інтенсивності демпфуються рідиною, повітрям, які знаходяться у замкнутих 

порожнинах, тощо. Тому амплітуда переміщень діафрагми пульсатора має бути 

деякою мінімальної величини, яка залежить від розмірів пульсатора. 

 

Рисунок 3.10 - Графік залежності середньої швидкості переміщення гель-сфер у 

змійовику промивача від амплітуди переміщення діафрагми пульсатора 
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Дослідження залежності швидкості переміщення частинок у змійовику 

від середнього діаметра змійовика. 

В результаті обробки дослідних даних було отримано графічну залежність 

середньої швидкості переміщення частинок у змійовику, від середнього діаметра 

змійовика (рис. 3.12). Так як, зміна швидкості незначна, то при розрахунках 

вплив середнього діаметра на швидкість можна не враховувати. 

 

Рисунок 3.11 - Графік залежності середньої швидкості переміщення гель-сфер у 

змійовику промивача від середнього діаметра змійовика 

 

Дослідження залежності швидкості переміщення частинок у змійовику 

від ступеня заповнення змійовика гранулами. 

Під час дослідження було встановлено, що середня швидкість переміщення 

частинок залежить від ступеня заповнення змійовика. Однак при Kз > 0.4 

спостерігалося відставання нижніх шарів частинок від верхніх. Тому 

рекомендується проводити промивання при ступенях заповнення менше 0,4. 

  

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

w
*1

0
^(

2
),

 м
/с

Dср*10^(2), м



95 
 

 

3.4 Алгоритм розрахунку пульсаційного змійовикового промивача 

 

Таблиця 3.3 - Вихідні дані для розрахунку пульсаційного змійовикового 

промивача 

№ Параметр Позначення 

1. Продуктивність по гель-сферам Q 

2. Час промивання τпр. 

3. Щільність гель-сфер Qr 

4. Насипна щільність гель-сфер Qм 

5. Щільність рідини, що промиває Q 

6. Коефіцієнт витрати рідини, що промиває Kp 

7. Діаметр гель-сфер d 

8. Коефіцієнт динаміки в'язкості середовища, що промиває M 

9. Коефіцієнт завантаження труби змійовика гель-сферами Kз 

 

Попередньо задаємося довжиною трубки 𝐿пр.. 

Внутрішній діаметр труби змійовика: 

 

 𝑑вн. = √
𝑄∙𝜏пр.

𝜋∙𝜌н∙𝐿пр.∙𝐾в

2
, (3.14) 

 

де 𝑑вн. – внутрішній діаметр труби змійовика. 

 

Приймаємо найближчий по ГОСТ розмір труби 𝑑вн.п.. 

Уточнена довжина труби змійовика: 

 

 𝐿 =
4𝑄∙𝜏пр.

𝜋∙𝐾в∙𝑑вн.п.
2 ∙𝜌н

 . (3.15) 

 

Радіус згину змійовика по середній лінії: 
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 𝑅ср = 𝐾г ∙ 𝑑н , (3.16) 

 

де 𝑅ср – радіус згину змійовика по середній лінії; 

𝐾г – коефіцієнт, що залежить від зовнішнього діаметру труби та товщини її 

стінки (визначається по довіднику); 

𝑑н – зовнішній діаметр труби змійовика. 

 

Кількість витків змійовика: 

 

 𝑛 =
𝐿

2𝜋𝑅ср
 , (3.17) 

 

де 𝑛 – кількість витків змійовика. 

 

Швидкість руху промивальної рідини в змійовику (швидкість винесення): 

 

 𝑊кр. = √
𝑑н∙(𝜌г−𝜌)∙𝑔∙(sin𝛼+cos𝛼)

3𝜉𝜌

2
 , (3.18) 

 

де 𝑊кр. – швидкість винесення; 

α – кут нахилу витка змійовика; 

𝜉 – коефіцієнт опору. 

 

 𝛼 = 𝑎𝑟𝑐 tg
ⅆн

𝐷ср.+𝑑н
 , (3.19) 

 

де 𝑑н – зовнішній діаметр труби змійовика. 

 

 𝜉 =
4 𝐴𝑟

3 𝑅𝑒2
 , (3.20) 
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де 𝐴𝑟 – критерій Архімеда, 

𝑅𝑒 – критерій Рейнольдса. 

 

 𝐴𝑟 =
ⅆ3𝜌2𝑔

𝜇2
𝜌𝑟−𝜌

𝜌
 , (3.21) 

 𝑅𝑒 =
𝐴𝑟

18+0,61 𝐴𝑟0,5
 , (3.22) 

 

Середня швидкість руху промивальної рідини в змійовику: 

 

 𝜔ср. = 0,5𝜔𝑚𝑎𝑥 , (3.23) 

 

де 𝜔ср. – середня швидкість промивальної рідини. 

 

 𝜔ср. = 𝜔кр. (3.24) 

 

Необхідний напір промивальної рідини: 

 

 𝛥𝑃 =
4𝜇𝐿 𝜔кр.

𝑧вн.
2 − 𝑧2

 , (3.25) 

 

де: 𝛥𝑃 – напір промивальної рідини; 

𝑧 – відстань від центру потоку до центру гель-сфери. 

 

 𝑧 = 𝑧вн.−
𝑑

2
 . (3.26) 

 

Витрата промивальної рідини: 

 

 𝑄ж = 0,4𝜔ср.𝑆тр.(1 − 𝑘з) , (3.27) 

 

де 𝑆тр. – площа живого перерізу труби змійовика. 
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 𝑆тр. =
𝜋𝑑вн.

2

4
 , (3.28) 

 

Ефективний діаметр діафрагми пульсатора: 

 

 𝐷еф. = (1,5…5)𝑑вн. , (3.29) 

 

де 𝐷𝜕ф. – ефективний діаметр діафрагми пульсатора. 

 

Амплітуда переміщення діафрагми пульсатора: 

 

 𝐴 = (0,2…1,0)𝑑вн., 𝐴 ≥ 2 ⋅ 10
3 м , (3.30) 

 

де 𝐴 – амплітуда переміщень діафрагми пульсатора. 

 

Максимальна частота переміщення діафрагми пульсатора при якій 

винесення гранул не відбувається: 

 

 𝑓max =
0,6𝜔ср.⋅ⅆвн.

2

𝐴∙𝐷еф.
2  , (3.31) 

 

де 𝑓max – максимальна частота переміщення діафрагми пульсатора. 

 

Необхідна частота переміщення діафрагми пульсатора: 

 

 𝑓т =
𝐿 ⅆвн.

2

𝑘 𝐷еф.
2 𝐴 𝜏пр.

 , (3.32) 

 𝑘 = 0,72 , (3.33) 

 

де 𝑓т – Необхідна частота переміщення діафрагми пульсатора. 
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Якщо 𝑓т ≤ 𝑓𝑚𝑎𝑥 , то залишаємо раніше прийняті параметри пульсатора, в 

іншому випадку необхідно змінити 𝐷еф. або 𝐴. 

Час переміщення діафрагми у зворотному напрямку: 

 

 𝜏0 =
𝐴 𝐷еф.

2

(1,5…2,0)𝜔ср.𝑑вн.
2  , (3.34) 

 

де 𝜏0 – час переміщення діафрагми пульсатора в зворотному напрямку. 

 

Час переміщення діафрагми в прямому напрямку: 

 

 𝜏𝑛 =  𝜏 − 𝜏0 , (3.35) 

 

де 𝜏𝑛 – час переміщення діафрагми в прямому напрямку; 𝜏 – часо одного циклу. 

 

 𝜏 =
𝐼

𝑓т
. (3.36) 

 

3.5 Висновки до розділу 3 

 

Напрацьовані дослідні партії гель-сфер носія каталізатора Al2O3 діаметром 

1,0 –3,0 мм, та визначені їх міцнісь і насипна густина після сушки та 

прокалювання в залженості від режиму роботи обертового віброгранулятора, а 

саме від частоти обертання корзини та частоти коливань, та від концентрації 

азотної кислоти і вдношення порошок : кислота (Al(OH)3:HNO3). 

Дослідження фізико-механічних властивостей гранул двоокису алюмінію 

показали, що при зменшенні діаметру отворів диспергатора від 1,4 мм до 1,2 мм 

та частоти коливань вібратора від 100 Гц до 40 Гц гранулометричний склад 

отриманих гранул змінюється незначно. При зменшенні частоти коливань до 70 

– 80 Гц межи гранулометричного складу становлять 2,0 – 2,2 мм, а потім при 

подальшому зменшенні частоти коливань до 40 Гц межи дещо збільшуються і 



100 
 

 

становлять 2,0 – 2,4 мм. Виявлено, що при діаметрі отворів диспергатора 0,85 мм 

та частоті коливань 100 Гц межи гранулометричного складу отриманих гранул 

дещо збільшені до 1,2 – 2,0 мм, але при цьому більшість гранул двоокису 

алюмінію монодисперсні з діаметром 1,6 мм. 

Дослідження щодо впливу концентрації азотної кислоти показали, що при 

відношенні складу «порошок – кислота» як 1,05 – 2,0 досягається максимальна 

величина міцності отриманої гранули (1,8 кг/гран). 

Рекомендації щодо визначення коефіцієнта витрати µ дають розбіжність із 

результатами проведених експериментів, особливо за малих числах Рейнольдса 

(Re<105). Для більш точного визначення коефіцієнта µ доцільно користуватися 

поправочними коефіцієнтами Kα. Значення цих коефіцієнтів для різних do/D і  d 

були визначені в ході фізичних експериментів, та представлені на рисунках 10-

13. 

Дослідженнями встановлено, що здійснення циркуляції перед отворами 

суттєво позначається на витіканні рідини через отвори, тобто збільшення 

окружної швидкості вихору при циркуляції зменшує витрату рідини. 

В ході поведення фізичних моделювань процесів, що протікають у 

змійовиковому пусльсаційному промивачі була визначена залежність швидкості 

руху гель-сфер від частоти переміщення діафрагми пульсатора, амплітуди 

переміщення діафрагми пульсатора, середнього діаметра змійовика та ступеня 

заповнення змійовика гранулами. 

 У ході досліджень були виявлені різні гідродинамічні режими, при яких 

працює промивач, в залежності від частоти переміщення діафрагм пульсатора: 

режим переміщення гранул і режим інтенсивного перемішування. Режим 

інтенсивного перемішування можна рекомендувати для частинок, схильних до 

злипання. Збільшення середньої швидкості переміщення гель-сфер у змійовику 

промивача спостерігається до частоти переміщення діафрагми пульсатора до 2,5 

– 2,8 Гц. Зі збільшенням амплітуди переміщень діафрагми пульсатора швидкість 

переміщення частинок лінійно зростає, тому амплітуда має бути деякою 

мінімальної величини, яка залежить від розмірів пульсатора. 
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Показано, що зміна швидкості переміщення частинок у змійовику при зміні 

середнього діаметра змійовика незначна, тому при розрахунках вплив 

середнього діаметра на швидкість можна не враховувати. 

Встановлено, що при ступеню заповнення робочого простору змійовика 

гранулами (Kз > 0.4) спостерігається відставання нижніх шарів частинок від 

верхніх. Тому рекомендується проводити процес промивання при ступенях 

заповнення Kз < 0,4. 

Запропонова інженерна методика розрахунку змійовикового пульсаційного 

промивачу, що дозволяє визначити оптимальні параметри його роботи, і як 

наслідок підвищити інтесивність промивання гель-сфер.  
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ВИСНОВКИ 

 

Наведена методика проведення фізичних експериметів процессу 

дисергування рідини (золю), яка дозволить оцінити вплив гідродинамічних 

показників та конструктивних параметрів обладання на фізико-механічні 

властивості отримуваних гранул каталізатора Al2O3. 

Для проведення експериментальних досліджень розроблена установка для 

отримання каталізаор уAl2O3, та запропонована конструкція пульсаційного 

змійовикового промивача гель-сфер. 

Розроблено диспергуючий пристрій з магнітострикційним вібратором, що 

дозволить отримувати монодисперсні краплини при швидкості витікання рідини 

до 7,5 м/с при частоті коливань 15 кГц та 22 кГц. Даний пристрій дозволяє 

підвищити продуктивність диспергуючого пристрою та надійність його роботи. 

Розроблена модель, яка показує, що градієнт швидкості впливає на 

збільшення внутрішньої циркуляції рідкої краплі, що підтверджує взаємозв'язок 

між циркуляційними потоками в дисперсній краплині і інтенсифікацією 

масообміннихпроцесів. Отримані результати дозволяють вибрати найбільш 

раціональну організацію руху газо-рідинних потоків в масообміному апараті та  

сформулювати основи підвищення ефективності і продуктивності масообмінних 

процесів та грануляційного обладання.  

У результаті теоретичного аналізу процесу осадження частинок був 

встановлений вплив сили Басе на швидкість осадження частинок, а саме 

показано, що врахування сили басе збільшує час осадження на 43%. 

Запропонована математична модель для визначення зміни витрати рідини 

через отвір, що враховує нахил отвору та попередню циркуляцію рідини при 

витіканні стисненого струменя через отвір. Дана математична модель дозволяє 

визначити товщину пограничного шару, циркуляцію та витратурідини через 

отвір та враховує швидкість руху рідини в отворі та момент прикладений з 

історони стінок стакана до рідини. 
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Напрацьовані дослідні партії гель-сфер носія каталізатора Al2O3 діаметром 

1,0 –3,0 мм, та визначені їх міцнісь і насипна густина після сушки та 

прокалювання в залженості від режиму роботи обертового віброгранулятора, а 

саме від частоти обертання корзини та частоти коливань, та від концентрації 

азотної кислоти і вдношення порошок : кислота (Al(OH)3:HNO3). 

Виявлено, що при діаметрі отворів диспергатора 0,85 мм та частоті 

коливань 100 Гц межи гранулометричного складу отриманих гранул дещо 

збільшені до 1,2 – 2,0 мм, але при цьому більшість гранул двоокису алюмінію 

монодисперсні з діаметром 1,6 мм. Дослідження щодо впливу концентрації 

азотної кислоти показали, що при відношенні складу «порошок – кислота» як 

1,05 – 2,0 досягається максимальна величина міцності отриманої гранули (1,8 

кг/гран). 

Дослідженнями встановлено, що здійснення циркуляції перед отворами 

суттєво позначається на витіканні рідини через отвори, тобто збільшення 

окружної швидкості вихору при циркуляції зменшує витрати рідини. 

В ході поведення фізичних моделювань процесів, що протікають у 

змійовиковомупусльсаційномупромивачі була визначена залежність швидкості 

руху гель-сфер від частоти переміщення діафрагми пульсатора, амплітуди 

переміщення діафрагми пульсатора, середнього діаметра змійовика та ступеня 

заповнення змійовика гранулами. 

Запропонова інженерна методика розрахунку змійовикового пульсаційного 

промивачу, що дозволяє визначити оптимальні параметри його роботи, і як 

наслідок підвищити інтесивність промивання гель-сфер.  
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Додаток А 

Таблиця 1 – Результати експериментів 
 Н Г Q 

м м2/с л/с 

1 2 3 4 

0,0635 

26 
0 0,009 

0,25 0,004 

58 
0 0,013 

0,135 0,00525 

90 
0 0,0162 

0,107 0,0058 

120 0 0,0187 

 120 0,165 0,012 

0,133 

28 
0 0,23 

0,379 0,008 

55 
0 0,032 

0,313 0,0098 

66 
0 0,035 

0,3 0,012 

96 
0 0,0425 

0,5 0,0197 

120 
0 0,0475 

0,536 0,0263 

0,167 

40 
0 0,0428 

0,244 0,00665 

53 
0 0,0495 

0,348 0,0109 

75 
0 0,059 

0,272 0,0161 

94 
0 0,0655 

0,605 0,0232 

112 
0 0,072 

0,605 0,0278 

0,2 

43 
0 0,064 

0,755 0,0133 

54 
0 0,073 

0,78 0,0173 

62 
0 0,074 

0,86 0,0218 

85 
0 0,09 

0,775 0,027 
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0 0,106 

0,77 0,037 
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Додаток Б 

Сертифікати, що підтверджують участь у міжнародних конференціях 
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Додаток В 

Акти та звіти про виконання індивідувальних та 

загальноуніверситетських грантів 
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Додаток Г 

Протоколи та договори про співпрацю зі сторонніми організаціями в 

рамках науково-дослідної роботи 
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Додаток Г 

Патенти на корисну модель 
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Додаток Д 

Акти впровадження у навчальний процес 
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