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Ïðåäëîæåíà ñõåìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ è 
îòíîøåíèé ìåæäó äàííûìè â ðåëÿöèîííûõ áàçàõ ñ ïîìîùüþ âëîæåííûõ 
ïîâåðõíîñòåé, ôîðìèðóþùèõ êëàñòåðû. Îïòèìèçàöèÿ ñãëàæèâàþùåãî 
ïàðàìåòðà äëÿ ïîâåðõíîñòåé âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå íåïàðàìåòðè÷åñêîãî 
îöåíèâàíèÿ ìåòîäîì ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè ñ óäàëåíèåì ýëåìåíòîâ ïî îäíîìó. 
Îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé.  

Çàïðîïîíîâàíî ñõåìó ïðåäñòàâëåííÿ áàãàòîâèì³ðíèõ ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ ³ 
â³äíîøåíü ì³æ äàíèìè ó ðåëÿö³éíèõ áàçàõ çà äîïîìîãîþ âêëàäåíèõ ïîâåðõîíü, ùî 
ôîðìóþòü êëàñòåðè. Îïòèì³çàö³ÿ çãëàäæóþ÷îãî ïàðàìåòðà äëÿ ïîâåðõîíü 
âèêîíóºòüñÿ íà îñíîâ³ íåïàðàìåòðè÷íîãî îö³íþâàííÿ ìåòîäîì ïåðåõðåñíî¿ 
ïåðåâ³ðêè ç âèäàëåííÿì åëåìåíò³â ïî îäíîìó. Îïèñàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè 
âêëàäåíèõ ïîâåðõîíü.  

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ îáúåìû èíôîðìàöèè, íà îñíîâå êîòîðûõ 
íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü áîëüøèìè. Ïðè÷èíîé 
ýòîãî ÿâëÿþòñÿ ïîâñåìåñòíàÿ êîìïüþòåðèçàöèÿ è àâòîìàòèçàöèÿ 
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ñåðèè 
àâòîìàòè÷åñêèõ èçìåðåíèé â ôèçèêå, õèìèè, ìåäèöèíå, äàííûå 
ìîíèòîðèíãîâûõ è ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì. 

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ àíàëèçà ìíîãîìåðíîãî ìàññèâà äàííûõ 
D={d1,…,dn} ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîäìíîæåñòâà D'⊆ D è ïðîâåðêå 
ãèïîòåç  îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîäìíîæåñòâà â êîíòåêñòå ðåøàåìîé çàäà÷è. 
Â ÷èñëå ýòèõ ãèïîòåç ìîãóò áûòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâ, êîòîðûå 
ïîääåðæèâàþòñÿ äëÿ âñåõ èëè äëÿ áîëüøèíñòâà ýëåìåíòîâ ei∈D', 
êëàññèôèêàöèÿ D' íà êëàññû Ci â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè Pi , 
ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè di1=F(di2,…,dik) èëè îòíîøåíèÿ R (di1,…,dik) 
ìåæäó äâóìÿ è áîëåå ðàçìåðíîñòÿìè [1]. 

Âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ äîñòàòî÷íî óäîáíî äëÿ ïîèñêà 
èíòåðåñóþùèõ íàñ îòíîøåíèé ìåæäó äàííûìè. Îáû÷íî äëÿ ýòîé öåëè 
èñïîëüçóþò ãðàôèêè (äèàãðàììû) ðàññåÿíèÿ. Ãðàôèêè ðàññåÿíèÿ óäîáíû 
â ñëó÷àå äâóõ èçìåðåíèé. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå 
äàííûõ ïëîòíûå îáëàñòè ñêðûâàþò äðóã äðóãà, ïðè ýòîì ñëîæíî 
îáíàðóæèòü êàêóþ-òî çàêîíîìåðíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðóäíî 
èññëåäîâàòü è ðàçðåæåííûå îáëàñòè, òàê êàê òî÷êè â ýòèõ îáëàñòÿõ ëåãêî 
ïðèíÿòü çà øóì. 

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâå 
äàííûõ ïîâåðõíîñòè, îáúåäèíÿþùèå òî÷êè ñ îäèíàêîâûì óðîâíåì 
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Êàæäîìó óðîâíþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîÿ 
ïîâåðõíîñòü, â èòîãå áóäåò ïîëó÷åí íàáîð âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé, 
ôîðìèðóþùèõ êëàñòåðû ñ ïëîòíîñòüþ âûøå îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ. 
Âèçóàëèçàöèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ïîçâîëèò ëåã÷å îáíàðóæèâàòü ñòðóêòóðû 
äàííûõ, â òîì ÷èñëå è ìíîæåñòâåííûå.  

 
ÎÖÅÍÊÀ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ 

Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ òðåõìåðíîé, 
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÷åðåç f (x1. x2, x3). Â îáùåì ñëó÷àå xk ìîãóò 
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ïðåäñòàâëÿòü ðàçíîðîäíûå âåëè÷èíû. Òàê êàê ìû íå èìååì íèêàêîé 
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ, íàèáîëåå 
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü  íåïàðàìåòðè÷åñêèå ÿäåðíûå îöåíêè òèïà 
Ïàðçåíà-Ðîçåíáëàòòà. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ îöåíêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â 
âèäå  
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ãäå K(u) – ôóíêöèÿ ÿäðà;  
 h – øèðèíà îêíà;  
 n – äëèíà âûáîðêè.  
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ òðåóãîëüíîå ÿäðî 

]1||[)||1()( ≤−= uuuK , ãàóññîâñêîå – )2/(exp)2()( 22/1 uuK −= −π , 

Åïàíå÷íèêîâà – ]1||[)1(
4

3
)( 2 ≤−= uuuK  [2]. 

Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå ÿäðà â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ ïî îòäåëüíûì êîîðäèíàòàì xk, òîãäà îöåíêà ïëîòíîñòè 
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ãäå h1, h2, h3 – äëèíû ñòîðîí ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.  
Áîëåå ýôôåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïëîòíîñòè, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå 

ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè (ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ) ñ èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ 
âûáîðêè ïî îäíîìó: 
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Âûáîð ðàçìåðà hk çíà÷èòåëüíî áîëüøå âëèÿåò íà êà÷åñòâî 
âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè, ÷åì âûáîð ÿäðà [3]. Ïðè ñëèøêîì ìàëåíüêîì 
hk ïëîòíîñòü êîíöåíòðèðóåòñÿ âáëèçè ýëåìåíòîâ âûáîðêè, à ïðè ñëèøêîì 
áîëüøîì – ïëîòíîñòü ÷ðåçìåðíî ñãëàæèâàåòñÿ è â ïðåäåëå âûðîæäàåòñÿ â 
êîíñòàíòó.  

Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè íà îñíîâå îöåíêè f
)
 áóäåì 

îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè 

2( ) { ( ) ( ) }I h f x f x dx= −∫
)

 , 

 

èíòåãðèðîâàíèå çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Â 
ðàñøèðåííîì âèäå 
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Èíòåãðàë âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé  ìàòåìàòè÷åñêîå 
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à ôóíêöèîíàë (4) ïðèìåò âèä 
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Ìîæåò áûòü ïîêàçàíî [4], ÷òî  
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òîãäà (5) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 
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Â êà÷åñòâå K(u) âîçüìåì ÿäðî Ãàóññà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 
äèôôåðåíöèðóåìûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, òîãäà (2) çàïèøåòñÿ â âèäå 
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (6) 
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 
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Ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ òàáëè÷íîãî îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 
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Âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (6)  
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çäåñü äëÿ ïðîñòîòû (n-1) ìû çàìåíèëè íà n.  
Òðåòüå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò h è ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà ìîæåò áûòü 

îòáðîøåíî. 
Îáúåäèíÿÿ âûðàæåíèÿ I1(h) è I2 (h) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì 
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ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈß ÄÀÍÍÛÕ 
Òàê êàê âäàëè îò òî÷êè ìèíèìóìà ãðàäèåíò ôóíêöèè (10) ìîæåò áûòü 

áëèçîê ê íóëþ, âìåñòî îáû÷íûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà áîëåå 
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Åñëè êîîðäèíàòû xk 
ïðåäñòàâëÿþò îäíîòèïíûå âåëè÷èíû, òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàçìåð hk 
ìîæåò áûòü âçÿò îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ xk . Â ýòîì ñëó÷àå òðåõìåðíàÿ 
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé. 

Ïîëó÷åííóþ îöåíêó ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòîòû äàëåå ïî òåêñòó áóäåì 
îáîçíà÷àòü ÷åðåç f(x, y, z). 

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ è âèçóàëèçàöèè êëàñòåðîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü 
ïåðåìåííûé ïîðîã α, 0 < α < 1. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ  
f(x, y, z)≥0, áóäåì ñ÷èòàòü ïðèíàäëåæàùèìè êëàñòåðàì äàííûõ, 
ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè, â êîòîðûõ f(x, y, z) ≥ 0, áóäóò ïðåäñòàâëÿòü 
ãðàíèöû êëàñòåðîâ. 

Àëãîðèòì âèçóàëèçàöèè äàííûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ øàãîâ. 

Øàã 1 Ââîä íàáëþäåíèé x[j], y[j], z[j], 1 ≤ j ≤ n èç áàçû. 
Øàã 2 Ââîä k-, l-, m-êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè ïî êàæäîìó èçìåðåíèþ.  
Øàã 3 Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé hx , hy , hz , ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ 

ìèíèìóì ôóíêöèè I (hx , hy , hz) . 
Øàã 4 Âû÷èñëåíèå îöåíêè ïëîòíîñòè ),,( zyxf  â óçëàõ ñåòêè. 

Øàã 5 Âûáîð ôîðìû ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êëàñòåðîâ. Åñëè 
âûáðàí âûâîä ñå÷åíèé ïî ïëîñêîñòÿì XY, YZ èëè XZ, âûïîëíÿåòñÿ øàã 
6. Åñëè âûáðàí âûâîä ïðîñòðàíñòâåííîãî èçîáðàæåíèÿ êëàñòåðîâ, 
âûïîëíÿåòñÿ øàã 7. 

Øàã 6  Çàäàåòñÿ ïîðîã α. Åñëè âûáðàíî, íàïðèìåð, ñå÷åíèå XY, òî 
äëÿ êàæäîãî zi , ãäå 1 ≤ I ≤ m,  ñêàíèðóþòñÿ òî÷êè ïëîñêîñòè XY. Òî÷êè 
íà ïëîñêîñòè, ãäå f(x, y, z) ≥ 0, âûâîäÿòñÿ íà ýêðàí. Äëÿ äàëüíåéøåãî 
ïðîñìîòðà ìîæíî âûáðàòü äðóãîå α è äðóãîå íàïðàâëåíèå ñå÷åíèé. 

Øàã 7  Çàäàåòñÿ ïîðîã α. Ïðîñòðàíñòâåííóþ ôèãóðó íàèáîëåå óäîáíî 
ïðåäñòàâëÿòü îãðàíè÷èâàþùåé åå ïîâåðõíîñòüþ. Ñàìà æå ïîâåðõíîñòü 
áóäåò ïðåäñòàâëåíà òðåìÿ íàáîðàìè êîíòóðîâ âî âçàèìíî-
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ XY, YZ, XZ. 

Êîíòóðû â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå 
îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå òî÷êè îáëàñòè, â êîòîðîé f(x,y,z) ≥ 0. Â ìàññèâ 
ãðàíè÷íûõ òî÷åê âêëþ÷àþòñÿ òî÷êè, êîòîðûå õîòÿ áû ïî îäíîé èç äâóõ 
êîîðäèíàò èìåþò õîòÿ áû îäíó ñîñåäíþþ òî÷êó, â êîòîðîé f(x,y,z) < 0. Â 
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îáùåì ñëó÷àå ìàññèâ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íåñêîëüêî 
êîíòóðîâ. Ïîñòðîåíèå îòäåëüíîãî êîíòóðà âûïîëíÿåòñÿ îáõîäîì 
îòäåëüíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íà÷èíàÿ ñ êðàéíåé 
ëåâîé òî÷êè (ðèñ. 1). 

 
Ðèñóíîê 1 –  Ïîñòðîåíèå ãðàíè÷íîãî êîíòóðà: 
+  – âíóòðåííèå òî÷êè;  o  – ãðàíè÷íûå òî÷êè 

 
Ïîñëå çàìûêàíèÿ ïîëèãîíàëüíîé ëèíèè òî÷êè êîíòóðà èñêëþ÷àþòñÿ 

èç ðàññìîòðåíèÿ, è âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ãðóïïå òî÷åê. 
Ïîëó÷åííûå íàáîðû ïîëèãîíàëüíûõ êîíòóðîâ â ñîâîêóïíîñòè  

ôîðìèðóþò èçîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êëàñòåðîâ.  
 

ÂÛÂÎÄÛ 
1 Ïðåäëîæåíà ñõåìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ 

äàííûõ è îòíîøåíèé ìåæäó íèìè â ðåëÿöèîííûõ áàçàõ ñ ïîìîùüþ 
âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé, ôîðìèðóþùèõ êëàñòåðû.  

2 Ïîëó÷åíà íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà òðåõìåðíîé ïëîòíîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè è 
ÿäåð Ãàóññà. 

3 Îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé êëàñòåðîâ äëÿ 
âèçóàëèçàöèè íà ýêðàíå êîìïüþòåðà. 

Âíåäðåíèå äàííîé ìåòîäèêè ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ýôôåêòèâíåå 
èññëåäîâàòü ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå â áàçàõ è îòíîøåíèÿ 
ìåæäó íèìè. 

 
SUMMARY 
 

VISUALIZATION OF STRUCTURES IN DATABASES BASED ON  
NONPARAMETRIC ESTIMATION 

O.P. Chekalov, M.S. Babiy, S.P. Shapovalov 
Sumy State University  
 

A scheme of presentation of multivariate statistical data and relations between data given in 
relational base by means of embedded surfaces forming clusters is offered there. The 
optimization of smoothing parameter for surfaces on the basis of nonparametric estimation by 
method of the cross validation with removing elements on by one is executed. The algorithm of 
the embedded surfaces construction is described. 
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