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ПЕРЕДМОВА

Останнiми десятирiччями новi концепцiї та парадигми надали
математицi й теоретичнiй фiзицi ледве впiзнаваного вигляду, завдяки
переключенню iнтересу вiд лiнiйних до нелiнiйних моделей i явищ. У
тих ситуацiях, коли аналiтичнi засоби, хоча доповненi топологiчними та
алгебраiко-геометричними методами, ставали безсильними, на допо-
могу стали приходити прямi числовi методи, що реалiзуються на ком-
п’ютерах, доступних зараз практично кожному. Усе це вдихнуло життя
в багато, як здається, формальних побудов попередникiв i вiдкрило но-
вi горизонти. Ця ера не обiйшла рiзноманiтнiстю результатiв матема-
тику та фiзику фазових переходiв. I якщо ранiше переважало вивчення
статичної та термодинамiчної сторiн проблеми, то зараз усе глибшим
стає опис кiнетики фазових перетворень i не лише на феноменологi-
чному, а й на мiкроскопiчному рiвнi. До цього фундаментального на-
пряму в математицi та фiзицi належить наш навчальний посiбник.

Актуальностi навчальному посiбнику надає також свiдоме пiд-
креслення в ньому синергетичної парадигми, сформульованої на по-
чатку 70-х рокiв ХХ ст. Хакеном [1]. За крайньою межею можливостi
синергетики як загальної теорiї самоорганiзацiї в кiнетичних системах
до кiнця ще не зрозумiлi, та ця обставина також пiдкреслює живi й не-
банальнi моменти викладенi в посiбнику. Прагнення зрозумiти само-
органiзацiю як наслiдок синергетичного ефекту взаємодiї рiзних ступе-
нiв вiльностi дозволило вивчити рiзноманiтнi фiзичнi системи (моделi
популяцiйної динамiки та генного вiдбору, ультратонку плiвку мастила
на макро- та молекулярному рiвнi, iнтенсивну пластичну деформацiю
(IПД) тощо).

Перший роздiл присвячений аналiзу з єдиних позицiй феноме-
нологiчної кiнетики фазових переходiв як першого, так i другого роду
в детермiнiстичному та стохастичному випадках. В основу покладений
аналог моделi Лоренца, що дав свого часу (1975 р.) один iз яскравих
прикладiв дивних атракторiв. Дано детальне як аналiтичне, так i число-
ве вивчення вiдповiдної нелiнiйної задачi, причому активними зберiга-
ються одразу двi, а не одна, як робилось ранiше, гiдродинамiчнi ступенi
вiльностi. Тим самим вiдкритi бiльш змiстовнi математична та фiзична
картини. Вони дозволили узагальнити недавнi частковi результати iн-
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ших колег та виявити умови, за яких виникають чи коливальнi рухи, чи
незалежно вiд початкових умов фазовi траєкторiї виходять на унiвер-
сальну дiлянку. Проведений аналiз вiдрiзняє те, що врахування шумiв
дає можливiсть побудувати функцiї розподiлення параметрiв порядку
та фазовi дiаграми рiзних моделей.

У роздiлi 2 дослiджено макроскопiчнi особливостi структурних
перетворень у межах подання про iєрархiчно пiдпорядкованi структу-
ри. Це уявлення грунтується на концепцiї ультраметричного просто-
ру, у якому неможливо побудувати трикутник з усiма рiзними сторона-
ми. Вiдповiдний формалiзм, що становить основу подальшого викладу,
пропонує рiвняння, що дозволяє знайти рiзнi види розподiлення ймо-
вiрностi за iєрархiчними рiвнями. Iєрархiчний процес структурної ре-
лаксацiї, розглянутий у роздiлi, передбачає, що нижнiй рiвень вiдповi-
дає однорiдним об’ємам; перехiд на наступний рiвень означає змiще-
ння в ультраметричному просторi та вiдповiдає об’єднанню цих об’-
ємiв у кластери; останнi зi свого боку об’єднуються в суперкластери
наступного рiвня iєрархiї тощо – до повного об’єму зразка. У резуль-
татi розподiлення атомiв iєрархiчної структури представляється у видi
розвинення за ультраметричним простором.

У роздiлi 3 розвинено загальну теорiю плавлення ультратонкої
плiвки мастила. Описано вплив деформацiйного дефекту модуля зсу-
ву на плавлення мастила. Дослiджено вплив адитивних шумiв на про-
цес плавлення мастила. Побудовано фазовi дiаграми з областями су-
хого, рiдинного та переривчастого тертя. Проведено якiсний аналiз ча-
сових рядiв для всiх областей дiаграми та описано самоподiбний ре-
жим. Проаналiзовано вплив на динамiчну фазову дiаграму корельо-
ваних флуктуацiй температури. Дослiджено фазову кiнетику та часовi
ряди. Проведено дослiдження гiстерезису, що виникає пiд час плавле-
ння. Установлено умови реалiзацiї стрибкоподiбного та безперервно-
го плавлення пiд час переходiв першого та другого родiв. Побудовано
фазовi портрети в рiзних кiнетичних режимах. Паралельно проблему
розглянуто з позицiй теорiї фазових переходiв Ландау. Знайдено па-
раметри мастила, за яких тертя зменшується, та проаналiзовано рiзнi
експериментальнi системи.

Роздiл 4 присвячено вивченню властивостей ультратонкої плiв-
ки води, що складається з одного або двох шарiв молекул та обмеже-
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на двома алмазними кристалiчними гладенькими або структуровани-
ми поверхнями. За мету дослiджень стала перевiрка коректностi вико-
ристання абсолютно жорстких поверхонь та однiєї з наявних моделей
молекули води для симуляцiї трибологiчних явищ. Уперше проведено
комп’ютернi експерименти для моделi TIP4P молекул води iз застосу-
ванням методу молекулярної динамiки (МД). Вивчено поведiнку рiв-
новажних i динамiчних характеристик системи. Показано, що пiд час
збiльшення зовнiшнього навантаження вiдбувається перехiд плiвки до
твердоподiбного стану, на що вказує зменшення величини коефiцiєнта
дифузiї та збiльшення зсувної в’язкостi. Виявлена органiзацiя молекул
у шари та вiдсутнiсть їх площинного впорядкування внаслiдок викори-
стання неструктурованих поверхонь. Також одержанi залежностi кiне-
тичної сили тертя вiд навантаження та обчисленi значення коефiцiєнта
тертя. Зроблено висновки про реалiстичнiсть дослiджуваної моделi.

Наведений у роздiлi 5 розгляд, що грунтується на принципах те-
орiї фазових переходiв Ландау, дає цiлiсну картину фрагментацiї твер-
дих тiл у процесi IПД. Побудовано фазовi дiаграми з областями реалi-
зацiї рiзних типiв стацiонарних структур. Мiнiмуми потенцiалу вiдпо-
вiдають формуванню стацiонарних структур iз рiзним розмiром зерна.
На фазовiй дiаграмi видiлено чотири областi – двi з iснуванням однi-
єї стацiонарної структури та двi з iснуванням двох. Установлено, що зi
збiльшенням пружних деформацiй розмiр зерен у стацiонарних струк-
турах зменшується. Дослiджено кiнетику встановлення стацiонарних
значень густини енергiї дефектiв. Для всiх областей фазової дiаграми
в межах адiабатичного наближення за допомогою аналiзу кiнетичного
рiвняння типу Ландау – Халатнiкова одержано часовi залежностi гу-
стини енергiї меж зерен. Згiдно з останнiми, тип стацiонарної структури
залежить вiд початкових значень густини енергiї меж зерен.
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РОЗДIЛ 1
IНДУКОВАНI ШУМОМ ПЕРЕХОДИ

1.1 Синергетична теорiя фазового переходу

1.1.1 Основнi положення термодинамiчної теорiї фазових
переходiв

Основна концепцiя фазових переходiв полягає в тому, що вiдмiн-
нiсть мiж фазами характеризується параметром порядку, який описує
їх внутрiшнi властивостi [2–7]. Зокрема пiд час утвореннi просторово-
перiодичних структур твердих розчинiв ступiнь впорядкування визна-
чається параметрами дальнього порядку, у разi переходу магнетик –
немагнiтний матерiал i рiдина – газ роль параметрiв порядку вiдiгра-
ють вiдношення спонтанної намагнiченостi до її максимального значе-
ння й густина середовища вiдповiдно (в останнiх двох прикладах упо-
рядкованими фазами є (анти) феромагнетик i рiдина).

Феноменологiчна теорiя Ландау дозволяє розглянути основнi
особливостi термодинамiки перетворення на основi розвинення вiль-
ної енергiї одиничного об’єму в ряд за степенями параметра порядку

F = F0 +
A

2
η2 +

B

4
η4 +

D

6
η6 − hη, (1.1)

де вiльна енергiя невпорядкованої фази F0 i параметриA,B,D є функ-
цiями температури T , що плавно змiнюються з нею. Останнiй дода-
нок у правiй частинi (1.1) враховує наявнiсть поля h, спряженого па-
раметра порядку η. Для твердих розчинiв, що впорядковуються, де
параметр порядку визначає дальнiй порядок у чергуваннi атомiв рiз-
ного сорту, спряжене поле дорiвнює рiзницi хiмпотенцiалiв компо-
нент. Якщо параметр порядку вiдповiдає спонтаннiй намагнiченостi, то
спряжене поле зводиться до магнiтної iндукцiї.

Розглянемо приклад, коли параметр фазового перетворення η є
однокомпонентним i дiйсним. За великих температур залежнiсть змiни
вiльної енергiї ∆F = F − F0 вiд параметра порядку η має монотонно
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зростаючий характер iз мiнiмумом у точцi η = 0, що вiдповiдає не-
впорядкованому стану (крива 1 на рис. 1.1а). Пониження температу-
ри приводить до появи на залежностi ∆F (η) мiнiмуму, який вiдповiдає
значенню η = ηe, вiдповiдному рiвноважнiй впорядкованiй фазi. Умо-
ва її iснування ∆F (ηe) < 0 задовольняється як для залежностi ∆F (η)
типу показаної кривою 6, так i для залежностi типу кривої 5. Перша
характеризується вiдсутнiстю енергетичного бар’єру, що роздiляє рiв-
новажнi невпорядкований (η = 0) i впорядкований (η = ηe) стани. Во-
на властива фазовим переходам другого роду. Характерною ознакою
фазових перетворень першого роду є наявнiсть бар’єру ∆F (ηcr) > 0
мiж станами η = 0 i η = ηe.

η

∆ F
1 2 3 4 5 6

0
ηcr

e0

e

m

e
η η

η η

ηe

1
η

η

η
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e0

m

1

2

TT T Tc c0
00

а

б
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Файл PDF создан с помощью FinePrint pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.comРисунок 1.1: а – вид залежностi змiни вiльної енергiї пiд час упорядкування
вiд параметра порядку за рiзних температур: 1 – T > T 0

c ; 3 – T = T 0
c ; 4

– T = T0; 5 – Tc < T < T0; 6 – T ≤ Tc; б – температурна залежнiсть
рiвноважного параметра порядку пiд час фазових переходiв першого (1) та
другого (2) родiв (суцiльна крива вiдповiдає стiйкому стану ηe, штрихова –

нестiйкому ηcr)

Вважаючи, що спряжене поле вiдсутнє (h = 0), i приймаючи па-
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раметри розвинення у виглядi

A = α (T − Tc) , α =
dA

dT

∣∣∣∣∣
T=Tc

> 0; B,D = const, (1.2)

зазначимо основнi особливостi температурної залежностi величин пiд
час фазових переходiв. Для переходiв першого роду характерна тем-
пература T 0

c , пiсля досягнення якої на залежностi ∆F (η) з’являється
плато (див. криву 3), що переходить iз подальшим зменшенням T у мi-
нiмум, вiдокремлений вiд точки η = 0 бар’єром кiнцевої висоти. Для
кривої 3 змiна вiльної енергiї, яка вiдповiдає мiнiмуму, що з’являється,
перевищує вiдповiдне точцi η = 0, тобто впорядкована фаза термо-
динамiчно невигiдна. Проте вона може iснувати метастабiльно. Якщо
температура досягає величини T0 меншої T 0

c , коли виконується умова
∆F (0) = ∆F (ηe) рiвностi змiни вiльної енергiї за вiдсутностi порядку
(η = 0) i за умови значення η = ηe, вiдповiдного точцi мiнiмуму (див.
криву 4), упорядкована фаза стає стабiльною. Залежнiсть, зображена
кривою 6 на рисунку 1.1а, здiйснюється за температур, що не переви-
щують величину Tc, а отже, що визначає точку втрати стiйкостi невпо-
рядкованої фази. Для фазових переходiв другого роду вона дорiвнює
температурi впорядкування T0.

З умови ∂F/∂η = 0 з урахуванням (1.1), (1.2), опустивши три-
вiальний розв’язок η = 0, легко визначити рiвноважний параметр по-
рядку для переходу другого роду (α,B > 0, D = 0)

η2
e = 3εη2

M , ε ≡ Tc − T
Tc

, (1.3)

де ηM =
√
αTc/3B – максимальне значення параметра порядку. У

разi переходу першого роду (α,D > 0, B < 0)

η2
e

η2
cr

}
= η2

m

(
1±√ε

)
, ε ≡ T 0

c − T
T 0
c − Tc

, (1.4)

де η2
m ≡ −B/2D задає мiнiмальне значення (див. криву 3 на рис. 1.1а).

Температурнi залежностi (1.3), (1.4) мають вигляд, представлений на
рисунку 1.1б. Якщо для фазових переходiв другого роду зростання
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температури в iнтервалi 0 − Tc приводить до монотонного спадання
величини ηe вiд 1 до 0, то в разi переходiв першого роду до темпера-
тури T 0

c вiдбувається плавне зменшення, а потiм рiзкий стрибок вiд
значення ηm до нуля. На залежностi ∆F (η) така поведiнка вiдбива-
ється зникненням мiнiмуму при T > T 0

c . У разi переходу першого роду
впорядкування з пониженням температури вiдбувається при T = Tc
iз стрибком параметра порядку ηec =

√
2ηm, а розупорядкування пiд

час нагрiвання – у точцi T0 (вiдповiдний стрибок параметра порядку
ηe0 =

√
3/2ηm). Проте, як зазначено вище, метастабiльна впорядко-

вана фаза може iснувати до температури T 0
c

1). Отже, за умови перехо-
ду першого роду температурна залежнiсть параметра фазового пере-
творення незворотна, iншими словами, спостерiгається гiстерезис.

1.1.2 Основнi положення синергетичної теорiї фазових
переходiв

Розглянемо тепер особливостi опису фазових переходiв систем
виведених iз рiвноваги в результатi накачування в них надмiрної енер-
гiї [3, 4]. У таких системах можливi якiснi змiни поведiнки мiкрорiвня,
що мають колективний характер (наприклад, когерентне випускання
електромагнiтних хвиль заздалегiдь збудженою системою електронiв у
лазерi). У межах синергетичної теорiї кiлькiсний опис указаного пе-
реходу був здiйснений у роботах Хакена. Лазерна модель з’явилася
першим прикладом дослiдження кооперативного перетворення пiд час
переходу в сильнозбуджений стан. Подiбно до теорiї фазових перехо-
дiв Ландау вона дозволяє описати кiнетичнi перетворення далеких вiд
рiвноваги систем. Якщо ранiше для адекватного дослiдження було до-
сить увести одну змiнну – параметр порядку, що задає густину бозе-
конденсату хиггсового поля – то для опису сильно нерiвноважних
систем необхiдно використовувати три змiннi: заселенiсть одночастко-
вими збудженнями збудженого й незбудженого станiв, хиггсове по-
ле, що визначає колективну моду, i спряжене йому поле. У лазерi роль

1)Така поведiнка реалiзується при дуже швидкiй змiнi температури.
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указаних змiнних належить вiдповiдно рiзницi заселеностей електрон-
них рiвнiв, напруженостi електричного поля, що визначається гу-
стиною бозе-конденсату фотонiв, i поляризацiї системи електро-
нiв щодо роздiлення за рiвнями. Основна iдея лазерної схеми поля-
гає в тому, що якiсна змiна системи або iншими словами, випадання
бозе-конденсату фотонiв обумовлена когерентним перерозподiле-
нням електронiв мiж молекулярними рiвнями.

Останнiми роками намiтилася тенденцiя до опису термодинамiч-
них фазових перетворень за аналогiєю зi схемою, що описує роботу ла-
зера. Як було показано на прикладах впорядкування металевого твер-
дого розчину й мартенситного переходу, у межах мiкроскопiчного пiд-
ходу будь-яке фазове перетворення може бути представлене аналогi-
чно лазернiй моделi. Переваги такого представлення пов’язанi з мож-
ливiстю розгляду як фазових, так i кiнетичних перетворень, а також iз
можливiстю сумiсного опису збуджень одиночного й колективного ти-
пу. Крiм того, пiдхiд Ландау може бути представлений як спрощення
лазерної схеми в результатi виключення всiх змiнних, крiм параметра
порядку. Отже, в його основi лежить розгляд лише колективної гiлки
збуджень.

Початковою посилкою нашого пiдходу є синергетична конце-
пцiя, у межах якої фазовий перехiд реалiзується в результатi взаємно
узгодженої поведiнки трьох ступенiв свободи: параметра порядку η(t),
спряженого поля h(t) i керувального параметраS(t) [1,3,4]. Перша па-
ра вказаних змiнних зв’язана вiд’ємним зворотним зв’язком iз третiм.
Основою синергетичного пiдходу є та обставина, що додатний зворот-
ний зв’язок iншої пари η(t), S(t) з h(t) приводить до самоорганiзацiї
системи, яка й представляє фазовий перехiд.

Iз математичного погляду найбiльш проста схема опису систе-
ми, що самоорганiзується, представляється вiдомою схемою Лорен-
ца [3, 4]. Вона репрезентує три диференцiальнi рiвняння, що виража-
ють швидкостi η̇, ḣ, Ṡ змiни величин η, h, S через їх значення. Харак-
терна особливiсть цих виразiв полягає в тому, що всi вони мiстять ди-
сипативнi доданки, величини яких обернено пропорцiйнi вiдповiдним
часам релаксацiї τη, τh, τS . Зазвичай пiд час дослiдження термодинамi-
ки фазового переходу приймають адiабатичне наближення τh, τS�τη,
яке означає, що в ходi своєї еволюцiї спряжене поле h(t) i керувальний
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параметр S(t) змiнюються настiльки швидко, що встигають слiдувати
за повiльною змiною параметра порядку η(t) [1]. Водночас еволюцiя
системи описується рiвнянням Ландау – Халатнiкова, у якому роль
вiльної енергiї вiдiграє синергетичний потенцiал. У результатi синер-
гетичний пiдхiд зводиться до феноменологiчної схеми фазового пере-
ходу. Вiдмiннiсть полягає в тому, що в синергетичних системах процес
самоорганiзацiї вiдбувається в областi великих значень керувально-
го параметра S, а в термодинамiчних – у низькотемпературнiй. Отже,
величина S не зводиться до температури. Крiм того, якщо для термо-
динамiчних систем температура середовища збiгається з її значенням
для термостата, то для синергетичних вiд’ємний зворотний зв’язок мiж
параметром порядку та спряженим полем, що вiдображає принцип Ле-
Шательє, знижує стацiонарне значення керувального параметра по-
рiвняно з його величиною, що фiксується зовнiшньою дiєю. На вiдмiну
вiд термодинамiки в синергетицi реалiзується не рiвноважний, а ста-
цiонарний стан.

1.1.3 Перехiд другого роду

Розглянемо випадок параметра порядку, що не зберiгається, для
якого можна нехтувати координатною залежнiстю й система Лоренца
надуває вигляду [1]

τηη̇ = −η +Aηh, (1.5)

τhḣ = −h+AhηS, (1.6)

τSṠ = (Se − S)−ASηh. (1.7)

Тут точка означає диференцiювання за часом t; τη, τh, τS – часи релак-
сацiї параметра порядку η, спряженого поля h i керувального параме-
тра S; Aη, Ah, AS – додатнi константи зв’язку; Se – параметр зовнiш-
ньої дiї. Характерна особливiсть системи (1.5) – (1.7) полягає в лiнiй-
ностi рiвняння (1.5) i нелiнiйностi (1.6), (1.7). Першi доданки описують
релаксацiю до стацiонарних значень η = 0, h = 0, S = Se, другi – зв’я-
зок мiж рiзними гiдродинамiчними модами. Вiд’ємний знак перед не-
лiнiйним доданком (1.7) вiдображає дiю принципу Ле-Шательє, плюс
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перед ηS в (1.6) – додатний зворотний зв’язок параметра порядку i
керувального параметра зi спряженим полем, який є причиною само-
органiзацiї.

Пiд час виконання спiввiдношень τh, τS � τη можна нехтува-
ти флуктуацiями величин h(t) ≈ h(η(t)), S(t) ≈ S(η(t)), вважаючи в
(1.6), (1.7) ḣ = 0, Ṡ = 0. У результатi одержуємо рiвностi

h = AhSeη(1 + η2/η2
m)−1, (1.8)

S = Se(1 + η2/η2
m)−1; (1.9)

η−2
m ≡ ASAh, (1.10)

що виражають спряжене поле й керувальний параметр через параметр
порядку. При η � ηm спiввiдношення (1.8) має лiнiйний вигляд, що
характеризується сприйнятливiстю χ = (AhSe)

−1. З зростанням па-
раметра порядку до значення η = ηm залежнiсть h(η) виходить на на-
сичення, а при η > ηm проявляє спадаючий характер, що вiдповiдає
вiд’ємнiй сприйнятливостi χ ≡ dη/dh i не має фiзичного сенсу. Звiд-
си випливає, що стала ηm, визначена рiвнiстю (1.10), має сенс макси-
мального значення параметра порядку. Що стосується рiвностi (1.9),
то вона описує спадання керувального параметра вiд максимального
значення Se при η = 0 до мiнiмальної величини Se/2 при η = ηm. Оче-
видно, що спадний характер залежностi S(η) є проявом принципу Ле-
Шательє.

Пiдставляючи (1.8) в (1.5), приходимо до рiвняння типу Ландау-
Халатнiкова

τηη̇ = −∂V/∂η, (1.11)

де синергетичний потенцiал має вигляд

V =
η2

2

{
1− Se

Sc

(
η

ηm

)−2

ln

[
1 +

(
η

ηm

)2
]}

, (1.12)

Sc ≡ (AηAh)−1 . (1.13)

Якщо параметр зовнiшньої дiї Se менший вiд критичного значення Sc,
визначеного рiвнiстю (1.13), то залежнiсть V (η) має монотонно зро-
стаючий вигляд iз мiнiмумом у точцi η0 = 0 (див. рис. 1.2а). Водночас
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Рисунок 1.2: а – залежнiсть синергетичного потенцiалу вiд параметра поряд-
ку для фазового переходу другого роду за рiзних значень параметра накачу-
вання Se (крива 1 вiдповiдає Se < Sc, крива 2 – Se > Sc); б – залежнiсть

стацiонарного значення параметра порядку вiд s ≡ Se/Sc

система не впорядковується. У закритичнiй областi Se > Sc синерге-
тичний потенцiал набуває мiнiмум за ненульового значення параметра
порядку 2)

η0 = ηm(s− 1)1/2, s ≡ Se/Sc. (1.14)

Як видно з рисунка 1.2б, стацiонарне значення параметра порядку η0

зростає кореневим чином при закритичному значеннi параметра зов-
нiшньої дiї s > 1. У разi рiзкого переходу системи в область s > 1 вона
за час

τ = τη(s− 1)−1 (1.15)

набуває стацiонарного значення параметра порядку (1.14). Водночас
залежнiсть η(t) має звичайний дебаєвський вигляд

η = η0

(
1− e−t/τ

)
. (1.16)

2)Оскiльки величина η0 обмежена умовою η0 ≤ ηm, то параметр зовнiшньої дiї s
обмежений зверху значенням sm = 2.
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1.1.3.1 Випадок τh � τη, τS

Як i вище, в (1.6) можна покласти ḣ = 0, що дає зв’язок

h = AhSη. (1.17)

Ураховуючи його в рiвняннях (1.5) i (1.7), що залишилися, i використо-
вуючи масштаби ηm, Se, τη для вимiрювання параметра порядку, керу-
вального параметра й часу, приходимо до системи

η̇ = −η(1− sS), (1.18)

Ṡ = τ−1
[
1− S(1 + η2)

]
. (1.19)

Її поведiнка задається параметрами:

s ≡ Se/Sc, τ ≡ τS/τη, (1.20)

перший iз яких визначає ступiнь збудження системи, а другий – спiв-
вiдношення характерних часiв релаксацiї керувального параметра й
параметра порядку. У границi τ � 1 права частина в (1.19) набуває
настiльки великих значень, що злiва можна покласти Ṡ = 0, i пiсля пiд-
становки одержаної залежностi (1.9) в (1.18) ми приходимо до розгля-
нутого вище адiабатичного наближення, поданого рiвностями (1.11)–
(1.13).

Оскiльки аналiтично одержати точнi залежностi η(t), S(t) iз си-
стеми нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (1.18), (1.19) не представ-
ляється можливим, проведемо її якiсне дослiдження методом фазової
площини. Такий аналiз дає можливiсть визначити характер залежно-
стей η(S) (фазових траєкторiй), сукупнiсть яких iз рiзними початкови-
ми координатами визначає фазовий портрет системи. Точний його виг-
ляд знайдемо методом числового iнтегрування системи рiвнянь (1.18),
(1.19) методом Рунге – Кутта 4-го порядку точностi.

Роздiливши почленно рiвняння (1.18) на (1.19), одержуємо ди-
ференцiальне рiвняння першої степенi

dη

dS
=
−τη(1− sS)

1− S(1 + η2)
. (1.21)
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Використовуючи (1.21), знайдемо особливi точки фазової площини,
тобто точки, у яких напрям дотичної до фазової траєкторiї η = η(S) не
визначено. Для цього запишемо систему рiвнянь dη/dS=0, dη/dS=∞

−τη(1− sS) = 0, (1.22)

1− S(1 + η2) = 0. (1.23)

Як показує її розв’язок фазовий портрет характеризується наявнiстю
двох особливих точок D(Se, 0), O (Sc, η0) з координатами S=Se, η =
0 i S=Sc, η = η0 вiдповiдно, де η0 визначено рiвнiстю (1.14). У
безрозмiрних величинах вони набувають вигляд S = 1, η = 0 i
S=s−1, η=

√
s− 1. Зазначимо, що точки, e яких фазовi траєкторiї ма-

ють вертикальну дотичну, задовольняють рiвнянню (1.23), а горизон-
тальну – (1.22).

Визначимо тепер характер стiйкостi особливої точки D(1, 0).
Для цього, вважаючи в рiвняннях (1.18), (1.19) S=1+aeλDt, η = beλDt,
де амплiтуди a, b � 1, проводимо лiнеаризацiю їх правих частин. Це
означає, що ми опускаємо всi нелiнiйнi доданки за малими зсувами
aeλDt, beλDt з особливої точкиD(1, 0). У результатi одержуємо однорi-
дну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно a, b:

(1 + λD − s)b = 0; (1.24)

(1 + τλD)a = 0. (1.25)

Умова їх розв’язку приводить до квадратного рiвняння для показникiв
Ляпунова λD

τλ2
D + (1 + τ − τs)λD + 1− s = 0, (1.26)

розв’язки якого мають вигляд

λD =
1

2

[
(s− 1)− τ−1

]
×

×
{

1±
√

1 + 4τ−1(s− 1) [(s− 1)− τ−1]−2

}
. (1.27)

Аналiз виразу (1.27) показує, що в передкритичнiй областi (s < 1) зна-
чення λD дiйснi та вiд’ємнi, а отже, точкаD являє собою стiйкий вузол.
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Вузол – особлива точка, через яку проходять iнтегральнi кривi, подiб-
но до того, як сiмейство парабол y = cxm (m > 0) проходить через
початок координат. Беручи до уваги, що за таких значеннях s особли-
ва точка O не реалiзується, приходимо до висновку – iз часом систе-
ма еволюцiонує в стацiонарний невпорядкований стан, що вiдповiдає
точцi D, згiдно з фазовим портретом, наведеним на рисунку 1.3а. Зро-
стання параметра τ = τS/τη приводить до закручування траєкторiй
навколо точки D, тобто зi зростанням iнерцiйностi змiни керувально-
го параметра порiвняно з параметром порядку виявляється тенденцiя
до виникнення коливального режиму. Оскiльки в закритичнiй областi
s > 1 показники Ляпунова (1.27) дiйснi та мають рiзнi знаки, точка D
є сiдлом (рис. 1.4). Так називають особливу точку, через яку проходять
лише двi iнтегральнi кривi, що є асимптотами (решта всiх кривих, що
мають вид гiпербол, через неї не проходять).
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Рисунок 1.3 — Фазовi портрети невпорядкованої фази (Se = 0.7Sc) для фа-
зового переходу другого роду: а – τh � τη = τS ; б – τη � τh = τS ; в –
τS � τh = τη. Примiтка – тут i на всiх подальших малюнках штрихова лiнiя
вказує точки, у яких фазовi траєкторiї мають вертикальну дотичну, пунктирна

– горизонтальну

Розглянемо особливу точку O
(
s−1,
√
s− 1

)
. За умови малого

вiдхилення вiд неї розв’язок системи (1.18) (1.19) має вигляд

S = s−1
(

1 + aeλOt
)
, η =

√
s− 1

(
1 + beλOt

)
, (1.28)

де a, b � 1. Пiдставляючи (1.28) в (1.18), (1.19), у лiнiйному набли-
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женнi за a, b одержуємо систему з двох однорiдних рiвнянь

a− λOb = 0, (1.29)

(s+ τλO)a+ 2(s− 1)b = 0. (1.30)

Умова iснування нетривiального розв’язку цiєї системи (a6=0, b6=0)
приводить до виразу для показникiв Ляпунова

λO = − s

2τ

(
1±

√
1− 8τ

s− 1

s2

)
. (1.31)

Звiдси видно, що за значень параметра τ , обмежених зверху величи-
ною

τc =
s2

8(s− 1)
, (1.32)

λO дiйснi та вiд’ємнi, а з його зростанням до значень τ > τc вони стають
комплексними з вiд’ємною дiйсною частиною. Отже, у цих межах то-
чкаO представляє стiйкий вузол i фокус вiдповiдно (фокус – асимпто-
тична точка всiх iнтегральних кривих, що мають вид спiралей, укладе-
них одна в одну).

Отже, у закритичнiй областi 1 < s ≤ 2 при τη � τS виникає
коливальний режим (див. рис. 1.4в), що характеризується частотою

ω =
[
8τs−2(s− 1)− 1

]1/2
s/2τS (1.33)

i коефiцiєнтом загасання
α = s/2τS . (1.34)

Зi зростанням температури в iнтервалi 1 < s < 2 величини ω, α зро-
стають, а критичне вiдношення часiв релаксацiї (1.32) спадає. Iншими
словами, збудження системи сприяє появi затухаючих коливань. Про-
те, як видно з рисункiв 1.4а–в, у найбiльшому ступеню прояву коли-
вального режиму сприяє зростання параметра τ = τS/τη � 1.

Зворотна границя τS � τη вiдповiдає адiабатичному наближен-
ню, що представляє стандартну картину фазового переходу. Згiдно з
рисунком 1.4 зменшення параметра τ → 0 приводить до видiлення на
фазовому портретi системи дiлянки MOD, до якої збiгаються з часом
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Рисунок 1.4 — Фазовi портрети впорядкованої фази (Se = 1, 5Sc) для фа-
зового переходу другого роду: а – τh � τη = 102τS ; б – τh � τη = τS ; в –

τh � τS = 102τη

усi траєкторiї. Як видно з часових залежностей, наведених на рисун-
ку 1.5а, конфiгуративна точка швидко рухається по траєкторiї, розта-
шованiй за межами дiлянки MOD, а з попаданням на неї iстотно спо-
вiльнюється, причому ефект уповiльнення позначається тим сильнiше,
чим менше параметр неадiабатичностi τ . Очевидно, указана дiлянка
MOD вiдповiдає притягаючiй множинi вiдомiй як «русло великої рi-
чки». Унiверсальнiсть кiнетичної картини фазового переходу виявляє-
ться в тому, що незалежно вiд початкових умов за τ → 0 параметри си-
стеми швидко досягають дiлянки MOD, положення якої не залежить
вiд мiкроскопiчних деталей її будови, i потiм поволi еволюцiонують по
цiй унiверсальнiй траєкторiї.

1.1.4 Перехiд першого роду

Викладена картина вважає, що час релаксацiї τη є постiйним
у ходi перетворення, хоча насправдi його величина може зростати з
параметром порядку η. Покажемо, що така дисперсiя приводить до
трансформацiї фазового перетворення з другого в перший рiд. Для
цього використовуємо просту залежнiсть

1

τη
=

1

τ0

(
1 +

κ

1 + (η/ητ )2

)
, (1.35)
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Рисунок 1.5 — Часова залежнiсть шляху l, пройденого конфигуративною
точкою по фазовiй траєкторiї: а – фазовий перехiд другого роду (крива 1 вiд-
повiдає фазовому портрету на рисунку 1.4а); б – фазовий перехiд першого
роду (крива 1 вiдповiдає фазовому портрету на рисунку 1.8а). Початок вiдлi-

ку l вiдмiчено хрестиком на вiдповiдних рисунках

що характеризується додатними константами τ0, κ, ητ . Тодi в межах
адiабатичного наближення τh, τS � τ0 система Лоренца (1.5) – (1.7)
зводиться до рiвняння (1.11), у якому проведене перепозначення τη на
τ0, а синергетичний потенцiал (1.12) набуває вигляду

V=
η2

2

{
1− Se

Sc0

(
η

ηm

)−2

ln

[
1+

(
η

ηm

)2
]}

+
κη2

τ

2
ln

[
1+

(
η

ητ

)2
]
,

(1.36)
де Sc0 ≡ (AηAh)−1. Згiдно з рисунком 1.6a за малих значень Se за-
лежнiсть V (η) має монотонно зростаючий вигляд, показаний кривою 1
iз мiнiмумом у точцi η = 0. За умови значення

S0
c = Sc0

[
1 +

η2
τ

η2
m

(κ− 1) + 2
ητ
ηm

√
κ

(
1− η2

τ

η2
m

)]
(1.37)

з’являється плато (крива 2), яке в разi Se > S0
c трансформується в мi-

нiмум, що вiдповiдає значенню параметра порядку η0 6= 0, i максимум,
що роздiляє мiнiмуми впорядкованої та невпорядкованої фаз (крива 3).
Iз подальшим зростанням параметра нерiвноважностi Se мiнiмум упо-
рядкованої фази заглиблюється, а висота мiжфазного бар’єру спадає,
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Рисунок 1.6 — а – вид залежностi синергетичного потенцiалу вiд параметра
порядку в разi рiзних значень Se: 1 – Se < S0

c ; 2 – Se = S0
c ; 3 – S0

c < Se <
Sc; 4 – Se ≥ Sc; б – залежнiсть стацiонарних значень параметра порядку
вiд параметра накачування Se (суцiльна крива вiдповiдає стiйкому стану η0,

пунктирна – нестiйкому ηm)

набуваючи нульового значення при критичному

Sc = Sc0(1 + κ). (1.38)

У разi, якщо Se ≥ Sc залежнiсть V (η) має той самий вигляд, що й
для фазового переходу другого роду (крива 4 на рис. 1.6a). Стацiонарнi
значення параметра порядку мають вигляд (рис. 1.6б)

ηm0 = η00



1∓

[
1 +

(
ηmητ
η2

00

)2 Se − Sc
Sc0

]1/2




1/2

, (1.39)

η2
00 ≡

1

2

[(
Se
Sc0
− 1

)
η2
m − (1 + κ) η2

τ

]
. (1.40)

Верхнiй знак вiдповiдає нестiйкому стану ηm, за якого синергетичний
потенцiал має максимум, нижний – стiйкому η0. Як видно з рисун-
ка 1.6б, у разi повiльного збiльшення параметра нерiвноважностi в
точцi Se=Sc вiдбувається стрибок параметра η0 вiд нуля до

√
2η00, а

потiм його значення зростає плавно. У разi зворотного спадання Se
вiд великих значень параметр порядку η0 плавно зменшується до точ-
ки Se=S0

c , η0=η00, а потiм стрибком набуває нульового значення. Да-
ний гiстерезис обумовлений енергетичним бар’єром властивим пере-
ходу першого роду та виявляється при величинах параметра α≡ητ/ηm
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менше значення 1. Зi збiльшенням швидкостi змiни параметра нерiв-
новажностi петля гiстерезису звужується.

Вимiрюючи величини η, S, h в одиницях ηm, Sc (див. (1.10),
(1.13)) та

hm ≡ ηm/Aη = A−1
η (AhAS)−1/2 , (1.41)

розглянемо рiзнi граничнi спiввiдношення часiв релаксацiї τ0, τh, τS .
Водночас у початковому рiвняннi (1.5) ефективний час релаксацiї τη
задається рiвнiстю (1.35).

1.1.4.1 Випадок τh � τ0, τS

Вважаючи в (1.6) ḣ = 0, знаходимо зв’язок (1.17) у виглядi
h = Sη. Його пiдстановка в рiвняння (1.5) приводить до виразу (час
вимiряний в одиницях τ0)

η̇ = −η
[
(1− S) + κ

(
1 + η2/α2

)−1
]
, (1.42)

що вiдрiзняється вiд (1.18) наявнiстю останнього доданка. Друге
рiвняння, яке випливає з (1.7), має той самий вигляд (1.19), що й вище.

Фазовий портрет системи (1.42), (1.19) має три особливi точки
D(s, 0), O(S−, η−), S(S+, η+) [3]. При s = Se/Sc0 < sc точка D пред-
ставляє стiйкий вузол, а при s > sc – сiдло. В iнтервалi S0

c < S < Sc
реалiзацiї фазового переходу першого роду точка S є сiдлом, а O –
притягаючим вузлом або фокусом.

Наведенi данi показують, що зi зростанням параметра нерiвно-
важностi Se фазовий портрет системи змiнюється (див. рис. 1.7). При
Se < S0

c , коли залежнiсть (1.36) має монотонно зростаючий вигляд,
точки S,O не реалiзуються, а D являє собою стiйкий вузол, що вiдпо-
вiдає невпорядкованiй фазi. До того ж, фазовий портрет має вигляд,
властивий фазовому переходу другого роду (див. рис. 1.3a). Пiд час
перевищення характерного значення (1.37) у системi вiдбувається бi-
фуркацiя, що полягає в появi сiдла S i стiйкого вузла/фокусаO. У разi
збiльшення параметра нерiвноважностi Se сiдло, що вiдповiдає енер-
гетичному бар’єру на залежностi V (η), наближається до вузла D i в
точцi Sc поглинає його. Подальше збiльшення параметра нерiвнова-
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жностi дає картину, що вiдповiдає впорядкованiй фазi для фазового
переходу другого роду.
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Рисунок 1.7 — Змiна виду фазових портретiв з температурою для фазового
переходу першого роду (κ = 1, α = 0.1, τh � τη = τS): а – Se = Sc0; б –

Se = 1.25Sc0; в –Se = 2.5Sc0

На рисунку 1.8 показано, як саме змiнюється фазовий портрет
упорядкованої фази

(
S0
c < Se < Sc

)
зi збiльшенням вiдношення часiв

релаксацiї τ = τS/τ0. Порiвнюючи з рисунком 1.4, бачимо, що в нав-
коло точки O поведiнка є практично такою самою, що й для фазово-
го переходу другого роду: в адiабатичної границi τS � τ0 траєкторiї
швидко збiгаються до унiверсальної дiлянкиMOS (рис. 1.8a), а в про-
тилежнiй границi τS � τ0 виявляється режим затухаючих коливань
(рис. 1.8в). Єдина вiдмiннiсть полягає в появi сепаратриси в областi
малих значень параметра порядку, що вiдображає наявнiсть бар’єру
на залежностi V (η). Дослiдження часових залежностей шляху l, прой-
деного точкою по траєкторiї, показує (див. рис. 1.5б), що як у разi фа-
зового переходу другого роду тут вiдбувається уповiльнення поблизу
русла великої рiчки MOS, яке вiдповiдає околицi мiнiмуму впоряд-
кованої фази.
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Рисунок 1.8 — Фазовi портрети для фазового переходу першого роду (κ =
1, α = 0.1): а – Se = 1.25Sc0, τh � τη = 102τS ; б – Se = 1.25Sc0, τh � τη =

τS ; в – Se = 1.8Sc0, τh � τS = 10τη

1.2 Нерiвноважнi переходи

1.2.1 Основнi визначення

У даному пiдроздiлi буде дослiджено самоорганiзацiю нелiнiйних
систем в умовах стохастичностi [3, 4, 7, 8]. Самоорганiзацiя – це ви-
никнення нових iндукованих флуктуацiями стацiонарних станiв. Така
поведiнка реалiзується за механiзмом фазових перетворень. Оскiль-
ки вони протiкають у сильно нерiвноважних системах пiд дiєю стохас-
тичних потокiв, то їх називають нерiвноважними переходами. Окремо
для них iснує визначення iндукованi шумом переходи, за яких густи-
на ймовiрностi розподiлення станiв демонструє змiну кiлькостi екстре-
мумiв. Iз загального погляду границю малих флуктуацiй (шумiв) роз-
глядають як рiвноважний фазовий перехiд. За великих iнтенсивностей
шуму потрiбно враховувати обмiннi потоки й, що система є нерiвно-
важною. Такi перетворення подають бiфуркацiйною дiаграмою. За ви-
значених умов система випробовує лише кiлькiснi змiни, проте пiд час
її переходу через критичний стан вiдбувається якiсна змiна поведiнки у
видi переходiв 1-го та 2-го родiв. Зовнiшнi флуктуацiї вимагають опису
системи випадковою величиною. Перехiд вiдбувається, коли актуаль-
на якiсна змiна випадкової величини, що вiдображує простiр елемен-
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тарних подiй Ω у простiр станiв [m1,m2]. Тому перехiд вiдбувається,
коли характер цiєї функцiї якiсно змiнюється.

Згiдно з теорiєю рiвноважних переходiв, якiсна змiна системи
простежується за змiною кiлькостi екстремумiв стацiонарної густини
ймовiрностi ps(x). Статистичнi моменти в цьому разi не мають iнфор-
мацiї як усередненi величини. Макроскопiчнi стани (фази) демонстру-
ють максимуми функцiї розподiлення (найбiльш iмовiрнi стани). Однак
максимуми не завжди описують стацiонарне розподiлення ймовiрно-
стi. Зовнiшнi флуктуацiї є макроскопiчними й порiвнянi з внутрiшнiм
шумом, що приводить до розмиття перехiдної зони та пiкiв, але дає мо-
жливiсть експериментального спостереження. Кiлькiсть i положення
екстремумiв ps(x) подають особливостi стацiонарної поведiнки в сто-
хастичному випадку.

Екстремуми ps(x) важливi з погляду ергодичної теореми, оскiль-
ки для ергодичного процесу значення ps(x)dx подає час, упродовж
якого система знаходиться поблизу точки x. Тому максимуми ps(x)
вiдповiдають станам, у яких система довго спостерiгається. Густина
ймовiрностi у квазiгiбсiвському виглядi

ps(x) = N exp(−2Uef (x)/σ2)) (1.43)

задається ефективним синергетичним потенцiалом

Uef (x) = −
[∫ x f(x′)

g2(x′)
dx′ − ν σ

2

2
ln g(x)

]
(1.44)

iз дрейфовою f(x) = −dV (x)/dx та дифузiйною g(x) компонентами. У
цьому разi максимуми ps(x) вiдповiдають мiнiмумам Uef (x); ν = 2 вiд-
повiдає численню Iто, ν = 1 – Стратоновича [7, 8]. Пiд час адитивного
шуму g(x) = const та

Uef (x) = V (x). (1.45)

Мiнiмуми потенцiалiв (максимуми ps(x)) характеризують стiйки стани,
тодi як максимуми потенцiалiв (мiнiмуми ps(x)) вiдповiдають нестiйким
станам. Як i для рiвноважних переходiв, максимуми ps(x) описують
макроскопiчнi фази, що є експериментально спостережуваними. Пiд
впливом зовнiшнiх флуктуацiй система змiнює фазовий стан швидше
нiж у разi внутрiшнiх шумiв.
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Екстремуми функцiї розподiлення ps(x) завжди вiдповiдають де-
термiнованим станам лише в разi бiлого шуму. Адитивний шум викли-
кає лише змiщення екстремальних значень по ландшафту потенцiалу,
тобто має дезорганiзувальний характер. Мультиплiкативний шум
g(x) 6= const визначається станом системи, тобто частинка коливає-
ться не лише в потенцiальному рельєфi, але й окремi дiлянки потенцi-
алу можуть випадково пiдiйматися та опускатися, i частинка перехо-
дить мiж мiнiмумами. За умови малого шуму мiнiмуми потенцiалу мо-
жуть пiдводитися, але залишаються мiнiмумами, а максимуми опуска-
тися, але є максимумами. Система за цiєї умови може знаходитися в
станi, що вiдповiдає вищiй потенцiальнiй ямi. За великих iнтенсивно-
стях шумiв та iстотнiй нелiнiйностi f(x) i g(x) поведiнка може змiнити-
ся. Мультиплiкативний шум приводить до появи нових мiнiмумiв, тоб-
то виникнення фазового переходу та утворення нових станiв. Вiн
генерує нерiвноважнi переходи, що не можна прогнозувати в межах
детермiнiстичного (феноменологiчного) пiдходу. Iз фiзичного погляду
система не пристосовується до середнiх властивостей середовища, а
поводиться активним чином. Такi переходи мають назву iндукованi
шумом переходами. Термiн «фаза» не використовують, оскiльки ви-
падкова величина x однорiдна в просторi (нуль-вимiрна система) та
макроскопiчнi стани не мають меж. Звичайна ж термодинамiчна фаза
спостерiгається в розподiлених системах та обов’язково має межi. От-
же, як у термодинамiцi для макроскопiчних станiв можна використати
спорiднене визначення «фаза».

1.2.1.1 Випадок малого бiлого шуму

Слiдуючи [7, 8], розглянемо границю малого бiлого шуму σ2 <<
1 та введемо позначення

U(x) = −
∫ x f(u)

g2(u)
du.

Стацiонарне розподiлення набуває вигляду

ps(x) = N exp(− 2

σ2
U(x0)) exp(

2

σ2
[−U(x) + U(x0)− νσ2

2
ln g(x)]),

(1.46)
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де x0 – координата найменшого мiнiмуму функцiї U(x). Якщо σ2 →
0 при x 6= x0, найбiльший внесок у стацiонарну густину ймовiрностi
вносить окiл головного мiнiмуму функцiї U(x). Метод якнайшвидшого
спуску дає

〈x〉 = x0 −
σ2

2U ′′(x0)

(
1

2

U ′′′(x0)

U ′′(x0)
− g′(x0)

g(x0)

)
, (1.47)

σ2
x ≡ 〈(x− 〈x〉)2〉 =

2σ2

U ′′(x0)
. (1.48)

У разi адитивного шуму мiнiмуми вихiдного потенцiалу V (x) вiдповiда-
ють мiнiмумам потенцiалу U(x). У цьому разi достатньо провести ана-
лiз детермiнованого рiвняння еволюцiї для дослiдження стiйкостi всiх
стацiонарних локальних станiв. Крiм найглибшого мiнiмуму V (x), усi
локальнi мiнiмуми являють метастабiльнi стани. Пiд час мультиплiка-
тивного шуму мiнiмуми вихiдного потенцiалу можуть не вiдповiдати мi-
нiмумам потенцiалу U(x), тобто детермiнований опис не має iнформа-
цiї.

1.2.1.2 Визначення границь дифузiйного процесу

У фiзичних задачах простiр станiв випадкового процесу не зав-
жди є всiєю дiйсною вiссю R [7, 8]. Наприклад, процес обмежений до-
датною пiдмножиною дiйсної осi R+

0 (якщо стохастична величина є гу-
стиною речовини). Вважається, що простiр станiв дифузiйного проце-
су знаходиться в iнтервалi [m1,m2], де одна або обидвi границi можуть
бути нескiнченними. Крiм того, функцiї f(x) та g(x) у рiвняннi Ланже-
вена, задовольняють умову Лiпшица на довiльному вiдрiзку [m1,m2]
iнтервалу (m1,m2), тобто iснує визначена стала K, така, що

|f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)| ≤ K|x− y|, x, y ∈ [m1,m2]. (1.49)

Ця нерiвнiсть виконується, якщо функцiї f(x) та g(x) є неперервно ди-
ференцiйованими. У разi, коли процес не досягає границь, його нази-
вають найкращим дифузiйним процесом i його простiр станiв не обме-
жується, а границi є недосяжними.
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Недосяжнi границi. Природнi границi при t → ∞ досягаються
лише з нульовою ймовiрнiстю. Нехай β – точка поблизу однiєї iз меж
(m1) та початковий стан x0 ∈ (m1, β).

Природна границя, реалiзується, якщо з iмовiрнiстю 1 дифузiй-
ний процес досягає точки β ранiше, нiж точки m1. Отже, границя m1

нiколи не буде досягнута, якщо процес Zt, досягнувши точки β, повер-
тається у вiдрiзок (m1, β) та з iмовiрнiстю одиниця Zt досягне β ще раз
ранiше за m1.

Класифiкацiю границь здiйснюють на основi iнтегрування ви-
значених функцiй, зокрема

φ(x) = exp

(
−
∫ x

β

2f(y)

σ2g2(y)
dy

)
. (1.50)

Формально, m1 природна границя, коли Φ1(m1),

Φ1(m1) =

∫ β

m1

φ(x)dx =∞. (1.51)

Нехай за умови, що t = 0 процес знаходиться в точцi x0 ∈
(m1, β).

Границя є притягувальною, коли процес виходить з iнтервалу
(m1, β) за кiнцевий час, причому через β, або знаходиться в ньому, тодi
x(t)→ m1 при t→∞. Водночас справедливi умови:

Φ1(m1) =

∫ β

m1

φ(x)dx <∞,

Φ2(m1) =

∫ β

m1

dx

σ2g2(x)

∫ x

m1

φ(x)φ−1(y)dy =∞. (1.52)

Якщо Φ1(mi) 6= ∞ та Φ2(mi) 6= ∞, то з iмовiрнiстю вiдмiнною
вiд нуля траєкторiї можуть досягати mi за кiнцевий час. Отже, процес
вiдчуває границю, а його поведiнка залежить не лише вiд дрейфової та
дифузiйної складових, але й граничних умов.

Типи граничних умов:

• поглинання – досягнувши границi mi, дифузiйний процес зали-
шається в нiй;
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• вiддзеркалення – досягнувши границi mi, дифузiйний процес
неперервно або миттєво повертається у вiдрiзок (m1,m2) (мит-
тєве вiддзеркалення) або знаходиться певний час на межi (вiд-
ображення iз запiзненням);

• вiддзеркалення з вiдскоком – досягнувши границi mi, ди-
фузiйний процес рiзко повертається у випадкову точку вiдрiзку
(m1,m2).

Поєднання цих умов приводять до бiльш складних граничних умов.
Досяжна границя називається поглинальною, якщо

Φ1(mi) <∞ та Φ2(mi) <∞ за умови справедливостi рiвностi

Φ3(m1) =

∫ β

m1

1

σ2g2(x)
φ−1(x)dx =∞. (1.53)

Таким чином, у разi початкового стану x0 ∈ (m1, β) ймовiрнiсть дося-
гнення точки β дорiвнює нулю при x0 → m1.

Границя регулярна в разi Φ1(mi) < ∞,Φ2(mi) < ∞,Φ3(mi) <
∞. При цьому можуть накладатися довiльнi обмеження.

1.2.2 Модель популяцiйної динамiки Мальтуса – Фер-
хюльста

Термiн «iндукований шумом фазовий перехiд» уперше з’явився
пiд час розгляду бiологiчної популяцiї в моделi Мальтуса – Ферхюль-
ста [7, 8]. Рiвняння еволюцiї бiологiчної популяцiї, заданої чисельнiстю
x ∈ [0,∞), має вигляд:

ẋ = αx− x2, (1.54)

де параметр зростання Мальтуса α – рiзниця мiж смертнiстю й на-
роджуванiстю особин. Другий доданок описує автономне зменшення
популяцiї. Розв’язком цього рiвняння є

x(t) =
x(0)eαt

1 + x(0)[(eαt − 1)/α]
. (1.55)
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За умови α < 0 маємо стiйкий розв’язок x = 0, а для α = 0 унаслiдок
бiфуркацiї генерується стацiонарний розв’язок x = α.

Нехай флуктуацiї середовища вiдбуваються швидко порiвняно з
часом релаксацiї системи τmacro = α−1. Оскiльки середовище впли-
ває через керувальний параметр, припустимо, що останнiй флуктує з
амплiтудою σ в околi середнього значення

α→ α(t) = α+ σξ(t). (1.56)

Тодi одержуємо рiвняння Ланжевена

ẋ = αx− x2 + σxξ(t) = f(x) + g(x)ξ(t). (1.57)

Моменти бiлого шуму ξ(t) визначаються так:

〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = δ(t− t′). (1.58)

Вiдповiдне до (1.57) рiвняння Фоккера – Планка записується
так:

∂

∂t
p(x, t) = − ∂

∂x
(αx−x2+(2−ν)

σ2

2
x)p(x, t)+

σ2

2

∂2

∂x2
x2p(x, t). (1.59)

Оскiльки процес вiдбувається в додатному просторi, то 0 та +∞ є вну-
трiшнiми границями процесу, якщо g(0) = 0, f(∞) = −∞. Вони також
природнi

Φ1(0) = C

∫ β

0
x−2α/σ2−2+ν exp(2x/σ2)dx =∞, (1.60)

Φ1(∞) = C

∫ ∞

0
x−2α/σ2−2+ν exp(2x/σ2)dx =∞. (1.61)

Границя +∞ природна для довiльних α, σ2. При α > σ2(ν − 1)/2 нуль
– природна. Для α < σ2(ν − 1)/2 виконується

Φ2(0) =∞, (1.62)

тому 0 – притягувальна границя.
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У стацiонарному випадку маємо розв’язок рiвняння Фоккера –
Планка у виглядi:

ps(x) = Nx2α/σ2−ν exp(−2x

σ2
). (1.63)

Густина ймовiрностi є iнтегрованою за умови

2α/σ2 − ν + 1 > 0, (1.64)

що еквiвалентноα > σ2(ν−1)/2 i визначає природнiсть границim1=0.
Нормуюча константа записується як

N−1 =

([
2

σ2

]2α/σ2−ν+1
)−1

Γ(2α/σ2 − ν + 1). (1.65)

За неможливостi нормування необхiдно врахувати, що точка x = 0
є стацiонарною, й оскiльки вона притягувальна, то вся система зна-
ходиться в нулi. Математично це описують дельта-функцiєю за умови
α < (1/2− ν)σ2, тобто

ps(x) = δ(x). (1.66)

Можливi стани визначаються параметром порядку згiдно з рiв-
нянням екстремумiв

αx0 − x2
0 −

νσ2

2
x0 = 0, (1.67)

що має розв’язки

x
(1)
0 = 0, x

(2)
0 = α− νσ2/2. (1.68)

Другий корiнь реалiзується за α > νσ2/2 й завжди максимум. Корiнь
x

(1)
0 являє собою максимум за 0 < α < νσ2/2.

Можна сказати, що реалiзується два типи переходiв iндукованих
шумом (рис. 1.9). Перше перетворення при α(1)

c =σ2(ν−1)/2 пов’язане
з тим, що змiнюється вид границi дифузiйного процесу. При α & α

(1)
c
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Рисунок 5.1 — Наближений хiд густини ймовiрностi в моделi Мальтуса-
Ферхюльста

Макроскопiчнi фази визначаються параметром порядку з рiвняння екс-
тремумiв

αx0 − x20 −
νσ2

2
x0 = 0, (5.13)

розв’язками якого є

x
(1)
0 = 0, x

(2)
0 = α− νσ2/2. (5.14)

Другий корiнь iснує при α > νσ2/2 i завжди максимум. Корiнь x(1)0 —
максимум при 0 < α < νσ2/2.

Таким чином, дана модель демонструє два типи iндукованих шумом
переходiв. Перший перехiд при α(1)

c = σ2(ν − 1)/2 пов’язаний iз змi-
ною границi дифузiйного процесу. З перевищенням α(1)

c дельта–функцiя
починає розпливатися вправо i точка нуль стає нестiйкою, хоча є най-
iмовiрнiшим значенням. Другий перехiд реалiзується, якщоα перевищує
α
(2)
c = σ2ν/2. У цьому випадку на стацiонарнiй густинi ймовiрностi з’яв-

ляється новий максимум i виникає нова фаза, iндукована шумом. Звiдси
випливає, що, пiдтримуючи постiйним стан середовища, можна переве-
сти систему в новий стан за рахунок змiни тiльки рiвня шуму в самому
середовищi.

Згiдно з вiдомим розподiлом (в iнтерпретацiї Стратоновича) можна

Рисунок 1.9 — Густина ймовiрностi в моделi Мальтуса – Ферхюльста [7, 8]

дельта-функцiя починає розмиватися вправо, i точка нуль перестає бу-
ти стiйкою, хоча є найiмовiрнiшою. Друге перетворення актуальне за
α > α

(2)
c = σ2ν/2. У цьому разi на стацiонарнiй густинi ймовiрностi

реалiзується новий максимум та iндукована шумом фаза. Отже, за по-
стiйного стану середовища здiйснюється перехiд системи в нову фазу
за рахунок лише змiни iнтенсивностi шуму в середовищi.

Вiдповiдно до вiдомого розподiлення (в численнi Стратоновича)
можна одержати

〈x〉 = α, 〈x2〉 = α2 + ασ2/2,

〈(x− 〈x〉)2〉 ≡ 〈(δx)2〉 = ασ2/2, (1.69)

тобто статистичнi моменти не змiнюються пiд час переходу через кри-
тичнi величини керувального параметра. Тому лише за екстремумами
густини ймовiрностi можна виявити другу точку перетворення (пер-
ша пов’язана зi змiною характеру межi). Зазначимо, що другий перехiд
вiдповiдає 〈x〉 = 〈(δx)2〉.

Пiд час першого переходу реалiзується перетворення вiд виро-
дженої випадкової величини до достовiрно випадкової. Його можна
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спостерiгати за величиною дисперсiї (ширини розподiлення) чи за рiв-
нянням еволюцiї в лiнiйному наближеннi (стацiонарна точка втрачає
стiйкiсть). Друге перетворення пов’язане з внутрiшньою нелiнiйнiстю
системи. Її стан задається взаємодiєю нелiнiйної динамiки та зовнiш-
нього шуму, що вже не є величиною O(V −d). Останнiй перехiд є iнду-
кованим шумом зсувом – зсувом детермiнованого перетворення. Iн-
дукованi шумом перетворення типу зсуву реалiзуються в точках втрати
стiйкостi систем, на яких дiє мультиплiкативний бiлий шум.

1.2.3 Модель генного вiдбору Арнольда, Хорстхемке,
Лефевра

Розглянемо фазове перетворення, що вiдбувається лише за ра-
хунок дiї шуму – iстинний iндукований шумом перехiд. Прикладом
найпростiшої моделi цього типу є модель, уперше сформульована
Арнольдом, Хорстхемке, Лефевром [7, 8]. Це модель хiмiчної реа-
кцiї речовин X,Y за умови, що зберiгається повна кiлькiсть молекул
N=X+Y=const

A+X + Y ↔ 2Y +A∗,

B +X + Y ↔ 2X +B∗. (1.70)

Еволюцiя вiдношення кiлькостi молекул X до загальної кiлькостi час-
тинок описується детермiнованим рiвнянням

ẋ = χ− x+ αx(1− x), x ∈ [0, 1], (1.71)

де x – параметр стану, α – керувальний параметр (властивiсть сере-
довища). У разi, коли χ = 1/2, детермiнований стацiонарний стан опи-
сується розв’язком

xs = [α− 1 +
√
α2 + 1]/2α, (1.72)

що є глобально стiйким, незалежно вiд α.

36



Нехай на систему дiють швидкi зовнiшнi флуктуацiї, тобто α →
α + σξ(t). У межi дельта-корельованого гаусiвського шуму рiвняння
Ланжевена має вигляд

ẋ = 1/2−x+αx(1−x) +
σ2

2
x(1−x)(1− 2x) +σx(1−x)ξ(t). (1.73)

Границi дифузiйного процесуm1 = 0,m2 = 1 за визначенням внутрiш-
нi та природнi. Стацiонарна густина ймовiрностi подається виразом

ps(x) = Nx−1(1− x)−1 exp

(
2

σ2

[
− 1

2x(1− x)
− ln ((1− x)x)

])
,

(1.74)
де нормувальна константа при α = 0:

N =
1

2
exp(2/σ2)K−1

0 (2/σ2), (1.75)

K0 – модифiкована функцiя Бесселя.
Характер границь не змiнюється, тому переходи описуються

екстремумами густини ймовiрностi на основi рiвняння

1

2
− x0 + αx0(1− x0)− σ2

2
x0(1− x0)(1− 2x0) = 0. (1.76)

За умови, якщо α = 0, детермiнiстичне рiвняння дає розв’язок
xs = 1/2. У разi швидких флуктуацiй (1.76) приводить до станiв
(рис. 1.10)

x
(1)
0 = 1/2, x

(2,3)
0 = (1/2)[1± (1− 4/σ2)1/2]. (1.77)

У разi α 6= 0 вплив поля викликає асиметрiю функцiї розподiле-
ння, хоча якiсних змiн не спостерiгається. Пiдвищення iнтенсивностi
флуктуацiй спричиняє появу максимумiв, тобто переходи є шумовими.
За умови α = 0 маємо неперервне перетворення другого роду. При
σ2 > σ2

c функцiя розподiлення є двомодовою й для вiдстанi мiж макси-
мумами одержуємо

lim
ε→0

[x
(2)
0 (σ2 + ε)− x(3)

0 (σ2 + ε)] ∼ (σ2 − σ2
c )

1/2 → 0. (1.78)
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Рисунок 5.2 — Наближений хiд густини ймовiрностi в моделi генного вiдбору

При α = 0 iз детермiнiстичного рiвняння одержуємо розв’язок xs = 1/2,
у разi швидких флуктуацiй маємо

x
(1)
0 = 1/2, x

(2,3)
0 = (1/2)[1± (1− 4/σ2)1/2]. (5.20)

У випадку α 6= 0 система перебуває пiд впливом поля, що призво-
дить до асиметрiї функцiї розподiлу, хоча якiсної змiни картини не вiдбу-
вається. Зростання iнтенсивностi шуму приводить до появи максимумiв.
Таким чином, переходи в такiй системi мають шумовий характер. При
α = 0 одержуємо м’який перехiд другого роду. При σ2 = σ2c функцiя
розподiлу має подвiйний максимум i для вiдстанi мiж фазами одержує-
мо

lim
ε→0

[x
(2)
0 (σ2 + ε)− x

(3)
0 (σ2 + ε)] ∼ (σ2 − σ2c )

1/2 → 0. (5.21)

Це означає, що зовнiшнiй гаусiвський шум iндукує критичну поведiнку
системи з критичною точкою α = 0, x(1)0 = 1/2, σ2 = 4. При довiль-
ному значеннi α один iз пiкiв функцiї розподiлу змiщується вправо або
влiво залежно вiд знака α. Пiд час переходу iнтенсивностi шуму через
критичне значення тип фазового переходу змiнюється. З’являється гi-
стерезис, i перехiд стає переходом першого роду. Екстремуми густини
ймовiрностi зазнають катастрофи типу “збiрка”.

Рисунок 1.10 — Густина ймовiрностi в моделi генного вiдбору [7, 8]

Отже, зовнiшнi гаусiвськi флуктуацiї викликають критичну поведiнку
в точцi α = 0, x

(1)
0 = 1/2, σ2 = 4. У разi змiни значення α один iз

максимумiв функцiї розподiлення зсувається в рiзних напрямках за-
лежно вiд знака α. Пiд час переходу рiвня шуму через критичну точку
механiзм фазового перетворення змiнюється, спостерiгається гiстере-
зис i реалiзується перехiд першого роду. Можна зробити висновок, що
мультиплiкативнi флуктуацiї можуть бути органiзуючуми й робити ста-
бiльними макроскопiчнi фази.

1.2.3.1 Особливостi критичної поведiнки

Щоб дослiдити критичну поведiнку використовується параметр
порядку. Вiн в iндукованих шумом переходах визначається положе-
нням екстремуму функцiї густини ймовiрностi й тут має вигляд η ≡
|x0 − 1/2|. Iнтенсивнiсть шуму вiдповiдає температурi, а параметр се-
редовища α – спряженому полю h [7, 8].
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Рiвняння екстремумiв визначає показник β. При σ2 → 4 одер-
жуємо β = 1/2 оскiльки

η =
1

2
[(σ2 − 4)/σ2]1/2 ∼ (σ2 − σ2

c )
1/2. (1.79)

Розглядаючи систему при α << 1, знаходимо критичний показник δ.
Вiдповiдно рiвняння екстремумiв при σ2 = σ2

c = 4 дає

η3 +
α

4
η2 − α

16
= 0. (1.80)

Далi розв’язання кубiчного рiвняння для найiстотнiших компонент
приводить до δ = 1/3, оскiльки

η ∼ α1/3. (1.81)

Обчислення сприйнятливостi χ = (∂η/∂α)|α=0 дає показник γ. За до-
помогою диференцiювання кубiчного рiвняння екстремумiв за α, одер-
жуємо асимптоту:

χ(σ2) ∼ (σ2 − σ2
c )
−1. (1.82)

Тобто нижче точки переходу (σ2 < σ2
c ) iндекси збiгаються γ = γ′ = 1.

Можна зробити висновок, що критичнi показники iндукованої
точки дорiвнюють класичним. Отже, опис рiвноважних, нерiвноваж-
них та iндукованих шумом перетворень проводиться як єдиного фун-
даментального явища – фазового перетворення.

1.2.4 Модель iз шумом довiльної iнтенсивностi

Пiд дiєю мультиплiкативного шуму можуть як виникати новi
екстремуми густини ймовiрностi, так i нескiнченно зростати значен-
ня функцiї розподiлення в околi особливих точок [7]. Зокрема, у точцi
x = 0 в моделi популяцiйної динамiки. Ця особливiсть може бути не
iнтегрованою, тодi нормування не є можливим, а поведiнка системи за-
дається границею дифузiйного процесу. Звiдси випливає, що в стоха-
стичнiй системi є актуальною детермiнiстична конденсацiя – обмежена
частина ступенiв свободи (можливi часовi залежностi x(t)) зводиться
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до x(t) = 0. Вiдповiдно, виникає питання: як саме буде вiдбуватися пе-
рерозподiлення мiж максимумами вiдповiдними детермiнiстичному та
впорядкованому станам?

Мета полягає в дослiдженнi особливостей рiвноважного розпо-
дiлення [7]

p(x) = Z−1 exp

(
−Uef (x)

T

)
. (1.83)

Будемо апроксимувати синергетичний потенцiал x4-моделлю Ландау

V (x) =
A

2
x2 +

B

4
x4, (1.84)

A = α(T − Tc), (1.85)

де α, Tc, B > 0 – сталi, T – iнтенсивнiсть шуму, що вiдiграє роль тем-
ператури. Для опису особливостей поблизу точки x = 0 для мульти-
плiкативної функцiї приймемо

g(x) = 21/2xa, (1.86)

де 0 ≤ a ≤ 1 – довiльний показник. Тодi стацiонарний ефективний
синергетичний потенцiал має вигляд

Uef (x) = 2Ta lnx+ U(x), (1.87)

U(x) =
A

2(1− a)
x2(1−a) +

B

2(2− a)
x2(2−a). (1.88)

Характерна риса систем iз мультиплiкативним шумом подається не-
аналiтичним виглядом (1.88) перенормованого потенцiалу U(x), при-
тому, що вигляд вихiдного V (x) є найпростiшим (1.84). Якщо a = 0,
маємо адитивний шум i U(x) = V (x). У разi, якщо a = 1, приходимо
до узагальнення моделi популяцiйної динамiки. У нестацiонарному ав-
томодельному режимi потенцiал (1.87) набуває доданку Uµ такого са-
мого, як i перший компонент виразу (1.88), тобто цей член можна вра-
хувати за допомогою перенормування температури Tc у виразi (1.85).

Особливiсть цього переходу полягає в тому, що пiд час зменше-
ння iнтенсивностi шуму T на розподiленнi (1.83) виникають максиму-
ми в точках ±x0 6= 0 за умови ∂Uef (x)/∂x = 0 реалiзацiї мiнiмумiв
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ефективного синергетичного потенцiалу. Пiдстановка виразiв (1.85),
(1.87), (1.88) дає рiвняння для координат максимуму x0, вимiряних в
одиницях αTc/B,

x2
0 + (2a/α)Θx

−2(1−a)
0 = 1−Θ, (1.89)

де безрозмiрна температура

Θ =
T

Tc
. (1.90)

Це рiвняння розв’язується лише при Θ < Θ0. Для цього врахуємо, що
в точцi Θ = Θ0 функцiя Uef (x) має нульовi першу та другу похiднi.
Остання приводить до рiвняння

x
2(2−a)
0 = (2a/α)(1− a)Θ0. (1.91)

Вилучення з рiвнянь (1.89), (1.91) значення x0 дає вираз для темпера-
тури переходу

(1−Θ0)2−a

Θ0
=

2a

α

(2− a)2−a

(1− a)1−a , Θ0 =
T0

Tc
. (1.92)

Рисунок 1.11 подає граничну температуру T0 залежно вiд показника a
за рiзних α. Пiд час адитивного шуму (a = 0) точка переходу T0 = Tc.
Зменшення a в областi малих значень знижує T0 – тим бiльше, чим
менший параметр α, що вiдповiдає за рушiйну силу переходу. Подаль-
ше збiльшення a приводить T0 до мiнiмуму й далi до зростання до зна-
чення (1.95) при a = 1. Одночасно найбiльш iмовiрне значення x0(T )
спадає з ростом T вiдповiдно до рисунка 1.12.

Зазначимо неперервнiсть фазового переходу в граничних випад-
ках a = 0, a = 1, та стрибок величини x0 у точцi переходу T0 у промiж-
нiй областi. Якщо a = 1 замiсть (1.87), маємо

Ũ = 2T lnx+ U(x), U = A lnx+ (B/2)x2. (1.93)

Водночас iмовiрнiсть (1.83) є максимальною в точцi

x0 = (1− (1 + 2/α)Θ)1/2,Θ ≡ T

Tc
, (1.94)

а вiдповiдна iнтенсивнiсть флуктуацiй

T0 = (1 + 2/α)−1Tc. (1.95)
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Залежнiсть граничної температури T0 вiд показника a при рiзних зна-
ченнях α подано на рис.5.3. У границi a = 0,що вiдповiдає адитивному

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8
α =10

α = 1

α = 0.1

Θ
0

a

Рис.1. Зависимость предельного значения                  интенсив- 
ности шума от показателя      мультипликативной функции. a

Θ
0 =T /T0 c

Рисунок 5.3 — Залежнiсть граничного значення iнтенсивностi шуму Θ0 вiд
показника мультиплiкативного шуму a

шуму, точка переходу T0 збiгається з критичним значенням Tc. Зроста-
ння показника в областi малих значень a приводить до зниження вели-
чини T0 — бiльш сильного чим менше параметр α, який визначає ру-
шiйну силу фазового переходу. Iз подальшим збiльшенням a величина
T0 проходить через мiнiмум i далi зростає до значення (5.38), що вiдпо-
вiдає a = 1. При цьому найбiльш iмовiрне значення x0(T ) зменшується
iз зростанням iнтенсивностi шуму згiдно з рис.5.4.

Характерно, що у граничних випадках a = 0, a = 1 фазовий пере-
хiд має неперервний характер, тодi як у промiжнiй областi величина x0
зазнає стрибка у точцi переходу T0.

У випадку a = 1 замiсть (5.30) одержуємо

Ũ = 2T lnx+ U(x), U = A lnx+ (B/2)x2. (5.36)

При цьому розподiл (5.26) має максимум у точцi

x0 = (1− (1 + 2/α)Θ)1/2 , Θ ≡ T/Tc, (5.37)

а iнтенсивнiсть шуму, яка вiдповiдає появi такого максимуму, набирає

Рисунок 1.11 — Граничне значення iнтенсивностi флуктуацiй Θ0 залежно вiд
показника a [7]

1.2.5 Багатопараметрична модель Лоренца – Хакена

Пiд час опису багатьох фазових переходiв достатньо обмежи-
тися однiєю гiдродинамiчною модою. На мiкроскопiчному рiвнi ади-
тивний шум у стохастичному рiвняннi еволюцiї має тепловий харак-
тер i залежить вiд розмiру об’єкта. По-iншому стохастичнiсть iнтер-
претується в разi впливу зовнiшнiх флуктуацiй. Вiдповiдно до детермi-
нiстичного рiвняння передбачається, що керувальний параметр здiй-
снює флуктуацiї поблизу середнього. У зв’язку з цим, потрiбно пере-
вiряти адекватнiсть, одержаних такий спосiб моделей, тобто розгля-
нути системи з декiлькома гiдродинамiчними ступенями вiльностi, що
поводяться самоузгоджено та стохастично. Шукана мультиплiкатив-
на функцiя одержується видiленням одного з цих ступенiв. Зазначимо,
що багатопараметричнi моделi iстотно розширюють можливостi опису
самоорганiзацiї пiд впливом зовнiшнього середовища. Такою моделлю
є трипараметрична система Лоренца – Хакена, що описує самоорга-
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Рис.2. Зависимость наиболее вероятного значения        
стохастической переменной от интенсивности шума

x0
Θ= T /T c

Рисунок 5.4 — Залежнiсть найбiльш iмовiрного значення x0 вiд iнтенсивно-
стi шуму Θ = T/Tc

вигляду
T0 = (1 + 2/α)−1Tc. (5.38)

Перехiд стохастичної системи у детермiнiстичний режим. Пода-
ний вище максимум розподiлу p(x) не є єдино можливим. Дiйсно, пiд-
ставляючи (5.30) у (5.26), бачимо, що при позитивних значеннях пара-
метра a функцiя розподiлу має особливiсть p ' Z−1x−2a при x → 0.
Це означає, що стала нормування Z має на нижнiй границi iнтегрува-
ння b → 0 вигляд Z ∼ b1−2a. Тому, якщо показник a лежить в iнтер-
валi вiд 0 до 1/2, то зазначена особливiсть розподiлу (5.26) є iнтегрова-
ною, i система поводиться у звичайний спосiб. Однак при a > 1/2 маємо
Z = ∞ i розподiл p(x) на границi x = 0 стає ненормованим. Це означає
утворення конденсату, що вiдповiдає детермiнiстичнiй поведiнцi системи
при x = 0 — зумовлюється границя дифузiйного процесу. Вiдповiдно до
функцiї розподiлу (5.26) маємо застосувати процедуру ренормалiзацiї.
Для цього за умови (5.30) розiб’ємо її на два множники:

p(x) = p0(x)p
′(x), (5.39)

p0(x) = Z−1
0 x−2a, p′(x) = (1/Z ′) exp (−U(x)/T ) , (5.40)

Рисунок 1.12 — Залежнiсть найбiльш iмовiрного значення x0 вiд рiвня шуму
Θ = T/Tc [7]

нiзацiю як частковий випадок фазового переходу [3, 7] (пiдрозд. 1.1).
Як зазначено в пiдроздiлi 1.1, у термодинамiцi параметр поряд-

ку визначає поведiнку пiдсистеми, що видiляється з термостата. Вплив
останнього на пiдсистему здiйснюється полем, спряженим параметру
порядку, та керувальним параметром, що можуть мати, зокрема, меха-
нiчний i термодинамiчний характер, а зворотнiй зв’язок мiж пiдсисте-
мою та термостатом вiдсутнiй. Синергетичний пiдхiд передбачає, що
пiдсистема є вiдкритою та реалiзується взаємний вплив усiх ступенiв
вiльностi – параметра порядку, спряженого поля та керувального па-
раметра. У цьому пунктi розглядається синергетична трипараметрична
модель з шумами кожної iз зазначених мод [3,4,7]. Показано, що у ме-
жах принципу пiдпорядкування (адiабатичного наближення) внутрiш-
нi флуктуацiї спряженого поля та керувального параметра набувають
зовнiшнього характеру щодо параметра порядку.

Синергетична схема Лоренца – Хакена з параметром порядку
η, спряженим полем h, керувальним параметром S та флуктуацiйними
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доданками має вигляд (пор. з (1.5) – (1.7)) [3, 7, 9]:

η̇ = − η

τη
+ γh+ σηξ, (1.96)

ḣ = − h

τh
+ ghηS + σhξ, (1.97)

Ṡ =
Se − S
τS

− gSηh+ σSξ, (1.98)

де ξ − δ-корельоване стохастичне джерело; ση, σh, σS – iнтенсивностi
флуктуацiй вiдповiдних величин.

Адiабатичнi умови τh, τS � τη дозволяють покласти в (1.97),
(1.98) τhḣ ∼ τSṠ ≈ 0, при цьому стохастичнi доданки зберiгаються.
Цi рiвняння дають вирази спряженого поля й керувального параметра
залежно вiд параметра порядку

h =
(
1 + η2/η2

m

)−1
[Ahη (Se + σSτSξ) + σhτhξ] , (1.99)

S = Se −ASηh+ σSτSξ, (1.100)

Ah = ghτh; AS = gSτS ; η−2
m = ASAh. (1.101)

Пiдстановка (1.99) у (1.96) приводить до стохастичного диференцiаль-
ного рiвняння в iнтерпретацiї Iто

τηη̇ = −η +
S−1
c η (Se + σSτSξ) + σhτhγτηξ

1 + η2/η2
m

, (1.102)

S−1
c = γτηghτh. (1.103)

Канонiчну форму рiвняння (1.102) одержують за допомогою роздiлен-
ня детермiнiстичної та стохастичної частин

η̇ = −∂V (η)

∂η
+ [σSgS(η) + σhgh(η)] ξ + σηξ. (1.104)

Тут величини вимiрюються в таких одиницях: час t в τη; параметр по-
рядку в ηm; iнтенсивностi шумiв ση, σh, σS в τ−1

η , (τητhγ)−1 та Sc/τS
вiдповiдно.

44



Розвинення за степенями η2 � 1 потенцiалу

V ≡ V (η) =
1

2

[
η2 − s ln(1 + η2)

]
, s ≡ Se

Sc
. (1.105)

приводить до розвинення Ландау з параметрамиA = 1− s,B = s ≈ 1,
а мультиплiкативнi функцiї gS(η), gh(η) записуються так:

gS(η) = ηgh(η) = η
(
1 + η2

)−1
, (1.106)

gh(η) =
(
1 + η2

)−1
. (1.107)

Принцип пiдпорядкування τh, τS � τη дозволяє звести модель
Лоренца з адитивними шумами до однопараметричної системи з муль-
типлiкативними флуктуацiями та синергетичним потенцiалом (1.105) iз
мiнiмумом у точцi

η0 = ±(s− 1)1/2, s =
Se
Sc
. (1.108)

Екстремальнi (стацiонарнi) точки розподiлення
p(η)s=Z

−1 exp {−Uef (η)} системи (1.96)–(1.98) визначаються
ефективним потенцiалом

Uef (η) = ln g2(η)− 2

∫
∂V/∂η

g2(η)
dη (1.109)

iз потенцiалом (1.105) i квадратом мультиплiкативної функцiї

g2(η) = σ2
η + σ2

hg
2
h(η) + σ2

Sg
2
S(η). (1.110)

Останнiй вираз випливає iз властивостi адитивностi квадра-
тiв дисперсiй незалежних випадкових величин, що мають нормальне
розподiлення. Формули (1.105)–(1.107), (1.109), (1.110) дозволяють
одержати явний вигляд потенцiалу Uef (η) та рiвняння стацiонарних
станiв:

z3 − sz2 − σ2
Sz + 2

(
σ2
S − σ2

h

)
= 0, z ≡ 1 + η2. (1.111)

Отже, екстремуми визначаються параметром зовнiшньої дiї s та вели-
чинами iнтенсивностей σ2

S , σ
2
h мультиплiкативних флуктуацiй.
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1.2.5.1 Синергетичний перехiд при адитивних флуктуацiях

У найпростiшому прикладi, коли ση = σh = σS = 0, рiвняння
(1.96)–(1.98) набувають вигляду детермiнiстичної моделi Лоренца, а
стохастичне рiвняння (1.104) записується у формi

η̇ = −η
(

1− s

1 + η2

)
. (1.112)

Уведення змiнної z = 1 + η2 дає

dt =
−2zdz

z2 − z (s+ 1) + s
, (1.113)

звiдки одержуємо

t = − ln

[
(
z2 − (s+ 1) z + s

)(z − s
z − 1

)(s+1)/(s−1)
]
. (1.114)

Видно, що за умови s < 1 система переходить у стан η0 = 0, а при s > 1
– в η0 6= 0. У статистичнiй фiзицi фази η0 = 0 i η0 6= 0 називаються
симетричною та несиметричною. Стацiонарна густина ймовiрностi ха-
рактеризується одним максимумом при η0 = 0 у першому прикладi та
двома максимумами в точках (1.108) – у другому. За вiдсутностi флук-
туацiй цi максимуми δ-подiбнi:

p(η)s ∝ δ{dV/dη}. (1.115)

Адитивний шум параметра порядку (ση 6= 0, σh = σS = 0) не
змiнює положення стацiонарних станiв. Водночас голкоподiбнi макси-
муми функцiї розподiлення стають колоколоподiбними з шириною за-
лежною вiд рiвня шуму параметра порядку

p(η)s = Z−1 exp{−V (η)/σ2
η}. (1.116)
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1.2.5.2 Синергетичний перехiд при мультиплiкативному
шумi

Iнтегральний внесок U(η) в ефективному потенцiалi (1.109) за
умови, якщо ση = 0, дається виразом

U(η) ≡
∫
η
(
1 + η2

) (
1− s+ η2

)

σ2
h + σ2

Sη
2

dη. (1.117)

Уведення спiввiдношення iнтенсивностей шуму α2 ≡ σ2
h/σ

2
S та змiнної

y ≡ α2 + η2 приводить (1.117) до вигляду

σ2
SU(y) =

y2

4
+

(
1

2
− α2

)
y +

1

2

(
1− α2

) (
1− α2 − s

)
ln y − α2

2
.

(1.118)
Повернення до вихiдних змiнних i врахування того, що потенцiал одер-
жано з точнiстю до довiльної сталої, яку можна включити в нормуваль-
ну константу густини ймовiрностi, дає ефективний потенцiал

Uef (η) =
1

2

[(
η4/2

)
+
(
2− s− α2

)
η2 +

+ (1− α2)(1− s− α2) ln(α2 + η2)
]

+

+ σ2
S ln

[
g2
S(η) + α2g2

h(η)
]
, α2 ≡ σ2

h

σ2
S

. (1.119)

1.2.5.3 Вплив стохастичностi спряженого поля

Вiдповiдно в (1.119) знаходимо лiмiт при σS → 0 та проводимо
розвинення за σS iз точнiстю до неiстотної константи

σ2
hUef (η) =

21/2

3
(gh(η))−3 − 2s(gh(η))−2 + 2σ2

h ln gh(η). (1.120)

У цьому разi реалiзується мiнiмум функцiї розподiлення в точцi η0=0
(симетричний стан), якщо стацiонарний керувальний параметр s не
бiльший вiд критичного значення

shc = 1− 4σ2
h, (1.121)
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яке зменшується з ростом шуму спряженого поля. При s > shc розв’я-
зок (1.111) визначає координати η0+ = −η0− максимумiв несиметри-
чної фази. Залежнiсть η0+(s, σh) монотонно зростає в областi вище за
критичнi значення s, σh.

За малих s i σh стацiонарний параметр порядку задається вира-
зами

η2
0± ≈

{
(4σ2

h)1/3 − 1 + (s/3)(1 + 3−1/2), якщо s→ 0,
s− 1 + 4σ2

h/s
2, якщо σ2

h → 0,

характерними для перетворення другого роду за критичного значення
s = sc. Зазначимо, що за умов s = 0 та σh > σc = 1/4 може бути акту-
альним синергетичний (iндукований шумом) перехiд у несиметричний
стан.

1.2.5.4 Вплив стохастичностi керувального параметра

Дослiдимо стацiонарнi стани системи, враховуючи шум керу-
вального параметра. Стацiонарна густина ймовiрностi реалiзацiї пара-
метра порядку дається ефективним потенцiалом

Uef (η) =
η4

4
+
(

1− s

2

)
η2 +(1−s+2σ2

S) ln η−2σ2
S ln(1+η2). (1.122)

Рiвняння екстремумiв (1.122) випливає з (1.111) за умови σh = 0, ана-
лiз розв’язкiв якого залежно вiд величин s i σS указує, що нульовий
корень рiвняння (1.111) iснує нижче кривої

s = 1 + 2σ2
S . (1.123)

Також реалiзуються ще два розв’язки. Виключення кореня η2 = 0 при-
водить до квадратного рiвняння:

η4 + (3− s)η2 − (2s+ 2σ2
S − 3) = 0. (1.124)

Згiдно з яким нульовий розв’язок визначається рiвнiстю

s = (3− 2σ2
S)/2. (1.125)
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Iншими розв’язками рiвняння (1.124) є

η2
± =

1

2

[
s− 3±

√
(3− s)2 + 4(2s− 3 + 2σ2

S)

]
. (1.126)

Вiдповiдно на кривiй (1.123) iснують два ненульовi розв’язки

η2
0± =

1

2

{
s− 3±

[
(s− 3)2 − 4(4− 3s)

]1/2}
, (1.127)

що не мають фiзичного змiсту за умови s < 4/3, оскiльки η комплекснi.
У точцi s = 4/3 вони дорiвнюють нулю, а за s > 4/3 є дiйсними й
η0+ = −η0−, вiдповiдно в точцi

s = 4/3, σ2
S = 1/6 (1.128)

iснує кратний нуль рiвняння (1.111). Симетрiя потенцiалу (1.122) свiд-
чить, що за виконання умови (1.123) корiнь η2 = 0 вiдповiдає його
мiнiмуму в областi s < 4/3. При цьому за s > 4/3 вiн задає максимум,
а за умови η2

0+ реалiзуються два мiнiмуми.
Визначимо критерiї iснування кратних дiйсних розв’язкiв рiвнян-

ня (1.111), зокрема розглянемо умову рiвностi нулю його дискримiнан-
та. В нашому прикладi основним параметром є iнтенсивнiсть шуму ке-
рувального параметра. Рiвнiсть нулю дискримiнанта приводить до ви-
разiв

σ2
S = 0, σ4

S − σ2
S(27(1− s/3)/2− s2/8) + s3/2 = 0, (1.129)

розв’язання яких дає кратнi дiйснi коренi, що знаходяться на двох кри-
вих та вiдрiзняються знаками «+» та «–» у записi

2σ2
S±=

(
27

2

(
1−s

3

)
−s

2

8

)
±
[(

27

2

(
1−s

3

)
−s

2

8

)2

−2s3

]1/2

. (1.130)

Як видно з (1.130), крива зi знаком «–» при s = 0 має початок у точцi
σ2
S = s = 0, друга (зi знаком «+») за вiдсутностi впливу керувального

параметра – у точцi σ2
S = 27/2, s = 0. Точка дотику кривих (1.130)

дається виразом
(

27

2
− 9s

2
− s2

8

)2

− 2s3 = 0, (1.131)
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тобто має координати

s = 2; σ2
S = 2. (1.132)

Можна показати, що лiнiя σS− у (1.130) i крива (1.123) мають спiльну
точку (1.128).
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Рисунок 5.7 — Фазова дiаграма при шумi керуючого параметра

Можна переконатися також, що крива σε− у (5.87) i лiнiя (5.80) дотика-
ються у точцi (5.85).

Проведений аналiз дозволяє побудувати фазову дiаграму даної си-
стеми в умовах шуму керуючого параметра (рис.5.7). Вона показує, що
область S нижче кривих (5.80), (5.87) вiдповiдає стабiльнiй симетричнiй
фазi (η = 0), а область N (вище (5.80)) — стабiльним несиметричним
фазам. Область SM , обмежена (5.80) i (5.87), показує наявнiсть аб-
солютно стiйкої симетричної фази i метастабiльних несиметричних. То-
чка перетину лiнiй 1 i 2 є трикритичною (5.85). Якщо систему перевести
iз стану a у стан c, то реалiзується перехiд другого роду. На траєкторiї
a → b → c система потрапляє в область стабiльної несиметричної фази
c через метастабiльний стан b. Характерно, що при цьому ефективний
потенцiал (5.79) стрибком змiнює своє значення в точцi η0 = 0 вiд −∞
в областi 3 до нуля на кривiй (5.80), а потiм — вiд нуля до +∞ в областi
2. Така поведiнка не дозволяє характеризувати даний перехiд як перехiд
першого роду, хоча метастабiльна несиметрична фаза на данiй кривiй
стрибком перетворюється на стабiльну η0+ у (5.84).

Бiфуркацiйнi дiаграми на рис.5.8 показують поведiнку стацiонарних
станiв системи залежно вiд iнтенсивностi σε при фiксованих значеннях
Θ. Спостерiгаємо, що на межi областi S при σ2ε > 1/6 вiдбувається
стрибкоподiбна поява двох екстремальних точок потенцiалу (5.79), одна
з яких вiдповiдає нестабiльному стану ηu, а iнша — метастабiльному ηm.

Рисунок 1.13 — Фазова дiаграма при флуктуацiях керувального параметра
[7, 9]

Фазова дiаграма на рисунку 1.13 має область S стабiльної симе-
тричної фази (η = 0) нижче лiнiй (1.123), (1.130) та областьN стабiль-
ної несиметричної фази вище кривої (1.123). Область SM метаста-
бiльностi симетричної та несиметричної фаз обмежена лiнiями (1.123)
та (1.130). Трикритична точка (1.128) визначається перетином лiнiй 1
i 2. Пiд час переведення системи зi стану a у c вiдбувається перехiд
другого роду. За шляхом a → b → c система переходить в область
стабiльної несиметричної фази c, минаючи метастабiльний стан b. За-
значимо, що ефективний потенцiал (1.122) стрибкоподiбно рухається
вiд значення −∞ в областi S (точка η0 = 0) до нуля на лiнiї (1.123),
а далi – вiд нуля до +∞ в доменi N . Це перетворення не є переходом
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першого роду, утiм, метастабiльна несиметрична фаза на цiй траєкторiї
стрибком становиться стабiльною та визначається η0+ (1.127).

Бiфуркацiйнi дiаграми (рис. 1.14) демонструють залежностi ста-
цiонарних станiв вiд iнтенсивностi σS при заданому значеннi s. Видно,
що на межi домену S при σ2

S > 1/6 стрибком виникають два екстрему-
ми потенцiалу (1.122), один дає нестабiльний стан ηu, а iнший – мета-
стабiльний ηm.

Синергетичний потенцiал (1.122) характеризується логарифмiч-
ною особливiстю при η → 0, Uef (η) → −∞ нижче кривої (1.123) та
Uef (η) → +∞ вище неї. Згiдно з [8] другий приклад вiдповiдає абсо-
лютно поглинальнiй границi за η = 0, а третiй – абсолютно вiдобра-
жальнiй. На кривiй (1.123) границя зникає через обернення на нуль
коефiцiєнта перед ln η у (1.122). Обчислимо граничнi функцiонали по-
близу сингулярної точки η = 0

Φ1(m,β) =

(
1− s
σ2
S

+ 1

)−1 [
β

1−s
σ2
S

+1
−m

1−s
σ2
S

+1
]
, (1.133)

де введено позначення β = (s−1)2. За умовиm→ 0 одержуємоL =∞
в областi, обмеженiй рiвнем шуму

σ2
c = s− 1, (1.134)

i Φ1 <∞ при σ2
S > σ2

c . Для iншого одержуємо

Φ2(m,β) = (1− s+ σ2
S)−1 ln

(
β

m

)
. (1.135)

За σ2
S > σ2

c одержуємо Φ2 =∞, отже, в областi σ2
S < σ2

c лiва границя є
недосяжною навiть за час t = ∞, а за σ2

S > σ2
c вона досягається лише

за t→∞. Така поведiнка реалiзується лише за вiдсутностi флуктуацiй
спряженого поля.

1.2.5.5 Сумiсна дiя шумiв спряженого поля й керувального
параметра

У бiльш загальному прикладi впливу двох мультиплiкативних
шумiв σh i σS на основi рiвняння (1.104), стацiонарна густина ймовiр-

51



136 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ ñàìîîðãàíiçàöi¨ ó ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ

0 2 4 6
0

1

2

3
η

η

η
s

m

u

η

σS0 2 4 6
0

1

2

3

η

σS

η

η

m

u

0 2 4 6
0

1

2

3

η

σS

η
s

m

u

m

u

η

η

η

η

0 2 4 6
0

1

2

3

η

σS

η
s

m

u

η

η

s >24/3 < s < 2

1 < s < 4/3s < 1

Ðèñ.14. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà  :  - óñòîé÷èâûå, -
íåóñòîé÷èâûå, - ìåòàñòàáèëüíûå ðåøåíèÿ. 

η
Θ η η

η
s u

m

Рисунок 5.8 — Бiфуркацiйна дiаграма при шумi керуючого параметра

Необхiдно зазначити, що ефективний синергетичний потенцiал (5.79)
має логарифмiчну особливiсть при η → 0. Простежується, що
Uef (η) → −∞ нижче вiд кривої (5.80) i Uef (η) → +∞ вище вiд неї.
Згiдно з класифiкацiєю, наведеною у [6], перший випадок показує наяв-
нiсть в системi абсолютно поглинаючої границi в точцi η = 0, а другий —
абсолютно вiдображаючої. На самiй кривiй (5.80) границя зникає вна-
слiдок занулення коефiцiєнта перед ln η у (5.79). Розглянемо поведiнку
системи поблизу сингулярної точки η = 0. Обчислимо граничнi фун-
кцiонали. Для першого маємо

L1(b, ) =

(
1−Θ

σ2ε
+ 1

)−1 [
(1−Θ)/σ2

ε+1 − b(1−Θ)/σ2
ε+1
]
. (5.90)

Рисунок 1.14 — Бiфуркацiйнi дiаграми при флуктуацiях керувального пара-
метра [7, 9]
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ностi визначається потенцiалом (1.119), що, на вiдмiну вiд (1.122), ха-
рактеризується скiнченою границею за η → 0. Уведення параметра

a = 1− α (1.136)

та перенормування величин

σ̃ ≡ σS
a
, s̃ ≡ s

a
, η̃2 =

1 + η2

a
− 1, (1.137)

дає можливiсть знайти при α < 1 вираз (1.119) у виглядi Ũef/σ̃2, де
Ũef одержується з (1.122) за допомогою замiни σS , s, η на величини
(1.137). Одночасно флуктуацiї спряженого поля враховуються пере-
нормуванням мiнiмального параметра порядку значенням (a−1−1)1/2,
отже розбiжнiсть при η̃ ≈ 0 не реалiзується.

Рiвняння стацiонарних станiв для потенцiалу (1.119) має двi
компоненти, перша є тривiальною η = 0, а друга визначається ви-
разом (1.111), аналiз якого для кривої iснування нульового розв’язку
дає вираз, що вiдрiзняється вiд (1.123) доданком −4σ2

h у правiй час-
тинi. Кратнi дiйснi коренi лежать на лiнiї, що знаходиться нижче, нiж
зазначено вище, та дотикається до неї в трикритичнiй точцi

s =
4

3

(
1− σ2

h

)
, σ2

S =
1

6

(
1 + 8σ2

h

)
. (1.138)

Фазова дiаграма в осях σS − s при заданих значеннях σh наве-
дена на рисунку 1.15 та за σ2

h < 1 якiсно збiгається iз зображеною на
рисунку 1.13. За рiвностi σ2

h = 1 трикритична точка (1.138) опиняє-
ться на осi σS , а за σ2

h > 2 потрапляє в домен s < 0. Через скiнчен-
нiсть потенцiалу (1.119) за обмежених значеннях параметра порядку
на дiаграмi є крива 2 спiвiснування симетричної та несиметричної фаз
(бiнодаль). Нижче цiєї лiнiї симетрична фаза стабiльна, а несиметрич-
на – метастабiльна, вище бiнодалi маємо протилежну картину. Крива 1
(спiнодаль) є границею абсолютної втрати стiйкостi фази з η = 0. Ви-
ще спiнодалi реалiзується лише стiйкий несиметричний стан. За зада-
них σh пiд час змiни s вiдбувається фазове перетворення другого роду,
коли σS менше за критичне (1.138) (пряма a → c на рисунку 1.15а).
Якщо σS бiльше, нiж вказане значення, то реалiзується перехiд пер-
шого роду (пряма a′ → c′ на рисунку 1.15б).
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Рисунок 1.15 — Фазова дiаграма при дiї флуктуацiй спряженого поля i керу-
вального параметра: а, б, в – σ2

h = 0, 5, 1, 0, 2, 0. Кривi 1, 2, 3 являють спiн-
одаль, бiнодаль та лiнiю iснування кратних коренiв [7, 9].
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РОЗДIЛ 2
ЕВОЛЮЦIЯ IЄРАРХIЧНОЇ СИСТЕМИ

2.1 Теорiя iєрархiчного зв’язку

Не дивлячись на повсякденний прояв iєрархiчностi в соцiумi та
усвiдомлення її ролi в iнших системах теорiя iєрархiчностi супiдрядних
ансамблiв набула розвитку лише пiд час опису динамiки спiнових сте-
кол. Основна iдея полягає в тому, що iєрархiчно супiдряднi об’єкти
утворюють ультраметричний простiр, геометричним образом якого є
дерево Кейлi. Ступiнь iєрархiчного зв’язку w (спорiдненостi – в гене-
алогiї) об’єктiв, що вiдповiдають вузлам дерева на заданому рiвнi, ви-
значається кiлькiстю крокiв k до спiльного предка, яке задає вiдстань
ζ ∼ k в ультраметричному просторi [3]. Мета пiдроздiлу – визначення
можливих типiв функцiї w(ζ), що реалiзовуються для рiзних iєрархiч-
них дерев.

Характеризуватимемо iєрархiчний об’єкт (вузол дерева) на рiвнi
k iнтенсивнiстю zk, що зростає з переходом на вищий рiвень k− 1 (на-
йочевиднiше це виявляється на прикладi службової iєрархiї). Ця об-
ставина вiдображається рекурентним спiввiдношенням

zk−1 = zk +N−1
k w(zk), (2.1)

де w(zk) – шукана функцiя iєрархiчного зв’язку, Nk – кiлькiсть вузлiв
на рiвнi k. Для простого прикладу регулярного дерева, показаного на
рисунку 2.1а, реалiзується властива фрактальним об’єктам експонен-
цiальна залежнiсть

Nk = jk ≡ eζ , ζ ≡ k ln j, (2.2)

де j – гiллястiсть дерева (на рис. 2.1а, j = 2), ζ – вiдстань в ультра-
метричному просторi. Для виродженого дерева, кожен рiвень якого мi-
стить лише один вузол (рис. 2.1б, j = 3), що гiлкується, маємо лiнiйне
спiввiдношення

Nk = (j − 1)k + 1 ≈ kj, (2.3)
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де наближена рiвнiсть вiдповiдає прикладу j >> 1. I нарештi, можна
вважати, що в загальному прикладi дерева, типу зображеного на ри-
сунку 2.1в, застосовна степенева апроксимацiя

Nk = nka; a > 1, n > 0. (2.4)

Рiвняння (2.1) уперше використане для опису iєрархiї резонан-
сiв нелiнiйних коливань, має чудову властивiсть самоподiбностi, що є
основою властивiстю iєрархiчних систем. Дiйсно, вважаючи, що вели-
чина iнтенсивностi zk ∼ ξ−k задається параметром подiбностi ξ < 1,
а функцiя зв’язку задовольняє умовi однорiдностi w(ξz) = ξαw(z), з
(2.1), (2.2) для k >> 1, коли zk−1 ∼ zk, одержуємо звичайний зв’язок

α = 1−D,D ≡ ln j/ ln ξ−1 (2.5)

мiж показником α фiзичної характеристики та фрактальною розмiр-
нiстю D ≤ 1 самоподiбного об’єкта. При k → ∞ у (2.1) можна пе-
рейти до континуальної межi, замiнюючи рiзницю zk − zk−1 похiдною
dz(k)/dk. У результатi одержуємо

∫
dz

w(z)
= −

∫
dk

N(k)
. (2.6)

Оскiльки основний внесок у лiву частину дають малi z, то через вла-
стивiсть однорiдностi можна скористатися асимптотикою

w(z) = Wz1−D, z → 0. (2.7)

У результатi для регулярного дерева, що характеризується роз-
подiленням вузлiв (2.2), одержуємо

w = e−∆ζ , ∆ ≡ (1−D)/D; z=
[
WD(ln j)−1

]1/D
e−ζ/D,

W =
(
D−1 ln j

)1−D
, (2.8)

де прийнято w(0)=1. Отже, зi зростанням вiдстанi ζ, на якiй знаходи-
ться спiльний предок, сила iєрархiчного зв’язку w(ζ) та iнтенсивнiсть
z(ζ) затухають експоненцiальним чином (рис. 2.2). Декремент ∆ за-
гасання сили зв’язку набуває нульового значення пiд час переходу до
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Рисунок 2.1 — Основнi типи iєрархiчних дерев (номер рiвня показано лiво-
руч, кiлькiсть вузлiв – праворуч): a – регулярне дерево з j=2; б – вироджене

дерево с j=3; в – нерегулярне дерево для a=2
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Рисунок 2.2 — Функцiя iєрархiчного зв’язку для рiзних типiв iєрархiчних де-
рев, наведених на рисунку 2.1
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системи з розмiрнiстю D=1 (згiдно з (2.7) вона вiдповiдає iдеальному
iєрархiчному зв’язку). Водночас декремент загасання D−1 iнтенсив-
ностi z(ζ) набуває мiнiмального значення 1. Зi зменшенням параметра
зв’язку D обидва вказанi декременти необмежено зростають.

У разi виродженого дерева (рис. 2.1б) рiвностi (2.3), (2.6), (2.7)
дають

w = [1 + u ln(ζ0/ζ)]∆ ,

z = W−(1−D)−1
[1 + u ln(ζ0/ζ)]D

−1
;

u ≡ (D/j)W (1−D)−1
. (2.9)

Тут прийнято нормування w(ζ0) = 1 i введений параметр обрiзання
ζ0 < ζ, за якого виявляється дискретнiсть ультраметричного простору.
Порiвняння (2.9) з (2.8) показує, що перехiд вiд регулярного дерева до
виродженого приводить до логарифмiчного уповiльнення експоненцi-
ально спадного iєрархiчного зв’язку (рис. 2.2).

У промiжному прикладi дерева, що характеризується степене-
вим наростанням (2.4) кiлькостi вузлiв, (рис. 2.1в) маємо

w =

{
1 + u

[(
ζ0

ζ

)a−1

− 1

]}∆

,

z = W−(1−D)−1

{
1 + u

[(
ζ0

ζ

)a−1

− 1

]}D−1

;

a > 1, u ≡ DW (1−D)−1

(a− 1)ka−1
0

, (2.10)

де ζ0 = k0 ln j – параметр обрiзання (ζ ≥ ζ0), для якого, як i вище,
прийнятоw(ζ0) = 1. На вiдмiну вiд виродженого дерева тут iєрархiчний
зв’язок спадає не логарифмiчно, а степеневим чином (рис. 2.2).

Згiдно зi спiввiдношеннями (2.8)–(2.10) приклад регулярного
дерева (рис. 2.1а) видiлений у тому сенсi, що йому вiдповiдає слабка
iєрархiчна супiдряднiсть рiвнiв, кiлькiсть яких обмежено значенням

κ = (∆ ln j)−1 ≡ D[(1−D) ln j]−1. (2.11)
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Згiдно з (2.11) особливе мiсце посiдає приклад тоталiтарної iєрархiї,
коли фрактальна розмiрнiсть D = 1, i глибина зв’язку κ = ∞ – iєрар-
хiчний зв’язок є iдеальним. Проте iнтенсивнiсть iєрархiчних об’єктiв
водночас, як i ранiше, експоненцiально спадає на вiдстанi ζ = D = 1,
тобто не дивлячись на iдеальну супiдряднiсть тоталiтарна система при-
речена на нульову ефективнiсть. Соцiальний експеримент, що пiдтвер-
джує цей висновок, добре вiдомий.

Пiд час переходу до нерегулярних дерев iєрархiчний зв’язок за-
безпечує супiдряднiсть всiх рiвнiв i загасає степеневим чином. Очевид-
но, такий приклад є найпоширенiшим. Найбiльш повiльне логарифмi-
чне загасання вимагає побудови виродженої iєрархiї (рис. 2.1б). Вона
здiйснюється єдиним об’єктом на кожному рiвнi i, як неважко побачи-
ти, вiдповiдає системi вiдбору. Згiдно з (2.9), (2.10) при сильному iє-
рархiчному зв’язку параметр ∆ визначає не глибину зв’язку (2.11), а
швидкiсть його загасання. Зокрема, у разi iдеальної iєрархiчної супi-
дрядностi (D=1) маємо ∆=0, i подiбно до регулярних систем iєрархiч-
ний зв’язок w(ζ) не затухає. Проте при цьому iнтенсивнiсть z(ζ) спа-
дає з показником D−1 = 1.

Наведений розгляд показує, що за заданою конфiгурацiї iєрар-
хiчного дерева визначальну роль вiдiграє фрактальна розмiрнiсть D,
величина якої задає силу iєрархiчного зв’язку w(ζ). Згiдно з (2.7) у ра-
зi фiксованої iнтенсивностi z зростання D викликає збiльшення w(ζ),
приводячи до iдеального зв’язку w(ζ)=const при D = 1. Скрiзь ви-
ще ми приймали, що сила iєрархiчного зв’язку характеризується єди-
ним значенням D. Проте насправдi iєрархiчний зв’язок може вияви-
тися мультифрактальним. Водночас з’являється додатковий параметр
q ∈ (−∞,∞), за значеннями якого сила зв’язку wq(ζ) розподiлена з
густиною ρ(q). Так, за умови iдеального iєрархiчного зв’язку ρ(q) =
|D′(q0)|−1δ(q − q0), де штрих означає похiдну, q0 – корiнь рiвняння
D(q) = 1. Фрактальна розмiрнiстьD(q) спадає зi зростанням q в обме-
женому iнтервалi. У результатi повна сила iєрархiчного зв’язку визна-
чається рiвнiстю

w(ζ) =

∞∫

−∞

wq(ζ)ρ(q)dq, (2.12)

де за ядро wq(ζ) потрiбно використовувати залежностi (2.8)–(2.10)
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зi змiнним значенням фрактальної розмiрностi D(q). Визначення виду
залежностей D(q), ρ(q), що характеризують мультифрактал, є окре-
мим завданням.

Необхiдно мати на увазi, що наведенi спiввiдношення визнача-
ють лише асимптотичну поведiнку iєрархiчної системи у границi ζ >>
ζ0. Iнакше виявляється дискретний характер зв’язку, i потрiбно розв’я-
зувати систему скiнченнорiзницевих рiвнянь (2.1), (2.7), де розподiле-
ння кiлькостi вузлiв Nk за рiвнями задається структурою дослiджу-
ваного iєрархiчного дерева. До такої постановки приводить розгляд
iєрархiчних систем, що мають малу кiлькiсть рiвнiв i складну конфi-
гурацiю дерева Кейлi. Очевидно, у бiльшостi практичних застосувань
дискретний характер iєрархiчної системи виявляється iстотним чином,
i розв’язання задачi досягається лише числовими методами. Водно-
час одержанi вище асимптотики становлять якiсний характер поведiн-
ки iєрархiчної системи.

2.2 Мiкроскопiчна теорiя структурної
релаксацiї. Iєрархiчно пiдпорядкованi
статистичнi ансамблi

Розглянемо спочатку фазовий перехiд, у якому вiдсутня iєрархiя.
Оскiльки в упорядкованому станi вiльна енергiя менша, нiж у неупо-
рядкованому (∆F (η0) < 0), то система флуктуацiйним чином перехо-
дить iз нульового мiнiмуму в мiнiмум η0 (рис. 2.3). Час цього переходу
пiдпорядкований спiввiдношенню Аренiуса

τ = τ0exp

(
Q

T

)
, (2.13)

де τ0 – мiкроскопiчний час релаксацiї, Q – висота енергетичного бар’-
єра, T – температура.

Визначимо часову залежнiсть параметра порядку пiд час такого
перетворення. Будемо виходити з рiвняння Ландау – Халатнiкова:

η̇ = −γ ∂∆F

∂η
, (2.14)
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Рисунок 2.3 — Залежнiсть змiни вiльної енергiї вiд параметра порядку

де γ – кiнетичний коефiцiєнт, f ≡ −∂∆F/∂η – термодинамiчна сила.
Скористаємося першим доданком розвинення Ландау

∆F =
A

2
η2. (2.15)

Пiсля пiдстановки (2.15) в (2.14) знаходимо вираз, який має дебаєв-
ський вигляд

η = ηie
−t/τ0 , (2.16)

де τ−1
0 = γA – характерний час.

Використовуючи (2.16), легко знайти часову залежнiсть для
структурного фактора

S (t) ≡ 〈η (0, t) · η (0, 0)〉 . (2.17)

Дiйсно, помножуючи (2.16) на η (0, 0) ≡ ηi та здiйснюючи усереднення
за статистичним ансамблем одержимо:

S (t) = Sie
−t/τ , Si =

〈
η2
i

〉
. (2.18)

Характерно, що пiд час обчислювання початкового значення структур-
ного фактора (2.18) усереднення здiйснюється за статистичним ансам-
блем, вiдповiдним мiнiмуму упорядкованої фази η0.
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Таульс, Андерсон, Пальмер, дослiджуючи конкретну модель
скла, з’ясували, що воно вiдповiдає не одному мiнiмуму вiльної енергiї,
а їх нескiнченнiй множинi. Сомполiнскi дослiдив цю модель i припу-
стив, що вона побудована iєрархiчно. Це означає, що пiд час структур-
ної релаксацiї, за якої об’єднуються вказанi мiнiмуми, їх об’єднання
вiдбувається поетапно. Наприклад, спочатку пари мiнiмумiв об’єдну-
ються в один супермiнiмум, а потiм пари супермiнiмумiв об’єднуються
далi i тощо (рис. 2.4). Очевидно, що для поетапного об’єднання мiнiму-
мiв бар’єри мiж ними повиннi мати рiзну висоту, тобто реалiзується не
одне значення Q в (2.13). Головною вiдмiннiстю скла вiд iнших матерi-
алiв є те, що в ньому реалiзується не єдиний статистичний ансамбль, а
їх повний набiр – ансамбль ансамблiв.

Очевидно, за шляхом структурної релаксацiї можна простежи-
ти, якщо вказати схему об’єднання ансамблiв. Набiр прямих лiнiй, що
об’єднують статистичнi ансамблi на рiзних рiвнях, називають деревом
Кейлi. Схема структурної релаксацiї мiститься не в конкретнiй залеж-
ностiFk(η) (k– рiвнi iєрархiї), а у виглядi iєрархiчного дерева. Описане
iєрархiчне дерево подано на рисунку 2.4.

З’ясувалося, що iєрархiчне дерево, показане на рисунку 2.4, має
геометричний вигляд простору з ультраметричною топологiєю. Точки
ультраметричного простору являють собою вузли на нижньому рiвнi. У
результатi вiдстань мiж точками ультраметричного простору буде змi-
нюватися безперервно. Отже в такому просторi можна ввести операцiї
диференцiювання та iнтегрування.

2.3 Часова залежнiсть структурного
фактора скла

У склi процес переходу з ансамбля α в ансамбль β визначається
спiввiдношенням

Sαβ(t) = Sα exp(−t/ταβ). (2.19)

Тут Sα – структурний фактор початкового ансамблю, ταβ – час пере-
ходу з α в β. Цей час визначається узагальненням формули Аренiуса

ταβ = τ0 exp(Qαβ/T ), (2.20)
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Рисунок 2.4 — Iєрархiчне дерево, що описує структурну релаксацiю

де Qαβ– бар’єр мiж ансамблями α i β. Припустимо, що кожний ан-
самбль α i β реалiзується з iмовiрнiстю ωα. Тодi повний структурний
фактор ансамблю статистичних ансамблiв має вигляд

S(t) ≡
∑

αβ

ωαωβSαβ(t). (2.21)

Пiдстановка формули (2.20) в (2.19), а результату в (2.21) дозволяє
найти структурний фактор скла, тобто описати структурну релаксацiю.

Для цього потрiбно провести складання за всiма ансамблями α,
β. Аналiтично це неможливо, i тому вiд складання перейдемо до iнте-
грування за ультраметричним простором. Якщо останнiй однорiдний,
то результат не буде залежати вiд вибору початку координат. Iнакше
кажучи, можна провести складання за точками вiдлiку α та iнтегрува-
ння за вiдстанями lβ−α ≡ l. Тодi формули (2.19)–(2.21) приводять до
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результату

S(t)=(
∑

α

ωαSα)
∑

β−α
ωβ−α exp

{
−
(
t

τ0

)[
exp

(
Qβ−α
T

)]−1
}

=

=const

∞∫

0

ω(l) exp

{
− t

τ0

[
exp

(
−Q(l)

T

)]}
dl. (2.22)

Для одержання часової залежностi потрiбно знати двi функцiї:
1) ω(l) – описує, як змiнюється ймовiрнiсть реалiзацiї статис-

тичного ансамблю в разi вiддалення його вiд початкового на вiдстань
l. Iнакше кажучи, ω(l) указує глибину iєрархiчного зв’язку ансамблю,
вiддаленого вiд початкового на вiдстань l. Очевидно, iз зростанням l
iєрархiчний зв’язок послаблюється, а, отже, ω(l) є монотонно спадною
функцiєю;

2) Q(l) – залежнiсть висоти бар’єру мiж початковим ансамблем
та ансамблем, вiддаленим вiд нього на вiдстань l. Функцiя Q(l) – мо-
нотонно наростаюча функцiя.

Визначення явного виду ω(l) та Q(l) є окремою задачею мiкро-
скопiчної теорiї нерiвноважних систем. До теперiшнього часу вона не
розв’язана. Тому обмежимося простим перебиранням функцiй. Для
спадної функцiї ω(l) набiр цих функцiй зводиться до:

ωw(l) = exp(−l/l0), ωs(l) = l−D. (2.23)

Експоненцiальне швидке спадання, де l0 визначає глибину iєрархiчно-
го зв’язку, характерно для систем зi слабким iєрархiчним зв’язком.
Уповiльнене степеневе спадання характерно для систем iз мiцним iє-
рархiчним зв’язком. Для зростаючої функцiї Q(l) вибiр є бiльш широ-
ким

Ql(l) = Q ln l, Qp(l) = Qla, Qe(l) = Q exp(l). (2.24)

Тут видiлено логарифмiчне зростання висоти бар’єра (найповiльнiше),
степеневе й експоненцiальне (найшвидше). Величина Q вiдiграє роль
характерної висоти бар’єра. У слабкоiєрархiчних системах реалiзує-
ться логарифмiчне зростання, далi йде степеневе та в мiцноiєрархiчних
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системах – експоненцiальне. Вибираючи кожну пару функцiй i пiд-
ставляючи їх в iнтеграл, одержуємо iнтеграл, який береться методом
перевалу (найшвидшого спуску).

Нехай нам треба обчислити iнтеграл

I =

+∞∫

0

e−f(x)dx. (2.25)

Нехай функцiя f(x) має достатньо глибокий мiнiмум у точцi x0. Ос-
кiльки в (2.25) стоїть вираз e−f(x), то в iнтеграл буде давати значний
внесок лише найближча область точки x0. Розвинемо f(x) в ряд Тей-
лора в точцi x0:

f(x) = f(x0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0) +
1

2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)2. (2.26)

Оскiльки в точцi x0 мiнiмум, то ∂f/∂x|x=x0 = 0. Позначимо
∂2f/∂x2|x=x0 = α та пiдставимо (2.26) в (2.25)

I = e−f(x0)

+∞∫

0

exp[−α(x− x0)2/2]dx = e−f(x0)

√
π

2α
. (2.27)

Знайшовши f(x0) та ∂2f/∂x2|x=x0 , обчислюємо даний iнтеграл
(табл. 2.1).
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Таблиця 2.1 — Можливi значення структурного фактора

S(t) Ql(l) Qp(l) Qe(l)
ωw(l) Закон Колерауша Степенева Логарифмiчна

exp
[
− (t/τ0)

β
]

, exp

[
−
(
T
Q

)(
ln t

τ0

)1/a
] (

T
Q ln t

τ0

)−1/l0

β =
[
1 +

(
Q
T

)]−1

ωs(l) Степенева Логарифмiчна Подвiйна
t−γ , логарифмiчна

γ = T
Q (D − 1)

(
T
Q ln t

τ0

)−D/a [
ln
(
T
Q ln t

τ0

)]−D
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РОЗДIЛ 3
НЕЛIНIЙНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ МЕЖОВОГО ТЕРТЯ

3.1 Фазова динамiка тертя ультратонких
плiвок мастила

3.1.1 Межовий режим тертя

В останнi тридцять рокiв за допомогою експериментального [10,
11] i теоретичного дослiдження, а також комп’ютерного моделюван-
ня [4, 10] вдалося значно просунутися в розумiннi фiзики тертя ковза-
ння гладких твердих поверхонь за наявностi тонкої плiвки рiдини мiж
ними. Дослiдження в цiй областi являють собою як фундаментальний,
так i практичний iнтерес оскiльки потреба в гладких деталях, що слабо
труться, росте в таких високотехнологiчних компонентах як комп’ю-
тернi пристрої, що запам’ятовують, мiнiатюрнi двигуни, аерокосмiчнi
прилади.

Експериментально виявлено, що в процесi тертя рiдка плiвка
стає все тоншою, спочатку її фiзичнi властивостi змiнюються посту-
пово кiлькiсно, а потiм змiни набувають рiзкого якiсного характеру
[10, 11]. Якiснi змiни виражаються в неньютонiвському механiзмi те-
чiї й замiнi звичайного плавлення на склування, проте плiвка мастила
продовжує поводитися як рiдина. У трибологiї таку поведiнку назива-
ють «змiшаним змазуванням», що є промiжним режимом тертя, що ха-
рактеризується переходом вiд об’ємних властивостей до граничних.

Для тонших плiвок змiни здебiльшого значнiшi, оскiльки їх вла-
стивостi змiнюються якiсно. Так, в цьому разi можуть вiдбуватися фа-
зовi переходи першого роду в твердоподiбнi або рiдиноподiбнi фази
властивостi яких неможливо описати навiть якiсно в термiнах, прийня-
тних для властивостей рiдини, що займає великий об’єм (об’ємної рi-
дини), таких, наприклад, як в’язкiсть. Цi плiвки характеризуються ме-
жею текучостi, яка є характеристикою руйнування у твердих тiлах, а їх
часи молекулярної дифузiї та релаксацiї можуть бiльш, нiж на десять
порядкiв перевищувати значення вiдповiдних часiв для об’ємної рiди-
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ни.
У цьому роздiлi описуються динамiчнi властивостi плiвок у ме-

жовому режимi, зокрема, коли вiдбуваються переходи мiж рiзними ти-
пами динамiчних фаз пiд час ковзання. Недавнi експерименти з по-
верхнями, наприклад, зi слюди, кварцу, оксидiв металiв i мономолеку-
лярних поверхнево-активних речовин мiж якими пiд час ковзання по-
мiщалися рiзноманiтнi органiчнi рiдини й воднi розчини, показали, що
такi фазовi переходи є бiльше правилом, нiж виключенням. При цьому
вони проявляють себе в появi переривчастого руху (stick-slip motion),
що характеризується перiодичними переходами мiж двома або бiль-
шою кiлькiстю динамiчних станiв пiд час стацiонарного ковзання.

Дослiдження властивостей ультратонких шарiв мастила вима-
гає спецiального високотехнологiчного устаткування, пов’язаного з їх
молекулярними розмiрами. Проте незважаючи на складнiсть iснують
експериментальнi установки й вiдповiднi методики, що дозволяють ви-
мiрювати товщину молекулярних шарiв, їх в’язкiсть, коефiцiєнт тертя,
зсувнi компоненти в’язких i пружних напружень тощо.

На рисунку 3.1 показана механiчна схема взаємодiї, що характе-
ризує бiльшiсть трибологiчних експериментiв. Пружину iз жорсткiстю
k пов’язано з блоком масоюM , до якого прикладено додаткове наван-
таження L. Блок розташований на гладкiй поверхнi, вiд якої вiдокрем-
лений шаром мастила товщиною h. Вiльний кiнець пружини приводи-
ться в рух iз постiйною швидкiстю V0. Пiд час руху блоку виникає сила
тертя F , що чинить опiр його пересуванню. Для ультратонких шарiв
змащувальних матерiалiв у режимi межового тертя швидкостi блоку
V i пружини V0 можуть не збiгатися через осцилюючий характер си-
ли F , що приводить до переривчастого руху блоку. Цей режим нага-
дує сухе тертя без мастила. Згiдно з рисунком 3.1, механiчна взаємодiя
забезпечується через матерiал мастила. Це простий тип механiчного
з’єднання, використовуваний в апаратi поверхневих сил (в англомов-
нiй термiнологiї – surface force apparatus (SFA)) i в атомно-силовому
мiкроскопi (atomic force microscope (AFM)) [12].

Найпростiший спосiб вимiрювання динамiчних параметрiв ма-
стила пiд час тертя мiж двома твердими поверхнями – використання
двох атомарно-гладких поверхонь невеликого розмiру, наклеєних на
сферичнi або цилiндровi поверхнi, що труться мiж собою. Цей принцип
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Рисунок 3.1 — Схема трибологiчної системи

використаний пiд час побудови апарату поверхневих сил та атомно-
силового мiкроскопа.

На верхнiй панелi рисунка 3.2 зображенi типовi траєкторiї тер-
тя, одержанi за допомогою апарату поверхневих сил для двох ковза-
ючих поверхонь слюди, роздiлених змащувальним шаром гексадека-
ну товщиною ∼ 1 нм. На нижнiй панелi малюнка наведенi результати
експерименту для сферичних молекул октаметилциклотетрасилоксану.
Цi максимуми переривчастого режиму представляють твердоподiбний
i рiдиноподiбний стани плiвки, спочатку даючи статичну силу тертя Fs
(сухе тертя), а потiм – кiнетичну силу тертяFk (рiдинне тертя). У цьому
експериментi зсувна швидкiсть i температура постiйнi. На початково-
му етапi сила тертя F монотонно росте, а потiм настає режим перерив-
частого тертя. Iз порiвняння малюнкiв видно, що для впорядкування
ланцюгових молекул необхiдний бiльший час, нiж для сферичних. Та-
кож потрiбно зазначити, що в разi сферичних молекул сталий stick-slip
режим бiльш стацiонарний (значення Fs i Fk не змiнюються з часом).

Розумiння причин переривчастого режиму тертя особливо важ-
ливе в трибологiї оскiльки його максимуми є основною причиною руй-
нування та зношування деталей, що труться. Водночас переривчасте
тертя є бiльш поширеним явищем, яке також обумовлює генерацiю
звуку (звук струни скрипки, скрип дверей, деренчання машин), плот-
ське сприйняття (структура смаку й дотики), землетруси, неоднорiднi
потоки рiдини. Переривчастий режим тертя також може служити ме-
ханiзмом, що лежить в основi дискретизацiї керiвних iонних струмiв i
дiї потенцiалiв через бiологiчнi мембрани. Отже, перед тим, як продов-
жити виклад, розглянемо теоретичнi передумови, що пояснюють ви-
никнення переривчастого режиму тертя.
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Рисунок 3.2 — Залежнiсть повної сили тертя вiд часу в експериментi з тертя
двох атомарно-гладких поверхонь в апаратi поверхневих сил пiд час поча-
тку руху на момент часу t = 0: верхня панель – шар мастила складається з
ланцюгових молекул гексадекана; нижня панель – шар складається з квазi-

сферичних молекул октаметилциклотетрасилоксану [13]

3.1.2 Модель фазових переходiв переривчастого режиму
тертя

Комп’ютерне моделювання молекулярної динамiки показало, що
тонка мiжповерхнева плiвка пiд час ковзання пiддається фазовому пе-
реходу першого роду мiж твердоподiбним та рiдиноподiбним станами, i
навело на думку, що вiн є причиною спостережуваного переривчастого
режиму поведiнки простих iзотропних рiдин мiж двома твердими кри-
сталiчними поверхнями. Згiдно з такою iнтерпретацiєю переривчастий
режим виникає швидше в результатi рiзких змiн текучих властивос-
тей плiвки пiд час переходу, нiж унаслiдок поступових або безперерв-
них змiн. Вiдповiдна модель, показана на рисунку 3.3, припускає, що
внутрiшня сила тертя змiнюється переривисто (пiд час фазових пере-
ходiв), а не безперервно. Результуючий переривчастий режим також
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вiдрiзняється, наприклад, максимуми є гострiшими, i вiн може зни-
кнути пiсля перевищення деякої критичної швидкостi Vc – настає кi-
нетичний режим ковзання. Вiдзначимо, що показаний на рисунку 3.3
зсув пiд час ковзання порядку лише двох постiйних решiтки, у бага-
тьох же практичних ситуацiях вiн набагато бiльший. Зазначений тип
тертя здебiльшого можна спостерiгати в експериментах iз гладкими
поверхнями за наявностi рiзних рiдких змащувальних матерiалiв або
парiв, що конденсуються [13]. Моделювання було проведено для ба-
гатьох властивостей ультратонких рiдких плiвок, що пiддаються зсуву
мiж молекулярно-гладкими поверхнями, i, як буде уточнено далi, до
цих пiр пропонує найбiльш адекватне пояснення експериментальних
даних для прикладу, показаного на рисунку 3.2.

Прилипання Ковзання

Рідиноподібний
стан

Твердоподібний
 стан

F

t

КовзанняПрилипання
FS

FK
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Прилипання

Твердоподібний
 стан

Збільшення швидкості V
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Рисунок 3.3 — Модель «фазових переходiв» переривчастого режиму тертя, у
якiй тонка плiвка рiдини поперемiнно твердне або плавиться впродовж зсуву
мiж двома твердими кристалiчними поверхнями, i часова еволюцiя сили тертя

F за температури T < Tc зi збiльшенням швидкостi V [13]

Оскiльки переривчастий рух спостерiгається також i в експери-
ментах за незмiнної температури поверхонь тертя, для його пояснен-
ня вводиться концепцiя «зсувного плавлення», що схематично пока-
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зана на рисунку 3.3. Цей малюнок пояснює переривчастий (stick-slip)
режим. Спочатку мастило твердоподiбне (stick), потiм у разi переви-
щення деякого критичного напруження σ (напруження текучостi) воно
рiзко переходить у рiдиноподiбну фазу (slip) за рахунок розупорядку-
вання, водночас верхня поверхня трохи пiдводиться. Пiд час подаль-
шого руху за рахунок стиснення стiнок пiд дiєю навантаження L (див.
рис. 3.1) мастило знову твердне (stick).

Проте два стани тонкої мiжповерхневої плiвки – це не є в точно-
стi те ж саме, що об’ємна рiдка або тверда фази [13]. Притаманнi їм
властивостi зазвичай сильно вiдрiзняються, i коректнiше було б роз-
глядати їх як рiдиноподiбний i твердоподiбний, або, можливо, як дина-
мiчний i статичний «епiтаксiальнi» стани. Це обумовлено тим, що вони
виникають лише в мiжповерхневих плiвках властивостi яких визнача-
ються не стiльки взаємодiєю молекул мастила однiєї з iншою (що має
мiсце в об’ємних рiдинах), як обмеженням та епiтаксiальними взаємо-
дiями мiж атомами плiвки й поверхнi. Водночас результати моделюва-
ння молекулярної динамiки показують, що структура ланцюгових мо-
лекул як у твердоподiбному, так i в рiдиноподiбному станах (режими
злипання та ковзання) не вiдрiзняється.

3.1.3 Нова карта й теоретичнi пiдходи для опису межового
режиму тертя

На рисунку 3.4 наведена крива Герсi – Штрибека, яка широ-
ко використовується у трибологiї для представлення вiдомих режимiв
тертя для тонких шарiв мастил. На цiй кривiй сила тертя F представ-
лена як функцiя аргументуAηbV/h, деA– площа контакту; ηb – об’єм-
на в’язкiсть змащувального матерiалу; h – товщина мастила. За тра-
дицiйною схемою суцiльна крива на малюнку показує силу тертя F ,
причому механiчне напруження, яке виникає, визначається стандар-
тним чином σ = F/A, а швидкiсть зсувної деформацiї – ε̇ ≡ V/h. Для
тонких шарiв, поведiнка яких вiдрiзняється вiд об’ємних мастил, сила
тертя подається класичним рiвнянням для течiї Куетта

F = AV ηb/h = Aηbε̇, σ = F/A = V ηb/h = ηbε̇. (3.1)
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Рисунок 3.4 — Традицiйна крива Герсi – Штрибека, на якiй суцiльна лiнiя
показує, як сила тертя змащувального матерiалу залежить вiд експеримен-

тальних параметрiв (ПГД – пружно-гiдродинамiчний режим) [13]

Межовий режим тертя (який далi розглядається) приводить до
безлiчi ефектiв проте, вони нiяк не вiдображенi на дiаграмi Герсi –
Штрибека (рис. 3.4). Тому для врахування перерахованих ефектiв бу-
ла запропонована нова карта тертя, що узгоджується з наявними екс-
периментальними даними [12, 13]. Вона показана на рисунку 3.5 та
представляє узагальнену дiаграму Герсi – Штрибека3). Зi збiльше-
нням навантаження L ньютонiвська течiя в’язкої рiдини в пружно-
гiдродинамiчному режимi переходить у межовий режим. За великих
навантажень L i малої товщини h мастила сила тертя має максимум
(статичне тертя Fs). Якщо тепер пiдвищити швидкiсть, установиться
переривистий (stick-slip) режим, а подальше зростання V приведе до
постiйного значення коефiцiєнта тертя µ, не залежного вiд величини
швидкостi й вiдповiдно до постiйної кiнетичної сили тертя Fk.

За малих швидкостей рух може бути ньютонiвським навiть для
великих значень прикладеного навантаження, але лише в разi дуже ве-
ликих величин ефективної в’язкостi ηeff . Швидкiсть ковзання V вимi-

3)Тут ефективна в’язкiсть ηeff = Fh/AV не спiвпадає з об’ємною й може бути
знайдена лише експериментально, причому вона вже не є константою, а залежить вiд
швидкостi зсувної деформацiї ε̇.
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Рисунок 3.5 — Нова карта тертя, що розкриває особливостi межового ре-
жиму [13]

ряна в довiльних одиницях i значення 10−10, 1010 умовно показують
великий дiапазон.

Для пояснення результатiв експериментiв здебiльшого викори-
стовується феноменологiчна концепцiя фазового переходу плiвки ма-
стила з рiдиноподiбного в твердоподiбний стан i навпаки. Потрiбно за-
значити, що це фазове перетворення на вiдмiну вiд звичайного пере-
ходу рiдина–тверде тiло може бути як першого, так i другого родiв.
Останнiй варiант пов’язаний iз тим, що вiн вiдбувається в умовах, ко-
ли симетрiя обох станiв плiвки iстотно змiнена, по-перше, наявнiстю
обмежуючих твердих тiл i, по-друге, наявнiстю пружної деформацiї.

Опису переривчастого руху присвячений ряд теоретичних робiт.
В однiй iз перших подано феноменологiчне матерiальне рiвняння, що
зв’язує сили тертя зi швидкiстю, координатами та змiнною, що вiдi-
грає роль параметра порядку й вiдображає ступiнь плавлення плiвки.
Також iснує пiдхiд, у якому фазовий перехiд плiвки мастила розгляда-
ється з погляду теорiї Ландау в припущеннi, що є стан часткової тер-
модинамiчної рiвноваги при повiльно змiнному параметрi порядку, ква-
драт якого дорiвнює модулю зсуву.

Пояснити природу аномальних особливостей межового тертя
дозволило зокрема експериментальне дослiдження реологiчних влас-
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тивостей плiвки мастила [13]. Крiм того, для цього використовува-
ли теоретичне представлення змащувального матерiалу як в’язкопру-
жного середовища, що має теплопровiднiсть. Так, на основi рiвняння
Гiнзбурга – Ландау, де параметр порядку визначає зсувне плавлення
та тверднення описана експериментально спостережувана поведiнка
ультратонкої плiвки мастила. Побудована динамiчна фазова дiаграма,
що визначає областi рiдинного, переривчастого й сухого тертя в ко-
ординатах температура – товщина плiвки. Фазова динамiка в разi ад-
сорбованих молекул розглянута в роботi [10], у якiй вiдмiчено важливе
значення зсувного плавлення. За допомогою дослiдження часових ря-
дiв сили тертя представлений зв’язок тертя на макрорiвнi з утворенням
i руйнуванням молекулярних зв’язкiв.

Як мастило в таких системах можуть використовуватися мета-
левi монослої, осадженi на слюду. Причому в режимi межового тертя
формується фрактальна морфологiя поверхнi. Наведено експеримен-
тальнi данi й теоретичнi моделi, що свiдчать про самоподiбний характер
переривчастого режиму пiд час сухого тертя. Зокрема, за допомогою
приладу для випробувань гладких поверхонь тертя iз сталi та алюмi-
нiю за схемою «штифт–диск» показано, що розподiлення iмовiрностi
стрибкiв сили тертя має степеневий вигляд iз показником в iнтервалi
2.2–5.4, а спектральна густина потужностi вiдповiдає спiввiдношенню
1/fα iз α в iнтервалi 1–2.6.

3.2 Основнi рiвняння для опису плавлення
ультратонкої плiвки мастила

На основi реологiчного опису в‘язкопружного середовища, що
має теплопровiднiсть, одержуємо систему кiнетичних рiвнянь, що ви-
значають взаємно узгоджену поведiнку зсувних напружень σ i дефор-
мацiї ε, а також температури T в ультратонкiй плiвцi мастила пiд час
тертя мiж атомарно-гладкими твердими поверхнями. Основою викла-
деного пiдходу є синергетична концепцiя фазового переходу [1, 3, 4],
яка представляє узагальнення феноменологiчної теорiї Ландау. Згiдно
з останньою фазове перетворення описується параметром порядку φ,
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за степенями якого проводиться розвинення вiльної енергiї F [2]. Рiв-
новажне значення φ визначається умовою

∂F/∂φ = h, (3.2)

де h – зовнiшнє поле; F – вiльна енергiя при h = 0.
Процес релаксацiї до рiвноваги описується рiвнянням

φ̇ = −1

η

(
∂F

∂φ
− h
)
. (3.3)

Тут η – кiнетичний коефiцiєнт, який можна розглядати як узагаль-
нену в’язкiсть. У разi величини φ близької до рiвноважного значен-
ня φ0 = 0, використовують лiнiйне наближення ∂F/∂φ ≈ φ/χ, де
χ≡∂φ/∂h=(∂2F/∂φ2)−1 – сприйнятливiсть. У результатi релаксацiй-
не рiвняння (3.3) набирає лiнiйного вигляду

τ φ̇ = −φ+ χh, (3.4)

де
τ = χη (3.5)

представляє час релаксацiї.
Вирази (3.4), (3.5) використовувалися Ландау й Халатнiковим

для дослiдження аномального поглинання звуку поблизу точки фазо-
вого переходу другого роду. Вони припустили, що тут сприйнятливiсть
розходиться χ→∞, а в’язкiсть η практично не залежить вiд темпера-
тури T . У їх теорiї аномально велика величина τ вiдповiдає процесу
заморожування.

Для в’язкопружного середовища модуль зсуву G вiдiграє роль
зворотної сприйнятливостi. У разi в’язкопружного переходу й пере-
ходу типу змiщення (наприклад, мартенситного) модуль G прямує до
нуля поблизу точки переходу, i час релаксацiї розходиться. У деяких
роботах використовують той факт, що узагальнена сприйнятливiсть
фактично не залежить вiд температури, а в’язкiсть сильно зростає за
температури склування. Отже, аномальне велике значення сприйня-
тливостi типово для фазового переходу, а аномальне велике значення
кiнетичного коефiцiєнта (в’язкостi) властиво склуванню.
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Згiдно з наведеними в попередньому пiдроздiлi даними мастило
– це дуже в’язка рiдина, яка поводиться подiбно до аморфного твер-
дого тiла – має велику ефективну в’язкiсть i характеризується межею
текучостi [13]. Основне припущення використаного пiдходу полягає в
тому, що релаксацiйне рiвняння для σ має вигляд, подiбний за матема-
тичною структурою рiвнянню Ландау – Халатнiкова (3.4)

τσσ̇ = −σ +Gε, (3.6)

де перший доданок правої частини описує дебаївську релаксацiю за
час τσ ≡ ησ/G, що визначається ефективною в’язкiстю ησ та нерелак-
сованим модулем зсуву G≡G(ω)|ω→∞ (ω – кругова частота перiодич-
ного зовнiшнього впливу). Через замiну ε/τσ на ∂ε/∂t рiвняння (3.6)
зводиться до спiввiдношення Максвелла для опису в‘язкопружного
середовища, широко використовуваного в теорiї межового тертя [10]

∂σ

∂t
= − σ

τσ
+G

∂ε

∂t
. (3.7)

У стацiонарному прикладi σ̇ = 0 (3.6) приводить до закону Гука σ =
Gε.

Релаксацiйну поведiнку в’язкопружного мастила в процесi тертя
описується також рiвнянням Кельвiна – Фойгта

ε̇ = −ε/τε + σ/η, (3.8)

де τε – час релаксацiї деформацiї, η – зсувна в’язкiсть. Другий доданок
у правiй частинi описує течiю в’язкої рiдини пiд дiєю зсувної компонен-
ти напружень. У стацiонарному прикладi ε̇ = 0 маємо вираз подiбний
до закону Гука σ = Gεε, де Gε≡η/τε≡G(ω)|ω→0 – релаксоване зна-
чення модуля зсуву. Оскiльки формально рiвняння (3.6) не може бути
зведене до рiвняння Кельвiна – Фойгта (3.8), припускається, що ефек-
тивна в’язкiсть ησ≡τσG не збiгається з дiйсним значенням η. Крiм того,
потрiбно прийняти найпростiше наближення для температурних зале-
жностей: Gε(T ), G(T ), ησ(T )=const,

η =
η0

T/Tc − 1
, (3.9)
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де η0 – характерне значення зсувної в’язкостi η при T = 2Tc. Це об-
умовлено тим, що параметри Gε, G, ησ дуже слабко залежать вiд тем-
ператури, у той час як дiйсна в’язкiсть η має розбiжнiсть пiд час змен-
шення температури до критичного значення Tc. Реологiчнi властивостi
плiвок мастила дослiджують експериментально, що дозволяє побуду-
вати фазову дiаграму [13].

Згiдно iз синергетичною концепцiєю [1] для доповнення системи
рiвнянь (3.6), (3.8), що мають параметр порядку σ, спряжене поле ε та
керувальний параметр T , необхiдно одержати кiнетичне рiвняння для
температури. Таке рiвняння може бути виведене з основних спiввiдно-
шень теорiї пружностi. Будемо виходити iз виразу, що пов’язує похiднi
за часом вiд ентропiї S та внутрiшньої енергiї U з рiвноважним пру-
жним напруженням σel = Gεel,

T
dS

dt
=

dU

dt
− σel

dε

dt
, (3.10)

що являє собою перший початок термодинамiки в разi механiчного на-
вантаження твердого тiла (в рiвновазi змiна кiлькостi тепла δQ=TdS).
У нерiвноважному прикладi неоднорiдного нагрiву середовища цей
зв’язок має вигляд

−div q =
dU

dt
− σdε

dt
. (3.11)

Тут потiк тепла визначається спiввiдношенням Онзагера

q = −κ∇T, (3.12)

де κ – коефiцiєнт теплопровiдностi та повне напруження σ = σel + σv
мiстить також в’язку складову σv = ηε̇. Вiднiмаючи (3.11) вiд (3.10),
ураховуючи вираз

dS

dt
=

∂S

∂U

(
∂U

dT

)

ε

dT

dt
+
∂S

∂U

∂U

∂ε

dε

dt
+

(
∂S

∂ε

)

U

dε

dt
=

=
ρcv
T

dT

dt
+

1

T

∂U

∂ε

dε

dt
− σel

T

dε

dt
(3.13)

та припускаючи, що шар мастила й атомарно-гладкi поверхнi тертя
мають рiзнi температури T i Te вiдповiдно, маємо

ρcvṪ =
κ

h2
(Te − T ) + σv ε̇+ T

∂σel
∂T

ε̇. (3.14)
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В останньому рiвняннi ρ – густина мастила, cv – питома теплоєм-
нiсть, h – товщина мастила або вiдстань мiж поверхнями, що тру-
ться, а також використанi наближення (κ/h2)(Te − T ) ≈ −div q i
∂U/∂ε=σel − T∂σel/∂T . Перший доданок у правiй частинi (3.14) опи-
сує передачу тепла вiд шару мастила до поверхонь тертя, другий врахо-
вує дисипативний розiгрiв в’язкої рiдини, що тече пiд дiєю напружень,
а третiй представляє джерело тепла, обумовлене оборотним механока-
лоричним ефектом, для якого в лiнiйному наближеннi T (∂σel/∂T )ε̇ ≈
σelε̇. У результатi рiвняння теплопровiдностi набуває вигляду

ρcvṪ =
κ

h2
(Te − T ) + σε̇. (3.15)

Тепер система рiвнянь (3.6), (3.8), (3.15) є повною та водночас має
три ступенi свободи, що дозволяє описувати нетривiальну поведiнку
пiд час плавлення тонкої плiвки мастила [1].

Обезрозмiрювання рiвнянь (3.6), (3.8), (3.15) дозволить скоро-
тити кiлькiсть сталих, що розглядаються. Уведемо одиницi вимiрюва-
ння для змiнних σ, ε, T

σs =

(
ρcvη0Tc
τT

)1/2

, εs =
σs
G0

, Tc, (3.16)

де G0 ≡ η0/τε – характерне значення модуля зсуву, τT ≡ ρh2cv/κ –
час теплопровiдностi. Тодi пiсля пiдстановки в (3.15) похiдної ε̇, вира-
женої з формули (3.8), рiвняння (3.6), (3.8), (3.15) набувають вигляду

τσσ̇ = −σ + gε+
√
Iσξ1(t), (3.17)

τεε̇ = −ε+ (T − 1)σ +
√
Iεξ2(t), (3.18)

τT Ṫ = (Te − T )− σε+ σ2 +
√
IT ξ3(t), (3.19)

де введено константу g = G/G0 < 1. Цi рiвняння формально збiга-
ються iз синергетичною системою Лоренца, у якiй зсувнi напруження
вiдiграють роль параметра порядку, спряжене поле зводиться до зсув-
ної деформацiї, а температура є керувальним параметром. Вiдомо, що
така система використовується для опису як фазових термодинамiч-
них [2], так i кiнетичних [1] перетворень.
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У рiвняннях (3.17)–(3.19) для врахування впливу флуктуацiй
основних параметрiв уведенi δ-корельованi гаусовi стохастичнi дже-
рела ξi(t) з iнтенсивностями Iσ, Iε та IT , що зi свого боку вимiрянi в
одиницях σ2

s , ε2
sτ
−2
ε , (Tcκ/h)2 вiдповiдно. Моменти функцiй ξi(t) ви-

значаються так4):

〈ξi(t)〉 = 0, 〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2δijδ(t− t′). (3.20)

Початковою причиною процесу самоорганiзацiї (плавлення мастила) є
додатний зворотний зв’язок T i σ з ε [див. (3.18)], обумовлений темпе-
ратурною залежнiстю зсувної в’язкостi (3.9), що приводить до її роз-
бiжностi. З iншого боку, вiд’ємний зворотний зв’язок σ i ε з T в (3.19)
вiдiграє важливу роль, оскiльки забезпечує стiйкiсть системи.

Згiдно з таким пiдходом твердоподiбний стан мастила вiдповiдає
зсувним напруженням σ = 0, оскiльки при цьому рiвняння (3.17) ви-
падає з розгляду (σ̇ = 0). Рiвняння (3.18), що мiстить в’язкi напруже-
ння, можна звести до закону Дебая, що представляє швидку релакса-
цiю зсувної деформацiї за мiкроскопiчний час τε ≈ a/c ∼ 10−12 с, де
a ∼ 1 нм – стала решiтки або мiжмолекулярна вiдстань i c ∼ 103 м/с
– швидкiсть звуку. Водночас рiвняння теплопровiдностi (3.19) набуває
вигляду найпростiшого виразу для релаксацiї температури до значення
Te, iз якого зникають доданки, що являють собою дисипативний розi-
грiв та механокалоричний ефект в’язкої рiдини.

3.3 Умови переходу

Для аналiзу системи (3.17) – (3.19) за вiдсутностi шумiв ( Iσ, Iε,
IT=0) скористаємося адiабатичним наближенням, в межах якого ха-
рактернi часовi масштаби задовольняють нерiвностям

τε � τσ, τT � τσ. (3.21)

Вони означають, що в процесi еволюцiї деформацiя ε(t) i температу-
ра T (t) слiдують змiнi напружень σ(t). Використовуючи визначення

4)Множник 2 вибраний для того, щоб вiдповiдне рiвняння Фоккера–Планка мало
бiльш простий вигляд.
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температуропровiдностi χ ≡ κ/cv, ефективної кiнематичної в’язкостi
νσ ≡ ησ/ρ i швидкостi звуку c ≡ (G/ρ)1/2, другу умову (3.21) можна
записати у виглядi

h� L, (3.22)

згiдно з яким характерна товщина мастила не повинна перевищувати
значення

L =

√
χνσ
ρc2

. (3.23)

Тодi лiвi частини рiвнянь (3.18), (3.19) прирiвнюємо до нуля та
одержуємо рiвняння типу Ландау – Халатнiкова:

τσσ̇ = −∂V/∂σ, (3.24)

де синергетичний потенцiал має вигляд

V =
1

2
(1− g)σ2 + g(1− Te

2
) ln(1 + σ2). (3.25)

У стацiонарному станi виконується умова σ̇ = 0, i потенцiал (3.25) на-
бирає мiнiмум. За температури Te менше вiд критичного значення

Tc0 = 1 + g−1, g ≡ G/G0 < 1, G0 ≡ η0/τε (3.26)

цей мiнiмум вiдповiдає напруженню σ = 0, водночас плавлення не
вiдбувається, й реалiзується твердоподiбний стан мастила (крива 1 на
рис. 3.6а). У протилежному разi за умови, якщо Te > Tc0, стацiонарне
значення напруження вiдмiнне вiд нуля (крива 2)

σ0 =

(
gTe − (g + 1)

1− g

)1/2

(3.27)

i зростає з Te згiдно з кореневою залежнiстю (рис. 3.6б). Це приводить
до плавлення мастила та його переходу в рiдиноподiбний стан. Вiдпо-
вiднi стацiонарнi значення деформацiї та температури

ε0 = σ0/g, T0 = 1 + g−1. (3.28)

Потрiбно зазначити, що, з одного боку, величина температури плавле-
ння T0 спiвпадає з критичним значенням (3.26), а з iншого боку, во-
на вiдрiзняється вiд температури Te. Це актуально завдяки тому, що в
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Рисунок 3.6: Залежнiсть синергетичного потенцiалу (3.25) вiд напруження
для фазового переходу другого роду: а – при g = 0.5 (крива 1 вiдповiдає
Te=1 ≤ Tc0, крива 2 – Te = 4.2 > Tc0) i залежнiсть стацiонарних значень
зсувних напружень σ0 вiд температури Te (3.27); б – кривi вiдповiдають зна-

ченням g = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 i розташованi справа налiво

стацiонарному станi реалiзується перша рiвнiсть (3.28) замiсть зв’язку
σ0 = ε0. Оскiльки Tc0 представляє мiнiмальне значення температури,
за якої починається перехiд iз твердоподiбного в рiдиноподiбний стан,
зазначене означає, що вiд’ємний зворотний зв’язок зсувних напружень
σ i деформацiї ε з температурою T (див. третiй доданок у правiй частини
рiвняння (3.19)) зменшує температуру мастила настiльки, що процес
самоорганiзацiї забезпечується лише на межi. У стацiонарному станi
в’язкiсть пiд час плавлення набуває значення

ηm = η0g. (3.29)

Можливi двi протилежнi ситуацiї залежно вiд величини параме-
тра g = G/G0. У прикладi g � 1, за якого характерна в’язкiсть η0 має
мале значення, вирази (3.26) – (3.28) набувають вигляду

σ0 = (1− Te)1/2 , T0 = Tc0 = 1. (3.30)

Така ситуацiя вiдповiдає межi дуже в’язкої рiдини. У протилежному
разi g � 1, що вiдповiдає великому значенню η0, замiсть (3.30), ма-
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ємо межу твердоподiбного (замерзлого) стану

σ0 = (gTe − 1)1/2, T0 = Tc0 = g−1 ≡ η0/τεG. (3.31)

За ненульових значень напружень σ рiвняння (3.17)–(3.19) опи-
сують зазначенi вище властивостi, притаманнi рiдиноподiбному ста-
ну мастила. Така поведiнка сильно вiдрiзняється вiд об’ємних змащу-
вальних матерiалiв i потребує детального пояснення. Згiдно з рiвнян-
ням (3.18) поява в’язких напружень σv приводить до пластичної течiї
рiдиноподiбного мастила зi швидкiстю V = h∂ε/∂t. Зокрема, у при-
кладi апарата поверхневих сил [12] у рiвняннях (3.17)–(3.19) ефектив-
на амплiтуда деформацiї ε = xmax/h визначається через вiдношення
амплiтуди деформацiї (вiдхилення) xmax до товщини мастила h. Ефек-
тивна швидкiсть зсуву ε̇ = εω = V/h = ε/τσ являє собою добуток
деформацiї ε та частоти коливань ω.

Показано, що пластична течiя шару мастила реалiзується за на-
явностi в ньому пружних напружень. Водночас дiя зсувних напружень
приводить до зменшення модуля зсуву змащувального матерiалу. Пiд
час межового режиму тертя зi збiльшенням в’язких напружень

σv =
Fv
A

(3.32)

збiльшується в’язка сила тертя

Fv =
ηeffV A

h
, (3.33)

де ηeff – ефективна в’язкiсть, що не спiвпадає з дiйсною в’язкiстю та
знаходиться лише експериментально,A– площа контакту. Комбiнува-
ння рiвнянь (3.32) та (3.33) дає вираз для швидкостi через напруження

V =
σvh

ηeff
. (3.34)

Отже, зi зростанням зсувних напружень збiльшується вiдносна швид-
кiсть руху контактуючих поверхонь i мастило плавиться.

Бiльше того, за вiдсутностi деформацiї зсуву теплове се-
редньоквадратичне вiдхилення молекул (атомiв) визначається рiвнi-
стю

〈
u2
〉

= T/Ga. Середнє значення вiдхилення за рахунок зсуву
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знаходиться зi спiввiдношення
〈
u2
〉

= σ2a2/G2. Повне середнє ква-
дратичне вiдхилення дорiвнює сумi цих виразiв за умови, що тепловi
флуктуацiї та напруження незалежнi. Це означає, що плавлення ма-
стила спричинене як нагрiванням, так i впливом напружень, створених
твердими поверхнями пiд час тертя. Останнє узгоджується з розглядом
нестiйкого твердоподiбного стану в межах подання зсувного динамi-
чного плавлення за вiдсутностi теплових флуктуацiй. Отже, флуктуацiї
деформацiї, пов’язанi з напруженнями й тепловi флуктуацiї потрiбно
розглядати окремо. Будемо вважати, що плiвка мастила стає бiльш рi-
диноподiбною, а сила тертя зменшується зi зростанням температури за
рахунок зменшення енергiї активацiї стрибкiв молекул.

3.4 Гiстерезиснi явища при залежностi
модуля зсуву вiд напружень

Рiвняння Максвелла припускає використання iдеалiзованої мо-
делi Генкi. Для залежностi напружень вiд деформацiї σ(ε) ця модель
подається законом Гука σ = Gε при ε < εm i константою σm = Gεm
при ε ≥ εm (σm, εm – максимальнi значення пружних зсувних напру-
жень i деформацiї для гукiвської дiлянки, σ > σm приводить до в’язкої
течiї зi швидкiстю деформацiї ε̇ = (σ−σm)/η). Фактично, крива залеж-
ностi σ(ε) має двi дiлянки: перша, гукiвська, має великий кут нахилу,
обумовлений модулем зсуву G, а за ним слiдує бiльш полога дiлянка
пластичної деформацiї, нахил якої визначається коефiцiєнтом змiцне-
ння Θ < G. Очевидно, зазначена картина означає, що модуль зсуву
залежить вiд величини напружень. Для врахування цiєї обставини ско-
ристаємося найпростiшим наближенням

G(σ) = Θ +
G−Θ

1 + (σ/σp)β
, β = const > 0, (3.35)

що описує поданий вище перехiд режиму пружної деформацiї в пла-
стичний. Вiн вiдбувається за характерних значень зсувних напружень
σp i деформацiї εp. Потрiбно зазначити, що пiд час опису структур-
них фазових переходiв рiдиноподiбного мастила характерна наявнiсть
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iнварiантiв третього порядку, що порушують парнiсть залежностi си-
нергетичного потенцiалу V вiд напружень σ. Тому в наближеннi (3.35)
використовувався лiнiйний член σ/σp (β = 1), замiсть квадратичного
(σ/σp)

2 (β = 2), i вiдповiдна залежнiсть V (σ) уже не була парною. От-
же, непарнi значення β вiдповiдають експерименту, у якому ковзання
блока у взаємно протилежних напрямках нееквiвалентно з енергетич-
ного погляду.

Перехiд до розгляду фазового перетворення першого роду дося-
гається замiною постiйного коефiцiєнта g у (3.17) залежнiстю (3.35) у
безрозмiрнiй формi g(σ) = G(σ)/G0

g(σ) = gθ

[
1 +

θ−1 − 1

1 + (σ/α)β

]
, (3.36)

де gθ = Θ/G0; θ = Θ/G; α = σp/σs. Для цього прикладу дослiджено
два значення коефiцiєнта: β = 1 i β = 2. Згiдно з проведеним роз-
глядом для кожного з них плавлення плiвки мастила вiдбувається за
механiзмом фазового переходу першого роду, але для другого варiанта
вдалося провести повнiше аналiтичне дослiдження, тому вiн представ-
лений докладнiше. Нижче показано, що для значення β = 1 результати
аналогiчнi.

У разi, коли β = 2, в межах адiабатичного наближення τε, τT�τσ
система Лоренца (3.17)–(3.19) зводиться до рiвняння Ландау – Хала-
тнiкова (3.24), у якому синергетичний потенцiал є парною функцiєю
напруження σ i визначається виразом (див. додатну область σ на ри-
сунку 3.7)

V =
1

2
(1− gθ)σ2 + gθ

(
1− Te

2

)
ln
(
1 + σ2

)
−

− 1

2
gθα

2
(
θ−1 − 1

) (
α2 − 1

)−1 ×
×

[
(Te−2) ln

(
1+σ2

)
+
(
α2−Te+1

)
ln
(
1+σ2/α2

)]
. (3.37)

За малих значень Te залежнiсть V (σ) має монотонно зростаючий виг-
ляд iз мiнiмумом у точцi σ = 0 (крива 1). За температури

T 0
c =g−2

θ

[
gθ
(
α2+gθ+1−α2gθθ

−1
)

+2α2gθθ
−1 (gθ−1) +

α4

2
D1/2

]
,

(3.38)
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Рисунок 3.7 — Залежнiсть синергетичного потенцiалу (3.42) вiд напружень
для фазового переходу першого роду при gθ = 0.6, θ = 0.1, α = 0.75 i рiзних

температурах: 1 – Te < T 0
c ; 2 – Te = T 0

c ; 3 – T 0
c < Te < Tc0; 4 – Te ≥ Tc0

D = 16g2
θα
−4 (gθ − 1)

(
θ−1 − 1

) (
α−2 − θ−1

)
(3.39)

з’являється плато (крива 2), яке при Te > T 0
c трансформується в мi-

нiмум, що вiдповiдає значенню напруження σ0 6= 0, i максимум, що
роздiляє мiнiмуми рiдиноподiбної «впорядкованої» та твердоподiбної
«невпорядкованої» фаз (крива 3). Iз подальшим зростанням темпе-
ратури поверхонь Te мiнiмум рiдиноподiбної фази заглиблюється, а
висота мiжфазного бар’єру спадає, зникаючи за критичного значен-
ня Tc0 = 1 + θ/gθ = 1 + g−1 (3.26). Стацiонарнi значення напружень
задаються виразом (рис. 3.8)

σm0 =

{
1

2
α2 (gθ−1)−1

[
1+α−2−gθα−2 (Te−1)−gθθ−1±D1/2

0

]}1/2

,

(3.40)

D0=

[
gθ
Te−1

α2
+
gθ
θ
−1−α−2

]2

−4α−2 (gθ−1)
[gθ
θ

(Te−1)−1
]
, (3.41)

i верхнiй знак вiдповiдає максимуму функцiї V (σ), а нижний – мiнiму-
му. За Te ≥ Tc0 крива V (σ) має той самий вигляд, що й для фазового
переходу другого роду (крива 4).

У разi, коли β = 1, синергетичний потенцiал є непарною функцi-
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Рисунок 3.8 — Залежнiсть стацiонарних значень напружень вiд температу-
ри Te при gθ = 0.6, θ = 0.1, α = 0.75 (суцiльна крива вiдповiдає стiйкому

значенню σ0, штрихова крива – нестiйкому σm)

єю σ i визначається виразом (див. рис. 3.7)

V =
1

2
(1− gθ)σ2 + gθ

(
1− Te

2

)
ln
(
1 + σ2

)
− gθ

(
θ−1 − 1

)
α×

×
{
σ − α ln

∣∣∣1 +
σ

α

∣∣∣+ (Te − 2)

[
α

1 + α2
ln
∣∣∣1 +

σ

α

∣∣∣ +

+
α

2 (1 + α2)
ln
(
1 + σ2

)
+
(
1 + α2

)−1
arctg σ

]}
. (3.42)

Залежнiсть V (σ) при σ > 0 аналогiчна прикладу β = 2. Для визначе-
ння координат особливих точок системи необхiдно розв’язати кубiчне
рiвняння, у результатi виходять громiздкi вирази, не наведенi тут.

87



3.5 Вплив адитивного некорельованого
шуму

У будь-якiй системi iснують флуктуацiї, i їх можна математично
описати шумами. Шуми вводяться тодi, коли розв’язується завдання з
безлiччю неоднорiдностей, дефектiв, зовнiшнiх дiй тощо. Коли не мож-
на описати всi наявнi дiї якось об’єктивно. Дiй множина, i їх вплив
якiсно можна представити як шум. Урахування шуму узагальнює опи-
суване явище, оскiльки вже припускає синергетичний пiдхiд, у якому
реалiзуються не рiвноважнi термодинамiчнi стани, а стацiонарнi. От-
же, урахування шуму дозволяє зробити модель, що спочатку iдеалiзу-
ється, бiльш наближеною до експерименту. Фактично робиться такий
висновок: якщо в системi є флуктуацiї, то може встановлюватися пере-
ривчасте тертя, спостережуване експериментально. Тобто робота при-
свячена з’ясуванню причин, що приводять до переривчастого тертя, i
таку причину знайдено.

У реальних умовах пара тертя має шорстку поверхню – систему
западин i виступiв. I стохастична модель переривчастого тертя повинна
бути пов’язана саме з фрактальною природою контактуючих тiл. По-
казано, що дiя шуму температури приводить до самоподiбної поведiнки
часових рядiв напружень σ(t), у цьому разi часовi ряди є мультифра-
ктальними. Тому введення випадкових сил (шумiв) якраз покликане
врахувати шорсткостi поверхонь i неоднорiдностi, не наявнi в моделi.

Для подальшого дослiдження системи будемо дiяти в межах ме-
тоду ефективного потенцiалу, описаного в пунктi 1.2.5 [9]. Використо-
вуючи адiабатичне наближення τσ � τε, τT в рiвняннях (3.18), (3.19)
можна покласти τεε̇ ≈ 0, τT Ṫ ≈ 0, пiсля чого останнi приводять до
залежностей

ε(t) = ε̄+ ε̃ξ4(t), T (t) = T̄ + T̃ ξ5(t); (3.43)

ε̄ ≡ σ
(
Te − 1 + σ2

)
d(σ), ε̃≡

√
Iε + ITσ2 d(σ),

T̄ ≡
(
Te + 2σ2

)
d(σ), T̃ ≡

√
IT + Iεσ2 d(σ), (3.44)

де d(σ) ≡ (1 + σ2)−1. У них флуктуацiйнi складовi походять iз вiдомої
властивостi адитивностi дисперсiй гаусових випадкових величин. От-
же, синергетичний принцип пiдпорядкування [1] перетворює адитивнi
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шуми деформацiї ε i температури T на мультиплiкативнi. У результатi
вирази (3.17), (3.43) i (3.44) приводять до рiвняння Ланжевена

σ̇ = f(σ) +
√
I(σ) ξ(t), (3.45)

де час t вимiряний в одиницях часу релаксацiї напружень τσ.
Узагальнена сила f(σ), а також ефективна iнтенсивнiсть шуму

I(σ) подаються рiвностями

f(σ) ≡ −σ + gσ
[
1− (2− Te)(1 + σ2)−1

]
,

I(σ) ≡ Iσ + g2(Iε + ITσ
2)(1 + σ2)−2. (3.46)

Для запобiгання непорозумiнь варто зазначити, що безпосереднє пiд-
ставлення (3.43) i (3.44) в (3.17) приводить до стохастичної добавки

[
I1/2
σ + g

(
I1/2
ε + I

1/2
T σ

) (
1 + σ2

)−1
]
ξ(t), (3.47)

квадрат амплiтуди якої вiдрiзняється вiд ефективної iнтенсивностi шу-
му (3.46). Бiльше того, безпосереднє використання адiабатичного на-
ближення в (3.18) i (3.19) приводить до флуктуацiйних доданкiв у зале-
жностях (3.43) у виглядi ε̃ ≡ (I

1/2
ε +I

1/2
T σ)d(σ), T̃ ≡ (I

1/2
T −I

1/2
ε σ)d(σ).

Останнiй доданок очевидно не є фiзичним, оскiльки ефективний шум
температури T̃ повнiстю зникає в разi напружень σ =

√
IT /Iε. Фор-

мальною причиною такого протирiччя є те, що до рiвняння Ланжевена
не можуть бути застосованi звичайнi методи аналiзу.

Для подальшого розгляду домножимо (3.45) на dt i одержимо
диференцiальне спiввiдношення Ланжевена

dσ = f(σ)dt+
√
I(σ)dW (t), (3.48)

де dW (t) = W (t + dt) −W (t) ≡ ξ(t)dt – вiнерiвський процес iз вла-
стивостями

〈dW (t)〉 = 0; 〈(dW (t))2〉 = 2dt. (3.49)

Загалом рiвнянню (3.48) може вiдповiдати множина форм рiвняння
Фоккера – Планка. Рiвняння Фоккера–Планка у формi Iто має бiльш
простий вигляд. У подальшому будемо брати до уваги числення Стра-
тоновича, оскiльки останнє дозволяє автоматично врахувати ефекти
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пам’ятi, що актуальнi пiд час плавлення ультратонких плiвок мастила
за рахунок їх малих розмiрiв. Вiдповiдне рiвняння Фоккера – Планка
з урахуванням (3.49) записується у виглядi:

∂P (σ, t)

∂t
= − ∂

∂σ
[f(σ)P (σ, t)] +

+
∂

∂σ

[√
I(σ)

∂

∂σ

√
I(σ)P (σ, t)

]
. (3.50)

Iз часом розподiлення розв’язкiв (3.48) стає стацiонарним, i його виг-
ляд може бути знайдений з (3.50) за ∂P (σ, t)/∂t = 0

P (σ) = Z−1 exp{−U(σ)}, (3.51)

де ефективний потенцiал поданий рiвнiстю

U(σ) =
1

2
ln I(σ)−

σ∫

0

f(σ′)
I(σ′)

dσ′. (3.52)

Точки екстремуму розподiлення (3.51) визначаються умовою dU/dσ ≡
dI/dσ − 2f = 0. Або в явному виглядi

(1− g)x3+g(2−Te)x2−g2ITx+2g2(IT−Iε)=0, (3.53)

де x ≡ 1 + σ2. Вираз (3.53) вiдрiзняється вiд одержаного в разi чи-
слення Iто. Однак пiд час збiльшення в (3.53) iнтенсивностей шумiв
IT , Iε у 2 рази розрiзнення зникає. Тому проведений далi аналiз, що
грунтується на вивченнi екстремумiв функцiй розподiлення (побудова
фазових дiаграм, iнтерпретування стацiонарних станiв) пiд час викори-
стання числення Стратоновича спiвпадає з результатами, одержаними
в межах пiдходу Iто. Однак потенцiал (3.52) не можна звести до ранiш
одержаного простим перенормуванням iнтенсивностей шумiв, оскiль-
ки вiн вiдрiзняється вiд останнього лише виглядом першого доданка
(наявнiстю коефiцiєнта 1/2). Тому часовi ряди напружень рiзняться.
Оскiльки запропонована робота має за мету дослiдження особливо-
стей еволюцiї напружень у часi, то ми використовуємо числення Стра-
тоновича.
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За умови фiксованої iнтенсивностi Iε фазова дiаграма має виг-
ляд, показаний на рисунку 3.9а, у разi фiксованої iнтенсивностi IT –
на рисунку 3.9б. Лiнiї 1′, 2′ на дiаграмах вiдповiдають межам утрати
стiйкостi системи. Пряма 1′ визначається рiвнiстю

Te = 1 + g−1 + g(IT − 2Iε), (3.54)

що походить iз (3.53), i подає межу iснування ненульового стацiонар-
ного розв’язку σ0 = 0. Нижче вiд цiєї прямої завжди реалiзується ма-
ксимум P (σ) при σ = 0, а вище вiд неї цього максимуму не iснує. На дi-
аграмi видно три областi, що вiдповiдають рiзним режимам тертя. Фа-
ктично обидва рисунки є площинними перерiзами тривимiрної фазової
дiаграми в координатах Te − Iε − IT . Тому аналiзованi далi точки 1–3
на обох дiаграмах вибранi на перетинi сiчних площин у такий спосiб,
що вiдповiдають однаковим параметрам системи.

На рисунку 3.10 показаний ненормоване розподiлення ймовiр-
ностi (3.51), що вiдповiдає точкам на рисунку 3.9. Точка 1 знаходи-
ться в областi сухого тертяDF фазової дiаграми, тому спостерiгається
один максимум функцiї розподiлення при σ0 = 0. Двофазна область
SS дiаграми характеризується спiвiснуванням максимумiв розподiле-
ння P (σ) за нульового й ненульового значень напружень (точка 2). То-
чка 3 знаходиться в областi, де спостерiгається один максимум розпо-
дiлення ймовiрностi за σ0 6= 0, що вiдповiдає режиму рiдинного тертя
або ковзанню. Залежностi P (σ) на рисунку 3.10 побудованi в подвiй-
ному логарифмiчному масштабi. Видно, що для кривих DF и SS роз-
подiлення набуває спадного степеневого вигляду. Такий режим вiдпо-
вiдає значенням σ � 1 i Iσ, Iε � IT , за котрих (3.51) можна звести до
вигляду

P (σ) = σ−1P(σ), (3.55)

де функцiя P(σ) визначається виразом

P(σ) = Z−1g−1I
−1/2
T (1 + σ2)×

× exp

{
I−1
T g−1

[
σ4

4
(1− g−1)+

+ (Te−1−g−1) lnσ+σ2

(
Te
2
−g−1

)]}
. (3.56)
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Рисунок 3.9 — Фазовi дiаграми при g = 0.2 з областями рiдинного (SF ),
сухого (DF ) i переривчастого (SS ) тертя: a – при Iε = 0; б – при IT = 100
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Рисунок 3.10 — Функцiя розподiлення (3.51) при Iσ = 10−20, Iε = 0, IT =
100 i режимах, показаних точками на рисунку 3.9: 1 – Te = 5 (DF ); 2 – Te =

15 (SS ); 3 – Te = 32.5 (SF )

Вiдомо, що самоподiбним системам вiдповiдає однорiдна функцiя роз-
подiлення (3.55). Воно буде однорiдним тодi, коли функцiя (3.56) –
константа. У разi малих значень напружень множник перед експо-
нентою 1 + σ2 → 1. Проаналiзуємо доданки пiд знаком експонен-
ти, що роблять внесок у розподiлення. Перший доданок пiд час ма-
лих напружень за рахунок четвертого степеня робить незначний вне-
сок, а оскiльки g < 1, вiн завжди вiд’ємний, тобто, з iншого боку, пiд
час великих напружень розподiлення набуває експоненцiально спа-
дного вигляду. Другий та третiй доданки за високих значень температу-
ри зi зростанням напружень також зростають, тому, як видно iз рисун-
ка 3.10, у режимi SF степенева асимптотика P (σ) ∝ σ−1 не спосте-
рiгається, а ймовiрнiсть за малих значень стає зростаючою функцiєю.
Отже, наявну самоподiбну поведiнку потрiбно очiкувати за темпера-
тур, для котрих в областi σ < 1 другий i третiй доданки зi зростанням
напружень зменшуються, тобто при Te < 1 + g−1.

Числення Стратоновича привело до першої вагомої вiдмiнностi
порiвняно з пiдходом Iто: в (3.55) показник розподiлення дорiвнює−1,
у той час, як ранiше вiн набував значення−2.

93



3.6 Часовi ряди напружень

Для числового розв’язання рiвняння (3.48) скористаємося мето-
дом Ейлера. У нашому прикладi (3.48) являє собою стохастичне дифе-
ренцiальне рiвняння (СДУ) Стратоновича. Для застосування звичай-
ної iтерацiйної процедури необхiдно вiд СДУ Стратоновича перейти до
еквiвалентного СДУ Iто. Рiвнянню (3.48) з урахуванням (3.49) вiдпо-
вiдає СДУ Iто у виглядi [8]

dσ =

[
f(σ) +

√
I(σ)

∂

∂σ

√
I(σ)

]
dt+

√
I(σ)dW (t). (3.57)

З урахуванням визначення дискретного аналога диференцiала випад-
кової сили dW (t) ≡

√
∆tWi i (3.46) одержуємо iтерацiйну процедуру

для розв’язання рiвняння (3.57)

σi+1=σi +

(
f(σi)+

g2σi[IT (1−σ2
i )−2Iε]

(1+σ2
i )

3

)
∆t+

+
√
I(σi)∆tWi. (3.58)

Рiвняння розв’язується на часовому промiжку t ∈ [0, T ]. У разi заданої
кiлькостi iтерацiй N (кiлькостi точок часового ряду) прирiст часу ви-
значається як ∆t = T/N . СилаWi має такi властивостi (пор. з (3.49)):

〈Wi〉 = 0, 〈WiWi′〉 = 0, 〈W 2
i 〉 → 2. (3.59)

Адекватно представити випадкову силу, що має властивостi бiлого шу-
му, дозволяє модель Бокса – Мюллера:

Wi =
√
µ2
√
−2 ln r1 cos(2πr2), rn ∈ (0, 1], (3.60)

де, вiдповiдно до (3.59), дисперсiя µ2 = 2, аWi – абсолютно випадкове
число з властивостями (3.59). Псевдовипадковi числа r1 i r2 мають рiв-
номiрне розподiлення. Ефективний потенцiал (3.52) має мiнiмуми при
додатному та вiд’ємному значеннях напружень σ. Тому в разi числового
розв’язання рiвняння (3.57) за рахунок флуктуацiй можуть здiйснюва-
тися переходи системи мiж станами, що вiдповiдають зазначеним мiнi-
мумам. Оскiльки ми розглядаємо рух верхньої поверхнi, що зсувається
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Рисунок 3.11 — Часовi ряди напружень |σ|(t), одержанi в результатi iтера-
цiйної процедури (3.58) при N = 104, t = 100,∆t = 0.01. Режими, вказанi на

рисунку, вiдповiдають точкам на фазовiй дiаграмi (рис. 3.9)
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в один бiк, далi проаналiзована поведiнка |σ|(t). Типовi реалiзацiї |σ|(t)
для режимiв, що розглядаються, наведенi на рисунку 3.11.

Пiд час сухого тертя (режимDF ) видно довготривалi дiлянки, на
яких напруження близькi до нульового значення, розмежованi вузьки-
ми пiками. На вставленнi до рисунка показано залежнiсть |σ|(t) пiд час
багатократного збiльшення. Видно, що характер поведiнки при збiль-
шеннi масштабу не змiнюється, що вiдповiдає самоподiбнiй поведiнцi.
У разi параметрiв переривчастого тертя (SS) вiдбуваються випадко-
вi переходи мiж нульовим i ненульовим значеннями напружень σ. У
режимi рiдинного тертя SF вiдбуваються флуктуацiї бiля ненульового
середнього значення напружень.

3.7 Вплив корельованих флуктуацiй
температури на плавлення плiвки
мастила

У цьому пiдроздiлi проведений аналiз впливу корельованого шу-
му температури на процес плавлення ультратонкої плiвки мастила. Ос-
кiльки система має малi розмiри, вплив шуму виявляється iстотним, i
для повноти аналiзу його необхiдно врахувати. Урахування шуму до-
зволяє описати переривчастий stick-slip режим.

3.7.1 Представлення кольорового шуму та основнi рiвнян-
ня

Продовжимо дослiдження системи рiвнянь (3.17)–(3.19), що
описує плавлення ультратонкої плiвки мастила з температурою T , за-
тиснутою мiж двома атомарно-гладкими поверхнями з температурою
Te [4].

Можливий приклад, коли сила тертя змiнюється в часi випад-
ково. Такий режим виявлений методами молекулярної динамiки й по-
казаний на рисунку 3.12. Подiбний нерегулярний режим спостерiгався
в експериментах, у яких як мастило використовувалася плiвка тетра-
декана товщиною 0.8 нм, що вiдповiдає двом моношарам речовини, i
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Рисунок 3.12 — Часовi залежностi сили тертя F , швидкостi верхньої зсувної
поверхнi V , товщини мастила h i температури мастила T [14].

швидкiсть зсуву близька до критичного значення. Очевидно, цей ре-
жим викликаний флуктуацiями, що виявляються iстотними за рахунок
малого розмiру. Причому флуктуацiї здiйснює також температура ма-
стила T , що репрезентує середню величину. З’ясуємо причину таких
флуктуацiй.

У молекулярнiй динамiцi температура системи вводиться через
питоме середнє значення кiнетичної енергiї

E =

N∑
n=1

mnv
2
n

2N
, (3.61)

деm– молекулярна маса атома, v – його швидкiсть таN – повна кiль-
кiсть атомiв. Вираз (3.61) являє собою середнє значення, бiля якого
вiдбуваються флуктуацiї енергiї частинок, що становлять систему. За
великої кiлькостi частинок система з часом приходить до стану тер-
модинамiчної рiвноваги, за якої значення (3.61) не змiнюється у ча-
сi. Проте ми розглядаємо систему, у якiй кiлькiсть частинок обмежена
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(плiвка мастила має товщину в декiлька атомних шарiв). Тому значен-
ня (3.61) змiнюється з часом випадково за рахунок флуктуацiй швид-
костi обмеженої кiлькостi частинок i його вже не можна вважати за по-
стiйне середнє значення. Отже, енергiя буде флуктуювати. У разi змiни
кiнетичної енергiї (3.61) потенцiальна енергiя змiнюється так, що повна
енергiя системи завжди залишається постiйною.

Кiнетична енергiя системи та її температура пов’язанi таким спiв-
вiдношенням:

E =
i

2
kT, (3.62)

де i – кiлькiсть ступенiв свободи (у нашому прикладi i = 3), k – стала
Больцмана. Порiвнюючи (3.61) i (3.62), маємо миттєве значення тем-
ператури

T =

N∑
n=1

mnv
2
n

3kN
. (3.63)

Для обчислення температури цiєї системи необхiдно в (3.63) додатково
проводити усереднення за часом. Проте, як показано вище, це значен-
ня для ультратонких плiвок не є постiйним. Наприклад, коли зсувнi на-
пруження перевищують критичне значення, настає плавлення, за яко-
го швидкостi частинок мастила зростають, оскiльки система стає менш
упорядкованою. Збiльшенню флуктуацiй також сприяє неоднорiднiсть
системи – дефекти кристалiчної будови мастила, нерiвностi поверхонь
тертя, домiшки у використовуваному мастилi, неоднорiдне розподiлен-
ня температури термостата тощо. Указанi ефекти в експериментальних
ситуацiях завжди актуальнi. Для їх урахування i вводять до розгляду
флуктуацiї енергiї.

Далi розглядається вплив флуктуацiй енергiї (3.61). Використо-
вуючи лiнiйний зв’язок мiж енергiєю та температурою (3.62), урахуємо
флуктуацiї енергiї, увiвши флуктуацiї температури, яка явно входить до
еволюцiйного рiвняння. Далi пiд флуктуацiями температури маються
на увазi флуктуацiї кiнетичної енергiї частинок мастила. Проте флук-
туацiї температури в такий спосiб можна вводити лише для ультратон-
ких плiвок мастил, що складаються з обмеженої кiлькостi частинок.

Флуктуацiї температури, показанi на рисунку 3.12, на вiдмiну вiд
бiлого шуму, є корельованими. Це випливає з того, що згiдно з рисун-
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ком, якщо температура збiльшується, то в наступний момент iмовiр-
нiсть того, що вона продовжуватиме збiльшуватися бiльша, нiж iмо-
вiрнiсть її зменшення.

Уведемо флуктуацiї температури, слiдуючи [2]. Часова кореляцiя
розмiрної температури TD мастила визначається середнiм значенням
добутку

ϕ(τ) = 〈∆TD(t)∆TD(t+ τ)〉, (3.64)

де ∆TD(t) – рiзниця мiж поточною та середньою температурою. У
межах припущення про квазiстацiонарнiсть флуктуацiй ∆TD функцiя
ϕ(τ) набуває вигляду

ϕ(τ) = 〈(∆TD)2〉 exp(−ζ|τ |). (3.65)

Тут 1/ζ задає час релаксацiї для встановлення рiвноваги. Вважаючи,
що у формулах (3.64) i (3.65) моменти часу пов’язанi рiвнiстю t+τ = t′,
одержуємо

ϕ(t′ − t) = 〈∆TD(t)∆TD(t′)〉 = 〈(∆TD)2〉 exp(−ζ|t′ − t|). (3.66)

Тодi, пiдстановка середнього квадрата флуктуацiй температури
〈(∆TD)2〉 = T 2

D/cv у вираз (3.66) дає

〈∆TD(t)∆TD(t′)〉 =
T 2
D

cv
exp(−ζ|t′ − t|). (3.67)

Такого типу флуктуацiї описуються процесом Орнштайна – Уленбека
λ(t) [8], який має такi моменти (пор. з (3.67)):

〈λ(t)〉 = 0, 〈λ(t)λ(t′)〉 =
I

τλ
exp

(
−|t− t

′|
τλ

)
, (3.68)

тут I вiдiграє роль iнтенсивностi флуктуацiй температури, а τλ – часу
їх кореляцiї. Для опису впливу кореляцiй температури процес λ(t) далi
враховується у безрозмiрному рiвняннi (3.19) як додатковий темпера-
турний доданок. Тому величини λ, I в (3.68) уже вимiрянi в одиницях

λs = Tc, Is = T 2
c . (3.69)
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Порiвнюючи формулу (3.67) з другою рiвнiстю (3.68), з урахуванням
одиниць вимiрювання (3.69) одержуємо:

λ(t) = ∆T (t), τλ =
1

ζ
, I =

T 2

ζcv
. (3.70)

Отже, величина iнтенсивностi шуму I однозначно визначається
температурою та теплоємнiстю мастила cv. На перший погляд може
здатися, що на наведених далi фазових дiаграмах Te(I) кожному зна-
ченню I вiдповiдає єдине Te, i замiсть областей повинна iснувати кри-
ва в зазначених координатах, рух по якiй описує еволюцiю системи.
Проте це не актуально, оскiльки параметр Te представляє температу-
ру термостата, що не визначає однозначно температури T . Потрiбно
лише вважати, що в результатi самоорганiзацiї системи певному зна-
ченню Te може вiдповiдати безлiч значень T , i згiдно з (3.70), iнтенсив-
ностей I у рiзнi моменти часу. Крiм того, до змiни I приводить варiацiя
cv iз часом. Отже, доречно говорити про iснування фазової дiаграми.
Iнтенсивнiсть I можна також змiнювати за рахунок вибору параметра
ζ, що характеризує конкретну систему. Останнє означає, що в одних
системах шум не робить iстотного впливу на їх поведiнку з часом, а в
iнших впливає критично.

Проте, тут, не обмежуючись таким пiдходом, флуктуацiї темпе-
ратури можна розумiти в ширшому сенсi. Це пов’язано з тим, що за-
звичай термiчний вплив роблять рiзнi зовнiшнi стохастичнi джерела.
Крiм того, шум можна рiвноправним чином iнтерпретувати як у разi
допомоги флуктуацiй T , так i Te. Таке представлення шуму часто ви-
користовується пiд час моделювання його в реальних фiзичних систе-
мах [8].

Процес Орнштайна – Уленбека λ(t) представляє реалiзацiю ко-
рельованих випадкових блукань. Мається на увазi, що зi збiльшенням
швидкостi частинки збiльшується ймовiрнiсть її зiткнення з iншою час-
тинкою. Водночас усi частинки повертаються до нульової швидкостi
тим швидше, чим бiльша їх швидкiсть. Процес є кольоровим гаусовим
шумом iз ненульовим часом кореляцiї τλ та iнтенсивнiстю I . Вiн може
бути одержаний пiд час розв’язання рiвняння Орнштайна – Уленбека

dλ(t)

dt
= − 1

τλ
λ(t)− 1

τλ
ξ(t), (3.71)
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де ξ(t) представляє гаусiв бiлий шум iз нульовим середнiм значенням
та iнтенсивнiстю I

〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Iδ(t− t′). (3.72)

Водночас джерело λ(t) на великих часових iнтервалах подiбне до бiло-
го шуму ξ(t), а на малих – до броунiвського руху, i в стацiонарнiй межi
(t, t′ � τλ) має моменти (3.68).

Помноживши (3.71) на dt одержуємо стохастичне диференцi-
альне рiвняння

dλ(t) = − 1

τλ
λ(t)dt− 1

τλ
dW (t), (3.73)

де вiнерiвський процес має властивостi

〈dW (t)〉 = 0; 〈(dW (t))2〉 = 2Idt. (3.74)

Для числової реалiзацiї λ(t) розв’яжемо рiвняння (3.73), скористав-
шись при цьому методом Ейлера. З урахуванням визначення дискрет-
ного аналогу диференцiала випадкової сили dW (t) ≡

√
∆tWn одержу-

ємо таку iтерацiйну процедуру:

λn+1 = λn

(
1− ∆t

τλ

)
−
√

∆t

τλ
Wn. (3.75)

Розв’язання проводиться на iнтервалi t ∈ [0, T ], i за заданої кiлькостi
iтерацiй N прирiст часу визначається як ∆t = T/N . Випадкова сила
Wn має такi властивостi:

〈Wn〉 = 0, 〈WnWn′〉 = 0 〈W 2
n〉 → 2I. (3.76)

Для її моделювання використовується функцiя Бокса – Мюллера

Wn = µ
√
−2 ln r1 cos(2πr2), ri ∈ (0, 1], (3.77)

де дисперсiя µ =
√

2, а Wn – абсолютно випадкове кiлькiсть iз вла-
стивостями (3.76). Псевдовипадковi числа r1 i r2 мають рiвномiрний
розподiлення i повторюються через певний iнтервал.
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Рисунок 3.13 — Реалiзацiя бiлого шуму (3.77) при I = 1 (µ2 = 2I): а –
N = 2 · 103, T = 20, ∆t = 0.01; б – N = 2 · 105, T = 2 · 103, ∆t = 0.01
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Рисунок 3.14 — Реалiзацiя кольорового шуму (3.75) при I = 1 (µ2 = 2I),
τλ = 2.0: а – N = 2 · 103, T = 20, ∆t = 0.01; б – N = 2 · 105, T = 2 · 103,

∆t = 0.01
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На рисунку 3.13 представлена реалiзацiя (3.77) для рiзних ча-
сових масштабiв. Характер поведiнки для обох масштабiв подiбний,
шум є некорельованим. Процес Орнштайна – Уленбека λ(t) для ана-
логiчних iнтервалiв часу представлений на рисунку 3.14. Видно, що на
коротких iнтервалах (рис. 3.14а) вiн подiбний до броунiвського руху, i
тут кожне подальше значення залежить вiд попереднього, тобто шум є
корельованим. На довгих же iнтервалах (рис. 3.14б) кореляцiя втрача-
ється, процес стає подiбним до бiлого шуму, реалiзацiя якого показана
на рисунку 3.13. Оскiльки, на вiдмiну вiд бiлого шуму, стацiонарний
процес Орнштайна – Уленбека має кiнцеву дисперсiю, його часто ви-
користовують як модель реального шумового сигналу.

З урахуванням стохастичного доданка останнє рiвняння систе-
ми, що розглядається (3.19) набуває вигляду

τT Ṫ = (Te − T )− σε+ σ2 + λ(t). (3.78)

У межах адiабатичного наближення

τT � τσ, τε, (3.79)

коли температура мастила T слiдує за змiною зсувних компонент на-
пружень σ i деформацiї ε, у рiвняннi (3.78) можна видiлити малий па-
раметр, i покласти τT Ṫ ' 0. У результатi одержуємо вираз для темпе-
ратури

T = Te − σε+ σ2 + λ(t). (3.80)

Додамо системi (3.17), (3.18), (3.80) бiльш простого вигляду,
звiвши її до єдиного рiвняння для зсувних напружень σ(t). Рiвняння
(3.17) дає деформацiю

ε =
1

g
[σ + τσσ̇] , (3.81)

а рiвностi (3.18), (3.80) з урахуванням (3.81) набувають вигляду

τεε̇ = −1

g
[σ + τσσ̇] + σ

[
Te − 1− σ

g
(σ + τσσ̇) + σ2

]
+ σλ(t), (3.82)

T = Te −
σ

g
[σ + τσσ̇] + σ2 + λ(t). (3.83)
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Пiдставляючи (3.82) в результат диференцiювання виразу (3.81), одер-
жимо еволюцiйне рiвняння в канонiчному виглядi рiвняння нелiнiйного
стохастичного осцилятора типу генератора Ван дер Поля

mσ̈ + γ(σ)σ̇ = f(σ) + φ(σ)λ(t), (3.84)

де коефiцiєнт тертя γ, сила f , амплiтуда шуму φ i параметр m, що зво-
диться до маси системи, визначаються виразами

γ(σ) ≡ 1

g

[
τε+τσ(1+σ2)

]
, f(σ) ≡ σ

(
Te−1−g−1

)
−σ3

(
g−1−1

)
,

φ(σ) ≡ σ, m ≡ τστε
g
. (3.85)

3.7.2 Метод ефективного потенцiалу

Знайдемо розподiлення системи у фазовому просторi, що пара-
метризується узагальненими «координатою» σ i «iмпульсом» p ≡ mσ̇
залежно вiд часу t. Для цього скористаємося методом ефективного по-
тенцiалу, описаним тут на основi роботи [15]. Подамо рiвняння Ейлера
(3.84) в гамiльтоновiй формi

σ̇ = m−1p, ṗ = −m−1γ(σ)p+ f(σ) + φ(σ)λ(t). (3.86)

Статистичне дослiдження зводиться до визначення функцiї Π(σ, p, t),
що представляє густину ймовiрностi наявностi значення напружень σ
i швидкостi його змiни σ̇ в заданий момент часу t. Вона є усередненою
за шумом λ функцiєю розподiлення ρ(σ, p, t) розв’язкiв системи (3.86)

Π(σ, p, t) = 〈ρ(σ, p, t)〉. (3.87)

Припустимо, що функцiя ρ = ρ(σ, p, t) задовольняє рiвнянню безпе-
рервностi

∂ρ

∂t
+

[
∂

∂σ
(σ̇ρ) +

∂

∂p
(ṗρ)

]
= 0. (3.88)

Пiдставляючи сюди рiвнiсть (3.86), приходимо до рiвняння Лiувiля

∂ρ

∂t
=
(
L̂+ N̂λ

)
ρ, (3.89)
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де введенi оператори

L̂ ≡ − p

m

∂

∂σ
− ∂

∂p

(
f − γ

m
p
)
, N̂ ≡ −φ ∂

∂p
. (3.90)

В межах представлення взаємодiї мiкроскопiчна функцiя розпо-
дiлення визначається виразом $ = e−L̂tρ, i рiвняння (3.89)

набуває вигляду ∂$/∂t = R̂$, R̂ ≡ λ
(
e−L̂tN̂eL̂t

)
. Ме-

тод кумулянтного розвинення [15] iз точнiстю до доданкiв порядку
O(R̂2) приводить до лiнiйного диференцiального кiнетичного рiвнян-

ня ∂〈$〉(t)/∂t=
[
t∫

0

〈R̂(t)R̂(t′)〉dt′
]
〈$〉(t). Перехiд вiд представлення

взаємодiї до початкового дає рiвняння для функцiї розподiлення (3.87)

∂

∂t
Π(t) =



L̂+

t∫

0

〈λ(τ)λ(0)〉
[
N̂
(
eL̂τ N̂e−L̂τ

)]
dτ



Π(t). (3.91)

Ураховуючи, що фiзичний час t набагато перевищує час кореляцiї шу-
му τλ, верхню межу iнтегрування можна дорiвняти∞. Тодi розвинення
експонент в (3.91) приводить до виразу

∂Π

∂t
=
(
L̂+ Λ̂

)
Π, (3.92)

де оператор розсiяння

Λ̂ ≡
∞∑

n=0

Λ̂(n), Λ̂(n) ≡ C(n)
(
N̂L̂(n)

)
(3.93)

визначається комутаторами за рекурентною формулою

L̂(n+1) = [L̂, L̂(n)], L̂(0) ≡ N̂ (3.94)

([Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â) та моментами кореляцiйнiй функцiї (3.68)

C(n) =
1

n!

∫ ∞

0
τn〈λ(τ)λ(0)〉dτ. (3.95)
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Першi з них дорiвнюють

C(0) = I, C(1) = Iτλ. (3.96)

Загалом подальший розгляд не видається можливим, тому ско-
ристаємося спрощеним припущенням, що полягає у видiленнi малого
параметра ε�1, який спiвпадає з числом Кубо [15]. Вважаючи в рiв-
няннi (3.84) коефiцiєнт m = ε2 i вимiрюючи узагальнений «iмпульс»
в одиницях ε, дослiджуємо приклад передемпфованого осцилятора, у
якому сила рiдкого тертя перевищує решту складових в ε−1 � 1 разiв.
Тодi рiвняння (3.86) набувають вигляду

∂σ

∂t
= ε−1p,

∂p

∂t
= −ε−2γ(σ)p+ ε−1 [f(σ) + φ(σ)λ(t)] . (3.97)

Вiдповiдне рiвняння Фоккера – Планка (3.92) записується у формi
(
∂

∂t
− L̂

)
Π = ε−2Λ̂Π, (3.98)

де оператор L̂ ≡ ε−1L̂1 + ε−2L̂2 складається з компонент L̂1 ≡
−p(∂/∂σ) − f(∂/∂p), L̂2 ≡ γ (∂/∂p)p. Оператор розсiяння Λ̂ визна-
чається виразами (3.90), (3.93)–(3.95) i з точнiстю до доданкiв другого
порядку малостi має вигляд

Λ̂ =
(
C(0) + γC(1)

)
φ2 ∂

2

∂p2
+

+εC(1)φ2

[
− 1

φ

(
∂φ

∂σ

)(
∂

∂p
+p

∂2

∂p2

)
+

∂2

∂σ∂p

]
+O(ε2). (3.99)

Оскiльки плавлення мастила характеризується напруженнями σ
i часом t, то розглянемо проєкцiю функцiї розподiлення на напiвпро-
стiр (σ, t). Для цього перейдемо до рiвняння Фоккера – Планка вiднос-
но функцiї P (σ, t), використовуючи моменти початкового розподiлення
Pn(σ, t) ≡

∫
pnΠ(σ, p, t)dp, нульовий iз яких дає необхiдний результат.

Перемножуючи рiвняння (3.98) на pn та iнтегруючи за всiма iмпульса-
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ми приходимо до рекурентного спiввiдношення

ε2
∂Pn
∂t
− nγPn + ε

(
∂Pn+1

∂σ
+ nfPn−1

)
=

= n(n− 1)
(
C(0) + γC(1)

)
φ2Pn−2 +

+εnC(1)

[
φ2∂Pn−1

∂σ
− nφ

(
∂φ

∂σ

)
Pn−1

]
+O(ε2). (3.100)

Далi на основi iєрархiчного пiдходу до (3.100) запишемо рiвнян-
ня Фоккера – Планка. За умови, якщо n = 0, одержуємо рiвняння для
шуканої функцiї P = P0(σ, t)

∂P

∂t
= −ε−1∂P1

∂σ
. (3.101)

Момент першого порядку P1 задається рiвнiстю

P1 =
ε

γ

{
fP +

∂P2

∂σ
− C(1)

[
φ2∂P

∂σ
− φ

(
∂φ

∂σ

)
P

]}
, (3.102)

що випливає з (3.100), де n = 1 i враховуються члени першого порядку
за ε�1. Урахування членiв нульового порядку за ε при n = 2 дозволяє
записати вираз для моменту другого порядку P2

P2 = −
(
C(0)

γ
+ C(1)

)
φ2P. (3.103)

У результатi рiвняння Фоккера – Планка

∂P

∂t
= − ∂

∂σ

(
D(1)P

)
+

∂

∂σ

(
D(2)∂P

∂σ

)
(3.104)

виражається через коефiцiєнти дрейфу й дифузiї

D(1) =
1

γ

{
f−C(0)φ2∂γ

−1

∂σ
−φ∂φ

∂σ

(
2C(0)

γ
+ C(1)

)}
,(3.105)

D(2) =
φ2

γ

(
C(0)

γ
+ 2C(1)

)
. (3.106)

107



Стацiонарний розв’язок рiвняння (3.104) приводить до розподiлення

P (σ) = Z−1 exp {−E(σ)} (3.107)

з ефективним потенцiалом

E(σ) = −
σ∫

0

D(1)(x)

D(2)(x)
dx (3.108)

i нормуючою сталою Z .

3.7.3 Безперервне перетворення

3.7.3.1 Динамiчна фазова дiаграма

Пiдставляючи у вирази (3.105), (3.106) спiввiдношення (3.85),
знайдемо коефiцiєнти дрейфу й дифузiї в явному виглядi

D(1) =
g

τε + τσ(1 + σ2)

{
σ3

[
2Igτσ

[τε + τσ(1 + σ2)]2
+
g − 1

g

]
+

+ σ

[
Te −

1 + g

g
− 2Ig

τε + τσ(1 + σ2)
− Iτλ

]}
, (3.109)

D(2) =
Igσ2

τε + τσ(1 + σ2)

[
g

τε + τσ(1 + σ2)
+ 2τλ

]
. (3.110)

Розподiлення (3.107), показане на рисунку 3.15, має максимуми, поло-
ження яких визначаються набором величин Te, g, I , τλ, τε i τσ. За ма-
лих значень температури поверхонь Te реалiзується єдиний максимум
у точцi σ0 = 0, що вiдповiдає твердоподiбному стану мастила й режиму
сухого тертя (крива 1). Зi зростанням Te з’являються два максимуми
в точках σ0 = 0 i σ0 6= 0 (крива 2), перший iз них вiдповiдає сухому
тертю, другий – ковзанню поверхонь. Тут реалiзується режим пере-
ривчастого (stick-slip) руху, за якого вiдбуваються випадковi переходи
мiж указаними динамiчними режимами тертя. Це характерно для ре-
жиму перемежання пiд час плавлення мастила, коли має мiсце сумiш
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Рисунок 3.15 — Функцiя розподiлення зсувних напружень (3.107) для пе-
реходу другого роду при g = 0.2, τσ=τε=0.1, τλ=0.2 i I = 5. Кривi 1, 2, 3

вiдповiдають температурам Te = 5, 16, 20 вiдповiдно.

твердоподiбного й рiдиноподiбного станiв. Iз подальшим збiльшенням
Te максимум P (σ) при нульовому значеннi напружень зникає (крива
3), i спостерiгається режим рiдинного тертя, що вiдповiдає ковзанню.

Стацiонарний стан зсувних напружень визначається умовою
екстремуму розподiлення (3.107)

D(1)(σ)

D(2)(σ)
= 0. (3.111)

Пiдставляючи сюди вирази (3.109), (3.110), приходимо до рiвняння
[
Te−

1+g

g
−σ2

(
1−g
g

)
−Iτλ

]
×

×
[
τε+τσ(1+σ2)

]2−2Ig (τε+τσ) = 0. (3.112)

Його розв’язок показаний на рисунку 3.16, згiдно з яким зростання
iнтенсивностi шуму I приводить до появи на монотоннiй залежностi
σ0(Te) двозначної дiлянки, властивої переходам першого роду. Вважа-
ючи в (3.112) σ = 0, знаходимо граничне значення температури повер-
хонь тертя

Te0 =
1 + g

g
+

(
τλ +

2g

τε + τσ

)
I, (3.113)
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Рисунок 3.16 — Залежнiсть стацiонарного значення зсувних напружень σ0

вiд температури Te за параметрах рисунка 3.15 i I = 0, 2, 4, 6 (вiдповiднi кривi
розташованi злiва направо)

що забезпечує перехiд системи до рiдинного режиму тертя. Видно, що
Te0 росте пiд час збiльшення iнтенсивностi шуму I та часу кореля-
цiї τλ. Зворотним чином впливають величини часiв релаксацiї зсув-
них напружень i деформацiї. На фазовiй дiаграмi, наведенiй на рисун-
ку 3.17, реалiзуються областi сухого (DF), рiдинного (SF) i перерив-
частого (SS) режимiв тертя. Зростання часу кореляцiї τλ приводить до

I
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Рисунок 3.17 — Фазова дiаграма, що вiдповiдає параметрам рисунку 3.15
з областями рiдинного (SF), сухого (DF) i переривчастого (SS) тертя (T –

трикритична точка)
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збiльшення значення Te, що вiдповiдає трикритичнiй точцi T за пев-
ної iнтенсивностi I . Водночас область сухого тертя розширюється, а
рiдинне й переривчасте тертя все бiльш важче реалiзуються, оскiльки
настає при бiльшому значеннi Te.

Очевидно, що збiльшення температури зсувних поверхонь Te пе-
реводить мастило в рiдиноподiбний стан. Це видно також iз рiвнян-
ня (3.84), що описує затухаючi коливання. Тут температура поверхонь
входить лише у вираз для сили f , значення якої зростає зi зростан-
ням Te. Як видно iз фазових портретiв на рисунку 3.18, рiдиноподiб-
ний стан вiдповiдає коливанням iз великою амплiтудою. Зi збiльшен-
ням ефективної сили в (3.84) амплiтуда коливань збiльшується, i реа-
лiзується тривалiший коливальний процес, до встановлення певного
режиму тертя в системi.

3.7.3.2 Фазова кiнетика

Для з’ясування динамiки змiни режимiв тертя досить представи-
ти розподiлення P (σ) положенням його максимуму σ̃. Це досягається
використанням формалiзму iнтегралiв за траєкторiями, у межах яко-
го екстремальнi значення σ̃ = σ̃(t) початкової функцiї розподiлення
(3.107) еволюцiонують у згодi з ефективним розподiленням

Π{ ˙̃σ, σ̃} ∝ exp

(
−
∫

Λ( ˙̃σ, σ̃, t)dt

)
. (3.114)

Тут функцiя Онзагера – Махлупа Λ, що вiдiграє роль лагранжiана ев-
клiдової теорiї поля, пiдлягає знаходженню.

Спершу початкове рiвняння Фоккера – Планка (3.104) перетво-
римо до форми Iто, використовуючи iнтегрування за частинами

∂P

∂t
= − ∂

∂σ

[(
D(1) +

∂D(2)

∂σ

)
P

]
+

∂2

∂σ2

(
D(2)P

)
. (3.115)

Для знаходження залежностi Λ( ˙̃σ, σ̃, t) використовуємо диференцiаль-
не спiввiдношення Ланжевена

dσ̃ =

(
D(1) +

∂D(2)

∂σ

)
dt+

√
2D(2)dW (t), (3.116)
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що вiдповiдає рiвнянню (3.115). Вiнерiвський процес dW (t) тут має
властивостi

〈dW (t)〉 = 0, 〈(dW (t))2〉 = dt. (3.117)

Особливiсть стохастичних рiвнянь полягає в тому, що диферен-
цiал dW (t) не може бути визначений простим дiленням рiвностi (3.116)
на
√

2D(2). Для цього потрiбно перейти вiд випадкового процесу σ̃(t)
до бiлого шуму x(t), пов’язаного з початковим якобiаном

dx

dσ̃
=
(

2D(2)
)−1/2

. (3.118)

Тодi пiдстановка рiвностi (3.116) в стохастичний диференцiал Iто

dx =
dx

dσ̃
dσ̃ +

1

2

d2x

dσ̃2
(dσ̃)2 (3.119)

приводить з урахуванням (3.117) до виразу

dx =

(
dx

dσ̃

(
D(1) +

∂D(2)

∂σ̃

)
+

d2x

dσ̃2
D(2)

)
dt+

dx

dσ̃

√
2D(2)dW (t).

(3.120)
Тут опущенi доданки, порядок яких перевищує (dW (t))2. Пiсля зво-
ротного переходу вiд бiлого шуму x(t) до початкового процесу σ̃(t)
одержуємо рiвнiсть

dW (t)

dt
=

˙̃σ√
2D(2)

− 2D(1) + (D(2))′

2
√

2D(2)
, (3.121)

де штрих означає диференцiювання за σ̃. Пiдставляючи цей вираз у
гаусiан

Π ∝ exp

{
−1

2

∫ (
dW (t)

dt

)2

dt

}
,

пiсля порiвняння з (3.114) приходимо до лагранжiану

Λ =
1

4

˙̃σ2

D(2)
− U (3.122)
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з потенцiальною енергiєю у виглядi

U = −(2D(1) + (D(2))′)2

16D(2)
. (3.123)

Видно, що потенцiальна енергiяU не збiгається з ефективним потенцi-
алом (3.108), i для подальшого розгляду необхiдно провести замiну ви-
разу U (3.123) на E(σ̃) (3.108). У такому разi лагранжiан (3.122) опи-
суватиме поведiнку системи згiдно з одержаним ранiше розподiленням
(3.107).

Кiнетика системи визначається рiвнянням Ейлера – Лагранжа

∂Λ

∂σ̃
− ∂

∂t

∂Λ

∂ ˙̃σ
=
∂R

∂ ˙̃σ
. (3.124)

У представленнi бiлого шуму дисипативна функцiя має просту форму
R = ẋ2/2, а з переходом до змiнної ˙̃σ = (2D(2))1/2ẋ набирає вигляду

R =
˙̃σ2

4D(2)
. (3.125)

Пiдставляючи в (3.124) рiвностi (3.122), (3.108), (3.125), приходимо до
диференцiального рiвняння

¨̃σ + ˙̃σ2 (D(2))′

2D(2)
+ ˙̃σ − 2

D(1)

D(2)
D(2) = 0. (3.126)

Його дослiдження, що грунтується на методi фазової площини ( ˙̃σ, σ̃),
викладено нижче. Розглянемо спочатку стацiонарнi стани. Вважаючи
в (3.126) ˙̃σ = 0, приходимо до рiвняння (3.111).

Розглянемо кiнетику поведiнки системи, що слiдує з фазових
портретiв, визначених рiвнянням (3.126). На рисунку 3.18 наведенi фа-
зовi портрети, вiдповiднi кривим рисунка 3.15.

Область сухого тертя (DF) (рис. 3.18а) характеризується наяв-
нiстю однiєї особливої точки D, що вiдповiдає максимуму ймовiрно-
стi P (σ) при σ = 0. Ця точка є нестандартною та вимагає iнтерпре-
тацiї. Вона розташована на початку координат, i навколо неї згинаю-
ться фазовi траєкторiї так, що система нiколи не приходить до значе-
ння σ = 0, тобто ця точка не є стацiонарною. Розглянемо поведiнку
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Рисунок 3.18 — Фазовi портрети системи, що вiдповiдають параметрам ри-
сунку 3.15: а – DF режим вiдповiдає кривiй 1 рисунку 3.15; б – SS – кривiй

2 рисунку 3.15; в – SF – кривiй 3 рисунку 3.15

системи за довiльних початкових умов. Згiдно з фазовими траєкторiя-
ми система прагне до нульового значення напружень. Причому якщо в
початкових умовах швидкiсть росту напружень додатна, то вона спо-
чатку спаде до нуля (за цей час значення напружень устигне вирости).
А потiм величина напружень асимптотично зменшуватиметься до нуля
зi збiльшенням швидкостi їх убування. Мабуть, описана ситуацiя вiд-
повiдає режиму вибухової аморфiзацiї, за якого система дуже швидко
переходитиме в аморфний твердоподiбний стан. Той факт, що нульовi
напруження нiколи не досягаються, свiдчить про розбiжнiсть iмовiр-
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ностi P (σ) у нульовiй точцi. Це пов’язано з нескiнченним наростанням
швидкостi убування напружень пiд час наближення системи до σ = 0.
Припустимо, що система пiдходить до точки, у якiй швидкiсть змiни
зменшення напружень стає критичною. У такому разi потрiбно чекати
збiльшення значення напружень, що буде супроводживатися змiною
знака швидкостi й переходом системи в додатну область фазової пло-
щини. Далi знову настане зменшення значення напружень i описана
ситуацiя повториться. Або ж у такому разi може послiдувати не змiна
знака швидкостi, а лише її зменшення, що перекине систему на сусi-
дню фазову траєкторiю, по якiй вона ще швидше наближатиметься до
нульового значення напружень. У результатi за довiльних початкових
умов у системi з часом установиться коливальний режим сухого тертя
в околi точки σ = 0. Водночас амплiтуда коливань мала, i мастило має
твердоподiбну структуру.

Фазовий портрет системи, що характеризує область переривча-
стого тертя (SS), наведений на рисунку 3.18б. Тут з’являються три
особливi точки: D, сiдло N i стiйкий фокус F . Точка D, як i ранiше
реалiзується на початку координат i вiдповiдає режиму сухого тертя в
системi. Сiдло N вiдповiдає мiнiмуму P (σ), i тому є нестiйкою стацiо-
нарною точкою. Потрiбно зазначити, що у разi початкового значення
зсувних напружень правiше точки N i нульової швидкостi їх змiни в
системi з часом установиться рiдинний режим тертя. Якщо ж початко-
ве значення напружень виявиться лiвiшим за сiдлоN , то в аналогiчно-
му прикладi в системi встановиться сухе тертя. Отже, точка N розме-
жовує два максимуми функцiї розподiлення P (σ). Фокус F вiдповiдає
ненульовому максимуму розподiлення напружень, тобто описує рiди-
ноподiбний стан мастила. Вiдповiдаючи цiй точцi, затухаючi коливання
означають, що мастило ставатиме то бiльш рiдким, то бiльш в’язким.
Проте завжди з часом установиться стiйке рiдинне тертя. Мабуть, данi
коливання обумовленi наявнiстю шуму в системi.

На рисунку 3.18в наведений фазовий портрет, що вiдповiдає
областi рiдинного тертя (SF), яка характеризується єдиним ненульо-
вим максимумом функцiї розподiлення P (σ). Вiн характеризується
однiєю особливою точкою – стiйким фокусом F , що вiдповiдає стiйко-
му рiдинному тертю. На це також указує велика розтягненiсть фазових
траєкторiй поблизу нього вздовж осей ординат та абсцис. Проте вид-
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но, що за умови початкового великого значення σ система не попадає в
точку F , а асимптотично наближається до нульового значення напру-
жень. Ця обставина говорить про те, що можуть реалiзуватися умови,
за яких система наближатиметься до режиму сухого тертя. Як описа-
но ранiше, досягши значення критичної швидкостi її знак змiнюється,
i вона стане додатною. Iз фазового портрета видно, що в такому разi
система перейде до режиму стiйкого рiдинного тертя.

3.7.4 Урахування деформацiйного дефекту модуля зсуву

Як було показано ранiше, рiвняння (3.17) зводиться до спiввiд-
ношення Максвелла, що припускає використання моделi Генкi. Вико-
ристовуватимемо просте наближення (3.35), що описує представлений
вище перехiд режиму пружної деформацiї в пластичний.

У результатi час релаксацiї τσ набуває залежностi вiд величини
напружень

1

τσ(σ)
=

1

τp

(
1 +

θ−1 − 1

1 + σ/σp

)
. (3.127)

Тут уведений час релаксацiї на дiлянцi пластичної течiї

τp =
ησ
Θ
, (3.128)

де ησ ≡ τσG – ефективна в’язкiсть, Θ – коефiцiєнт змiцнення,
θ=Θ/G < 1 – параметр, що визначає вiдношення кутiв нахилу кри-
вої деформацiї на пластичнiй i гукiвськiй дiлянках. Водночас рiвняння
(3.17) набуває вигляду

τpσ̇ = −σ
(

1 +
θ−1 − 1

1 + σ/α

)
+ gΘε, (3.129)

де gΘ ≡ G2/ΘG0 i α = σp/σs – додатнi сталi.
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3.7.4.1 Динамiчна фазова дiаграма

Пiд час врахування деформацiйного дефекту модуля зсуву по-
трiбно аналiзувати систему рiвнянь (3.129), (3.18), (3.78). Тодi в ме-
жах наближення (3.79) ця система, як i ранiше, зводиться до рiвняння
(3.84), де параметр m, коефiцiєнт тертя γ, сила f та амплiтуда шуму φ
визначаються виразами

m ≡ τpτε
gΘ

, γ(σ) ≡ 1

gΘ

[
τε

(
1 +

θ−1 − 1

(1 + σ/α)2

)
+ τp(1 + σ2)

]
,

f(σ) ≡ σ

[
Te−1− 1

gΘ

(
θ−1+σ/α

1+σ/α

)]
−σ3

[
1

gΘ

(
θ−1+σ/α

1+σ/α

)
−1

]
,

φ(σ) ≡ σ. (3.130)

Згiдно з методом ефективного потенцiалу ми одержимо рiвняння Фок-
кера – Планка (3.104) з вiдповiдними коефiцiєнтами D(1), (3.105) i
D(2), (3.106), якi пiд час використання (3.130) запишуться в явному
виглядi

D(1) =
1

γ

{
σ

[
Te−1−1

g

(
θ−1+σ/α

1+σ/α

)]
+σ3

[
1−1

g

(
θ−1+σ/α

1+σ/α

)]
−

− Iστλ −
2Iσ

γ2

[
γ − σ

g

(
τε(1− θ−1)

(1+σ/α)3α
+στp

)]}
, (3.131)

D(2) =
Iσ2

γ

[
γ−1 + 2τλ

]
. (3.132)

Стацiонарний стан зсувних напружень визначається умовою (3.111),
яка з урахуванням (3.131), (3.132) набуває вигляду

{
Te−1− 1

gΘ

(
θ−1+σ/α

1+σ/α

)
−σ2

[
1

gΘ

(
θ−1+σ/α

1+σ/α

)
−1

]
−Iτλ

}
γ2−

−2Iγ +
2Iσ

gΘ

[
τpσ − τε

θ−1 − 1

α(1 + σ/α)3

]
= 0. (3.133)

Вважаючи в (3.133) σ = 0, знаходимо рiвнiсть, аналогiчну за сен-
сом (3.113), яка дає межу iснування максимуму розподiлення (3.107)
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за умови нульового значення напружень вiдповiдному твердоподiбно-
му стану мастила

Te0 =
θ−1 + gΘ

gΘ
+

(
τλ +

2gΘ

θ−1τε + τp

)
I. (3.134)

Залежностi P (σ) для рiзних режимiв тертя показанi на рисунку 3.19.
Кривi 1–5 вiдповiдають областям сухого (DF), переривчастого (SS),
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Рисунок 3.19 — Функцiя розподiлення зсувних напружень (3.107) для
фазового переходу першого роду при τp = τε = τλ = 0.1, θ−1 =
7, α = 0.3, gΘ=0.4, I = 4.5. Кривi 1 – 5 вiдповiдають температурам

Te=16, 21, 23.25, 24, 26

переривчастого i рiдинного (SS+SF), рiдинного метастабiльного та
стiйкого (MSF+SF), рiдинного тертя (SF). Режими тертя, показа-
нi на фазовiй дiаграмi (рис. 3.20), вiдповiдають кривим рисунка 3.19.
Найскладнiша форма функцiї P (σ) спостерiгається в областi SS+SF
(крива 3 на рис. 3.19). Тут спiвiснують твердоподiбний, а також ме-
тастабiльний i стiйкий рiдиноподiбнi стани мастила, що вiдповiдають
максимумам P (σ). Це має на увазi можливiсть реалiзацiї переривча-
стого (stick-slip) тертя, за якого вiдбуваються перiодичнi переходи мiж
динамiчними режимами, що вiдповiдають указаним станам. Потрiбно
зазначити, що ця область, на вiдмiну вiд iнших, пiд час змiни параме-
трiв системи може не реалiзуватися.
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Рисунок 3.20 — Фазова дiаграма з областями рiдинного (SF), сухого (DF) i
переривчастих (SS, MSF+SF, SS+SF) режимiв тертя, що вiдповiдає пара-

метрам рисунка 3.19

В областi MSF+SF режими метастабiльного та стiйкого рiдин-
ного тертя можуть перiодично змiнювати один одного, забезпечую-
чи переривчасте тертя (крива 4 на рис. 3.19). Вiдзначимо, що перехiд
вiд SS+SF режиму до MSF+SF супроводжується зникненням сухого
тертя в системi.

3.7.4.2 Фазова кiнетика

Для дослiдження кiнетики системи скористаємося ранiше ви-
кладеним методом. У разi врахування деформацiйного дефекту модуля
зсуву всi спiввiдношення цього роздiлу залишаються колишнiми, лише
коефiцiєнти D(1) i D(2) подаються виразами (3.131), (3.132). Згiдно з
цим дослiджуємо кiнетичне рiвняння (3.126) з коефiцiєнтами (3.131),
(3.132).

В цьому прикладi спостерiгаються складнiший вид розподiлення
ймовiрностi та, внаслiдок цього, складнiшi фазовi портрети. На рисун-
ку 3.21 наведенi фазовi портрети, вiдповiдаючи кривим рисунка 3.19.

Фазовий портрет областi сухого тертя (DF) подiбний до вiдпо-
вiдного в разi безперервного перетворення (рис. 3.18а). Це означає,
що областi DF пiд час врахування дефекту модуля й без нього еквiва-
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Рисунок 3.21 — Фазовi портрети системи, що вiдповiдають параметрам ри-
сунка 3.19: а – SS+SF – вiдповiдає кривiй 3 рисунка 3.19; б – MSF+SF –

кривiй 4 рисунка 3.19

лентнi.
Фазовий портрет, що описує область переривчастого тертя (SS)

також аналогiчний характерному для областi SS у разi безперервно-
го перетворення (рис. 3.18б). Основна їх вiдмiннiсть полягає в тому,
що тут траєкторiї навколо фокусу значно бiльш витягнутi уздовж обох
осей, що говорить про бiльшу стiйкiсть режиму рiдинного тертя в сис-
темi.

Найскладнiша область (SS+SF) представлена фазовим портре-
том, показаним на рисунку 3.21а. Тут реалiзуються п’ять особливих
точок: D, сiдла N , N ′, стiйкi фокуси F , F ′. Як i ранiше, сiдла вiдпо-
вiдають мiнiмумам залежностi P (σ). Точка D вiдповiдає твердоподiб-
нiй поведiнцi мастила. Стiйкий фокус F визначає перший ненульовий
максимум iмовiрностi. Видно, що навколо цiєї точки коливання слабо
вираженi. У цьому режимi мастило є дуже в’язкою рiдиною, оскiльки
в нiй за наявностi шуму коливання сильно демпфуються. Дiйсно, то-
чка F вiдповiдає малим значенням напружень, а чим вони меншi, тим
мастило стає бiльш в’язким, i при σ = 0 воно переходить у твердо-
подiбний стан. Фокус F ′ вiдповiдає другому ненульовому максимуму
функцiї P (σ), навколо нього вже iснують коливання з великою амплi-
тудою. Така поведiнка вiдповiдає текучому стану мастила, i вiдповiдно,
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ковзанню. Точка F ′ вiдокремлена вiд усiх останнiх на бiльшу вiдстань
по осi абсцис. Цей режим тертя лише найбiльш iмовiрний, оскiльки
точкиD iF , що вiдповiдають сухому й метастабiльному рiдинному тер-
тю, також надiленi великою стiйкiстю та ймовiрнiстю реалiзацiї. Звiдси
робимо висновок, що система може зазнавати перiодичних переходiв
(stick-slip) мiж режимами, що вiдповiдають точкам D, F i F ′. Оскiль-
ки цi режими самi по собi стiйкi й роздiленi вираженими мiнiмумами
функцiї розподiлення P (σ) (сiдлами), то переходи мiж ними потрiбно
чекати через великi промiжки часу.

Фазовий портрет областi MSF+SF представлений на рисун-
ку 3.21б. На ньому наявнi три особливi точки – стiйкi фокуси F , F ′

i сiдло N . Останнє аналогiчно ранiше описаним сiдлам i вiдповiдає
мiнiмуму залежностi ймовiрностi вiд напружень. Точка F вiдповiдає
першому максимуму розподiлення, що описує метастабiльний рiдин-
ний режим (MSF), а F ′ – другому максимуму, який вiдповiдає стiйко-
му рiдинному тертю (SF). Як видно, навколо фокуса F iснують лише
незначнi коливання, проте мастило в цьому режимi є менш в’язкою рi-
диною, чим в околицi точки F на рисунку 3.21а. На початку координат
особлива точка вiдсутня, i сухий режим тертя не реалiзується. Фокус
F ′ аналогiчний описаному на рисунку 3.21а, проте його область «при-
тягнення» бiльш розтягнута уздовж обох осей, що свiдчить про бiль-
шу текучiсть мастила т стiйкiсть цього режиму. Тому порiвняно з попе-
реднiм прикладом тут iмовiрнiше виникнення режиму рiдинного тертя
(SF).

Вид фазового портрета для областi SF аналогiчний рисунку
3.18в, тому тут не наведений. На ньому реалiзується один стiйкий фо-
кус F , що представляє стiйке рiдинне тертя (SF), яке характеризує-
ться коливаннями в його околицi. Основна вiдмiннiсть полягає в тому,
що в цьому разi коливання вiдбуваються з великою амплiтудою, що го-
ворить про виражену стiйкiсть такого режиму. Проте, як i в усiх ранi-
ше розглянутих ситуацiях, iз часом у мастилi встановиться стацiонарне
значення напружень, що вiдповiдає максимуму початкового розподi-
лення P (σ).
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3.8 Гiстерезиснi явища при залежностi
модуля зсуву вiд деформацiї

3.8.1 Гiстерезиснi явища при фазовому переходi другого
роду

3.8.1.1 Стрибкоподiбне плавлення

Припустимо, що в рiвняннi (3.17) параметр g ≡ G/G0 замiнює-
ться на залежнiсть g ≡ G(σ)/G0, де G(σ) визначається виразом

G(σ) = Θ +
G−Θ

1 + (σ/σp)β
, β > 0. (3.135)

Особливiсть залежностi (3.135) полягає в тому, що вона описує гiсте-
резис пiд час плавлення тонкого шару мастила лише в координатах
Te − σ [4]. Водночас крива деформацiї σ(ε) є монотонною та дозволяє
представити лише безперервний перехiд. Проте експериментальнi данi
однозначно вказують на те, що плавлення молекулярно-тонкої плiвки
мастила має стрибкоподiбний характер [13], хоча й може вiдбувати-
ся за механiзмом фазового переходу другого роду. Як показано нижче,
опис указаної особливостi досягається за допомогою замiни залежно-
стi g(σ) у (3.17) на g(ε) ≡ G(ε)/G0, де

G(ε) = Θ +
G−Θ

1 + (ε/εp)β
. (3.136)

Водночас величина параметра β > 0, що визначає характер потенцiа-
лу, також вiдiграє ключову роль.

Розглянемо стацiонарний стан, за якого в (3.17) похiдна σ̇ = 0
i величина напружень σ у мастилi не змiнюється. Цей приклад згiдно
з (3.34) вiдповiдає ковзанню з постiйною швидкiстю. Тодi одержуємо
рiвняння, подiбне до закону Гука

σ = g(ε)ε, g(ε) = gθ

(
1 +

θ−1 − 1

1 + (ε/α)β

)
, (3.137)
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де параметр θ = Θ/G < 1, як i ранiше, визначає вiдношення кутiв
нахилу кривої деформацiї на пластичнiй i гукiвськiй дiлянках, а також
з’являються новi коефiцiєнти gθ = Θ/G0 < 1, α = εp/εs. Залежнiсть
(3.137) у координатах β − ε − σ при заданих α, gθ i θ наведена на ри-
сунку 3.22. Для експериментiв з апаратом поверхневих сил [12] вiн яв-

. 1

Рисунок 3.22 — Залежнiсть стацiонарного значення зсувних напружень σ0

вiд деформацiї ε0 i параметра β (3.137) при θ = 0.2, gθ = 0.1, α = 0.3

ляє собою залежнiсть повних внутрiшнiх зсувних напружень у мастилi
σ = σel + σv вiд амплiтуди вiдхилення xmax, де σel i σv – пружна та
в’язка компоненти вiдповiдно, причому σv визначається спiввiдноше-
нням (3.34). Звiдси випливає, що можуть реалiзуватися двi ситуацiї:
при малих β крива σ(ε) монотонно зростає, а при

β >
1 +
√
θ

1−
√
θ

(3.138)

вона стає немонотонною. У першому прикладi вiдбувається безпе-
рервне плавлення мастила. Другий детальнiше показано на рисун-
ку 3.23, згiдно з яким мастило пiд час пiдвищення напружень до точ-
ки A стрибкоподiбно плавиться, переходячи в точку B. У разi подаль-
шого збiльшення напружень деформацiя монотонно зростає, i мастило
залишається рiдиноподiбним. Якщо тепер зменшувати напруження, то
до точкиC мастило зберiгає рiдиноподiбну структуру, а потiм стрибко-
подiбно твердiє пiд час переходу в точку D. У разi подальшого змен-
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Рисунок 3.23 — Залежнiсть стацiонарних значень зсувних напружень σ0 вiд
деформацiї ε0 (3.137) при θ = 0.2, gθ = 0.1, α = 0.3, β = 3.0, на якiй показано

гiстерезисну поведiнку

шення напружень мастило твердоподiбне. Цi переходи представлено
як фазовi переходи першого роду, але мiж станами, якi не є iстинними
термодинамiчними фазами. Для пояснення цих перетворень вводиться
поняття зсувного плавлення. Зазначимо, що така гiстерезисна пове-
дiнка спостерiгалася в експериментах [12].

Використовуючи рiвняння (3.137), можна знайти абсциси точок
переходу A i C:

εA,C = 2
− 1
βα
[
b(β−1)−2∓b

√
(1−β)2−4β/b

]− 1
β
, b = θ−1−1,(3.139)

де точцi A вiдповiдає знак «–», а точцi C – знак «+». З (3.139) видно,
що величина стрибка пiд час плавлення збiльшується зi зростанням α,
а iз збiльшенням β рiзниця εA−εC прямує до нуля. Отже, при великих
β (малих α) плавлення i твердiння здiйснюються практично за однако-
вих значень деформацiї (εA ≈ εC), але за рiзних величин напружень σ.
Як i ранiше, вiзьмемо як параметр порядку зсувнi напруження σ: при
σ > σA мастило рiдиноподiбне, а якщо σ < σC , воно твердоподiбне.
У промiжнiй областi σC < σ < σA стан мастила є нестiйким, оскiльки
воно може знаходитися в обох фазах.
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У межах адiабатичного наближення можна покласти τεε̇ ≈ 0,
τT Ṫ ≈ 0, i рiвняння (3.18), (3.19) дають

ε = σ − (2− Te)
σ

1 + σ2
, (3.140)

T = Te + (2− Te)
σ2

1 + σ2
. (3.141)

Пiсля пiдстановки виразу (3.140) в (3.17) одержимо рiвняння Ландау –
Халатнiкова, де синергетичний потенцiал має вигляд

V =
σ2

2
− gθ

σ∫

0

[
σ − (2− Te)

σ

1 + σ2

]
×

×
[

1 +
θ−1 − 1

1 + (σ/α− σ(2− Te)/(α+ ασ2))β

]
dσ. (3.142)

На рисунку 3.24 подано залежнiсть стацiонарних зсувних напру-
жень σ0 вiд температури поверхонь тертя Te. Нижче за критичне значе-
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Рисунок 3.24 — Залежнiсть стацiонарних значень зсувних напружень σ0 вiд
температури поверхонь тертя Te при параметрах рисунка 3.23

ння Tc0 напруження в мастилi вiдсутнi (σ = 0), i воно твердоподiбне. З
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подальшим зростанням температури до точки A напруження збiльшу-
ються, але вiдповiдають гукiвськiй пружнiй дiлянцi залежностi, наве-
денiй на рисунку 3.23, а отже, мастило твердоподiбне. Пiд час подаль-
шого зростання температури в iнтервалi TcA < Te < TcB (TcA, TcB вiд-
повiдають точкамA,B) напруження зберiгаються, i мастило не змiнює
своєї структури. Вище TcB реалiзується пластична дiлянка залежностi,
показаної на рисунку 3.23, мастило стає рiдиноподiбним. Якщо потiм
знижувати температуру поверхонь тертя, то до значення TcC мастило
рiдиноподiбне, далi до Te = TcD напруження зберiгається, i нижче за
це значення воно має твердоподiбну структуру. Вираз для критичної
температури Tc0 одержимо з умови ∂V/∂σ = 0, де V – синергетичний
потенцiал (3.142):

Tc0 = 1 + θ/gθ ≡ 1 +G0/G ≡ 1 + g−1. (3.143)

В областi температур TcD < Te < TcB мастило може бути як рi-
диноподiбним, так i твердоподiбним залежно вiд передiсторiї системи.
В iнтервалi TcA < Te < TcC , що входить в цю область, стацiонарнi
значення напружень зберiгаються. Очевидно, що рiвнiсть σ0 = const
виконується зi збiльшенням температури при TcA < Te < TcB , ос-
кiльки мастилу для плавлення необхiдно передати енергiю. В областi
TcD < Te < TcC пiд час зменшення температури поверхонь, що зсу-
ваються, напруження зберiгаються, оскiльки для переходу мастила у
твердоподiбний стан воно повинне вiддати енергiю. Потрiбно вважа-
ти, що твердоподiбнi структури мастила нижче та вище за точку Tc0
вiдрiзняються, оскiльки згiдно з рисунком 3.24 перехiд мiж ними вiд-
бувається за механiзмом фазового переходу другого роду.

На рисунку 3.25 показано залежнiсть потенцiалу (3.142) вiд ве-
личини напружень за умови фiксованих температур поверхонь тертя.
Крива 1 вiдповiдає значенню температури нижче за Tc0. Видно, що
на нiй реалiзується єдиний нульовий мiнiмум, i в мастилi напружен-
ня вiдсутнi, тобто воно твердоподiбне. Крива 2 вiдповiдає температурi
Tc0 < Te < TcD, i тут спостерiгається ненульовий мiнiмум потенцiалу,
що вiдповiдає гукiвськiй дiлянцi рисунка 3.23. Це означає, що мастило
також твердоподiбне. Криву 3 побудовано при Te > TcB , i вона ха-
рактеризується одним ненульовим мiнiмумом потенцiалу. Оскiльки за
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Рисунок 3.25 — Залежнiсть синергетичного потенцiалу V (3.142) вiд вели-
чини зсувних напружень σ при параметрах рисунку 3.23 i Te = 1.0, 3.4, 9.0

(кривi 1–3)

таких умов система знаходиться на дiлянцi пластичної течiї, мастило
рiдиноподiбне.

Перехiд мiж першою та другою ситуацiями здiйснюється за ме-
ханiзмом фазового переходу другого роду, бо нульовий мiнiмум плав-
но перетворюється на ненульовий. Оскiльки кривi 2, 3 мають однако-
ву форму, то перехiд мiж вiдповiдними режимами тертя потрiбно iн-
терпретувати як кiнетичне, а не фазове перетворення. Отже, твердо-
подiбна структура мастила за температур нижче за Tc0 є близькою до
твердого стану. Твердоподiбна ж структура вище вказаної температу-
ри несе ознаки рiдкого стану, але в цiлому мастило поводить себе як
твердоподiбне. У разi подальшого переходу до рiдинного режиму тер-
тя в’язкiсть мастила зменшується, i воно тече.

3.8.1.2 Безперервне перетворення

Розглянемо тепер простiший приклад безперервного плавлення
мастила, коли не виконується умова (3.138). За температури повер-
хонь тертя нижче значення (3.143) мастило твердоподiбне, оскiльки
зсувне напруження дорiвнює нулю. За умови, якщо Te > Tc0, воно по-
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чинає плавитися та стає рiдиноподiбним. Iз подальшим пiдвищенням
температури зсувнi напруження ростуть i внаслiдок цього настає ков-
зання, що вiдповiдає переходу на дiлянку пластичної деформацiї.

На рисунку 3.26 поданi стацiонарнi значення зсувних напружень
σ0 пiд час безперервного перетворення. Звiдси видно, що зi збiльшен-
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Рисунок 3.26 — Залежнiсть стацiонарного значення зсувних напружень σ0

вiд температури поверхонь тертя Te для прикладу безперервного перетворе-
ння при θ = 0.2, gθ = 0.1, β = 1.0 i α = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 (вiдповiднi кривi

розташованi справа налiво)

ням коефiцiєнта α при заданому значеннi температури Te реалiзуються
бiльшi значення стацiонарних напружень. Вiдповiдно, в разi великих
α < 1 плавлення настає швидше, й такi мастила є кращими для змен-
шення тертя. Згiдно з формулою (3.143), для зменшення температури
плавлення потрiбно зменшувати θ i збiльшувати gθ. Мiнiмальне зна-
чення критичної температури зсувних поверхонь обмежено величиною
Tc0 = 1 при θ � gθ.

Вид синергетичного потенцiалу в цьому разi якiсно збiгається з
показаним на рисунку 3.25, оскiльки вiн подається тiєю самою форму-
лою (3.142). Твердоподiбному стану мастила вiдповiдає нульовий мiнi-
мум потенцiалу, рiдиноподiбному – ненульовий мiнiмум.
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3.8.1.3 Фазова кiнетика

Координати σ − ε Згiдно з експериментальними даними для
органiчних змащувальних матерiалiв [13], час релаксацiї напружень за
нормального тиску становить τσ∼10−10 с. Оскiльки ультратонка плiв-
ка мастила має менше чотирьох молекулярних шарiв, час релаксацiї
температури до значення Te задовольняє умовi

τT � τσ, τε. (3.144)

Вiдповiдно iз цим покладемо в рiвняннi (3.19) τT Ṫ ≈ 0. Також для зру-
чностi будемо вимiрювати час в одиницях τσ. У результатi одержимо
двопараметричну систему такого вигляду

σ̇ = −σ + g(ε)ε, (3.145)

τ ε̇ = −ε+ (Te − 1− σε+ σ2)σ, (3.146)

де τ ≡ τε/τσ. Вiдповiднi фазовi портрети наведенi на рисунку 3.27 i
3.28.

На рисунку 3.27 показанi фазовi портрети, що описують поведiн-
ку мастила у твердоподiбному станi (за значення температури повер-
хонь тертя нижче, нiж Tc0), для рiзних спiввiдношень часiв релаксацiї
τ . Зокрема, рисунок 3.27а вiдповiдає прикладу τ = 0.01. Штриховими
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Рисунок 3.27 — Фазовi портрети при параметрах рисунка 3.23 i Te = 2: а –
τT � τε = 0.01τσ; б – τT � τε = τσ; в – τT � τε = 100τσ

лiнiями 1 i 2 показано iзоклiни, що одержуються пiд час прирiвнювання
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до нуля похiдних в рiвняннях (3.145) i (3.146) вiдповiдно. Отже, крива
1 вiдповiдає параметрам системи, за яких напруження не змiнюються,
а лiнiя 2 вiдповiдає прикладу збереження деформацiї. Цi лiнiї перети-
наються на початку координат, утворюючи єдину стацiонарну точкуD,
яка є вузлом. Видно, що фазовi траєкторiї сходяться до вузла D, тоб-
то з часом напруження релаксують до нульового значення. Причому
пiд час руху по фазовiй площинi за довiльних початкових умов спо-
стерiгаються два етапи: на першому вiдбувається миттєва релаксацiя
системи до лiнiї, близької до iзоклiни 2, на другому – повiльний рух
по вказанiй кривiй. На першому етапi напруження зберiгаються, що
нагадує описаний ранiше перехiд мiж режимами тертя. Зазначимо, що
лiнiя, по якiй рухається система на другому етапi, вiдповiдає гукiвськiй
дiлянцi залежностi σ(ε). Таким чином, вiдбувається повiльний перехiд
мастила з твердоподiбної структури, що є близькою до рiдини, до твер-
доподiбної структури, схожої на тверде тiло.

Фазовий портрет, показаний на рисунку 3.27б, побудований для
прикладу, коли часи релаксацiї напружень i деформацiї збiгаються
(τ=1). Вiн також характеризується особливою точкоюD, що є вузлом.
Тут можливi ситуацiї, коли напруження σ спочатку збiльшуються, а
потiм зменшуються, i навпаки. Це означає, що до того моменту, ко-
ли система прийде до рiвноваги (початку координат), представляється
можливим переривчастий рух. Наприклад, згiдно з фазовими траєкто-
рiями, що починаються при σ = 0, мастило спочатку твердоподiбне
(напруження дорiвнюють нулю), потiм воно починає плавитися (на-
пруження зростають), i потiм знову твердне. Найскладнiший тип пе-
реривчастого руху описується фазовими траєкторiям, розташованими
мiж траєкторiями 3 i 5, що є дотичними до iзоклiни 1. Тут система по-
водить себе подiбно до кривої 4, тобто напруження спочатку збiльшу-
ються, потiм зменшуються (пiсля першого перетину iзоклiни 1), потiм
знову збiльшуються (пiсля другого перетину), i нарештi релаксують до
нуля (пiсля третього й останнього перетинiв).

Рисунок 3.27в вiдповiдає прикладу τ = 100. Тут, як i на рисун-
ку 3.27а, видiлено два етапи: швидка релаксацiя до лiнiї, близької до
iзоклiни 1, i далi повiльний рух по нiй. На першому етапi деформацiя
слабо змiнюється, а напруження дуже швидко зменшуються, якщо по-
чатковi їх значення σ правiше iзоклiни 1, або збiльшуються при почат-
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кових σ лiвiше неї. На другому етапi у верхнiй частинi фазового порт-
рета (вище вiд точки C) конфiгурацiйна точка рухається по пластичнiй
дiлянцi, нижче вiдA вiдбувається рух по гукiвськiй. На останнiй дiлян-
цi система знаходиться бiльш тривалий час, оскiльки вона ближче до
iзоклiни, нiж перша.

На рисунку 3.28 подано фазовi портрети для таких самих пара-
метрiв i спiввiдношень часiв релаксацiї, як i на рисунку 3.27, але за
температури, що вiдповiдає дiлянцi пластичної деформацiї (Te > TB).
Тут реалiзується рiдинне тертя, i з часом установлюється ненульове
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Рисунок 3.28 — Фазовi портрети при параметрах рисунка 3.23 i Te = 9: а –
τT � τε = 0.01τσ; б – τT � τε = τσ; в – τT � τε = 100τσ

стацiонарне значення зсувних напружень σ0 6= 0, що вiдповiдає мiнi-
муму потенцiалу. Як i ранiше, лiнiї 1 i 2 є iзоклiнами фазових траєкто-
рiй. Фазовi портрети характеризуються двома особливими точками –
сiдлом D на початку координат i вузлом O у разi ненульових значень
напружень i деформацiї, якi даються перетином iзоклiн.

При τ = 0.01 спостерiгається картина, показана на рисун-
ку 3.28а. Тут, як i на рисунку 3.27а, фазовi траєкторiї швидко збiгають-
ся до лiнiї, близької до iзоклiни 2 з будь-якої точки фазової площини за
умови збереження напружень. Далi система релаксує до ненульового
значення σ0 6= 0, i встановлюється стацiонарне рiдинне тертя. Проте
пряма, по якiй здiйснюється рух на другому етапi, вiдповiдає пластич-
нiй дiлянцi залежностi σ(ε), тобто система завжди рiдиноподiбна, за
винятком тих ситуацiй, коли початковi значення напружень знаходять-
ся поблизу нуля (вiдбувається плавлення). Вiдзначимо, що з часом ма-
стило стає бiльш рiдким, якщо σi < σO, i навпаки бiльш в’язким при
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σi > σO, де σi i σO – початкове й стацiонарне значення напружень.
Як видно з рисунка 3.28б, для τ = 1 у разi встановлення стацiо-

нарного значення напружень i деформацiї можливi такi ситуацiї: ма-
стило стає бiльш в’язким iз часом (крива 3), воно плавиться (крива 4)
й реалiзуються рiзнi переривчастi режими тертя (кривi 5, 6, 7).

На рисунку 3.28в наведено фазовий портрет для τ = 100, де як
i на рисунку 3.27в, наявнi два етапи. Основна вiдмiннiсть цих рисункiв
полягає в тому, що на першому пластична дiлянка є бiльш близькою до
iзоклiни, i в разi еволюцiї система знаходиться на нiй бiльше часу, нiж
на гукiвськiй. Стацiонарна точка O знаходиться на пластичнiй дiлянцi.

Координати σ̇−σ. Дослiдимо кiнетику системи, прослiдкував-
ши еволюцiю напружень i швидкостi їх змiни. Для цього з двох дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку (3.145), (3.146), залежних вiд
напружень σ i деформацiї ε, одержимо рiвняння другого порядку для σ.
Для цього з (3.145) необхiдно виразити ε через σ i записати похiдну за
часом вiд цього виразу. Далi, пiдставивши одержанi залежностi ε(σ, σ̇),
ε̇(σ, σ̇) у (3.146), знайдемо шукане рiвняння. Проте аналiтично вирази-
ти ε з (3.145) не є можливим. Тому скористаємося виразом (3.135), що
описує безперервне плавлення, й одержимо шукане рiвняння у виглядi

Aσ̈ +Bσ̇2 + Cσ̇ +D = 0, (3.147)

A ≡ τ

gθ

[
1 + (σ/α)β

θ−1 + (σ/α)β

]
, B ≡ τβ

gθαβ

[
(θ−1 − 1)σβ−1

(θ−1 + (σ/α)β)2

]
,

C≡Aτ−1
[
τ+1+σ2

]
+σB, D≡Aτ−1σ

[
1+σ2

]
−σ(Te−1+σ2).

Воно описує реактивно-дисипативний режим, оскiльки має другу й
першу похiднi за часом. Вiдповiднi фазовi портрети представлено на
рисунку 3.29. Тут штрихова крива 1 є iзоклiною, на якiй швидкiсть змi-
ни напружень залишається постiйною (σ̈ = 0). Штрихова пряма 2 вiд-
повiдає iзоклiнi, де напруження не змiнюються (σ̇ = 0). Оскiльки в
рiвняннi (3.147) деформацiя в явному виглядi вiдсутня, її початковi зна-
чення задаються за допомогою σ, σ̇. Виявляється, що областi, нижче
за пунктирну пряму 3, що визначається рiвнiстю σ̇ = −σ, вiдповiдають
вiд’ємнi значення деформацiї. Тому деякi фазовi траєкторiї, що почина-
ються нижче вiд вказаної лiнiї, виходять у вiд’ємну область напружень.
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Рисунок 3.29 — Фазовi портрети при параметрах рисунку 3.23 i з використа-
нням залежностi (3.135) для τε = τσ: а – Te = 2; б – Te = 9

Оскiльки в запропонованому пiдходi розглядаються лише додатнi зна-
чення напружень i деформацiї, початковi умови потрiбно вибирати не
нижче вiд указаної прямої.

На рисунку 3.29а представлений фазовий портрет, що вiдповiдає
температурi поверхонь тертя нижче критичної Tc0 (3.143). Тут мастило
твердоподiбне, i спостерiгається релаксацiя σ до вузла D на початку
координат. Згiдно з фазовими траєкторiям, водночас також можливий
переривчастий рух.

Прикладу, коли температура Te вище Tc0 i мастило рiдиноподi-
бне, вiдповiдає фазовий портрет, показаний на рисунку 3.29б. Вiн ха-
рактеризується двома особливими точками – сiдлом D i стiйким ву-
злом O. Система з часом за довiльних початкових умов (вище за пря-
му 3) приходить до стацiонарного стану, що вiдповiдає точцi O, i далi
напруження не змiнюються (σ̇ = 0). Видно, що релаксацiя напружень
може вiдбуватися за наявностi переривчастих режимiв тертя.
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3.8.2 Гiстерезиснi явища при фазовому переходi першого
роду

3.8.2.1 Стрибкоподiбне плавлення

Рисунок 3.24 вiдповiдає прикладу фазового переходу другого ро-
ду, оскiльки в точцi Tc0 вiдбувається безперервний перехiд, напружен-
ня водночас стають ненульовими. Немонотоннiсть на рисунку 3.24 ви-
кликана наявнiстю нестiйкої дiлянки на рисунку 3.23. Можна пiдiбра-
ти параметри так, що крива σ0(ε0) є монотонною, проте на залежностi
σ0(Te) реалiзується гiстерезис.

На рисунку 3.30 наведенi вiдповiднi залежностi стацiонарних
зсувних напружень σ0, σ

m вiд температури поверхонь тертя й дефор-
мацiї. Видно, що на рисунку 3.30б з’являється немонотоннiсть, i в iн-
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Рисунок 3.30 — Залежностi стацiонарних значень зсувних напружень
σ0, σ

m: а – вiд зсувної деформацiї ε0; б – вiд температури поверхонь тертя
Te при θ = 0.2, gθ = 0.6, α = 0.7, β = 2.0

тервалi T 0
c < Te < Tc0 реалiзується двозначна дiлянка, властива фа-

зовим переходам першого роду. Штрихова крива вiдповiдає нестiйким
стацiонарним значенням напружень σm, суцiльна – стiйким σ0. Вiд-
значимо, що σm(Te) вiдповiдає гукiвськiй дiлянцi залежностi σ0(ε0),
яку показано на рисунку 3.30а.

На рисунку 3.31 подано залежнiсть потенцiалу (3.142) вiд ве-
личини напружень при фiксованих температурах поверхонь тертя, що
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вiдповiдає параметрам рисунка 3.30. Нижче за критичне значення T 0
c

0 0.5 1 1.5 2
-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

σ

V
1

2

3

Рисунок 3.31 — Залежнiсть синергетичного потенцiалу V (3.142) вiд величи-
ни зсувних напружень σ при параметрах рисунка 3.30, кривi 1–3 вiдповiдають

значенням температури Te = 0.6, 1.1, 1.4 вiдповiдно

напруження в мастилi вiдсутнi (σ0 = 0). Цьому дiапазону темпера-
тур вiдповiдає вид потенцiалу, поданий кривою 1 на рисунку 3.31, де
реалiзується один нульовий мiнiмум за умови, якщо σ0 = 0, водно-
час мастило твердоподiбне. У точцi Te = T 0

c на залежностi V (σ)
з’являється плато. Iз подальшим збiльшенням температури в областi
T 0
c < Te < Tc0 потенцiал має вигляд кривої 2. Тут з’являється потенцi-

альний бар’єр, що розмежовує нульовий i ненульовий мiнiмуми потен-
цiалу. У зв’язку iз цим система не може прийти в стiйкий стан σ0 6= 0 i
реалiзується нульове значення зсувних напружень σ. Пунктирна кри-
ва на рисунку 3.30 вiдповiдає максимуму потенцiалу, суцiльна крива –
його ненульовому мiнiмуму. Як видно з рисунка, при Te = Tc0 (3.143)
вiдбувається стрибкоподiбне збiльшення значення σ, i система пере-
ходить на дiлянку залежностi σ0(Te). Цей перехiд пов’язаний iз тим,
що в разi, Te = Tc0 максимум V (σ) зникає, i з подальшим зростан-
ням Te реалiзується один ненульовий мiнiмум потенцiалу (крива 3 на
рис. 3.31). Iз подальшим збiльшенням температури Te стацiонарнi зна-
чення напружень σ0 зростають, i мастило стає менш в’язким. Водночас
V (σ) має вигляд кривої 3. Тепер iз зменшенням температури до значе-
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ння T 0
c мастило рiдиноподiбне (σ0 6= 0), при Te = T 0

c воно стрибкопо-
дiбно твердiє (σ0 = 0), оскiльки на потенцiалi зникає бар’єр i залиша-
ється один нульовий мiнiмум V (σ).

Вiдмiнною особливiстю такої поведiнки є те, що гукiвська дiлян-
ка залежностi цiлком є нестiйкою, оскiльки вiдповiдає максимуму по-
тенцiалу й iснує лише один тип твердоподiбного стану мастила з ну-
льовим значенням напружень.

3.8.2.2 Фазова кiнетика

Для дослiдження поведiнки системи до встановлення стацiо-
нарного стану методом фазової площини скористаємося рiвняннями
(3.145), (3.146), одержаними ранiше.

Водночас фазовi портрети в областi температур Te < T 0
c вияв-

ляються аналогiчними до наведених на рисунку 3.27. Кiнетика системи
в температурнiй областi Te > Tc0 рисунка 3.30б, що вiдповiдає стiй-
кому рiдинному тертю, якiсно спiвпадає з показаною на рисунку 3.28.
Реалiзується рiдинне тертя, i з часом установлюється ненульове ста-
цiонарне значення зсувних напружень σ0 6= 0, що вiдповiдає мiнiмуму
синергетичного потенцiалу V (σ).

На рисунку 3.32 наведенi фазовi портрети для температури, що
вiдповiдає дiлянцi T 0

c < Te < Tc0 рисунку 3.30б, на якiй реалiзуються
стiйкi та нестiйкi значення стацiонарних зсувних напружень. Потенцi-
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Рисунок 3.32 — Фазовi портрети при параметрах рисунку 3.30 i Te = 1.1: а –
τT � τε = 0.01τσ; б – τT � τε = τσ; в – τT � τε = 100τσ

136



ал системи в цьому разi має вигляд кривої 2 на рисунку 3.31. Як i ранi-
ше, лiнiї 1 i 2 є iзоклiнами. Фазовi портрети характеризуються трьома
особливими точками: вузлом D на початку координат, що описує сухе
тертя; сiдлом N , що вiдповiдає максимуму залежностi V (σ) (нестiйка
стацiонарна точка); вузломO, якому вiдповiдає дiлянка пластичної те-
чiї на залежностях, наведених на рисунку 3.30. Цi точки даються пере-
тином iзоклiн. Залежно вiд початкових умов система в результатi ре-
лаксацiї може прийти як до режиму стiйкого сухого тертя (вузол D),
так i до режиму тертя ковзання (точка O).

При τ = 0.01 спостерiгається картина, наведена на рисун-
ку 3.32а. Тут, як i на рисунку 3.27а, фазовi траєкторiї швидко збiга-
ються до лiнiї, близької до iзоклiни 2, з будь-якої точки фазової пло-
щини при збереженнi напружень. Далi система релаксує до вузла D
або O, i встановлюється стацiонарний режим тертя, що визначається
цими точками. Нахил кривої, по якiй здiйснюється рух на другому ета-
пi, залежить вiд початкових умов. Так, до точки O система релаксує
по пластичнiй дiлянцi iзоклiни 2, до точки D – по її гукiвськiй дiлянцi.
Iз часом мастило стає бiльш рiдким, якщо σN < σi < σO, i навпаки
– бiльш в’язким при σi > σO, де σi i σO – початкове й стацiонарне
значення напружень. У цих ситуацiях система приходить до особливої
точки O. При σi < σN мастило з часом твердне й реалiзується сухе
тертя (точка D).

Як видно з рисунка 3.32б, для τ = 1 у разi встановлення ста-
цiонарного значення напружень i деформацiї можливий переривчастий
рух.

На рисунку 3.32в наведено фазовий портрет для τ = 100, де,
як i ранiше, можна видiлити два етапи. Спочатку напруження швидко
релаксують до iзоклiни 1, а потiм здiйснюється повiльний рух до вста-
новлення стацiонарного стану. Оскiльки iзоклiни 1 i 2 не мають якi-
сних вiдмiнностей (на обох реалiзується пластична й гукiвська дiлянки
залежностi σ0(ε0)), поведiнка системи на цьому рисунку якiсно збiгає-
ться з описаною для τ = 0.01 (рис. 3.32а). Вiдмiннiсть полягає в тому,
що на першому етапi тут постiйна деформацiя, а не напруження.

На вигляд фазових портретiв iстотний вплив має величина па-
раметра β. На рисунку 3.33 подано фазовий портрет за умови, якщо
β = 100. Iз вигляду iзоклiни 1 можна зробити висновок, що гукiвська й
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Рисунок 3.34 — Релаксацiйнi залежностi σ(t), одержанi при сумiсному
розв’язку рiвнянь (3.145), (3.146) для параметрiв рисунка 3.33. Рисунки а,

б, в, г вiдповiдають значенням параметра β = 50, 100, 500, 1 500 вiдповiдно

пластична дiлянки на вiдповiднiй дiаграмi навантаження водночас ста-
ють бiльш вираженими. Проте основна вiдмiннiсть цього прикладу вiд
наведеного на рисунку 3.32б полягає в тому, що точка O є не вузлом, а
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фокусом, що описує релаксацiйнi коливання аж до встановлення рiв-
новаги. Такi коливання вiдповiдають stick−slip режиму тертя. Пiд час
збiльшення параметра β фазовi траєкторiї навколо фокусу розтягую-
ться уздовж осi напружень, водночас амплiтуда stick − slip перехо-
дiв зростає. Релаксацiйнi часовi залежностi напружень для параметрiв
рисунка 3.33 наведенi на рисунку 3.34. Тут зi збiльшенням β коливання
стають бiльш тривалими. На рисунку 3.34г залежнiсть σ(t) стає пил-
коподiбною, що спостерiгається в експериментах. Режим, у якому за
умов сталих швидкостей зсуву переривчасте тертя з часом переходило
в режим ковзання, знайдений експериментально.

3.9 Багатовимiрний термодинамiчний
потенцiал для опису плавлення
ультратонкої плiвки мастила

3.9.1 Основнi рiвняння

Iснує декiлька феноменологiчних моделей, що дозволяють част-
ково пояснити експериментально спостережуванi результати. На-
приклад, такi як термодинамiчнi, механiстична й синергетична [4]. Вони
мають як детермiнiстичну, так i стохастичну природу. Дослiдження та-
кож проводяться за допомогою методiв молекулярної динамiки [6, 14].
Виявляється, що мастило може забезпечувати кiлька кiнетичних ре-
жимiв, мiж якими в процесi тертя вiдбуваються переходи, що приво-
дять до переривчастого руху [13]. У теоретичнiй роботi знайдено три
режими тертя: режим ковзання за малих швидкостей зсуву, регулярний
переривчастий режим i режим ковзання за великих швидкостей зсуву.
Iснування цих режимiв пiдтверджують численнi експерименти [10, 13].

У роботi [4] в межах моделi Лоренца для апроксимацiї в’язкопру-
жного середовища розвинено пiдхiд, згiдно з яким перехiд ультратонкої
плiвки мастила з твердоподiбного в рiдиноподiбний стан вiдбувається
в результатi термодинамiчного та зсувного плавлення. Проведено опис
цих процесiв, що вiдбуваються в результатi самоорганiзацiї полiв зсув-
них напружень i деформацiї, а також температури мастила з урахуван-
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ням адитивних шумiв зазначених величин i корельованих флуктуацiй
температури. Показано, що в разi адитивних шумiв установлюється
самоподiбний режим плавлення мастила, у якому часовi ряди напру-
жень набувають мультифрактальних властивостей. Причини стрибко-
подiбного плавлення й гiстерезису, якi спостерiгалися в експеримен-
тах, розглянуто в [12]. Тут також визначено умови реалiзацiї означе-
них особливостей за умов урахування деформацiйного дефекту модуля
зсуву. У межах указаної моделi також описано перiодичний перерив-
частий режим тертя, який, проте, має стохастичну складову, й може
реалiзовуватися лише за наявностi в системi флуктуацiй. Ще одним
недолiком зазначеної моделi є те, що вона не враховує навантаження,
яке прикладено до поверхонь тертя й пiд час одержання основних рiв-
нянь застосовано ряд наближень [4].

У нашому розглядi запропоновано термодинамiчну теорiю, яка
грунтується на розвиненнi вiльної енергiї системи за степенями пара-
метра f , який є надлишковим об’ємом, що виникає в результатi форму-
вання дефектної структури в мастилi пiд час його плавлення. Рiдино-
подiбний стан iнтерпретується як дiлянка пластичної течiї на дiаграмi
навантаження й характеризується наявнiстю в мастилi дефектiв. Для
опису сильно нерiвноважних процесiв, що вiдбуваються пiд час ков-
зання двох твердих тiл, якi труться й роздiленi шаром мастила, вико-
ристовується пiдхiд, що грунтується на теорiї фазових переходiв Лан-
дау [5]. Метою запропонованого дослiдження є виявлення особливо-
стей перiодичного режиму переривчастого тертя в межах механiчно-
го еквiвалента трибологiчної системи, оскiльки численнi експерименти
вказують саме на перiодичний характер переривчастого руху [13].

Пiд час плавлення мастила товщиною менше нiж 10 молекуляр-
них шарiв стацiонарнi стани, у яких воно знаходиться, не є термодина-
мiчними фазами, а подають кiнетичнi режими тертя, яких може бути
декiлька. Водночас говорять не про тверду й рiдку, а про твердоподiбну
й рiдиноподiбну фази. Про плавлення таких мастил судять за збiльше-
нням їх об’єму й коефiцiєнта дифузiї [14]. Оскiльки експерименталь-
но спостережуваною величиною з зазначених двох є об’єм, для опису
стану мастила введемо параметр f , який має фiзичний сенс надлишко-
вого об’єму, що виникає за рахунок хаотизацiї структури твердого тiла
в процесi плавлення. Зi зростанням параметра f росте густина дефек-
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тiв у мастилi, яке за рахунок їх транспорту, що вiдбувається пiд дiєю
прикладеного дотичного напруження, переходить у кiнетичний режим
пластичної течiї (рiдиноподiбна фаза).

Запишемо розвинення для густини вiльної енергiї з урахуванням
унескiв вiд пружних компонент зсувних деформацiй εeij та ентропiї s у
виглядi

Φ = Φ∗0 +
1

2
λ (εeii)

2 + µ
(
εeij
)2 − αs2 +

c

2
(∇f)2 −

− ϕ0f +
1

2
ϕ1f

2 − 1

3
ϕ2f

3 +
1

4
ϕ3f

4, (3.148)

де Φ∗0, λ, µ, α, c, ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 – константи розвинення. Причому, у
свою чергу,

ϕ0 = ϕ∗0 +
1

2
λ̄ (εeii)

2 + µ̄
(
εeij
)2

+ αϕs. (3.149)

Пружнi напруження враховуються з точнiстю до квадратичних внескiв
через iнварiанти тензора деформацiй εeii, (εeij)

2 = εeijε
e
ji, де пiд iндек-

сами, що повторюються, мається на увазi пiдсумовування. Водночас
перший iнварiант подає слiд тензора деформацiй εeii = εe1 + εe2 + εe3, а
другий визначається виразом [16]

(εeij)
2 ≡ (εell)

2 − 2I2 = (εe1 + εe2 + εe3)2 −
−2(εe1ε

e
2 + εe1ε

e
3 + εe2ε

e
3) = (εe1)2 + (εe2)2 + (εe3)2. (3.150)

Згiдно з виразом (3.148) у мастилi виникають пружнi напруження

σeij =
∂Φ

∂εeij
= λεeiiδij + 2µεeij −

(
λ̄εeiiδij + 2µ̄εeij

)
f. (3.151)

Вираз (3.151) можна представити у виглядi ефективного закону Гука

σeij = 2µeffε
e
ij + λeffε

e
iiδij (3.152)

з ефективними пружними параметрами5)

µeff = µ− µ̄f, (3.153)

λeff = λ− λ̄f, (3.154)

5)За умови f > µ/µ̄ потрiбно вважати µeff = 0, а коли f > λ/λ̄, необхiдно
приймати λeff = 0.
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якi зменшуються з плавленням пiд час зростання параметра f .
Нескладно показати, що iнварiанти визначаються як

εeii =
n

λeff + µeff
, (3.155)

(εeij)
2 =

1

2

[(
τ

µeff

)2

+ (εeii)
2

]
, (3.156)

де n, τ – нормальна й дотична (зсувна) компоненти напружень, якi
дiють на мастило з боку поверхонь, що труться6). Спiввiдношення
(3.155) та (3.156) подають зв’язок мiж компонентами тензорiв i їх iн-
варiантами лiнiйної теорiї пружностi [16].

Запишемо еволюцiйне рiвняння для нерiвноважного параметра
f у виглядi рiвняння Ландау – Халатнiкова

τf ḟ = −∂Φ

∂f
, (3.157)

де введено час релаксацiї τf . У явному виглядi воно запишеться як

τf
∂f

∂t
= −c∇2f +ϕ0 −ϕ1f +ϕ2f

2 −ϕ3f
3 − n2

(
λ̄+ µ̄

)

(λeff + µeff )2 , (3.158)

де поява останнього доданка пов’язана з тим, що iнварiанти (3.155) i
(3.156) залежать вiд величини надлишкового об’єму f .

Температура мастила визначається через вiльну енергiю системи

T = −∂Φ

∂s
= 2αs+ αϕf. (3.159)

Отже, ентропiя є функцiєю температури й надлишкового об’єму. Во-
дночас вiльна енергiя (3.148) також є функцiєю температури та об’єму.

Для опису процесiв теплообмiну мастила з навколишнiм сере-
довищем уведемо температуру поверхонь тертя Te [4]. У разi неодно-
рiдного нагрiвання середовища рiвняння теплопровiдностi є звичайним
рiвнянням безперервностi [2]

T
∂s

∂t
= κ∇2T, (3.160)

6)Зсувнi напруження τ визначаються iз виразу (3.152) при i 6= j, тобто при δij = 0.
У разi µeff = 0 доданок τ/µeff в (3.156) потрiбно замiнювати вiдповiдно до (3.152)
на 2εeij .
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де коефiцiєнт теплопровiдностi κ вважається постiйним. Для нормаль-
ної складової ∇2

z з достатньою точнiстю можна використовувати на-
ближення κ∇2

zT ≈ (κ/h2)(Te − T ), де h – товщина мастила. З ураху-
ванням цього рiвняння (3.160) записується у виглядi

∂s

∂t
=

κ

h2

(
Te
T
− 1

)
+
κ

T
∇2
xyT, (3.161)

де величина h2/κ вiдiграє роль часу релаксацiї, упродовж якого вiдбу-
вається вирiвнювання температур по товщинi мастила за рахунок теп-
лопровiдностi.

Скористаємося дебаївським наближенням, що пов’язує пружну
деформацiю εeij з пластичною εplij :

ε̇plij =
εeij
τε
, (3.162)

де τε – максвеллiвський час релаксацiї внутрiшнiх напружень. Повна
деформацiя в шарi визначається як

εij = εeij + εplij . (3.163)

Ця деформацiя задає швидкiсть руху верхнього блоку Vij згiдно з та-
ким зв’язком:

Vij = hε̇ij = h(ε̇eij + ε̇plij). (3.164)

Iз трьох останнiх спiввiдношень випливає вираз для пружної компо-
ненти зсувної деформацiї

τεε̇
e
ij = −εeij +

Vijτε
h

. (3.165)

Далi, в межах цiєї роботи для спрощення розглядається однорiдна си-
стема i в спiввiдношеннях (3.148), (3.158), (3.161) вважається∇≡0.

3.9.2 Сила тертя

Система кiнетичних рiвнянь (3.158), (3.161), (3.165) з урахува-
нням визначень (3.149), (3.152)–(3.156), (3.159) є замкненою та мо-
же бути використана для дослiдження кiнетики процесу плавлення. У
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цьому пiдроздiлi розглянемо стацiонарнi режими тертя. Вiдповiдно до
рiвнянь (3.161) i (3.165) iз часом установлюються стацiонарнi значе-
ння температури мастила T0 i пружної компоненти зсувної деформацiї
εeij0:

T0 = Te, εeij0 =
Vijτε
h

. (3.166)

Для знаходження стацiонарних станiв усiх величин необхiдно чисель-
но розв’язати еволюцiйне рiвняння (3.158), використовуючи (3.149),
(3.152)–(3.156) i визначаючи поточну ентропiю з (3.159) при T = Te, а
значення деформацiї з (3.166).

В експериментальних роботах часто наводяться залежностi си-
ли тертя вiд швидкостi зсуву, товщини шарiв мастил, нормального тис-
ку [10, 12, 13]. У цьому роздiлi проаналiзуємо вплив на силу тертя тем-
ператури мастила та швидкостi зсуву.

У мастилi, крiм пружних σeij , виникають також i в’язкi σviscij на-
пруження. Повне напруження в шарi є сумою цих двох внескiв

σij = σeij + σviscij . (3.167)

Повна сила тертя визначається стандартно:

Fij = σijA, (3.168)

де A – площа контактуючих поверхонь. В’язкi напруження в шарi по-
даються формулою

σviscij =
ηeffVij
h

, (3.169)

де ηeff – ефективна в’язкiсть, що знаходиться лише експериментально
i в межовому режимi

ηeff ∼ (ε̇ij)
γ , (3.170)

де γ < 0 для псевдопластичних мастил та γ > 0 для дiлатантних. З
урахуванням (3.164), (3.170) вираз для в’язких напружень (3.169) за-
пишеться у виглядi

σviscij =

(
Vij
h

)γ+1

. (3.171)

144



Пiсля пiдстановки (3.167) i (3.171) в (3.168) маємо шуканий вираз для
сили тертя 7)

Fij =

[
σeij + sgn(Vij)

( |Vij |
h

)γ+1
]
A, (3.172)

де σeij задається формулою (3.152) при i 6= j.
В експериментах за поверхнi тертя зазвичай використовуються

атомарно-гладкi поверхнi слюди, а за мастило – квазiсферичнi мо-
лекули октаметилциклотетрасилоксану й лiнiйнi ланцюговi молекули
тетрадекану, або гексадекану [12, 13]. Зазначенi експерименти про-
водяться за таких умов: товщина мастила h ∼ 10−9 м, площа кон-
такту A ∼ 3 · 10−9 м2, навантаження на верхню поверхню тертя
L = (2 ÷ 60) · 10−3 Н, що вiдповiдає нормальним напруженням
n = −L/A = −(6.67 ÷ 200) · 105 Па. Сила тертя водночас стано-
вить F ∼ (2 ÷ 40) · 10−3 Н. У межах зазначених експерименталь-
них робiт виявлено, що мастило плавиться в разi перевищення кри-
тичного значення температури Te > T0 ∼ 300 К або швидкостi зсуву
V > Vc ∼ 400 нм/с. Цi значення можуть iстотно змiнюватися залежно
вiд типу мастила й геометрiї експерименту.

У цiй моделi, вiдповiдно до експериментальних даних обираю-
ться такi значення констант теорiї: Φ∗0 = 20 Дж/м3, λ = 2 · 1011 Па,
λ̄ = 108 Па, µ = 4.1 · 1011 Па, µ̄ = 4 · 1011 Па, ϕ∗0 = 5 Дж/м3, ϕ1 =
1100 Дж/м3, ϕ2 = 2700 Дж/м3, ϕ3 = 2070 Дж/м3, α=0.055 К2·м3/Дж,
αϕ = 0.05 К, h = 10−9 м, τf = 1 Па·с, τε = 10−8 с. Зазначимо, що
час релаксацiї надлишкового об’єму τf має розмiрнiсть в’язкостi. Фа-
ктично це означає, що зi зростанням ефективної в’язкостi мастила час
установлення стацiонарного режиму тертя збiльшується.

Залежнiсть (3.172) показана на рисунку 3.35. Рисунок 3.35а
iлюструє той факт, що з пiдвищенням температури сила тертя зменшу-
ється. Розглянемо детальнiше криву 2. Спочатку пiд час пiдвищення
температури надлишковий об’єм монотонно зростає. Водночас ефе-
ктивний модуль зсуву 2µeff (3.153) зменшується, що приводить до
зниження значення пружної компоненти зсувних напружень (3.152) i

7)Тут уведено знакову функцiю sgn(x) та абсолютне значення швидкостi зсуву
|Vij |, оскiльки вона може набувати також i вiд’ємного значення.
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Рисунок 3.35 — Залежнiсть стацiонарного значення повної сили тертя
Fij (мН) (3.172) вiд температури поверхонь тертя Te (К) i швидкостi зсуву
Vij (нм/с) при γ = 2/3, A = 3 · 10−9 м2, n = −7 · 105 Па: а – кривi 1–4
вiдповiдають постiйним значенням швидкостi зсуву Vij=150 нм/с, 800 нм/с,
1 100 нм/с, 1 400 нм/с; б – кривi 1–4 вiдповiдають фiксованим значенням

температури Te = 200 К, 245 К, 279 К, 310 К

вiдповiдно до зменшення значення сили тертя (3.172). Пiд час пере-
вищення температурою критичного значення Te > Tc0, величина над-
лишкового об’єму f стрибкоподiбно збiльшується й мастило плави-
ться, що приводить до рiзкого зниження повної сили тертя. З подаль-
шим пониженням температури мастило твердне тепер уже за її меншо-
го значення Te = T 0

c . Водночас залежнiсть має гiстерезисний харак-
тер, що вiдповiдає фазовим переходам першого роду. Згiдно з рисун-
ком 3.35а з пiдвищенням швидкостi зсуву мастило плавиться за умови
меншого значення температури. За швидкостi вищiй за деяке критич-
не значення мастило незалежно вiд температури завжди рiдиноподiбне
(крива 4), i сила тертя зменшується разом iз температурою за рахунок
зменшення модуля зсуву (розрiдження мастила).

Отже, за малих температур (Te < T 0
c ) реалiзується один мiнiмум

потенцiалу Φ(f), що вiдповiдає стацiонарному стану з малим значен-
ням f (твердоподiбне мастило). В областi температур T 0

c < Te < Tc0
спiвiснують два мiнiмуми Φ(f). Проте система не може перейти в стан,
що вiдповiдає другому мiнiмуму, оскiльки цi мiнiмуми роздiляє макси-
мум енергiї. Пiд час подальшого збiльшення температури Te > Tc0 роз-
межовувальний максимум зникає й мастило за механiзмом фазового
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перетворення першого роду переходить у стан, що вiдповiдає єдиному
мiнiмуму за великого значення f , тобто плавиться. Якщо пiсля цього
знижувати температуру, то з появою першого мiнiмуму система знову
не зможе перейти у вiдповiдний йому стан через наявнiсть розмежову-
вального максимуму. У разi його зникнення, за умови, якщо Te = T 0

c ,
мастило стрибкоподiбно твердне.

Рисунок 3.35б демонструє дещо iншу поведiнку. Тут згiдно з
(3.172) за малих швидкостей зсуву мастило твердоподiбне й вiдповiд-
не значення σeij велике. Пiдвищення швидкостi в такому режимi при-
водить до зростання обох компонент сили тертя (3.172) i тому вона
швидко збiльшується. Пiд час подальшого пiдвищення швидкостi ма-
стило плавиться й пружне зсувне напруження (3.152) iстотно змен-
шується, що зi свого боку приводить до рiзкого зниження повної си-
ли тертя. З подальшим збiльшенням швидкостi значення Fij зростає
за рахунок обох компонент сили тертя, що збiльшуються зi швидкiстю
зсуву. Згiдно з кривою 4 в рiдиноподiбному станi сила тертя (3.172)
також зростає за рахунок збiльшення швидкостi. Тобто реалiзується
ситуацiя, схожа з поведiнкою системи пiд час пiдвищення температури
(рис. 3.35а), з тiєю вiдмiннiстю, що в разi зсувного плавлення зi збiль-
шенням температури поверхонь тертя зростає площа фiгури, яку обме-
жує гiстерезис. Пiд час пiдвищення температури мастило плавиться за
менших швидкостей зсуву. Зазначимо, що результати, поданi на ри-
сунку 3.35б, якiсно збiгаються з новою картою тертя для межового ре-
жиму, запропонованою в результатi узагальнення експериментальних
даних. Залежностi сили тертя вiд температури, типу поданих на рисун-
ку 3.35а, на цей час експериментально не вимiрюються.

3.9.3 Трибологiчна система

Поданi на рисунку 3.35 залежностi одержано за фiксованої
швидкостi зсуву верхньої поверхнi тертя. Проте динамiчнi характерис-
тики трибологiчної системи визначаються не лише силою тертя, наве-
деною на зазначеному рисунку, а також i властивостями системи в цi-
лому. Зокрема, згiдно з експериментами в областi гiстерезису залеж-
ностi на рисунку 3.35 можлива реалiзацiя переривчастого режиму тер-
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тя (stick − slip) [12–14], з’ясуванню особливостей якого присвячено
цю роботу. Типова схема трибологiчної системи подана на рисунку 3.1.

Рiвняння руху верхнього блоку має вигляд [13]8)

MẌ = k




t∫

0

V0dt
′ −X


− F, (3.173)

де t = t′ – час руху. У разi постiйного значення швидкостi зсуву V0 iн-
теграл у (3.173) звичайно можна замiнити виразом V0t. Для обчислен-
ня часової еволюцiї сили тертя останнє рiвняння необхiдно розв’язува-
ти спiльно з (3.158), (3.161), (3.165), визначаючи водночас силу тертя
з (3.172). Проте часи релаксацiї деформацiї τε та ентропiї τs = h2/κ
за рахунок тонкостi мастила можна покласти малими порiвняно з ча-
сом релаксацiї надлишкового об’єму τf . Тому в межах наближення
τf � τε, τs, розв’язуватимемо спiльно два рiвняння (3.173), (3.158),
визначаючи температуру й деформацiю з (3.166), а ентропiю з (3.159).

Результат розв’язку зазначених рiвнянь наведений на рисун-
ку 3.36. Згiдно з останнiм сила тертя спочатку монотонно зростає, ос-
кiльки мастило твердоподiбне, а швидкiсть зсуву збiльшується. Коли
вона перевищує критичне значення Vc0, мастило плавиться, за рахунок
чого зменшується сила тертя, росте швидкiсть руху верхнього блоку V
i вiн швидко перемiщується на велику вiдстань. Водночас зменшується
натягнення пружини й вiдповiдно – швидкiсть зсуву. Коли вона стає
меншою за значення, необхiдне для пiдтримки мастила в рiдиноподi-
бному станi, останнє твердне й сила тертя починає зростати. Описа-
ний процес перiодично повторюється в часi. Зазначимо, що швидкiсть,
за якої мастило твердне, не збiгається з аналогiчною швидкiстю, наве-
деною на рисунку 3.35. Це пов’язано з рiзким збiльшенням швидко-
стi зсуву V пiд час плавлення й вiдповiдним збiльшенням параметра f .
Згiдно з (3.153) модуль зсуву водночас стає менше нуля i його необхi-
дно вважати за нульовий, що змiнює вид потенцiалу (3.148). Водночас
за наявностi пружних деформацiй (3.165) пружнi напруження в масти-
лi згiдно з (3.152) стають нульовими, що й обумовлює зниження сили
тертя, а мастило при цьому тече.

8)Оскiльки розглядається зсув в одному напрямi, далi для зручностi запису опу-
скатимемо тензорнi позначення.
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Рисунок 3.36 — Залежнiсть сили тертя F (мН), швидкостi зсуву поверхнi
тертя V (нм/с) та її координати X (мкм) вiд часу t (с) при параметрах n =

−7 · 105 Па, M = 0.4 кг, k = 480 Н/м, Te = 250 К, V0 = 1400 нм/с

На рисунку 3.37 показано залежнiсть повної сили тертя F
(3.172), надлишкового об’єму f i пружної компоненти зсувних напру-
жень σeij (3.152) вiд часу в разi збiльшення швидкостi зсуву V0. Спо-
чатку рух верхнього зрушуваного блока (V0 = V01) приводить до зро-
стання надлишкового об’єму f . Коли f досягає критичного значен-
ня, мастило плавиться за механiзмом фазового перетворення першо-
го роду, водночас параметр f стрибкоподiбно збiльшується. Мастило
пiсля цього знову починає тверднути, оскiльки зменшується вiдносна
швидкiсть зсуву поверхонь тертя (див. рис. 3.36). Пiсля повного твер-
днення в ньому з’являється пружне напруження, подальше зростан-
ня якого знову приводить до збiльшення параметра f , поки той дося-
гне критичного значення, необхiдного для плавлення, i процес повто-
рюється знову. У результатi встановлюється перiодичний переривчас-
тий (stick − slip) режим плавлення / тверднення. Пiд час пiдвищення
швидкостi до значення V0 = V02 частота stick−slip пiкiв збiльшується
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Рисунок 3.37 — Залежнiсть сили тертя F (мН), надлишкового об’єму f i
пружної компоненти напружень σeij (МПа) вiд часу t (с) при параметрах ри-
сунку 3.36 i швидкостях зсуву V01 = 650 нм/с, V02 = 1800 нм/с, V03 =

2246.7 нм/с, V04 = 2247 нм/с

за рахунок того, що за цiєї швидкостi в системi швидше встановлює-
ться критичне значення f . Вiдповiдно мастило швидше плавиться, а
тому за один i той сами промiжок часу система встигає зробити бiльшу
кiлькiсть переходiв плавлення / тверднення. Iз подальшим збiльшен-
ням швидкостi V0 = V03 частота stick − slip пiкiв знову зменшується.
Це вiдбувається за рахунок того, що на залежностi F (t) з’являються
довгi кiнетичнi дiлянки F = const. Потрiбно зазначити, що в цьому
режимi параметр f пiд час плавлення спочатку рiзко зростає завдяки
швидкому збiльшенню швидкостi зсуву верхнього блоку V . Стацiонар-
нiй кiнетичнiй дiлянцi вiдповiдає менше значення надлишкового об’єму
f , який установлюється пiсля рiзкого початкового зсуву верхньої по-
верхнi, що треться, за рахунок вивiльнення частини механiчної потен-
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цiальної енергiї розтиснутої пружини. Пiд час подальшого зростання
швидкостi V0 = V04 переривчастий режим зникає та встановлюється
кiнетичний режим тертя рiдиноподiбного мастила, яке характеризує-
ться бiльшим значенням надлишкового об’єму f i нульовими пружни-
ми зсувними напруженнями σeij . Зазначимо, що рiдиноподiбний стан не
завжди характеризується нульовим значенням напружень σeij , i в на-
шому прикладi цей факт зумовлений рiвнiстю ефективного модуля зсу-
ву мастила (3.153) нулю в рiдиноподiбному станi. Отже, пiд час збiль-
шення швидкостi частота stick − slip пiкiв спочатку збiльшується, а
потiм зменшується за рахунок появи довгих кiнетичних дiлянок. У ра-
зi перевищення критичного значення швидкостi V0 режим stick − slip
зникає. Описана поведiнка добре узгоджується з експериментальними
даними [13].

В експериментах також часто дослiджується вплив на характер
плавлення мастила зовнiшнього нормального тиску, прикладеного до
поверхонь тертя [13]. Такi експерименти показують, що тиск впливає
на параметри трибологiчної системи нетривiально. Наприклад, для ма-
стил iз ланцюгових молекул гексадекана зi зростанням тиску критична
швидкiсть зсуву зменшується, а для квазiсферичних молекул октаме-
тилциклотетрасилоксану вона, навпаки, збiльшується [13]. Тиск також
впливає на частоту й амплiтуду stick−slip переходiв [13]. У межах на-
шої моделi згiдно з рiвнянням (3.158) зростання навантаження на по-
верхнi тертя приводить до зменшення надлишкового об’єму, що повин-
но сприяти твердненню мастила.

На рисунку 3.38 подано часову залежнiсть сили тертя за рiзних
значень нормального тиску, дiю якого спрямовано на стиснення по-
верхонь тертя. За температури, нижчої за критичне значення (верхня
панель рисунка), реалiзується переривчастий режим тертя. Причому,
зi зростанням тиску збiльшується амплiтуда stick − slip переходiв та
значення кiнетичної та статичної сил тертя, а також зменшується час-
тота переходiв. У разi тиску, що вiдповiдає нормальному напруженню
n = n4, stick − slip режим не реалiзується. Проте водночас встанов-
люється не кiнетичний режим, що вiдповiдає рiдиноподiбному мастилу,
а вiдбувається тверднення мастила внаслiдок стиснення стiнок. За ра-
хунок цього мастило вже не може розплавитися, тому встановлюється
велике значення сили тертя F , що вiдповiдає твердоподiбному масти-
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Рисунок 3.38 — Залежнiсть сили тертя F (мН) вiд часу t (с) при параметрах
рисунка 3.36 i зовнiшньому нормальному навантаженнi n1 = −7 · 105 Па,
n2 = −50 · 105 Па, n3 = −80 · 105 Па, n4 = −100 · 105 Па. Верхня панель

вiдповiдає температурi Te = 250 К, нижня – Te = 400 К

лу й малому значенню надлишкового об’єму f , оскiльки стиснення стi-
нок сприяє виникненню в мастилi дальнього порядку чергування ато-
мiв. На нижнiй панелi рисунка подано залежнiсть, яка актуальна у разi
пiдвищеної температури поверхонь тертя Te. Тут видно, що встановлю-
ється кiнетичний режим тертя, який вiдповiдає малому значенню сили
тертя й великому значенню надлишкового об’єму f . Проте, за умови,
якщо n = n4, настає stick − slip режим, оскiльки за такого значення
нормального напруження n згiдно з рiвнянням (3.158) мастило вже не
може бути завжди рiдиноподiбним. У разi подальшого зростання тиску
потрiбно чекати повного тверднення мастила, як на верхнiй панелi ри-
сунка, коли n = n4. Отже, виявлено три режими тертя: 1) кiнетичний,
у якому мастило завжди рiдиноподiбне; 2) переривчастий, що вiдпо-
вiдає перiодичному плавленню /твердненню; 3) режим сухого тертя,
що характеризується великим значенням сили тертя й твердоподiбною
структурою мастила. Цi режими знайдено також у межах стохастичної
моделi.

На рисунку 3.39 подано залежнiсть сили тертя вiд часу в разi пiд-
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вищення температури поверхонь тертя, яка в цьому розглядi збiгається
з температурою мастила. Видно, що пiдвищення температури приво-
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Рисунок 3.39 — Залежнiсть сили тертя F (мН) вiд часу t (с) при параме-
трах рисунка 3.36 i температурi поверхонь тертя Te1 = 150 К, Te2 = 200 К,

Te3=250 К, Te4 = 300 К

дить до зниження амплiтуди коливань сили тертя та збiльшення часто-
ти фазових переходiв рiдиноподiбне – твердоподiбне мастило. За умо-
ви, якщо Te = Te4, настає режим ковзання, що характеризується по-
стiйним значенням кiнетичної сили тертя й незмiнною швидкiстю зсу-
ву верхнього блока. Отже, пiдвищення температури сприяє плавленню
мастила. Ця залежнiсть є прогнозувальною, оскiльки експерименти з
подiбним дослiдженням впливу температури нам невiдомi.
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РОЗДIЛ 4
АТОМIСТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ МЕЖОВОГО ТЕРТЯ

4.1 Властивостi тонких плiвок рiдин,
обмежених твердими поверхнями

У попереднiх роздiлах наведено результати застосування фено-
менологiчної моделi, а саме синергетичної системи Лоренца для опису
процесiв, що протiкають у межовiй плiвцi мастила. Основною слаб-
кiстю цього пiдходу й подiбних iдеалiзованих моделей є те, що для їх
застосування необхiднi припущення та апроксимацiї, що можуть при-
вести до некоректних результатiв. Також феноменологiчний пiдхiд за-
звичай дає лише якiсний опис нанотрибологiчних процесiв.

Комп’ютерне моделювання методом молекулярної динамiки (яке
ще називають комп’ютерним експериментом) є альтернативним мето-
дом для теоретичного дослiдження процесiв тертя на атомарному рiвнi.
Воно подає компромiс мiж аналiтичними моделями й експерименталь-
ними умовами та дуже широко використовується для розв’язання на-
нотрибологiчних задач [6, 14, 18, 19].

У цьому роздiлi описано МД моделювання ультратонкого шару
води, стиснутого мiж абсолютно жорсткими алмазними поверхнями. У
першому пiдроздiлi подано короткий огляд основних властивостей ме-
жових плiвок та обгрунтування вибору дослiджуваної системи. У дру-
гому пiдроздiлi докладно описанi умови моделювань, а в третьому пiд-
роздiлi наведено основнi результати комп’ютерних експериментiв.

Як показують експерименти й комп’ютернi моделювання, пове-
дiнка ультратонких плiвок рiдин, стиснутих мiж двома поверхнями,
iстотно вiдрiзняється вiд поведiнки об’ємних рiдин. Для межових плi-
вок є характерними такi особливi властивостi [13, 14]:

1) молекули рiдин, стиснутих мiж атомарно-гладенькими по-
верхнями стають бiльш упорядкованими та прагнуть утворювати ква-
зiдискретнi шари, у яких середня локальна густина рiдини осцилює iз
вiдстанню, нормальною до поверхонь;

2) рухливiсть молекул у стиснутих плiвках iстотно зменшується
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порiвняно з об’ємними рiдинами. Це виявляється в зменшеннi коефiцi-
єнта дифузiї та в збiльшеннi в’язкостi й молекулярних часiв релаксацiї.
«Ефективна» в’язкiсть може перевищувати об’ємну в 105 разiв, а часи
релаксацiї можуть бути бiльшими за об’ємнi в 1010 разiв;

3) межове мастило може проявляти двi рiзнi реакцiї на зсув: рi-
диноподiбну, за якої рiдина тече в разi появи деформацiї, i твердо-
подiбну, що характеризується наявнiстю границь текучостi в плiвцi.
У комп’ютерних моделюваннях простих леннард-джонсiвських рiдин
мiж атомарно-структурованими поверхнями було передбачено рiзкi
переходи рiдина – тверде тiло в плiвках, тонших вiд 6 молекулярних
дiаметрiв. Водночас молекули впорядковуються як перпендикулярно,
так i паралельно до поверхонь, однак горизонтальне впорядкування
зникає для неструктурованих, тобто математично гладеньких повер-
хонь. У стиснутих плiвках як позицiйне, так i орiєнтацiйне впорядку-
вання обумовленi не лише взаємними взаємодiями молекул рiдини, а й
наявнiстю двох близько розташованих твердих поверхонь;

4) для швидкостей зсувних поверхонь, менших за деяке критичне
значення, може бути актуальним переривчастий рух (stick–slip moti-
on). Вiн характеризується почерговими зупинками (stick) i проковзу-
ваннями (slip).

Для пояснення наведених властивостей межових плiвок рiзно-
манiтних рiдин широко застосовують МД моделювання. Зокрема до-
слiджено властивостi рiдин зi сферичними молекулами, й алканiв, мо-
лекули яких мають ланцюгову форму [14].

У цьому роздiлi проведено комп’ютернi експерименти для
ультратонкої плiвки води, стиснутої мiж абсолютно жорсткими алма-
зними поверхнями. Вибiр води як рiдини для моделювання обумовле-
ний її важливiстю, повсюднiстю й унiкальними властивостями, зокрема
в трибологiчному вiдношеннi [12]. Так, уведення моношару води (тов-
щиною лише 0.25 нм) мiж атомарно-плоскими поверхнями слюди в
апаратi поверхневих сил обумовлює зменшення тертя бiльш, нiж на
порядок величини. Ефективнiсть моношару води в зменшеннi тертя по-
яснюється «гiдрофiльнiстю» слюдяних поверхонь та iснуванням у вод-
них розчинах сильних вiдштовхувальних короткодiючих сил гiдратацiї
мiж цими поверхнями, якi ефективно усувають контрольований адге-
зiєю внесок у силу тертя. За описуваних умов сила тертя вiдповiдає
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першому закону Амонтона, який стверджує, що сила тертя є пропор-
цiйною зовнiшньому навантаженню.

Метою цих дослiджень є вивчення поведiнки плiвки води, що
складається з ТIР4Р молекул, стиснутої мiж абсолютно жорсткими
алмазними пластинами, i перевiрка вiдповiдностi моделi до експери-
ментiв та iнших моделювань. Результати зi свого боку можуть дати
оцiнку надiйностi використання ТIР4Р моделi молекул води й апро-
ксимацiї абсолютно жорстких пластин у моделюваннях нанотриболо-
гiчних систем.

4.2 Модель молекулярної динамiки
ультратонкого шару води, стиснутого
мiж жорсткими алмазними поверхнями

4.2.1 Загальна схема комп’ютерного експерименту

Моделювання проведено для плоскої геометрiї Куетта, що силь-
но нагадує експериментальнi системи, дослiджуванi за допомогою апа-
рата поверхневих сил [14]. Розглядалася тонка плiвка молекул води,
обмежена двома твердими стiнками з перiодичними граничними умова-
ми в площинi пластин, застосованими як до рiдини, так i до поверхонь.
Вивчено атомарно-гладенькi й атомарно-шорсткi пластини. У першо-
му прикладi кожна стiнка складається з 1 152 атомiв, що утворюють
двi кристалiчнi (001) поверхнi з алмазною решiткою. У другому перiо-
дичний атомарний рельєф забезпечувався видаленням 144 атомiв, що
знаходяться безпосередньо на поверхнi. Усi значення параметрiв мо-
делювання поверхонь iз рiзним рельєфом є однаковими, за винятком
того, що в разi шорстких поверхонь уведена слабка взаємодiя повер-
хонь однiєї з одною. Хоча вивчення тертя алмазних поверхонь, роздi-
лених плiвкою води, ще не проводилися експериментально, однак дiа-
мант є прозорим для свiтла, а, отже, може бути використаний у дослi-
дженнях з апаратом поверхневих сил. Для спрощення задачi пластини
вважаються абсолютно жорсткими, а модель не враховує пружностi
поверхонь. Але, беручи до уваги те, що алмаз є одним iз найтвердiших
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матерiалiв, у цiй роботi вирiшено перевiрити це наближення. Дослi-
джено плiвки води, що складаються з одного та двох шарiв молекул.
Кожний шар мiстить 14 · 14 = 196 молекул, отже максимальна кiль-
кiсть молекул, використовувана в моделюваннях, дорiвнює 2 696.

На рисунку 4.1 подано початковi конфiгурацiї системи для плiвок
товщиною один i два молекулярних шари, стиснутих мiж гладенькими
поверхнями. На рисунку 4.2 – мiж атомарно-шорсткими, а на рисун-
ку 4.3 – вид «згори» (у вiд’ємному напрямку осi z) початкової конфi-
гурацiї молекул води й кристалiчної площини.

Рисунок 4.1 — Початкова конфiгурацiя системи для плiвки води з одного та
двох шарiв молекул, стиснутої мiж гладенькими поверхнями. Атоми вуглецю,
кисню й водню зображенi вiдповiдно синiми, червоними й зеленими кульками

Рисунок 4.2 — Початкова конфiгурацiя системи для плiвки води з одного та
двох шарiв молекул, стиснутої мiж атомарно-шорсткими поверхнями з перiо-

дичним рельєфом

Для вiзуалiзацiї атомiв використано емпiричнi значення їх кова-
лентних радiусiв, якi для вуглецю, кисню та водню вiдповiдно станов-
лять 77, 73 i 37 пм (1 пм = 10−12 м), стала решiтки алмазу дорiвнює
356.68 пм. Молекули води на початку моделювань розмiщувалися у
вершинах кубiчної решiтки зi сталою решiтки, що вiдповiдає значенню
1 048 кг/м3 густини води, яке є близьким до об’ємного (за нормаль-
них умов) значення – 1 000 кг/м3. Пластини й молекули води несумiр-
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Рисунок 4.3 — Розташування молекул води (лiворуч) i вид алмазної поверхнi
(праворуч) у площинi xy на початку моделювань

нi, оскiльки стала решiтки алмазу й вiдстань мiж молекулами води не
спiвпадають. Початкова вiдстань (щiлина) мiж поверхнями для одного
шару молекул становить 0.3104 нм, для двох шарiв – 0.6207 нм. Гори-
зонтальнi розмiри комiрки моделювання в напрямах осей x i y однаковi
й дорiвнюють 42.81 Å.

Щоб iмiтувати експерименти моделювання проводилися за ста-
лих значень температури й навантаження, прикладеного до стiнок.
Температура становила 298 K, а навантаження моделювалося методом
дiї сталої силиL на кожен атом площин уздовж осi z. Зсув також iмiту-
вався прикладенням сталої горизонтальної сили FS до кожного атома
верхньої площини вздовж осi x, i в цiй роботi використовувався алго-
ритм сталої сили зсуву [14].

4.2.2 Модель води

Для пояснення властивостей води потрiбна деяка картина роз-
подiлення заряду в її молекулi. Були запропонованi рiзноманiтнi моде-
лi, наприклад, ST2, TIP3P та iн., але ще досi не iснує єдиної моделi,
яка була б спроможною задовiльно врахувати властивостi води в усiх
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трьох фазах (лiд, рiдина й пара) [12]. Основною вимогою до будь-якої
моделi води є те, що вона повинна вiдтворювати тетраедричну структу-
ру, обумовлену водневими зв’язками.

У цiй роботi використовується модель, що задовольняє вказану
умову, i в якiй молекула вважається жорсткою, – TIP4P модель [17].
Взаємодiя мiж жорсткими молекулами найбiльш легко вводиться ме-
тодом визначення розташування на молекулi дiлянок (сайтiв або цен-
трiв), на якi дiють сили. Тодi результуюча сила, що дiє мiж двома мо-
лекулами, буде просто дорiвнювати сумi сил мiж усiма парами сайтiв
взаємодiй. Щоб розрахувати взаємодiю мiж парами сайтiв, достатньо
знати вiдстань мiж центрами мас двох молекул i їх орiєнтацiю в про-
сторi.

Модель молекули подано на рисунку 4.4. Вона грунтується на
чотирьох сайтах, розмiщених в однiй площинi. Два з них – позначенi
як М i О – пов’язанi з ядром кисню, iншi два – позначенi через Н – iз
ядрами водню. Сайт М лежить на осi симетрiї молекули мiж сайтом О
та лiнiєю, що з’єднує Н сайти.

Рисунок 4.4 — Схематичне зображення TIP4P молекули води (лiворуч) [17],
вид молекули пiд час вiзуалiзацiї в програмi (праворуч)

Вiдстанi та кут, необхiднi для повного визначення координат
сайтiв, мають такi значення: rOH = 0.957 Å, rOM = 0.15 Å,
∠HOH=104.5◦. Енергiя взаємодiї мiж двома молекулами i та j скла-
дається з подвiйної суми за всiма сайтами обох молекул. Члени з iндек-
сами k та l враховують кулонiвську взаємодiю мiж електричними заря-
дами, пов’язаними iз сайтами, а також внески леннард-джонсiвського
типу

uij =
∑

k∈i

∑

l∈j

(
qkql
rkl

+
Akl
r12
kl

− Ckl
r6
kl

)
, (4.1)
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де rkl = rk− rl – вiдстань мiж сайтами k i l, rkl ≡ |rkl|. Вiдповiдна сила
визначається виразом

fij =
∑

k∈i

∑

l∈j

(
qkql
r3
kl

+
12Akl
r14
kl

− 6Ckl
r8
kl

)
rkl. (4.2)

Заряди мають такi значення: qH = 0.52e, qO = 0, qM = −2qH, де e =
1.6× 10−19 Кл. Параметри леннард-джонсiвської частини потенцiалу,
що дiє лише мiж О сайтами, такi:AOO ≡ A=600×103 (ккал/моль)Å12,
COO ≡ C = 610 (ккал/моль)Å6, i 1 ккал/моль=4184 Дж/моль.

У моделюваннях використовуються безрозмiрнi одиницi вимi-
рювання. Одиниця вимiрювання довжини σ = (A/C)1/6 = 3.154 Å,
одиниця вимiрювання енергiї ε = A/ (4σ)12 = 0.155 ккал/моль. За
одиницю вимiрювання маси обираємо масу молекули водиm = 2.987×
10−27 г й одиниця вимiрювання часу є t0 =

√
mσ2/ε = 5.253×10−12 с.

Також визначимо безрозмiрнi одиницi вимiрювання заряду, у яких qH =
1. Часовий крок, що використовувався, мав значення ∆t = 0.0005; у
розмiрних одиницях це дорiвнює 2.627× 10−15 с.

Наведемо безрозмiрнi й розмiрнi значення сил, що використову-
валися в моделюваннях. Значення сили L на кожен атом змiнювалися
вiд 2 (у системi СI це 6.838 пН) до 150 (0.513 нН), що вiдповiдають
значенням тиску на кожну поверхню вiд 0.43 ГПа до 32.254 ГПа. Ура-
ховуючи, що порiг пластичностi алмазу порядку 100 ГПа [14], обро-
бленню пiдлягали результати для тискiв, менших 20 ГПа, оскiльки для
бiльших значень тискiв деформацiя поверхонь, не взята до уваги в мо-
делi, що розглядається, повинна вiдiгравати значну роль. Горизонталь-
на сила FS зсуву на кожен атом верхньої пластини змiнювалася вiд 0.5
(1.71 пН) до 100 (0.342 нН), або повна горизонтальна сила на поверх-
ню змiнювалася вiд 1.97 нН до 0.394 мкН. У подальшому викладеннi
будуть використовуватися лише безрозмiрнi значення сил, що дiють на
кожен атом.

Що стосується взаємодiї води з алмазними поверхнями, вважа-
лося, що з атомами вуглецю взаємодiє лише сайт О молекули води,
потенцiал має леннард-джонсiвський вигляд

uij =





4εCO

[(
σCO
rij

)12
−
(
σCO
rij

)6
]
, rij < rc

0, rij ≥ rc

, (4.3)
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де rc = 7.5 Å (або 2.38 у безрозмiрних одиницях) – вiдсiчна вiдстань,
i εCO = 2, σCO = 0.86. Значення останнiх параметрiв вибрано так,
щоб задовольнити експериментальний факт, що алмаз є гiдрофiльним.
Вони вiдповiдають удвiчi бiльшому притяганню молекул води до атомiв
вуглецю, нiж до молекул води.

4.2.3 Рiвняння руху

У моделюваннях використовувалися класичнi рiвняння руху.
Завдяки абсолютнiй жорсткостi пластин до уваги береться рух їх цен-
трiв мас. Для верхньої пластини рiвняння руху мають такий вигляд

MẌ = Fx + FSNp,

MŸ = Fy,

MZ̈ = Fz + LNp,

(4.4)

де X,Y, Z – координати центру мас верхньої пластини, Np – кiлькiсть
атомiв стiнки, M = NpmC – маса пластини, mC = 0.67 – маса ато-
ма вуглецю, Fx, Fy, Fz – компоненти результуючої сили, що дiє на по-
верхню з боку води. Останнi дорiвнюють сумi похiдних (iз вiд’ємним
знаком) за вiдповiдною координатою вiд потенцiалу (4.3) для всiх мо-
лекул. За вiдсутностi зовнiшнiх горизонтальних сил повинен викону-
ватися закон збереження iмпульсу вздовж осей х та у, i центр мас пла-
стин не повинен рухатися в цих напрямах. У цiй роботi дрейф центру
мас (унаслiдок чисельних округлень i, можливо, через ефекти, обумов-
ленi способом пiдтримання сталої температури) упродовж перiоду об-
числень мав величину порядку одного значення сталої решiтки алмазу.
Рiвняння руху для нижньої стiнки аналогiчнi (4.4). Рiзниця полягає у
вiдсутностi компоненти, вiдповiдальної за зсув, у правiй частинi пер-
шого рiвняння у (4.4).

Рiвняння поступального руху (без компоненти, вiдповiдальної за
пiдтримання сталої температури) для центру мас i-ї молекули води має
вигляд

r̈i =
∑

j

Fij +
∑

k

fik, (4.5)
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де
∑

j Fij – сила, що дiє з боку всiх атомiв вуглецю, що знаходяться
вiд i-ї молекули на вiдстанi, меншiй rc , i визначається аналогiчно як
i для поверхонь;

∑
k fik – сила, що дiє на i-ту молекулу з боку iнших

молекул води, якi знаходяться вiд даної молекули на вiдстанi, меншiй
rc, i визначається за формулою (4.2).

У моделi, що розглядається, також враховується обертальний
рух молекул води. Для опису обертання застосовуються гамiльтоновi
кватернiони [17]. Одна з очевидних переваг кватернiонiв – вiдсутнiсть
тригонометричних функцiй пiд час побудови матрицi повороту. Компо-
ненти кутової швидкостi ω′x, ω′y, ω′z пов’язанi з похiдними за часом вiд
компонент q1, q2, q3, q4 кватернiону спiввiдношенням




ω′x
ω′y
ω′z
0


 = 2W




q̇1

q̇2

q̇3

q̇4


 , (4.6)

де

W =




q4 q3 −q2 −q1

−q3 q4 q1 −q2

q2 −q1 q4 −q3

q1 q2 q3 q4


 . (4.7)

Рiвняння Ейлера, що описують обертання твердого тiла, мають
вигляд

Ixω̇′x = nx + (Iy − Iz)ω′yω′z (4.8)

й аналогiчно для iнших компонент. У (4.8) n – момент сил, що дiють
на тiло, Ix, Iy, Iz – головнi моменти iнерцiї молекули, Iy = mOz

2
O +

2mHz
2
H = 0.0034, Iz = 2mHy

2
H = 0.0064, Ix = Iy + Iz, маси mO i

mH асоцiюються iз сайтами О i Н, mO = 2mH. Рiвняння руху через
кватернiони має вигляд




q̈1

q̈2

q̈3

q̈4


 =

1

2
W T




ω̇′x
ω̇′y
ω̇′z

−2
∑
q̇2
m


 . (4.9)
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Можна виключити компоненти ω̇′i з правої частини (4.9), вико-
ристовуючи рiвняння Ейлера (4.8). Пiсля замiни компонент ω′i лiнiйни-
ми комбiнацiями величин q̇i iз (4.6) одержуємо набiр рiвнянь руху, ви-
ражених повнiстю через кватернiони та їх похiднi. Рiвняння руху як для
координат центрiв мас пластин i молекул, так i для кватернiонiв iнте-
грувалися iз застосуванням алгоритму предиктор-коректор четвертого
порядку.

4.2.4 Контроль температури

Звичайна МД вiдрiзняється вiд бiльшостi експериментальних
дослiджень тим, що у моделюваннi фiксованими є енергiя E i об’єм V ,
а не температура T i тиск P . У термiнах статистичної механiки МД дає
середнi за мiкроканонiчним ансамблемNV E (N – кiлькiсть молекул),
у той час як експерименти iз сталою температурою вiдповiдають кано-
нiчному ансамблю NV T .

Для проведення моделювань, наближених до експериментiв, не-
обхiдно використовувати канонiчний ансамбль, а, отже, пiдтримувати
сталою температуру. Оскiльки зовнiшнiми силами над системою ви-
конується робота, то пiдтримання сталої температури означає вибiр
способу вiдведення надлишку тепла або сполучення системи з термо-
статом. У реальних тiлах вiдтiк тепла вiдбувається за рахунок багатьох
механiзмiв, наприклад, збудження фононiв або генерацiї пар електрон-
дiрка, енергiя яких потiм перетворюється на тепло [14]. У моделюван-
нях можна як явно вводити способи вiдведення тепла, так цього й не
робити. Наприклад, для дослiджуваної в цiй роботi системи електрон-
ну теплопровiднiсть можна не брати до уваги внаслiдок чудових дiелек-
тричних властивостей алмазу, а для металiв внеском електронної теп-
лопровiдностi нехтувати не можна.

Найбiльш поширеним способом контролю температури пiд час
моделювання трибологiчних явищ є застосування термостата Ланже-
вена [14]. У цьому роздiлi використовуються нерiвноважнi рiвняння
руху, або, як ще кажуть, накладаються механiчнi обмеження (або гра-
ничнi умови) [17]. Iснує декiлька очевидних переваг цього пiдходу:
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1) вiн не грунтується на апроксимацiйних вихiдних положеннях,
наприклад, таких, як частота Дебая, що актуальна в спрощеному тер-
мостатi Ланжевена. Тому втрати та прирiст тепла визначаються лише
неявними властивостями системи;

2) оскiльки не вимагається випадкових сил, цей метод значно
прискорює обчислення;

3) рiвняння руху (на вiдмiну вiд термостата Ланжевена) є обо-
ротними за часом;

4) диференцiюючи енергiю за часом, можна безпосередньо об-
числити втрати (або прирiст) тепла завдяки термостату.

Однак прив’язування тертя до глобальних властивостей системи
зазвичай є повiльним, щоб зробити випадковими нефiзичнi вiбрацiйнi
збурення. Останнi могли бути причиною згадуваного вище дрейфу цен-
тру мас поверхонь. Вiдзначимо, що внаслiдок абсолютної жорсткостi
поверхонь модифiкувалися лише рiвняння руху молекул води.

Опишемо бiльш докладно метод, що розглядається. Накладан-
ня сталої температури зводиться до введення неголономного зв’язку
в рiвняння руху для фiксування кiнетичної енергiї. Насправдi це вiдi-
грає роль математичного термостата. Доведення випливає не з гамiль-
тонового варiацiйного принципу, а з iншого формулювання механiки,
вiдомого як гаусiвський принцип найменшого обмеження. Можна по-
казати, що рiвноважнi властивостi такої iзотермiчної системи будуть
такими самими, як i канонiчного ансамблю. Гранична умова грунтує-
ться на поступальнiй та обертальнiй кiнетичнiй енергiях. Для кожної
молекули в поступальнi рiвняння руху (4.5) вводиться доданок, що мi-
стить множник Лагранжа, а також у кожне з рiвнянь Ейлера (4.8) до-
дається член загального виду αIxω′x. Оскiльки повна кiнетична енергiя
дорiвнює

NmEk =
1

2
m
∑

i

ṙ2
i +

1

2

∑

x

Ix
∑

i

ω′2ix, (4.10)

де
∑

x означає суму за всiма векторними компонентами, m – маса мо-
лекули води iNm – кiлькiсть молекул води, то, покладаючи Ėk = 0, ми
одержимо

α = −
∑

i ṙifi +
∑

i ω
′
ini

m
∑

i ṙ
2
i +

∑
x Ix

∑
i ω
′2
ix

, (4.11)

164



де fi i ni – повнi сила й момент сил, що дiють на i-ту молекулу. Для
проведених у цiй роботi обчислень дрейф температури становив поряд-
ку кiлькох вiдсоткiв вiд значення температури системи.

4.2.5 Особливостi вимiрювань

У процесi моделювання здiйснено двi групи вимiрювань. Однi
були актуальними за вiдсутностi зсувної сили FS, i в них вимiрювалися
коефiцiєнт дифузiї та зсувна в’язкiсть. Для iнших зсувнi сили були не-
нульовими, вимiрювалася кiнетична сила тертя, що дiє на верхню по-
верхню. Вона подана першим доданком у першому рiвняннi (4.4), що
дорiвнює загальнiй силi, яка дiє з боку води на поверхню.

Коефiцiєнт дифузiї розраховано двома способами. Перший – iз
використанням формули Ейнштейна, яка має вигляд [17]

D = lim
t→∞

1

6Nmt
〈
Nm∑

j=1

[rj(t)− rj(0)]2〉, (4.12)

де t – час вимiрювання. У (4.12) кутовi дужки означають усереднення
за достатньо великою кiлькiстю незалежних зразкiв системи.

Другий спосiб – iз застосуванням альтернативного виразу Грi-
на – Кубо для D, що грунтується на iнтегрованiй автокореляцiйнiй
функцiї швидкостi ϕ(t) [17]

D =
1

3Nm

∫ ∞

0
ϕ(t)dt, (4.13)

ϕ(t) = 〈
Nm∑

j=1

vj(t) · vj(0)〉, (4.14)

де vj – швидкiсть j-ї молекули. Можна показати, що два вирази (4.12)
i (4.13) дають абсолютно еквiвалентнi результати.
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Як зазначено, на початку кожного моделювання молекули во-
ди розмiщуються у вершинах кубiчної решiтки. Водночас молекуляр-
на орiєнтацiя набуває випадкових значень, кутова й лiнiйна швидко-
стi кожної молекули мають фiксоване значення, залежне вiд темпера-
тури, i випадково вибраний напрямок. Кутовi координати та швидко-
стi переводяться у кватернiонну форму, а лiнiйнi та кутовi прискоре-
ння, що використовуються пiд час iнтегрування рiвнянь руху, покла-
даються рiвними нулю. Пiд час моделювання впродовж перших 2 000
часових крокiв вiдбувалося досягнення системою рiвноважного стану,
пiсля чого або одразу було вимiряно рiвноважнi властивостi, або при-
кладено зсувну силу i вимiряно силу тертя. Максимальна тривалiсть
моделювань становила 55 000 часових крокiв або 144.4 пс.

4.3 Результати та обговорення

4.3.1 Плiвка води мiж гладенькими поверхнями

На рисунку 4.5 подано розрахованi часовi залежностi автокоре-
ляцiйних функцiй швидкостей молекул води для рiзних значень наван-
таження. Видно, що зi зростанням навантаження амплiтуда та кiль-
кiсть осциляцiй зростає. Це вказує на те, що за високих навантажень
швидкостi молекул стають бiльш корельованими.

Поступове спадання коефiцiєнта дифузiї зi зростанням зовнiш-
нього навантаження на рисунках 4.6 i 4.7 вказує на перехiд плiвки во-
ди до твердоподiбного стану. Особливiстю останнього, як зазначено, є
впорядкування молекул плiвки, що може бути як вертикальним, тобто
у виглядi шарiв, так i площинним. Аналiтично перше виявляється в на-
буттi просторовою залежнiстю густини плiвки осцилюючого вигляду, а
друге – в особливiй формi структурного фактора рiдини. У цiй робо-
тi розрахунок зазначених величин не проведено, але утворення шарiв
можна було спостерiгати вiзуально. На рисунку 4.8 наведено типове
вертикальне впорядкування молекул води для двох значень наванта-
ження.

Для плiвки товщиною один молекулярний дiаметр горизонталь-
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Рисунок 4.5 — Часовi залежностi автокореляцiйних функцiй швидкостi
(4.14) для плiвок товщиною один (лiворуч) i два (праворуч) молекулярнi дi-

аметри мiж гладенькими пластинами за рiзних значень навантаження

не впорядкування не спостерiгалося за всiх значень навантаження та
зсувної сили. Однак для плiвки товщиною два молекулярнi дiаметри
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Рисунок 4.6 — Часовi залежностi коефiцiєнту дифузiї, розрахованi за фор-
мулою (4.12) Ейнштейна для плiвки води з одного (лiворуч) i двох (праворуч)
шарiв молекул мiж гладенькими алмазними стiнками для рiзних значень на-

вантаження
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Рисунок 4.7 — Залежностi коефiцiєнта дифузiї вiд навантаження для плiвки
з одного та двох шарiв молекул мiж гладенькими алмазними пластинами, роз-
рахованi iз використанням вiдповiдних автокореляцiйних функцiй i формули

Грiна – Кубо (4.13)

Рисунок 4.8 — Органiзацiя молекул у шари для значень навантаження 8 (лi-
воруч) i 14 (праворуч) i нульової сили зсуву

площинне впорядкування актуальне, особливо за високих наванта-
жень. На рисунку 4.9 подано невпорядкований стан молекул i декiлька
варiантiв упорядкованих конфiгурацiй у кiнцi вiдповiдних моделювань
для рiзних значень навантаження та зсувної сили. Наявнiсть зсуву за-
звичай приводила до появи впорядкованої структури за бiльш низьких
навантажень, нiж за його вiдсутностi. Також зсув сприяв бiльш швид-
кому досягненню впорядкованого стану. Отже, для двох шарiв спосте-
рiгається впорядкування молекул зсувом, яке що актуальне в експе-
риментах [13]. Необхiдно зазначити, що для низьких швидкостей зсуву
й середнiх навантажень молекулярнi конфiгурацiї неоднозначно визна-
чаються значеннями цих сил. Наприклад, структури на рисунку 4.9 для

168



FS = 0.5, L = 25 i FS = 0, L = 30 не є абсолютно вiдтворюваними, i
в iнших серiях моделювань для цих самих значень параметрiв одержу-
ються невпорядкованi конфiгурацiї. Навпаки, за високих тискiв зав-
жди спостерiгається впорядкований стан, як показано на нижнiй пра-
вiй частинi рисунку 4.9.

Рисунок 4.9 — Конфiгурацiї молекул у площинi xy для рiзних навантажень i
зсувних сил у кiнцi вiдповiдних моделювань для плiвки товщиною два молеку-
лярнi дiаметри, стиснутої мiж атомарно-гладенькими алмазними пластинами

Вiдсутнiсть упорядкування в одношаровiй плiвцi можна поясни-
ти особливостями моделi. Поведiнка такої плiвки повинна бути схо-
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жою на поведiнку простої леннард-джонсiвської рiдини, стиснутої мiж
гладенькими поверхнями. Це випливає з фактiв, що шорсткiсть повер-
хонь є малою, i в таких тонких плiвках води у напрямi осi z молеку-
ли можуть взаємодiяти лише з атомами поверхонь. Останнi зi свого
боку взаємодiють лише з О сайтами молекул i лише через леннард-
джонсiвський потенцiал. Отже, леннард-джонсiвський внесок пере-
важає у взаємодiях молекул води в одношаровiй плiвцi. Для бiльш
товстої плiвки молекули в сусiднiх шарах можуть взаємодiяти одна з
одною, i кулонiвська взаємодiя може викликати виникнення впоряд-
кованих структур. Необхiдно зазначити, що впорядкування, яке спо-
стерiгається, не є iстинним термодинамiчним фазовим перетворенням,
i рiдиноподiбний та твердоподiбний стани не є тотожними рiдкiй i твер-
дiй об’ємним фазам. Бiльш коректно їх називати статичним i динамiч-
ним епiтаксiйними станами, оскiльки вони виникають лише в межових
плiвках, властивостi яких визначаються стисканням й епiтаксiйними
взаємодiями мiж плiвкою й атомами поверхонь [13].

Часовi залежностi сили тертя на рисунку 4.10 для одного ша-
ру молекул мають нерегулярну форму зi значними флуктуацiями. Для
плiвки товщиною два молекулярнi дiаметри на цьому самому рисунку
за високих зсувних сил спостерiгаються перiодичнi пiки, якi актуаль-
нi в експериментах, коли плiвка рiдини знаходиться у твердоподiбно-
му станi, i якi вiдповiдають переривчастому руху [13]. Однак часовий
масштаб у моделюваннях (порядку десяткiв – сотень пiкосекунд) не
дозволяє однозначно проводити порiвняння з експериментом, у якому
час набуває макроскопiчних значень порядку секунд.

На залежностях середнього за часом значення сили тертя вiд на-
вантаження, поданих на рисунку 4.11, можна видiлити двi основнi дi-
лянки: лiнiйну для малих L, що вiдповiдає першому закону Амонтона, i
горизонтальну для бiльш високих навантажень. Данi залежностi мож-
на пояснити за допомогою моделi «булижної мостової» [13], згiдно з
якою сила тертя для межового режиму визначається двома складови-
ми. Перша виникає через наявнiсть внутрiшнiх адгезiйних сил мiж мо-
лекулами плiвки й поверхнями, а друга обумовлена дiєю зовнiшнього
навантаження. Сила тертя визначається спiввiдношенням

F = ScA+ CL, (4.15)
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Рисунок 4.10 — Часовi залежностi сили тертя для плiвок товщиною один
(лiворуч) i два (праворуч) молекулярнi дiаметри, стиснутих мiж гладенькими
пластинами, i рiзних зсувних сил. Значення навантаження дорiвнює 50. Вiд’-
ємний тренд є наслiдком факту, що сила тертя дiє в напрямi, протилежному

напряму ковзання

де сталi Sc i C – критичне зсувне напруження та коефiцiєнт тертя, A –
площа контакту i L – зовнiшнє навантаження. Величина Sc залежить
вiд адгезiйних взаємодiй плiвки з поверхнями. Коефiцiєнт тертя C по-
в’язаний iз атомною гранулярнiстю (шорсткiстю) поверхонь i розмi-
рами, формою та конфiгурацiєю молекул рiдини мiж поверхнями. За-
галом, чим бiльш гладенькими є поверхнi, тим меншим повинно бути
значення C. Потрiбно зазначити, що макроскопiчний коефiцiєнт тертя
µ для пошкоджених поверхонь має рiзне походження й величину вiд-
носно C.

Графiки на рисунку 4.11 можна пояснити так: оскiльки поверх-
нi в моделi є абсолютно гладенькими, i молекули мають просту фор-
му, то можна вважати, що в силу тертя дають внесок лише адгезiй-
нi взаємодiї, тобто C ≈ 0, i сила тертя визначається першим додан-
ком в (4.15). Спочатку з зростанням навантаження рiзко збiльшується
кiлькiсть i величина адгезiйних зв’язкiв молекул води iз поверхнями,
тому на рисунку 4.11 спостерiгається зростання сили тертя зi збiльше-
нням L. Пiсля досягнення деякого значення навантаження для даної
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Рисунок 4.11 — Залежностi середнього за часом значення сили тертя вiд на-
вантаження для плiвок товщиною один (лiворуч) i два (праворуч) молекулярнi

дiаметри мiж гладенькими стiнками за рiзних значень зсувної сили

величини сили зсуву встановлюються деякi стацiонарнi значення кiль-
костi адгезiйних зв’язкiв i величини сил адгезiї. Оскiльки в модель не
входять деформацiї поверхонь, то в разi збiльшення L площа конта-
кту не змiнюється, перший доданок у (4.15) i, вiдповiдно, сила тертя
залишаються сталими зi збiльшенням L. Можна також говорити про
аналогiчну змiну зсувних напружень S = F/A, якi часто використову-
ються в експериментах. Зазначимо, що експерименти з простими сфе-
ричними молекулами дають схожi залежностi зсувних напружень S вiд
навантаження L. Однак для реальних поверхонь стале значення S для
високих L обумовлене пропорцiйними змiнами F i A внаслiдок дефор-
мацiї поверхонь, а в моделюваннях сталiсть зсувних напружень зумов-
лена сталiстю цих величин.

Отже, модель дає результати, якi здебiльшого вiдповiдають по-
ведiнцi плiвок рiдин iз молекулами сферичної форми. Однак молекули
води не можна вiднести до простих сферичних, i, до того ж, для во-
ди мiж атомарно-шорсткими поверхнями в експериментах спостерiга-
ється виконання закону Амонтона для широкого дiапазону наванта-
жень. Цi розбiжностi можна пояснити простотою дослiджуваної мо-
делi. У нiй не враховано пружнiсть поверхонь, їх шорсткiсть, взає-
модiя однiєї з одною (що вiдбиває наявнiсть сил гiдратацiї у водних
розчинах). Необхiдним є врахування взаємодiї поверхонь iз молеку-
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лами води, оскiльки моделювання гiдрофiльних поверхонь леннард-
джонсiвським потенцiалом є спрощеним. Цi фактори можуть мати зна-
чний вплив на поведiнку системи й привести до переваги другого до-
данка в (4.15). У наступному пунктi наведено результати для моделi, у
якiй уведено атомарний перiодичний рельєф поверхонь.

4.3.2 Плiвка води мiж поверхнями з перiодичним
атомарним рельєфом

На рисунках 4.12–4.14 подано результати вимiрювань автоко-
реляцiйної функцiї швидкостi й коефiцiєнта дифузiї для плiвок води,
стиснутих мiж абсолютно жорсткими алмазними стiнками з перiодич-
ним рельєфом атомарного масштабу. Одержанi залежностi мають виг-
ляд, аналогiчний залежностям для системи з гладенькими пластинами,
i вказують на наявнiсть твердоподiбного стану ультратонкої плiвки во-
ди.
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Рисунок 4.12 — Часовi залежностi автокореляцiйних функцiй швидкостi
(4.14) для плiвок товщиною один (лiворуч) i два (праворуч) молекулярнi дi-
аметри, стиснутих мiж алмазними стiнками з перiодичним рельєфом атомар-

ного масштабу за рiзних значень навантаження

Основною вiдмiннiстю поведiнки межової плiвки води мiж
атомарно-шорсткими поверхнями є вигляд конфiгурацiй молекул. Так,
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Рисунок 4.13 — Часовi залежностi коефiцiєнта дифузiї, розрахованi за фор-
мулою (4.12) Ейнштейна для плiвки води з одного (лiворуч) i двох (праворуч)
шарiв молекул, стиснутих мiж алмазними стiнками з перiодичним рельєфом

атомарного масштабу, для рiзних значень навантаження
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Рисунок 4.14 — Залежностi коефiцiєнта дифузiї вiд навантаження для плiвки
з одного та двох шарiв молекул, стиснутих мiж алмазними стiнками з перiо-
дичним рельєфом атомарного масштабу, розрахованi з використанням вiдпо-

вiдних автокореляцiйних функцiй i формули Грiна – Кубо (4.13)

шари не утворювалися, а були актуальними структури, наведенi на ри-
сунку 4.15. Також, на вiдмiну вiд гладеньких поверхонь, за високих на-
вантажень спостерiгалося горизонтальне впорядкування для одноша-
рової плiвки води (як за вiдсутностi, так i за наявностi зсуву), що також
було актуальним для леннард-джонсiвських рiдин мiж шорсткими по-
верхнями в комп’ютерних експериментах. На рисунку 4.16 подано впо-
рядкованi конфiгурацiї молекул у плiвцi товщиною один молекулярний
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Рисунок 4.15 — Типовi конфiгурацiї молекул у вертикальному перерiзi в
плiвцi води мiж шорсткими поверхнями для навантажень 8 (лiворуч) i 30

(праворуч) i нульової сили зсуву

дiаметр.

Рисунок 4.16 — Конфiгурацiї молекул у площинi xy в одношаровiй плiвцi во-
ди мiж шорсткими поверхнями за вiдсутностi зсуву для навантажень 20 (лi-

воруч) i 40 (праворуч)

Горизонтальне впорядкування для плiвки води товщиною два
молекулярнi дiаметри мiж шорсткими поверхнями вiдсутнє, а, отже,
не спостерiгається впорядкування молекул зсувом. На рисунку 4.17
подано типовi конфiгурацiї молекул у горизонтальнiй площинi в плiвцi
товщиною два молекулярнi дiаметри для рiзних значень навантажень i
зсуву.

Часовi залежностi сили тертя для шорстких поверхонь анало-
гiчнi залежностям для гладеньких стiнок i тому не наведенi. На рисун-
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Рисунок 4.17 — Конфiгурацiї молекул у площинi xy для рiзних навантажень
i зсувних сил у кiнцi вiдповiдних моделювань для плiвки товщиною два моле-
кулярнi дiаметри, стиснутої мiж атомарно-шорсткими алмазними пластинами

ку 4.18 подано залежностi середнього за часом значення сили тертя вiд
навантаження. Порiвняння з рисунком 4.11 показує, що перiодичний
атомарний рельєф не приводить до якiсних змiн залежностей F (L).

Отже, як випливає з проведених комп’ютерних експериментiв,
характер упорядкування молекул води здебiльшого визначається ре-
льєфом алмазних стiнок. Для шорстких пластин шари молекул не фор-
муються, площинне впорядкування вiдсутнє. Перiодичний рельєф по-
верхонь якiсно не змiнює часових залежностей сили тертя, а також за-
лежностей середнього за часом значення сили тертя вiд навантажен-
ня.
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Рисунок 4.18 — Залежностi середнього за часом значення сили тертя вiд на-
вантаження для плiвок товщиною один (лiворуч) i два (праворуч) молекулярнi

дiаметри мiж шорсткими стiнками за рiзних значень зсувної сили
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РОЗДIЛ 5
ТЕРМОДИНАМIЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ФРАГМЕНТАЦIЇ

МЕТАЛIВ

5.1 Основнi поняття та спiввiдношення

Одним iз перспективних способiв одержання дрiбнозернистих
матерiалiв iз розмiром зерна менше 100 нм є iнтенсивна пластична де-
формацiя [5,20–24]. У разi великих величин деформацiй у зразках (за-
звичай металевих) формується фрагментована структура, що зберiгає
залишковi ознаки аморфного стану.

Iснує декiлька методiв IПД: гвинтова екструзiя, кручення пiд
квазiгiдростатичним тиском, рiвноканальне кутове пресування, усебi-
чне кування тощо. В усiх цих способах фрагментований зразок пiддає-
ться багатократнiй IПД. Використання методiв IПД дозволяє одержа-
ти масивнi зразки з практично безпористою структурою матерiалу, що
не вдається iншими способами одержання наноструктурованих об’єм-
них матерiалiв.

У процесi IПД в матерiалi утворюється безлiч рiзних дефектних
структур, що еволюцiонують у ходi деформацiї. Основна особливiсть
матерiалiв, сформованих при IПД – наявнiсть нерiвноважних меж зе-
рен, якi служать джерелом великих пружних напружень [21]. Потрiбно
зазначити, що межi зерен мiстять велику кiлькiсть дислокацiй. Причо-
му густина дислокацiй усерединi зерен значно менша, нiж на їх межах.
Дислокацiї створюють далекодiючi поля напружень, i є причиною над-
мiрної енергiї меж зерен. Релаксацiї напружень i встановлення рiвно-
важного стану меж зерен можна добитися за допомогою вiдпалу де-
формованого матерiалу.

Процес IПД складний i багаторiвневий. Через це теоретичний
опис IПД є надзвичайно складним завданням, i необхiдно вiтати всi
спроби в цьому напрямi. Проблема полягає в розумному виборi основ-
них параметрiв завдання та в обгрунтованому нехтуваннi практично
нескiнченною сукупнiстю iнших параметрiв. Фактично, у процесi IПД
мiж собою взаємодiють безлiч дефектних пiдсистем, проте головним
вирiшальним дефектом розумно покласти найбiльший iз них, якою є
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межа зерна. По сутi, процес фрагментацiї зерен зводиться до проду-
кування нових меж i як наслiдок до подрiбнення зерна. Це не є пря-
мим перетворенням роботи зовнiшнiх сил на енергiю меж зерен, а про-
ходить як через промiжнi етапи через формування iєрархiї дефектних
пiдструктур, i вплив цього ланцюжка можна врахувати коефiцiєнтами
теорiї.

У зв’язку з тим, що процеси, якi вiдбуваються при IПД, досить
складнi й почали дослiджуватися недавно, на сьогоднi не iснує змi-
стовної теорiї, яка дозволяє описати їх повнiстю. Дослiдженням IПД
займаються здебiльшого експериментатори, що також свiдчить про
вiдсутнiсть достатнього теоретичного рiвня опису. Теорiя, яка грун-
тується на узагальненнi експериментальних даних, не може пояснити
причину формування граничного стану, коли в разi подальших циклiв
IПД зерна перестають подрiбнюватися [22]. Щоб описати цей процес
штучно вводиться деякий притягувальний атрактор. Не одержала по-
яснення наявнiсть у структурi зерен двох розмiрiв, що рiзко вiдрiзняю-
ться [21]. Крiм того, у теорiї вiдсутнiй температурний аспект завдання,
через що «за бортом» опинилися такi важливi варiанти проблеми як
низькотемпературне рiвноканальне кутове пресування, низькотемпе-
ратурна квазiгiдроекструзiя тощо. У зв’язку iз цим розроблена термо-
динамiчна теорiя [23, 24], що дозволяє якiсно описати вказанi ефекти,
з огляду на багатовимiрний термодинамiчний потенцiал. Мета роздiлу
– використовуючи багатовимiрний термодинамiчний потенцiал, побу-
дувати фазову дiаграму, що прогнозує рiзнi режими фрагментацiї тобто
дроблення зерен.

Закон збереження енергiї повинен виконуватися як при зовнi-
шнiх взаємодiях видiленого об’єму, так i при внутрiшнiх перетвореннях
рiзних видiв енергiї в результатi проходження необоротних внутрiшнiх
процесiв. Перший закон термодинамiки регулює саме зовнiшнi взає-
модiї видiленого об’єму у формi роботи й теплового обмiну. Перетво-
рення енергiї на внутрiшнiх ступенях свободи задається розподiленням
необоротної частини зовнiшньої роботи мiж рiзними каналами диси-
пацiї. Перехiд частини необоротної роботи в теплоту це лише один iз
каналiв дисипацiї. Другим каналом дисипацiї може бути формування
дефектної структури зокрема за наявностi лише одного типу дефектiв.

179



Основний закон термодинамiки для простих тiл має вигляд [2]

du = δA+ δQ = σijdεij + Tds′, (5.1)

де u – густина внутрiшньої енергiї;A – робота зовнiшнiх сил;Q – теп-
лота; σij , εij – тензори напружень i деформацiй; T , s′ – температура та
ентропiя, пов’язана iз зовнiшнiми джерелами тепла.

Лiва частина рiвностi представляє закон збереження енергiї –
внутрiшня енергiя системи змiнюється на величину роботи, здiйсненої
зовнiшнiми тiлами, й тепла, що ввiйшло до системи через її зовнiшнi
межi. Ця частина рiвностi виконується для рiвноважних (оборотних) i
нерiвноважних (необоротних) процесiв. Права рiвнiсть актуальна ли-
ше для рiвноважних процесiв, оскiльки для її запису використовується
специфiчно визначена величина – ентропiя. У зв’язку з тим, що части-
на роботи зовнiшнiх сил витрачається на внутрiшнє розiгрiвання, то її
величина складається з оборотної та необоротної складових [23, 24]

du = σijdε
e
ij + σijdε

n
ij + Tds′. (5.2)

Необоротна компонента роботи зовнiшнiх напружень, що пред-
ставляється другим членом, iде на утворення теплових фононiв, мiкро-
трiщин, меж зерен тощо, що задають канали дисипацiї енергiї. За на-
явностi лише теплового каналу дисипацiї необоротна частина роботи
перетворюється на тепло, i можна покласти [23, 24]

σijdε
n
ij ≡ Tds′′, (5.3)

де s′′ – ентропiя, зумовлена внутрiшнiми процесами. Методом об’єд-
нання ентропiйних внескiв вiд зовнiшнiх i внутрiшнiх джерел виходить
термодинамiчна тотожнiсть, що представляє перший i другий закони
термодинамiки для простих тiл [23, 24]:

du = σijdε
e
ij + Tds. (5.4)

Звичайна термодинамiчна нерiвнiсть випливає з виразу (5.4), якщо до
нього додати необоротну складову роботи зовнiшнiх сил, уже врахова-
ну в тепловому доданку

du ≤ σijdεij + Tds. (5.5)
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Отже, нерiвнiсть (5.5) узагальнює термодинамiчну тотожнiсть (5.4)
[23, 24].

Якщо необоротна робота витрачається як на розiгрiвання, так
i на створення дефектiв, зокрема додаткових меж зерен при IПД, то
(5.3) можна записати у виглядi [23, 24]

σijdε
n
ij ≡ Tds′′ + ϕdh, (5.6)

де ϕ i h– зв’язана пара термодинамiчних змiнних, що характеризує де-
фектнiсть матерiалу – середнi поверхнева густина надлишкової енергiї
та об’ємна густина сумарної поверхнi меж зерен. Тодi термодинамiчна
тотожнiсть має вигляд [23, 24]

du = σijdε
e
ij + Tds+ ϕdh. (5.7)

Змiнна ϕ росте пiд час збiльшення енергiї кожного атома й «товщини»
межi, тобто рiвня її нерiвноваги. Останнiй пiдвищується зi зростанням
рiвня фрагментацiї матерiалу. Тому мiж ϕ i розмiром зерна в разi IПД
iснує монотонна залежнiсть. Малi значення ϕ вiдповiдають крупнiшим
зернам, у границi монокристалу, великi значення цiєї змiнної вiдповiда-
ють бiльш дрiбним зернам, а нескiнченно великi ϕ – аморфному стану.

Для простоти мається на увазi наявнiсть дефектiв лише одного
типу. Вважається, що основним дефектом є найбiльший дефект стру-
ктури – межа зерна, а решта дефектiв може бути врахована значення-
ми параметрiв теорiї.

Усi величини, що входять до (5.7) можуть бути експерименталь-
но вимiрянi або обчисленi. Перший доданок описує оборотну части-
ну зовнiшньої роботи (змiну пружної енергiї), другий доданок – тепло-
вий канал дисипацiї, останнiй доданок – канал дисипацiї, пов’язаний з
утворенням дефектiв. Енергiя, уведена в систему за рахунок необоро-
тної частини зовнiшньої роботи, розподiляється мiж цими двома кана-
лами, якi з математичного та фiзичного погляду є рiвноправними.

У цiлому процес IПД можна представити так [23, 24]. Матерiал,
що пiддається обробцi IПД, має зернисту структуру з великим поча-
тковим середнiм розмiром зерна. Пiд час пропускання матерiалу через
установку IПД в областi найбiльш iнтенсивної деформацiї виникають
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процеси пластичної течiї. Вони здебiльшого здiйснюються прослизан-
ням по межах зерен, унаслiдок чого вiдбувається релаксацiя механi-
чних напружень. Водночас через неузгоджену деформацiю рiзних зе-
рен пiд час прослизання в матерiалi утворюються локальнi напруже-
ння, що впливають на об’єми зерен. Цi напруження збiльшуються зi
зростанням швидкостi деформацiї. За рахунок їх в об’ємi зерна реал-
iзуються процеси генерацiї дислокацiй, об’єднання їх у хаотичнi скуп-
чення, формування комiрчастої структури обiрваних меж, якi, об’єдну-
ючись, приводять до подрiбнення зерен. Водночас новi внутрiшнi ме-
жi є елементами моделi описуваними спiввiдношенням (5.7). Iншi мi-
кроскопiчнi елементи системи (дислокацiї, скупчення дислокацiй то-
що) даним виразом у явному виглядi не описуються але чинять вплив
на властивостi матерiалу. Напруження, що дiють у матерiалi представ-
ленi пружною частиною тензора деформацiй. Його компоненти визна-
чаються геометрiєю та типом будови установки IПД, а величина зада-
ється швидкiстю деформацiї.

Спiввiдношення (5.7) є еквiвалентом першого закону термоди-
намiки пiсля встановлення в системi стацiонарного стану. Цей стацiо-
нарний стан не є строго рiвноважним, оскiльки супроводжується диси-
пативними процесами. Зазначимо, що його можна розглядати як один
iз видiв рiвноваги в системi, коли процеси, що проходять у взаємно
зворотних напрямах збалансованi й «не змiнюються» в часi. Водночас
в системi може сформуватися специфiчне розподiлення типовий для
цього стану.

У процесi дисипацiї частина енергiї зв’язується полем теплових
коливань Ts, частина ж – дефектами ϕh. Запишемо вираз для густини
вiльної енергiї у виглядi

f = u− Ts− ϕh. (5.8)

Оскiльки точний аналiтичний вираз для вiльної енергiї невiдо-
мий, розглянемо спрощену модель, розклавши вiльну енергiю в ряд за
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її аргументами до кубiчних внескiв [23, 24]

f(ϕ, T, εeij) = f ′0 − h′0ϕ+
1

2
a′ϕ2 − 1

3
bϕ3 +

1

2
λ(εeii)

2+

+µ(εeij)
2 − gϕεeii−

1

2
λ̄ϕ(εeii)

2−µ̄ϕ(εeij)
2−eϕ2εeii+

+α′ϕ∆T+αgϕ∆Tεeii+βϕ
2∆T−γ(∆T )2, (5.9)

де ∆T = T − T0, T0 – початкова температура до IПД для бездефект-
ного стану. Сталi h′0, a′, b виражають залежнiсть вiльної енергiї ква-
зiрiвноважної пiдсистеми вiд густини енергiї меж зерен за вiдсутностi
зовнiшнiх дiй. Решта параметрiв описує зовнiшнi механiчнi, темпера-
турнi або змiшанi дiї. Передостаннiй доданок уведено для опису взаєм-
но погодженої поведiнки ϕ та ∆T . Пружнi напруження враховуються з
точнiстю до квадратичних внескiв через перших два iнварiанти тензора
деформацiй εeii ≡ εe1 + εe2 + εe3, (εeij)

2 ≡ εeijεeij ≡ (εe1)2 + (εe2)2 + (εe3)2, де
εe1, ε

e
2, ε

e
3 – головнi значення тензора деформацiй [16]. Тут за iндексами,

що повторюються, мається на увазi пiдсумовування. Вважається, що
внаслiдок швидкої релаксацiї в нерiвноважнiй пiдсистемi напруження,
за яких стають iстотними кубiчнi внески за тензором деформацiй εeij ,
не встигають розвинутися. Далi пiд час аналiзу беруться вiд’ємнi зна-
чення iнварiанта εeii (слiду тензора деформацiї), оскiльки описується
процес стиснення об’єкта, що деформується, що й реалiзується пiд час
IПД.

Компоненти деформацiї εeij є керувальними параметрами й пред-
ставляють зовнiшню дiю i їх можна вважати константами. Тодi пiсля
визначення сталих

f0 = f ′0 +
1

2
λ(εeii)

2 + µ(εeij)
2,

h0 = h′0 + gεeii +
1

2
λ̄(εeii)

2 + µ̄(εeij)
2,

a = a′ − 2eεeii, α = α′ + αgε
e
ii (5.10)

вiльна енергiя набуває бiльш простого вигляду

f(ϕ, T ) = f0 − h0ϕ+
1

2
aϕ2 − 1

3
bϕ3 +

+ αϕ∆T + βϕ2∆T − γ(∆T )2. (5.11)
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5.2 Фазова дiаграма

Запишемо тепер для тих компонент, що залишилися, рiвняння
руху

τϕϕ̇ = −∂f
∂ϕ

, τT Ṫ = − ∂f
∂T

, (5.12)

де введено часи релаксацiї τϕ, τT вiдповiдних величин, що характери-
зують iнерцiйнi властивостi системи. Вимiрюючи для зручностi час в
одиницях τϕ, одержимо двопараметричну систему рiвнянь для параме-
трiв стану:

ϕ̇ = h0 − aϕ+ bϕ2 − α∆T − 2βϕ∆T, (5.13)

τ Ṫ = −αϕ− βϕ2 + 2γ∆T, (5.14)

де τ ≡ τT /τϕ.
Використовуємо адiабатичне наближення τϕ � τT , за якого ево-

люцiя температури T прямує за змiнами параметра ϕ. Водночас у рiв-
няннi (5.14) можна покласти τ Ṫ ≈ 0, та одержати залежнiсть для тем-
ператури

T = T0 +
α

2γ
ϕ+

β

2γ
ϕ2. (5.15)

Пiдставивши ∆T з (5.15) в (5.13), маємо рiвняння типу Ландау – Ха-
латнiкова

ϕ̇ = −∂V
∂ϕ

, (5.16)

де похiдна−∂V/∂ϕ ≡ F (ϕ) задає термодинамiчну силу F

F (ϕ) = h0 −
(
a+

α2

2γ

)
ϕ+

(
b− 3βα

2γ

)
ϕ2 −

(
β2

γ

)
ϕ3, (5.17)

що прагне привести параметр ϕ у притягувальний атрактор, що вiдпо-
вiдає стацiонарному значенню. Система водночас описується термо-
динамiчним потенцiалом

V (ϕ) ≡ −
ϕ∫

0

F (ϕ′)dϕ′, (5.18)
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що збiгається з (5.11) пiд час використання пiдстановки (5.15).
Стацiонарнi стани густини енергiї меж зерен ϕ задаються умо-

вою екстремуму потенцiалу (5.18), оскiльки при ∂V/∂ϕ = 0, згiдно з
(5.16) ϕ̇ = 0. Водночас максимуми потенцiалу вiдповiдають нестiйким
станам, а його мiнiмуми – стiйким. Умова стацiонарностi ∂V/∂ϕ = 0
приводить до виразу

2β2ϕ3− (2bγ−3αβ)ϕ2+(α2+2aγ)ϕ−2h0γ=0. (5.19)

Отже, положення екстремумiв потенцiалу залежать вiд параметрiв
завдання a, b, α, β, γ, h0 i не залежать вiд рiвня вiдлiку енергiї f0. Цi
екстремуми визначають режими фрагментацiї пiд час IПД.

Розв’язок (5.19) показано на рисунку 5.1, згiдно з яким у разi ве-
ликих за абсолютним значенням iнварiантiв εeii iснують три стацiонарнi
стани, два з яких вiдповiдають мiнiмуму потенцiалу V (ϕ) (суцiльна та
штрихова крива), а один – його максимуму (штрихпунктирна крива).
Перший мiнiмум може досягатися за нульового й ненульового значе-
ння густини енергiї меж зерен ϕ0 залежно вiд величини (εeij)

2. Нену-
льових значень вiн набуває лише в тому разi, коли (εeij)

2 бiльше де-
якої критичної величини. Це пов’язано з тим, що при IПД процес фра-
гментацiї може проходити, коли пружнi деформацiї εeij та пов’язанi з
ними напруження σij перевищують межу текучостi. Стацiонарнi ста-
ни в процесi IПД можуть бути досягнутi лише пiд час виконання цiєї
умови. Якщо вона не виконується, то система також може прагнути до
стацiонарних станiв, проте з iншою iстотно нижчою швидкiстю. Згiдно
з кривими 1–3, менше зi стiйких стацiонарних значень ϕ0 вiдповiдає
бiльшому розмiру зерна (штриховi частини кривих), бiльше (суцiльна)
– меншому його розмiру. Їх роздiляє нестiйкий стан (штрихпунктирна
крива) при значеннi густини енергiї меж зерен ϕm, що вiдповiдає ма-
ксимуму потенцiалу. Потрiбно зазначити, що нульовий мiнiмум вiдпо-
вiдає грубозернистому полiкристалу – в границi монокристалу. У ра-
зi монокристала спочатку реалiзується нульовий мiнiмум потенцiалу, i
лише коли вiн стає ненульовим процес фрагментацiї починає проходи-
ти.

Якщо зразок до IПД вже має дрiбнозернисту структуру (реалi-
зується стан близький до ненульового мiнiмуму V (ϕ)), то, згiдно з кри-
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Рисунок 5.1 — Залежнiсть стацiонарних значень густини енергiї меж зе-
рен ϕ0, ϕ

m [Дж/м2] вiд iнварiанта (εeij)
2 при параметрах h′0 = 0.005 м−1,

λ̄ = 9.6 м−1, µ̄ = 105 м−1, α′ = 1.7 К−1·м−1, αg = 31 К−1·м−1,
e = 1.55 Дж−1·м, g = 3.1 м−1, a′ = 0.3 Дж−1·м, γ = 2.4 м−3·К−2·Дж,
β = 2.2 Дж−1·К−1·м, b = 2.5 Дж−2·м3. Кривi 1–5 вiдповiдають значенням

εeii = −0.05,−0.045,−0.039,−0.032,−0.016

вою 1, еволюцiя структури матерiалу до стацiонарного стану є можли-
вою навiть за малих значень (εeij)

2.
Для всiх наведених на рисунку кривих при (εeij)

2 = 0 зразок є мо-
нокристалом (або грубозернистим полiкристалом). Якщо збiльшувати
деформацiю (εeij)

2, то якийсь час реалiзується монокристал (ϕ0 = 0).
Згiдно з кривими 1 i 2, у разi збiльшення (εeij)

2 до значення, коли спiв-
iснують нульовий i ненульовий мiнiмуми потенцiалу процес фрагмен-
тацiї не може вiдбутися, оскiльки цi мiнiмуми роздiленi потенцiальним
бар’єром (штрихпунктирною лiнiєю). Потiм нульовий мiнiмум стає не-
нульовим (штрихова лiнiя), i вiдбувається безперервний процес фра-
гментацiї. У разi подальшого збiльшення деформацiї перший мiнiмум
зникає разом iз потенцiальним бар’єром, i система за механiзмом фа-
зового переходу першого роду рiзко переходить у стан, описаний дру-
гим мiнiмумом потенцiалу (суцiльною лiнiєю). Водночас вiдбувається
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рiзке зменшення розмiрiв зерен. Вiдомо, що пiд час фазового перехо-
ду першого роду через наявнiсть одночасно двох мiнiмумiв термодина-
мiчного потенцiалу система може знаходитися у двох метастабiльних
фазах [2]. Тут це означає спiвiснування стацiонарних структур iз рiзним
розмiром зерна [21].

У прикладi описаному кривою 3, на вiдмiну вiд кривих 1, 2 реа-
лiзацiя потенцiалу одночасно з нульовим i ненульовим мiнiмумами не-
можлива. У рештi кривi 1–3 еквiвалентнi.

У разi подальшого зменшення εeii за абсолютним значенням
(кривi 4, 5) буде реалiзуватися безперервний перехiд другого роду мiж
монокристалом i фрагментованим зразком за вiдсутностi потенцiаль-
ного бар’єру. Водночас є можливим формування лише однiєї стацiо-
нарної структури.

Критичне значення квадрата зсувних деформацiй випливає з
(5.19) при ϕ = 0

(εeij)
2
c = − 1

µ̄

(
h′0 + gεeii +

1

2
λ̄(εeii)

2

)
. (5.20)

У координатах (εeij)
2–εeii спiввiдношення (5.20) представляє криву

другого порядку, нижче за яку iснує стацiонарний розв’язок (5.19), що
вiдповiдає мiнiмуму V (ϕ) у точцiϕ0 = 0. На рисунку 5.1 кривi виходять
iз точки (5.20) на осi абсцис. Тому вираз (5.20) являє собою значення
другого iнварiанта, за якого починає проходити процес фрагментацiї.
Оскiльки (5.20) мiстить величину εii, усi кривi виходять iз рiзних то-
чок.

На рисунку 5.2 наведено фазову дiаграму, де лiнiї вiдповiдають
межам втрати стiйкостi системи. Крива 1, нижче за яку є можливим ну-
льовий стацiонарний розв’язок, визначається виразом (5.20). За умо-
ви, якщоϕ0 = 0, вiдсутнiй канал дисипацiї енергiї, пов’язаний з утворе-
нням дефектних структур, i система є монокристалом або структурою
близькою до нього. Точки 1–4 на фазовiй дiаграмi вiдповiдають кривим
потенцiалу на рисунку 5.3, який має мiнiмуми. Їх положення визнача-
ються параметрами завдання.

Область A вiдповiдає реалiзацiї двох ненульових мiнiмумiв по-
тенцiалу V (ϕ) (крива 2 на рис. 5.3). Тут спостерiгаються двi стацiонар-
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Рисунок 5.2 — Фазова дiаграма системи з областями формування двох
(A,A′) i одної (B,B′) стацiонарних структур вiдповiдна параметрам рисун-

ка 5.1
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Рисунок 5.3 — Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу V [Дж/м3]
(5.18) вiд густини енергiї меж зерен ϕ [Дж/м2] за умови пара-
метрiв рисунка 5.1. Кривi 1–4 вiдповiдають значенням iнварiанта
(εeij)

2 = 0.0008, 0.0013, 0.0016, 0.0004 та слiду тензора деформацiї
εeii = −0.048,−0.044,−0.016,−0.032 вiдповiдно (точки 1–4 на рисун-

ку 5.2)
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нi структури з великим (перший мiнiмум потенцiалу) й малим (другий
мiнiмум) розмiрами зерна.

Область дiаграми A′ подiбна до областi A, але з тiєю вiдмiннi-
стю, що перший мiнiмум потенцiалу тут нульовий (крива 1 рис. 5.3).
Оскiльки перша стацiонарна структура формується при ϕ0 = 0, вона
є монокристалом. У цiй областi в процесi IПД фрагментацiя матерiалу
може не реалiзуватися. Потрiбно зазначити, що переходи мiж мiнiму-
мами потенцiалу можливi безпосередньо пiд час IПД. Завдяки ним в
областях A,A′ формуються двi стацiонарнi структури, що вiдповiдає
режиму, за якого актуальна сумiш зерен рiзного розмiру. Коли процес
IПД закiнчений, можна вважати, що зразок сформований, i подальшi
переходи не здiйснюються.

В областi великих деформацiй B, згiдно з кривою 3 на рисун-
ку 5.3, формується одна стацiонарна структура. Пiд час збiльшення
(εeij)

2 розмiр зерна зменшуватиметься, i в границi (εeij)
2 → ∞ обро-

блений зразок має аморфну структуру.
Єдиний нульовий мiнiмум V (ϕ) (крива 4 на рис. 5.3) реалiзується

в областi малих деформацiй B′. Тут система є монокристалом.

5.3 Кiнетика встановлення стацiонарного
значення густини енергiї дефектiв

5.3.1 Часовi залежностi

Проведемо дослiдження кiнетики даної системи. Для аналiзу ме-
тодом фазової площини [3] за умови заданих спiввiдношень часiв ре-
лаксацiї τϕ, τT необхiдно уточнювати вид термодинамiчного потенцiа-
лу (5.11) згiдно з експериментальними даними. Це пов’язано з тим, що
система рiвнянь (5.13), (5.14) загалом при довiльних параметрах може
виявитися такою, що розходиться й не буде описувати встановлення
стацiонарного стану. У зв’язку iз цим, розглянемо спрощений варiант
еволюцiї системи в межах адiабатичного наближення τϕ � τT . Водно-
час дослiдження зводиться до аналiзу кiнетичного рiвняння Ландау –
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Халатнiкова (5.16), яке в явному виглядi представляється як

ϕ̇ = h0 −
(
a+

α2

2γ

)
ϕ+

(
b− 3βα

2γ

)
ϕ2 −

(
β2

γ

)
ϕ3. (5.21)

Релаксацiйнi часовi залежностi ϕ(t), одержанi пiд час розв’яза-
ння диференцiального рiвняння (5.21) i вiдповiднi параметрам рисун-
ка 5.1, для рiзних областей фазової дiаграми наведенi на рисунку 5.4.
Рисунки 5.4а–г вiдповiдають точкам 1–4 рисунку 5.2.

а б

в г

Рис. 4

0 2 4 6 8 10 12 14 16
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t

2

1

ϕ

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

0.2

0.4

0.6

0.8

t

2

1

ϕ

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

0.2

0.4

0.6

0.8

t

1

ϕ

0 2 4 6 8 10 12 14 16
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t

1

ϕ

Рисунок 5.4 — Релаксацiйнi залежностi ϕ(t) [Дж/м2], одержанi пiд час
розв’язання рiвняння (5.21) для параметрiв рисунка 5.1. Рисунки а–г вiд-
повiдають точкам 1–4 на рисунку 5.2. Час t [Дж/м] вимiряно в одиницях

τϕ= [Дж−1·м·с]
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На рисунку 5.4а показано залежностi, що описують фрагмента-
цiю матерiалу в областi A′ фазової дiаграми за рiзних початкових умов
ϕ(0). Вiдповiдний потенцiал показаний кривою 1 на рисунку 5.3. Ста-
цiонарне значення, що перше встановлюється, (за малих початкових
ϕ) знаходиться у вiд’ємнiй областi ϕ. Це пов’язано з тим, що насправдi
перший мiнiмум потенцiалу реалiзується за умовиϕ < 0. Проте вiд’єм-
нiϕ не мають фiзичного сенсу, оскiльки при них канал дисипацiї енергiї,
пов’язаний з утворенням дефектiв, стає джерелом видiлення додатко-
вої енергiї, а це суперечить законам збереження. Тому потрiбно вважа-
ти, що в разi досягнення нульового значення густина енергiї меж зерен
перестає спадати, i система переходить у режим ϕ̇ = 0. Згiдно з рисун-
ком, залежно вiд початкових умов може реалiзуватися як монокристал
(коли система виходить на стацiонарне значення, описане прямою 1),
так i дрiбнозерниста стацiонарна структура (пряма 2).

Часовi залежностi, що вiдповiдають областi A фазової дiаграми,
показано на рисунку 5.4б. Його вiдмiннiсть вiд попереднього полягає в
тому, що тут перша стацiонарна точка реалiзується в додатнiй областi
густини енергiї меж зерен ϕ. Вiдповiдно формуються двi стацiонарнi
структури з великим (пряма 1) i дрiбнiшим (пряма 2) зерном.

Область B дiаграми представлена рисунком 5.4в. Тут iснує один
стацiонарний стан (пряма 1), що вiдповiдає єдиному мiнiмуму потенцi-
алу V (ϕ) (крива 3 на рис. 5.3). За будь-яких початкових умов система
релаксує до цього значення та утворюється стацiонарна структура з
вiдповiдним розмiром зерна.

Останнiй областi B′ дiаграми вiдповiдає рисунок 5.4г. Оскiльки
мiнiмум потенцiалу V (ϕ) спостерiгається за умови ϕ < 0, стацiонарне
значення формується у вiд’ємному дiапазонi ϕ. Як i для рисунка 5.4а,
ϕ0 потрiбно вважати нульовим. Водночас у результатi швидкої релак-
сацiї системи до стацiонарної точки формуються великi монокристалi-
чнi зерна. Вiдповiдний потенцiал показано кривою 4 на рисунку 5.3.

Зазначимо, що перший доданок h0 у (5.21) описує деяке постiй-
не джерело дефектiв, що приводить до зростання густини енергiї меж
зерен ϕ. Бiльшi значення параметра h0 змiщують стацiонарнi точки
завдання в область бiльш високих значень дефектностi та сприяють
формуванню дрiбнiших зерен. Iснування цього джерела пов’язане з де-
фектнiстю матерiалу глибших структурних рiвнiв – наявнiстю дисло-
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кацiйної пiдструктури, домiшок тощо. Зокрема в разi сплавiв параме-
тром h0 визначається залежнiсть граничного розмiру зерна вiд процен-
тного змiсту легуючих елементiв. Так, наприклад, для сплавiв на основi
алюмiнiю наведенi данi, з яких випливає, що середнiй розмiр зерна в
сплавах Al–Mg становить 150 i 90 нм для 5 i 10%Mg; для сплавiв Al–
5%Zn–2%Mg i Al–10%Zn–4%Mg величина зерна дорiвнює вiдпо-
вiдно 150 i 120 нм (до деформацiї – 500 мкм). Це пiдтверджує вказану
вище закономiрнiсть.

5.3.2 Координати ϕ− ϕ̇

Проведемо дослiдження впливу деформацiї εeij на процес уста-
новлення рiвноваги в системi з урахуванням визначення (5.10). Функ-
цiю, що знаходиться в правiй частинi (5.21), представлено на рисун-
ку 5.5. Крива 1 побудована за найменшого значення деформацiї. Пер-
ший перетин кривої з вiссю абсцис вiдповiдає нестiйкiй стацiонарнiй
точцi (максимуму потенцiалу V (ϕ) (5.18)), оскiльки пiд час вiдхилен-
ня вiд неї система назад не повертається. Другий перетин вiдповiдає
мiнiмуму потенцiалу й вiдповiдно стiйкому значенню ϕ. Як видно з ри-
сунка, при ϕ = 0 швидкiсть змiни густини енергiї меж зерен вiд’ємна.
Це пов’язано з тим, що V (ϕ) має мiнiмум в областi значень ϕ < 0.
Тому, як i ранiше, потрiбно вважати, що досягши нульового значення
густина енергiї меж зерен перестає зменшуватися.

Нехай e системi встановилося рiвноважне значення ϕ > 0, що
вiдповiдає другому перетину кривої 1 з вiссю абсцис, i водночас утво-
рилася вiдповiдна стацiонарна структура. Якщо тепер швидко збiль-
шувати значення деформацiї, густина енергiї меж зерен росте, як пока-
зано кривою 2. Розмiр зерна в стацiонарнiй структурi Водночас змен-
шується. Тут кiнетика наближення до стiйкого стацiонарного значен-
ня має експоненцiальний характер, оскiльки залежнiсть поблизу точки
перетину близька до лiнiйного вигляду. У разi подальшого збiльшення
(εeij)

2, як показано кривою 3, спостерiгаються три точки перетину за-
лежностi з вiссю абсцис. Водночас додається новий стацiонарний стiй-
кий стан, описаний першим перетином. Оскiльки вiн близький до зна-
чення ϕ = 0, реалiзується стацiонарна структура з великим розмiром
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Рисунок 5.5 — Швидкiсть змiни густини енергiї меж зерен ∂ϕ/∂t [м−1]
(5.21) як функцiя ϕ [Дж/м2] за параметрiв h′0 = 0.005 м−1, λ̄ = 2.2 м−1,
µ̄=2.1 м−1, α′ = 1.7 К−1·м−1, αg = 1.0 К−1·м−1, e = 0.05 Дж−1·м,
g = 2.1 м−1, a′ = 0.3 Дж−1·м γ = 2.4 м−3·К−2·Дж, β = 2.2 Дж−1·К−1·м,
b = 2.8 Дж−2·м3, µ = 0.3 Дж·м−3, εeii = −1.8. Кривi 1–4 вiдповiдають значе-

нням (εeij)
2=0.01, 0.05, 0.107, 0.14 вiдповiдно

зерна. Водночас потенцiал має два мiнiмуми й один максимум у дода-
тнiй областi ϕ, у вiд’ємнiй же вiн монотонно зростає. Пiд час подаль-
шого збiльшення (εeij)

2 iснує лише один стацiонарний стан (крива 4),
що вiдповiдає реалiзацiї стацiонарної структури з малим розмiром зер-
на.

Потрiбно зазначити, що в реальному експериментi через геоме-
тричнi особливостi методiв IПД досягнення стацiонарного режиму не-
можливе. У таких класичних методах, як рiвноканальне кутове пре-
сування, гвинтова екструзiя, багатокутова рiвноканальна гiдроекстру-
зiя тощо, для яких характерно збереження перетину зразка до та пiсля
обробки IПД, цього не можна досягти з причини неможливостi забез-
печення постiйного в часi пружного напруження (в нашому прикладi
εeij). Зразок з деякою постiйною швидкiстю входить до активної зони
експериментальної установки й виходить iз неї. Водночас зсувнi на-
пруження, що дiють σij (i 6= j) змiнюються вiд нуля до деякого ма-
ксимального значення при входi в активну зону й вiд максимального
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значення до нуля пiд час виходу з неї. Проте в активнiй зонi структура
матерiалу еволюцiонуватиме в бiк стацiонарного значення, але за час
перебування в зонi система встигне пройти лише частину шляху в цьо-
му напрямi. Тому для досягнення стацiонарного граничного середнього
розмiру зерна широко практикується багатократне повторення оброб-
ки матерiалу на однiй i тiй самiй установцi або комбiнування обробки
на установках рiзного типу.

Використовують також iдею iнтенсивного однорiдного наванта-
ження зразка в процесi його обробки. У цьому разi стацiонарний ре-
жим за напруженням εeij = const у принципi може бути досягнутий, але
через змiну перетину зразка в процесi такої обробки, лише на обмеже-
ному промiжку часу.

Iз проведеного розгляду випливає, що дослiдження IПД в межах
теорiї фазових переходiв передбачає можливiсть виникнення нових ре-
жимiв фрагментацiї та вiдповiдно одержання матерiалiв iз заданими
властивостями. Побудовано фазову дiаграму, де першi два iнварiан-
та пружної частини тензора деформацiї визначають областi реалiзацiї
рiзних типiв стацiонарних структур. Установлено, що зi збiльшенням
пружних деформацiй розмiр зерен у стацiонарних структурах зменшу-
ється. Знайдено умови формування двох стацiонарних структур, що
вiдповiдає режиму, за якого iснує сумiш зерен рiзного розмiру.
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