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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота: 65 ст., 15 рис., 13 джерел.
Мета роботи: моделювання та дослiдження процесiв випадiння преципi-

татiв хрому у потрiйному сплавi Fe-Cr-Al при термiчнiй обробцi.
Об’єкт дослiдження: процес фазового розшарування з випадiнням вто-

ринної фази хрому.
Предмет дослiдження: фiзико-математична модель Кана-Хiльярда для

потрiйних систем зi збережною динамiкою.
У рамках використання моделi Кана-Хiльярда розроблено математичну

модель фазового розшарування потрiйної системи. При аналiзi на стiйкiсть
однорiдних станiв а системi Fe-Cr-Al встановлено вiдповiднi фазовi дiагра-
ми. Числовим моделюванням у двовимiрному просторi дослiджено випадiння
преципiтатiв хрому при фiксованiй температурi з однорiдного твердого роз-
чину в рамках використання перетворення Фур’є. Встановлено закон росту
розмiрiв преципiтатiв, виявлено спадання їх кiлькостi на стадiї огрублення та
показано унiверсальнiсть розподiлу преципiтатiв за розмiрами.

Ключовi слова: ТРИКОМПОНЕНТНИЙ СПЛАВ, ФАЗОВЕ РОЗША-
РУВАННЯ, ПРЕЦИПIТАТИ.
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ВСТУП

Сплави FeCrAl (фехраль) —- це клас сплавiв, якi викликають пiдвищений
iнтерес в атомнiй енергетицi у якостi альтернативи до сплавiв на основi цир-
конiю, що використовуються як оболонки для розмiщення уранового палива
та як покриття конструкцiї для реакторiв. Сплави FeCrAl мають задовiльну
корозiйну стiйкiсть, стiйкостi до корозiйного розтрiскування i стiйкiсть до
високотемпературного окислення.

Залiзо-хром-алюмiнiєвi (FeCrAl) сплави є класом сплавiв, якi зазвичай за-
стосовуються в промисловостi, де необхiдною є стiйкiсть до високотемпера-
турного окислення. В основному використовувалися сплави FeCrAl як нагрi-
вальнi елементи та компоненти в високотемпературних печах. Сплави FeCrAl
в основному складаються iз залiза (Fe), хрому (Cr) та алюмiнiю (Al) разом
iз незначними легуючими добавками. Серiя рiзних сплавiв FeCrAl має рiзний
вмiст хрому (зазвичай концентрацiя Cr до 30%) та вмiст алюмiнiю до 6% (за-
звичай концентрацiя Al складає 3-6%). Сплави FeCrAl в даний час розгляда-
ються як покриття, стiйке до аварiй, структурнi компоненти для конструкцiй
реакторiв, включаючи швидкi реактори. В таких сплавах в матричнiй фазi,
збагаченiй на залiзо (α-фаза) випадають видiлення фази збагаченої на хром
(α′-фаза). Цi видiлення мають здебiльшого сферичний характер i називаю-
ться преципiтатами. Їхнiй розмiр складає величину вiд декiлькох нанометрiв
(10−9м) до декiлькох десяткиiв нанометрiв залежно вiд вмiсту хрому та алю-
мiнiю, а також вiд температури. На сьогодення такi сплави розглядаються,
як перспективнi у широкому колi їх застосувань, тому їх дослiдження є акту-
альною задачею на сьогодення.

Мета квалiфiкацiйної роботи полягала у моделювання та дослiджен-
ня процесiв випадiння преципiтатiв хрому у потрiйному сплавi Fe-Cr-Al при
термiчнiй обробцi. До мети входило освоєння методiв моделювання проце-
сiв фазового розшарування у потрiйних системах та проведеннi моделюван-
ня випадiння преципiтатiв хрому при фiксованiй температурi з однорiдного
твердого розчину з використанням термодинамiчного пiдходу CALPHAD.

Об’єкт дослiдження: процес фазового розшарування з випадiнням вто-
ринної фази хрому
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Предмет дослiдження: фiзико-математична модель Кана-Хiльярда для
потрiйних систем зi збережною динамiкою.

При дослiдженнi обрано потрiйний сплав Fe-Cr-Al, як одного з перспе-
ктивних матерiалiв з високим потенцiалом використання в рiзних галузях
промисловостi.

Для досягання мети необхiдно було розв’язати такi задачi роботи.

1 Розробити математичну модель фазового розшарування для трикомпо-
нентної системи iз застосуванням перетворення Фур’є.

2 Отримати та проаналiзувати дiаграми стiйкостi.

3 Створити програмний код та моделювання випадiння преципiтатiв хро-
му.

4 Провести моделювання та аналiз процесiв фазового розшарування.

5 Провести статистичний аналiз преципiтатiв хрому.

Для вирiшення цих задач необхiдно було:

• опанувати використання методiв числового моделювання на основi пе-
ретворення Фур’є та вивчення способiв дослiдження випадiння утворень
хрому з однорiдного твердого розчину;

• створити бiблiотеки функцiй для дослiджуваного сплаву в пакетi MATLAB
з включення у пакет програм для моделювання фазового розшарування
трикомпонентної системи;

• отримати та проаналiзувати вiдповiднi часовi залежностi дисперсiй кон-
центрацiй з визначенням лiнiйних розмiрiв преципiтатiв хрому, їх кiль-
костi, та отримання функцiї розподiлу преципiтатiв хрому за розмiрами.

Вiдповiдно до поставлених задач квалiфiкацiйна робота складається iз та-
ких частин. У роздiлi 2 наводяться загальнi характеристики сплавiв типу
Fe-Cr-Al, тут наводяться приклади їх використання та основнi закони щодо
статистичного аналiзу преципiтатiв хрому. У роздiлi 3 описуються способи
дослiдження процесiв фазового розшарування, подається термодинамiчний
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потенцiал та описуються рiвняння Кана-Хiльярда. Аналiз стiйкостi однорi-
дного стану до просторових збурень проводиться у роздiлi 4. Опис алгори-
тмiв моделювання фазового розшарування проводиться у роздiлi 5. Основнi
результати моделювання та їх аналiз представлено у роздiлi 6. Висновки ква-
лiфiкацiйної роботи зiбрано у останньому роздiлi.
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РОЗДIЛ 1

ЗАГАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ПОТРIЙНОГО СПЛАВУ FE-CR-AL

Сплав Fe-Cr-Al (фехраль) є важливим матерiалом у багатьох вiдносинах,
включаючи високотемпературнi застосування. Вiн має властивостi, якi ро-
блять його вигiдним для використання в енергетичних установках, авiацiї,
космiчнiй промисловостi та iнших галузях. Сплав Fe-Cr-Al мiстить залiзо,
хром та алюмiнiй, якi вiдповiдальнi за його властивостi. Залiзо i хром нада-
ють стiйкiсть сплаву до окислення, а алюмiнiй забезпечує високу мiцнiсть та
теплостiйкiсть. Також у сплавi можуть бути доданi iншi елементи, такi як
цирконiй, нiкель, кремнiй та iншi, для покращення певних властивостей [1].

Однiєю з основних переваг сплаву Fe-Cr-Al є його висока термiчна стiй-
кiсть. Вiн може витримувати температури до 13000C без погiршення меха-
нiчних властивостей. Ця властивiсть робить його iдеальним матерiалом для
використання в енергетичних установках, де потрiбна висока термостiйкiсть.
Крiм того, сплав Fe-Cr-Al має високу мiцнiсть та добрi крихкiсть i зносостiй-
кiсть. Вiн також має добру стiйкiсть до корозiї, що робить його вигiдним для
використання в умовах високої вологостi або корозiйних середовищ. Одним
iз основних застосувань сплаву Fe-Cr-Al є виготовлення опорних елементiв
для печей i камер згоряння. Це пов’язано з тим, що Fe-Cr-Al має високу тем-
пературну стiйкiсть i здатнiсть протистояти окисленню при високих темпе-
ратурах, що робить його iдеальним матерiалом для роботи в екстремальних
умовах. Також, сплав Fe-Cr-Al може використовуватися в якостi матерiалу
для виготовлення деталей, що використовуються в хiмiчному виробництвi,
зокрема в обробцi кислот та лужних розчинiв. Його висока корозiйна стiй-
кiсть дозволяє використовувати сплав для контакту з агресивними середови-
щами.

Таким чином, сплав Fe-Cr-Al є важливим матерiалом з високим потен-
цiалом використання в рiзних галузях промисловостi завдяки своїм унiкаль-
ним фiзико-механiчним властивостям, включаючи високу термiчну стiйкiсть,
високу корозiйну стiйкiсть, високу мiцнiсть, стiйкiсть до розтрiскування та
високу радiацiйну стiйкiсть.
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Потрiйнi сплави Fe-Cr-Al мають складну структуру, що включає кiлька
фаз i може приводити до рiзноманiтних фазових розшарувань. Деякi фази
можуть мати високу мiцнiсть i стiйкiсть до окислення, але низьку корозiйну
стiйкiсть. Iншi можуть мати високу твердiсть i мiцнiсть, але меншу стiйкiсть
до окислення. Узагалi, фазове розшарування в потрiйних сплавах Fe-Cr-Al є
складним i залежить вiд багатьох чинникiв, таких як склад сплаву, темпера-
тура, швидкiсть охолодження, час термообробки i т.д. Дослiдження фазового
розшарування в потрiйних сплавах Fe-Cr-Al є актуальним напрямом дослi-
джень у матерiалознавствi i важливим для розумiння механiчних властиво-
стей цих сплавiв.

Характер випадiння преципiтатiв хрому у потрiйних сплавах залежить вiд
складу та термiчної обробки сплаву. У потрiйних сплавах Fe-Cr-Al, хромовi
преципiтати можуть виникати при додаваннi хрому до сплаву. Вiдповiдно,
вмiст хрому можуть впливати на розмiр та кiлькiсть утворених преципiтатiв
у потрiйних сплавах Fe-Cr-Al. Загалом, випадiння преципiтатiв хрому у по-
трiйних сплавах Fe-Cr-Al може значно впливати на їх фiзичнi та механiчнi
властивостi та поведiнку при впливi рiзних факторiв.

Як показав аналiз експериментальних даних щодо випадiння преципiтатiв
хрому, то при температурах вiд 500K до 900K розмiр преципiтатiв змiнюється
в iнтервалi вiд декiлькох до десятка нанометрiв залежно вiд вмiсту хрому [3].

Теоретичнi роботи з моделювання випадiння преципiтатiв хрому (напри-
клад, [4]) показують, що середнiй розмiр преципiтатiв 〈Rp〉 зростає iз часом
за степеневим (унiверсальним) законом 〈Rp〉 ∝ tz, де показник росту лежить
в iнтервалi z ∈ [1/3, 1/2] залежно вiд умов (температури та вмiсту елементiв
в сплавi). При цьому розподiл преципiтатiв за розмiрами добре описується
законом Лiфшиця-Сльозова-Вагнера [5]:

f(u) =


4

9
u2

(
3

3 + u

)7/3(
3/2

3/2− u

)11/3

exp

(
u

u− 3/2

)
, u < 3/2

0, u ≥ 3/2

(1.1)

Цей розподiл є унiверсальним i характеризується вiдсутнiстю будь-яких па-
раметрiв апроксимацiї.
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a)

б)

Рис. 1.1 – Експериментальнi данi випадiння преципiтатiв хрому (α′-фази) у
потрiйному сплавi при витримцi 500 годин та 10000 годин (a) та карти

розташування хрому при рiзних iнтервалах витримки (знiмки електронної
та атомно-силової мiкроскопiї). Данi взятi з роботи [3]

Рис. 1.2 – Розподiл преципiтатiв за розмiрами u = Rp/ < Rp > при рiзних
температурах в рiзнi моменти часу: гiстограми – результати дослiдження,
штрих-пунктирна лiнiя – розподiл Лiфщиця-Сльозова-Вагнера. Данi взятi з

роботи [4]
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РОЗДIЛ 2

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ФАЗОВОГО РОЗШАРУВАННЯ

2.1. Способи моделювання процесiв фазового розшарування

Моделювання випадiння преципiтатiв хрому в потрiйних сплавах Fe-Cr-Al
можна виконувати з використанням термодинамiчного пiдходу CALPHAD
[2, 7]. Цей пiдхiд базується на зведеннi великої кiлькостi експериментальних
даних з рiзних джерел до систематичного набору термодинамiчних даних.
Такi данi можуть використовуватися для моделювання фазового складу, мi-
кроструктури та кiнетики випадiння преципiтатiв в складних сплавах.

Моделювання випадiння преципiтатiв хрому зазвичай здiйснюється з вико-
ристанням фактичного термодинамiчного пiдходу CALPHAD, який включає
в себе стандартнi термодинамiчнi функцiї формування для кожної фази в
сплавi: термодинамiчнi потенцiали чистих елементiв, як склаових сплаву та
енергiї обмiнної взаємодiї [2, 6, 7]. Крiм того, моделювання включає кiнети-
чнi рiвняння для опису змiни концентрацiї преципiтатiв в часi. При цьому
використовуються рiвняння Кана-Хiльярда, як рiвняння для системи зi збе-
режною динамiкою, коли маса кожного зi складових сплаву зберiгається при
фазовому розшаруваннi [8, 9].

У рамках пiдходу CALPHAD для кожної фази в сплавi встановлюється
термодинамiчний потенцiал, який дозволяє прогнозувати стабiльнiсть фази
та її концентрацiю в рiзних частинах сплаву. Крiм того, моделювання дозво-
ляє визначити розмiр та форму преципiтатiв в залежностi вiд умов термi-
чної обробки та концентрацiї легуючих елементiв, якими у нашому випадку
вистопають хром та алюмiнiй . У загальному, комбiнацiя термодинамiчного
пiдходу CALPHAD та кiнетичних моделей типу Кана-Хiльярда може бути
дуже корисною для дослiдження випадiння преципiтатiв хрому в потрiйному
сплавi Fe-Cr-Al. Цi методи дозволяють не тiльки дослiджувати фазовi роз-
шарування та випадiння преципiтатiв, але i прогнозувати властивостi сплаву
для розробки нових матерiалiв з бажаними властивостями.
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Пiдхiд типу Кана-Хiльярда є одним з популярних методiв моделювання
фазових перетворень та випадiння преципiтатiв у металiчних сплавах. Вiн
базується на теорiї кiнетики. Застосування пiдходу Кана-Хiльярда для мо-
делювання випадiння преципiтатiв у потрiйних сплавах Fe-Cr-Al зазвичай
включає розв’язання системи диференцiйних рiвнянь, що описують змiни
концентрацiї хрому, алюмiнiю та iнших елементiв у твердому розчинi, а та-
кож у преципiтатах. Основна перевага пiдходу Кана-Хiльярда полягає у його
здатностi передбачати часову залежнiсть концентрацiї елементiв у твердому
розчинi та преципiтатах при рiзних температурах та складах сплаву. Про-
те, для досягнення точних результатiв моделювання, необхiднi великi об’єми
обчислень та точнi данi термодинамiчних функцiй сплаву. Застосування пiд-
ходiв типу Кана-Хiльярда в моделюваннi випадiння преципiтатiв у потрiйних
сплавах Fe-Cr-Al дозволяє з урахуванням кiнетичних процесiв вивчити про-
цес випадiння преципiтатiв на рiзних стадiях термообробки матерiалу. Для
використання пiдходiв типу Кана-Хiльярда необхiдно ввести значення деяких
експериментальних параметрiв, швидкiсть дифузiї розчинуваних елементiв,
температуру та тиск. Для цього використовуються експериментальнi данi та
термодинамiчнi данi, отриманi з бази даних CALPHAD. Застосування пiдхо-
дiв Кана-Хiльярда дозволяє прогнозувати властивостi матерiалiв з урахува-
нням їх мiкроструктури та динамiки її еволюцiї пiд час термообробки.

Основними перевагами пiдходу Кана-Хiльярда є можливiсть врахування
неоднорiдностей в розподiлi температури та концентрацiї елементiв матерiа-
лу, а також урахування рiзних механiзмiв фазових перетворень, включаючи
зростання та перетворення рiзних фаз [9]. Крiм того, пiдхiд Кана-Хiльярда
може використовуватися для моделювання фазового розшарування в бага-
токомпонентних сплавах, де вiдбувається взаємодiя мiж декiлькома елемен-
тами. У випадку моделювання випадiння преципiтатiв у потрiйних сплавах
Fe-Cr-Al, цей пiдхiд можна використовувати для розрахунку кiнетики випа-
дiння преципiтатiв, ураховуючи рiзнi енергетичнi бар’єри та термодинамiчнi
фактори. Такий пiдхiд дозволяє врахувати не тiльки кiнетику випадiння пре-
ципiтатiв, але й їх розмiр та форму, що є важливими параметрами для опису
структури матерiалу.



13

2.2. Tермодинамiчний потенцiал та дiаграми стiйкостi для двокомпонентних
систем

Iз загальних положень припускається, що будь-яке фiзичне середовище
(рiдина, рiдкий або твердий сплав/розчин) знаходиться в однiй єдинiй фазi.
Фаза розумiється як певний фiзичний стан зi своїми фiзико-хiмiчними та
механiчними властивостями.

Для бiльшостi фiзичних систем при пониженi температури за фiксованих
об’ємi та тиску у такiй системi вiдбувається фазовий перехiд. Наприклад,
виникнення нового стану (фази), або декiлькох станiв (фаз). Розглядаючи
фiзичнi системи, коли поведiнка системи задається лише змiною концентра-
цiї певних компонентiв i враховується, що концентрацiї цих компонентiв не
змiнюються в системi протягом такого фазового переходу, випадаючi фази
характеризуватимуться рiзним вмiстом концентрацiй. При цьому повна сума
концентрацiй всiх компонентiв по системi лишатиметься незмiнною величи-
ною. Наприклад, якщо розглядається двокомпонентна система A−B (сплав)
iз двома компонентами A (атомiв сорту A) та B (атомiв сорту B), що задаю-
ться концентрацiями xA = NA/N , xB = NB/N , де NA та NB, N = NA + NB

повна кiлькiсть атомiв в системi, то умова збереження маси по системi має ви-
гляд xA+xB = const, const = 1. У разi коли вмiст компонента A складає 30%,
то вмiст компоненту B буде 70%. Для концентрацiй двох компонент маємо:
xA = 0.3, xB = 0.7. Закон збереження маси по всiй буде давати xA + xB = 1.
У такому разi при описi такої системи достатньо обмежитися описом пове-
дiнки системи однiєю концентрацiєю, наприклад, xA, де xB = 1 − xA. Аль-
тернативний пiдхiд полягає у розглядi не концентрацiї окремого елементу, а
використати рiзницю концентрацiй c = xA − xB.

Явище фазового розшарування полягає у тому, що коли розчин є переси-
чений (за певних умов змiни температури, тиску або об’єму), то така система
загалом стає нестабiльною i вiдповiдно де законiв термодинамiки має перейти
в певний рiвноважний стан iз меншою енергiєю. Такий перехiд вiдбувається
виникненням нових фаз. Для розглянутого подвiйного однорiдного (гомоген-
ного) твердого/рiдкого розчину (сумiшi двох компонент) цей перехiд супрово-
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джується виникненням фази збагаченої на атоми A-типу та фази збагаченої
на атоми B-типу. У такому разi такий фазовий перехiд називається фазовим
розшаруванням. Типовим прикладом фазового розшарування є виникнення
фази води i олiї при їх змiшуваннi. Важливо зазначити, що такi фази утво-
рюються при розшаруваннi iнших рiдин та твердих розчинiв при пониженнi
температури. При цьому випадаючi фази займають певний об’єм в системi.
Слiд зазначити, що коли такi об’єми однiєї фази розподiленi в iншiй фазi, то
доцiльно вважати, що концентрацiї зазначених компонентiв сумiшi залежать
вiд положення r = {x, y, z}, тобто стають локальними. При цьому проходже-
ння фазового переходу у часi означає, що цi концентрацiї також залежать
вiд часу. Тому, у загальному випадку концентрацiї є фiзичними полями, що
змiнюються у часi та просторi, тобто xA = xA(r, t), xB = xB(r, t).

Важливою особливiстю фазового розшарування є те, що воно може про-
ходить за двома рiзними механiзмами: спiнодальному та бiнодальному. Роз-
шарування за спiнодальним механiзмом полягає у тому, що воно не потребує
формування критичних зародкiв нової фази i вiдбувається по всьому об’єму
системи. Тут будь-яка мала локальна флуктуацiя концентрацiї будь-якого
компоненту сумiшi (малого локального вiдхилення вiд наперед заданого зна-
чення) в областi спiнодалi на фазовiй дiаграмi здатна приводити до подiлу
всiєї системи на двi фази (для подвiйного розчину). У випадку розшарування
за бiнодальним механiзмом процес вiдбувається в областi метастабiльних ста-
нiв. Такий процес проходить лише якщо флуктуацiя концентрацiї перевищує
критичний певне критичне значення в бiнодальнiй областi фазової дiаграми.

Для визначення фазової дiаграми, а також спiнодальної i бiнодальної її
областей скористаємося густиною вiльної енергiї, яка конструюється у стан-
дартний спосiб для розбавлених розчинiв за теорiєю Брега-Вiльямса. Густи-
на вiльної енергiї для кожної з пiдсистем A та B має стандартний вигляд
Gα = Eα − TSα, α = {A,B} :

GA = GA
0 xA +RTxA lnxA, GB = GB

0 xB +RTxB lnxB. (2.1)

Тут GA
0 , GB

0 – власнi енергiї, вимiрянi в одиницях Дж/моль, R — унiвер-
сальна газова стала, T температура в Кельвiнах. Першi складовi описують



15

внутрiшню енергiю Eα = Gα
0xα, другi складовi задають ентропiйну частину

Sα = −Rxα lnxα. Повна енергiя двокомпонентної системи враховує енергiї
двох пiдсистем та взаємодiю мiж ними. Остання описується внеском Gex =

LxAxB, де параметр взаємодiї L = WAB − (WAA + WBB)/2, де WAA, WBB —
енергiї взаємодiї атомiв одного сорту, WAB – енергiя взаємодiї атомiв рiзного
сорту. У такому разi для повної системи маємо густину вiльної енергiї

GAB(xA, xB) = GA
0 xA +GB

0 xB + LxAxB +RT (xA lnxA + xB lnxB). (2.2)

У випадку xB = 1− c, c = xA маємо

GAB(c) = GA
0 c+GB

0 (1− c) + Lc(1− c) +RT (c ln c+ (1− c) ln(1− c). (2.3)

За певних умов можна увести у розгляд рiзницю вiльної енергiї ∆G, вiдрахо-
вуючи GAB вiд власних значень енергiй. Тодi можна скористатися виразом

∆G(c) = GAB(c)−GA
0 c−GB

0 (1− c);

∆G(c) = Lc(1− c) +RT (c ln c+ (1− c) ln(1− c).
(2.4)

З нього випливає, що у випадку L < 0 (коли напiвсума енергiй взаємодiї
атомiв одного сорту перевищує енергiю взаємодiї атомiв рiзного сорту) ато-
мам одного сорту вигiднiше триматися один одного (фазове розшарування),
натомiсть у протилежному випадку, маємо повне перемiшування, коли ато-
мам рiзного сорту триматися енергетично вигiднiше (гомогенна сумiш). Та-
ким чином можна ввести критичну температуру Tc = −L/2R, при T > Tc

(високотемпературний стан) система має єдиний можливий стан – однорiдну
сумiш атомiв, при T < Tc (низькотемпературний стан) реалiзуються двi фази,
збагаченi на атоми рiзного сорту, тобто вiдбувається фазове розшарування.

Характерно, що у випадку c ≈ c0 = 1/2, T ≈ Tc наведену густину вiльної
енергiї можна розкласти в ряд за c, що дає вiльну енергiю у формi потенцiалу
Ландау:

∆G

RT
≈ A

2
φ2 +

B

4
φ4 +O(φ6), φ = c− 1/2, (2.5)

де A = 4(T −Tc)/T , B = 16/3 — коефiцiєнти розкладання, α – знерозмiрений
параметр. Екстремуми вiльної енергiї дiють стани з вiдповiдними концентра-
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T>Tc

f f

T<Tc

c0A c0B

c0

Рис. 2.1 – Вигляд вiльної енергiї ∆G(c) при рiзних температурах iз
положенням мiнiмумiв, що вiдповiдають стiйким фазам

цiями, як розв’язки рiвняння екстремуму густини вiльної енергiї

d∆G

dc
= 0. (2.6)

При T > Tc реалiзується єдиний стан c0 = 1/2 гомогенного розчину з рiвно-
мiрним розподiлом атомiв рiзного сорту по системi. При T < Tc маємо два
стани з вiдповiдними концентрацiями

c0A =

√
3/2
√
Tc/T − 1 + 1

2
, c0B = −

√
3/2
√
Tc/T − 1− 1

2
. (2.7)

Вiдповiднi графiки ∆G(c) при рiзних температурах наведено на рис.2.1
Iз отриманих виразiв x0A,B(T/Tc) можна виразити залежнiсть T (c), яка

буде давати так звану лiнiю бiнодалi на фазовiй дiаграмi T (c). Таким чином
бiнодаль задає положення мiнiмумiв потенцiалу ∆G(c). Тодi температура, що
визначатиме бiнодаль матиме вигляд

Tb
Tc

=
3

8c2 − 8c+ 5
. (2.8)

Вiдповiдна крива Tb(c) називається кривою розпаду i є границею розчинностi,
вона також є кривою iснування двох фаз. Для визначення спiнодалi необхiдно
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c

c0A c0B

c

Область 
спінодального розпаду

Гомогенний розчин

Однофазний 
стан

Однофазний 
стан

Метастабільні
стани

T>Tc

T<Tc

S ‐ нестійкі стани
b ‐ метастабільні стани

Об’єм, V

Ти
ск
, P

рідина пара

лінія рівноважних станів 
рідини і пари

S
b b

Двофазний 
стан

Рис. 2.2 – Дiаграма фазового розшарування двокомпонентної системи
вiдповiдно до потенцiалу ∆G(c). Верхня крива – бiнодаль, нижня крива –

спiнодаль

знайти вiдповiднi розв’язки рiвняння

d2∆G

dc2
= 0. (2.9)

Вiдповiдний розв’язок задаватиме межу нестiйкостi на фазовiй дiаграмi T (c),
тобто визначатиме температуру спiнодалi Ts. Для неї отримуємо:

Ts
Tc

=
1

8c2 − 8c+ 3
. (2.10)

Вiдповiднi лiнiй на фазовiй дiаграмi вiдповiдають точками перегину потенцi-
алу ∆G(c). Тобто спiнодальний розпад вiдбувається в областi де d2∆G/dc2 <

0.
Вiдповiдна фазова дiаграма з бiнодаллю та спiнодаллю має вигляд, зобра-

жений на рис.2.2а. Iз нього випливає, що при температурах нижче Tc фазове
розшарування можливе лише при концентрацiях, що попадають в область



18

нижче лiнiї бiнодалi. В областi обмеженою бiнодаллю i спiнодаллю реалiзу-
ється бiнодальний розпад, тобто iнiцiйований лише критичною флуктуацiєю
в обмежених областях системи де такi флуктуацiї можливi. Тут реалiзую-
ться метастабiльнi стани. В областi пiд спiнодаллю проходитиме спiнодальний
розпад, тобто без критичних флуктуацiй i одночасно по всiй системi. Тобто
спiнодаль подає границю термодинамiчної стiйкостi фази по вiдношенню до
неперервних змiн термодинамiчних параметрiв. В однофазному станi розпа-
ду взагалi не буде: тут можливими будуть збагачена на один компонент так
звана матрична фаза, у якiй розчинено iнший компонент.

2.3. Термодинамiчний потенцiал потрiйної системи Fe-Cr-Al

При розглядi трикомпонентної системи Fe− Cr − Al з компонентами за-
лiза Fe , хрому Cr та алюмiнiю Al, якi характеризуються концентрацiями
xFe = NFe/N , xCr = NCr/N та xAl = NAl/N , де NFe, NCr та NAl – кiлькiсть
атомiв залiза, хрому та алюмiнiю вiдповiдно, а N - загальна кiлькiсть атомiв
у системi, умова збереження маси має вигляд xFe + xCr + xAl = const, де
const = 1. У цьому випадку ми можемо використовувати концентрацiю двох
компонентiв, наприклад xCr та xAl як основну, а концентрацiю компонента
Fe можна визначити як xFe = 1− xCr − xAl.

Термодинамiчний потенцiал для трикомпонентного сплаву FeCrAl, вимi-
рюваний в одиницях Джоуль/моль вiдповiдно до методологiї CALPHAD має
вигляд [6]:

G =xCrG
Cr
0 + xFeG

Fe
0 + xAlG

Al
0

+RT [xCr lnxCr + xFe lnxFe + xAl lnxAl] +Gbcc
ex +Gbcc

m .
(2.11)

Тут xFe, xCr, xAl мольнi концентрацiї компонентiв сплаву, якi спiвпадають
з атомними концентрацiями. Першi три доданки описують чистi матерiа-
ли, четвертий вiдповiдає за ентропiйний внесок, передостаннiй характеризує
обмiнну взаємодiю, останнiй вiдповiдає за магнiтну пiдсистему. Температура
вимiрюється в Кельвiнах (K), термодинамiчний потенцiали вимiрюються в
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Джоуль/моль, R = 8.31Дж/моль/K – газова стала.
Обмiнна взаємодiя у загальному випадку задається рядами

Gex =xFexCr

n∑
s=0

L
(s)
Cr,Fe(xCr − xFe)

s

+xFexAl

n∑
s=0

L
(s)
Fe,Al(xAl − xFe)

s

+ xCrxAl

n∑
s=0

L
(s)
Cr,Al(xAl − xCr)

s.

(2.12)

Далi доцiльно обмежитися лише першими складовими рядiв.
Термодинамiчнi потенцiали для чистих елементiв є такими [2]

G0
Fe = + 1225.7 + 124.134T − 23.5143T lnT − 0.00439752T 2

− 5.89269 · 10−8T 3 +
77358.5

T
;

G0
Cr =− 8856.94 + 157.48T − 26.908T lnT + 0.00189435T 2

− 1.47721 · 10−6T 3 +
139250

T
;

G0
Al =− 1193.24 + 218.235446T − 38.5844296T lnT + 0.018531982T 2

− 5.764227 · 10−6T 3 +
74092

T
.

(2.13)

Для коефiцiєнтiв взаємодiї маємо наступнi температурнi залежностi [2]:

L0
Fe,Cr = +20.500− 9.68T ;

L0
Fe,Al = −12.2452.9 + 31.6455T ;

L0
Cr,Al = −54.900 + 10.0T.

(2.14)

При високих температурах цей потенцiал має один мiнiмум, що вiдповiдає
фазi твердого розчину, а при низьких температурах у ньому присутнi два мi-
нiмуми по концентрацiї хрому. Тобто при низьких температурах вiдбувається
фазове розшарування з утворенням двох фаз: одна фаза збiднена на хром, а
iнша – збагачена на хром. Збiднена на хром фаза мiстить бiльше залiза як
базового елементу для сплаву, нiж збагачена. Тому фаза збiднена на хром
фаза утворює основну матрицю i є матричною, натомiсть збагачена на хром
фаза утворює видiлення (преципiтати) хрому.
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2.4. Рiвняння Кана-Хiльярда для потрiйної системи

В загальних положеннях припускається, що фазове розшарування можна
описати за допомогою спiввiдношення мiж концентрацiями компонентiв та
температурою. Фазовi переходи можуть спричинювати утворення випадаю-
чих фаз, якi займають певний об’єм у системi. Якщо цi фази розподiленi в
iншiй фазi, то можна вважати, що концентрацiї компонентiв сумiшi залежать
вiд положення r = x, y, тобто є локальними. При проходженнi фазового пе-
реходу у часi концентрацiї також змiнюються вiд часу. Отже, у загальному
випадку концентрацiї можна розглядати як фiзичнi поля, що змiнюються у
часi та просторi, тобто xCr = xCr(r, t), xAl = xAl(r, t).

Еволюцiя концентрацiй має задовольняти рiвняння неперервностi, якi є
вiдображенням закону збереження маси. Вони мають вигляд [10]

∂txCr = −∇ · JCr;

∂txAl = −∇ · JAl.
(2.15)

Тут уведено позначення для оператора дiвергенцiї ∇· ≡ div. Дифузiйнi по-
токи JCr JAl визначаються термодинамiчним функцiоналом вiдповiдно до
спiввiдношення Онзагера [10] i мають такий вигляд

JCr = −
(
MCr,Cr∇

δG
δxCr

+MCr,Al∇
δG
δxAl

)
;

JAl = −
(
MAl,Al∇

δG
δxAl

+MAl,Cr∇
δG
δxCr

)
.

(2.16)

Тут уведено позначення для оператора градiєнта∇ ≡ ∂
∂r . КоефiцiєнтиMCr,Cr,

MAl,Al,MAl,Cr = MCr,Al задають кiнетичнi коефiцiєнти. У загальному випадку
вони є функцiями концентрацiй.

Записанi рiвняння складають повну системи рiвнянь моделi Кана-Хiльярда
для трикомпонентної системи, коли розглядається кiнетика концентрацiй двох
складових, концентрацiя третьої компоненти обчислюється вiдповiдно до за-
кону збереження маси у будь який момент часу: xFe(r, t) = 1 − xCr(r, t) −
xAl(r, t).
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Функцiонал термодинамiчного потенцiалу G = G[xFe, xCr, xAl] має вигляд

G =
1

Vm

∫
V

dV

{
G(xFe, xCr, xAl) +

1

2
κFe(∇xFe)2 +

1

2
κCr(∇xCr)2 +

1

2
κAl(∇xAl)2

}
,

(2.17)
де G = G(xFe, xCr, xAl) густина вiльної енергiї, що визначено ранiше та κα за-
дає градiєнтнi коефiцiєнти для вiдповiдних елементiв сплаву, який приймемо
однаковим для всiх компонент i визначимо у стандартний спосiб:

κα =
L0
Fe,Cr

6
a2. (2.18)

Середнє значення параметра гратки a визначимо через концентрацiї елемен-
тiв у сплавi:

a = aFe0 xFe + aCr0 xCr + aAl0 xAl,

де aα0 – вiдповiдне значення параметра гратки чистого елементу, xα – усере-
днена концентрацiя, Vm вимiряний в одиницях м3/моль позначає молярний
об’єм. Iнтегрування проводиться по всьому об’єму системи V .

Параметри гратки для кожного елементу обиралися такими

aAl0 = 4.05× 10−10 м; aCr0 = 2.91× 10−10 м; aFe0 = 2.86× 10−10 м.

Згiдно iз варiацiйним обчисленням для хiмiчного потенцiалу з урахуван-
ням градiєнтних енергiй маємо

δG
δxα

=
∂G({xα})
∂xα

− κα∇2xα. (2.19)

Кiнетичнi коефiцiєнти Mα,β вважаються залежними вiд концентрацiй.
З урахуванням закону збереження маси, визначаючи концентрацiю базо-

вого елементу (залiза) як xFe = 1−xCr−xAl динамiка всiєї системи подається
наступною системою рiвнянь:

∂txCr = ∇ ·
[
MCrCr∇

(
∂G

∂xCr
− κCr∇2xCr

)
+MCrAl∇

(
∂G

∂xAl
− κAl∇2xAl

)]
,

∂txAl = ∇ ·
[
MAlAl∇

(
∂G

∂xAl
− κAl∇2xAl

)
+MCrAl∇

(
∂G

∂xCr
− κCr∇2xCr

)]
(2.20)
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Кiнетичнi коефiцiєнти Mα,β визначаються у такий спосiб

MCr,Cr(xFe, xCr, xAl) = xCr
[
(1− xCr)2MCr + xCrxAlMAl + xCrxFeMFe

]
,

MAl,Al(xFe, xCr, xAl) = xAl
[
(1− xAl)2MAl + xAlxFeMFe + xAlxCrMCr

]
,

MCr,Al(xFe, xCr, xAl) = xCrxAl [xFeMFe − (1− xCr)MCr − (1− xAl)MAl] ,

(2.21)

де MFe, MAl та MCr задають вiдповiднi мобiльностi чистих елементiв якi ви-
значаються у стандартний спосiб:Mα = VmDα/RT , де Vm = a3NA – молярний
об’єм, NA = 6.022× 1023(1/моль) – число Авогадро, коефiцiєнти дифузiї ато-
мiв кожного сорту мають вигляд [11]

DFe = 2.8× 10−4 exp

(
−251000

RT

)
м2/c;

DCr = 3.7× 10−3 exp

(
−267000

RT

)
м2/c;

DAl = 5.2× 10−4 exp

(
−246000

RT

)
м2/c.

(2.22)

У подальшому розглядається моделювання потрiйної системи у двовимiр-
ному просторi(на площинi) так, що використовуються такi визначення:

Радiус-вектор, що задає локальнi значення в просторi: r = ix + jy;

Вектор дифузiйних потокiв: Jα = {Jx
α(xCr, xAl), J

y
α(xCr, xAl)}; α = {Cr,Al}

Дивергенцiя вiд потоку : divJα ≡ ∇ · Jα =
∂Jx

α

∂x
+
∂Jy

α

∂y
;

Градiєнт вiд похiдної потенцiалу: ∇ δG
δxα
≡ ∂

∂r

δG
δxα

= i
∂

∂x

δG
δxα

+ j
∂

∂y

δG
δxα

;

Варiацiйна похiдна вiд потенцiалу:
δG
δxα

=
∂G({xα})
∂xα

− κα
[
∂2xα
∂x2

+
∂2xα
∂y2

]
;

Друга похiдна у просторi: ∇2xα =
∂2xα
∂x2

+
∂2xα
∂y2

.
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РОЗДIЛ 3

АНАЛIЗ СТIЙКОСТI СИСТЕМИ ДО ПРОСТОРОВИХ ЗБУРЕНЬ

3.1. Отримання власних значень матрицi стiйкостi

З метою розрахунку фазових дiаграм, що iлюструють область керуючих
параметрiв системи, а саме, концентрацiй хрому, алюмiнiю та температу-
ри, проведемо аналiз на стiйкiсть системи (2.20). Для цього будемо шукати
розв’язок у стацiонарному випадку у виглядi xα(r, t) = exp(λt) exp(ikr). Тодi
отримуємо лiнеаризовану систему рiвнянь для концентрацiй у виглядi

∂txCr = fCr,

∂txAl = fAl,
(3.1)

де уведено позначення лiнеаризованої правої частини еволюцiйних рiвнянь:

fCr = −k2

(
MCrCr|0

[
∂2G

∂x2
Cr

∣∣∣∣
0

xCr +
∂2G

∂xCr∂xAl

∣∣∣∣
0

xAl + κk2(2xCr + xAl)

]
+ MCrAl|0

[
∂2G

∂xCr∂xAl

∣∣∣∣
0

xCr +
∂2G

∂x2
Al

∣∣∣∣
0

xAl + κk2(2xAl + xCr)

])
;

fAl = −k2

(
MAlAl|0

[
∂2G

∂xAl∂xCr

∣∣∣∣
0

xCr +
∂2G

∂x2
Al

∣∣∣∣
0

xAl + κk2(2xAl + xCr)

]
+ MCrAl|0

[
∂2G

∂x2
Cr

∣∣∣∣
0

xCr +
∂2G

∂xCr∂xAl

∣∣∣∣
0

xAl + κk2(2xAl + xCr)

])
.

(3.2)

Тут | · |0 означає, що похiдна береться в точцi, що вiдповiдає середнiм значе-
нням концентрацiй всiх елементiв сплаву.

Дiючи у стандартний спосiб далi будуємо матрицю Якобi

M =

(
∂fCr
∂xCr
− λ ∂fCr

∂xAl
∂fAl
∂xCr

∂fAl
∂xAl
− λ

)
(3.3)

та розв’язуємо рiвняння
detM = 0

з якого отримуємо залежностi показникiв стiйкостi λ1,2(k) вiд хвильового
числа k. У нашому випадку завжди маємо λ1,2(0) = 0. У випадку, коли
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λ1,2(k) < 0 для всiх k ∈ (0, π], маємо однорiдний розподiл обох концентрацiй
в сплавi i випадiння преципiтатiв, як результат процесу фазового розшарува-
ння, є не можливим. У випадку, коли λ1(k) > 0 або λ2(k) > 0 при k ∈ (0, kc]

просторовi збурення будуть залишатися стiйкими i в системi будуть реалiзо-
вуватися процеси фазового розшарування (випадiння преципiтатiв – видiлень
фази хрому).

3.2. Встановлення залежностей власних значень матрицi стiйкостi

Задача пошуку власних значень матрицi стiйкостi аналiтичним шляхом є
доволi громiздкою задачею. Тому для встановлення залежностей показникiв
стiйкостi було розроблено код в середовищi MAPLE. Вiдповiдний код наве-
дено у Додатку.

Оскiльки рiвняння для показникiв стiйкостi є алгебраїчним рiвнянням
другої степенi, то воно має два коренi λ1, λ2. Загалом цi показники зале-
жать вiд хвильового числа k ∈ [−π, π], а вiдповiднi залежностi λ1(k), λ2(k)

є дисперсiйними кривими. Цi коренi загалом можуть бути комплексними, де
уявнi частина характеризуватиме осциляторну поведiнку. У разi дiйсних зна-
чень цих коренiв (показникiв стiйкостi) в системi будуть вiдсутнi коливання.
Вiд’ємнi значення показникiв стiйкостi на всьому iнтервалi хвильового числа
свiдчать про стiйкий характер динамiки, натомiсть наявнiсть хоча б одного
позитивного значення такого показника навiть на певному iнтервалi хвильо-
вого числа свiдчитиме про просторову нестiйкiсть.

Iз отриманих дисперсiйних залежностей на рис.3.1 випливає, що один iз
показникiв є вiд’ємним (λ2(k) < 0), тодi як iнший зростає вiд k = 0 до пев-
ного критичного значення k = kc, яке обмежує кiлькiсть нестiйких мод з
перiодом L = 2π/k, що можуть виникати в системi. Максимальна нестiйка
мода, задаватиметься максимумом на дисперсiйнiй залежностi. Той факт, що
нестiйкiсть в системi виникає при k = 0 означає, що фазове розшарування
проходить по всьому об’ємi системi, тобто перша нестiйка мода матиме перi-
од L→∞, що властиве саме спiнодальному розпаду. Як видно iз отриманих



25




xCr=0.3, xAl=0.05

Рис. 3.1 – Типовi залежностi показникiв стiйкостi λ1,2(k, T )

залежностей для λ1(k, T ) на рис.3.1 з пониженням температури нестiйкiсть
лише зростає, тобто початковий гомогенний розчин є нестiйким при понижен-
нi температури i буде роздiлятися на фази (випадiння з матрицi преципiтатiв
– видiлень фази збагаченої на хром).

3.3. Аналiз фазових дiаграм та проходження процесiв розшарування

Аналiз залежностей λ(k) при рiзних значеннях концентрацiї хрому та алю-
мiнiю та температури дозволяє встановити областi параметрiв системи, коли
можливим буде процес фазового розшарування, який означатиме випадiння
преципiтатiв.

Для отримання фазових дiаграм у виглядi спiнодалей, як залежностей
температури спiнодалi вiд концентрацiї домiшок було розроблено програмнi
коди на мовi С++.

Фазову дiаграму для сплаву Fe−Cr−Al при рiзних значеннях концентра-
цiї олова наведено на рис.3.3. Типовi залежностi показникiв стiйкостi λ1,2(k) в
областi однорiдного розподiлу концентрацiй (твердого розчину) та фазового
розшарування наведено на рис.3.2а та рис.3.2б, вiдповiдно.

На рис.3.3 наведено фазову дiаграму реалiзацiї процесiв вазового розша-
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Рис. 3.2 – Показники стiйкостi λ1,2(k) в областi а) твердого розчину (ззовнi
обмеженої областi на рис.3.3) та б) фазового розшарування (всерединi

обмеженої областi на рис.3.3)
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Рис. 3.3 – Фазова дiаграма для сплаву Fe− Cr − Al при рiзних значеннях
концентрацiї олова

рування (всерединi обмеженої областi) як залежнiсть температури вiд кон-
центрацiї хрому при рiзних значеннях концентрацiї алюмiнiю в сплавi. Iз
отриманої дiаграми випливає, що збiльшення концентрацiї алюмiнiю розши-
рює область фазового розшарування на малих значеннях концентрацiї хрому,
тим самим iндукує випадiння преципiтатiв хрому в сплавах Fe−Cr−Al, ко-
ли в сплавi Fe− Cr при фiксованiй температурi преципiтати не випадають.
Разом з цим, завдяки закону збереження маси xFe+xCr+xAl = 1 збiльшення
концентрацiї алюмiнiю звужує область фазового розшарування при великих
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Рис. 3.4 – Фазова дiаграма для сплаву Fe− Cr − Al при рiзних значеннях
температури вiдпалу
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Рис. 3.5 – Вигляд термодинамiчного потенцiалу G(xCr, xAl) при високих (в
областi однорiдних станiв) та низьких температурах (в областi двофазних

станiв) з урахуванням xFe = 1− xCr − xAl

значеннях концентрацiї хрому.
З рис.3.2 видно, що всерединi обмеженої областi на дiаграмi рис.3.3 маємо

λ1(k) > 0 при k ∈ (0, kc] та λ2(k) < 0 для всiх k ∈ (0, π], а отже будуть
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реалiзовуватися процеси фазового розшарування.
На рис.3.4 наведено фазову дiаграму реалiзацiї процесiв фазового розша-

рування (всерединi обмеженої областi) як залежнiсть концентрацiї хрому вiд
концентрацiї алюмiнiю в сплавi при рiзних значеннях температури вiдпалу
твердого розчину. З цiєї дiаграми добре видно, що у випадку завищених зна-
чень температури вiдпалу (див., наприклад, криву при T = 850 K), коли в
сплавi Fe − Cr не можливе випадiння преципiтатiв, додавання алюмiнiю з
концентрацiєю бiльше 2% iндукує такi процеси.

Загальний вигляд потенцiалу вiльної енергiї зображено на рис.3.5 при рi-
зних температурах, де враховано закон збереження та виражено концентра-
цiю залiза через концентрацiю домiшок xFe = 1 − xCr − xAl. При високих
температурах в областi однорiдних станiв цей потенцiал має один мiнiмум,
що вiдповiдає фазi твердого розчину, а при низьких температурах у ньому
присутнi два мiнiмуми по концентрацiї хрому. Тобто при низьких темпера-
турах вiдбувається фазове розшарування з утворенням двох фаз: одна фаза
збiднена на хром, а iнша – збагачена на хром. Збiднена на хром фаза мiстить
бiльше залiза як базового елементу для сплаву, нiж збагачена. Тому фаза
збiднена на хром фаза утворює основну матрицю i є матричною, натомiсть
збагачена на хром фаза утворює видiлення (преципiтати) хрому.
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РОЗДIЛ 4

СТВОРЕННЯ РОЗРАХУНКОВОЇ ПРОГРАМИ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ

4.1. Числовий розв’язувач рiвнянь Кана-Хiльярда методом Фур’є

Моделювання виконується за допомогою напiвнеявного Фур’є-спектрального
методу для розв’язування часовозалежних рiвнянь типу Гiнзбурга-Ландау
[12]. Iснує багато переваг при манiпулюваннi рiвнянь фазового поля в просто-
рi Фур’є. Однiєю з привабливих особливостей є те, що неявне рiшення дифе-
ренцiального рiвняння можна спростити в просторi Фур’є як операцiю дiлен-
ня замiсть iнверсiї матрицi в реальному просторi. Iснує багато кодiв швидкого
перетворення Фур’є, наприклад, пакет FFTW, розроблений в MIT (Массачу-
сетський технологiчний iнститут). Цi методи iснують у стандартному наборi
для пакету MATLAB.

Використання методу Фур’є грунтуєтьcя на застосуваннi перетвореннi Фур’є
для поля концентрацiї та похiдної вiд термодинамiчного потенцiалу. Оскiль-
ки система розглядається у двовимiрному просторi з r = {x, y}, то у просторi
Фур’є, використовується вектор хвильових чисел k. Тодi маємо такi визначе-
ння:

Хвильовий вектор: k = {kx, ky},

Модуль хвильового числа: k ≡
√
|k2| =

√
k2

x + k2
y

Набiр значень хвильових векторiв:

{knx,y}Nn=0 = − π
N
n, · · · ,+ π

N
n, n = 0, . . . N = 2m, m ≥ 8.

Тут N – кiлькiсть хвильових векторiв у кожному напрямку x, або y, якi
приймаютьcя однаковими. Особливiсть вибору значень N у виглядi N = 2m

пов’язується iз особливостями використання процедури швидкого преетворе-
ння Фур’є FFTW. Ця кiлькiсть вiдповiдає кiлькостi комiрок на якi розбива-
ється двовимiрний простiр.

У загальному випадку для поля концентрацiї xα(r, t) у реальному r-просторi
маємо пряме F[xα(r, t)] ≡ {xα(t)}k та зворотне xα(r, t) = F−1[{xα(t)}k] пере-
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творення Фур’є :

F[xα(r, t)] ≡ {x(t)}k =
+∞∫
−∞

x(r, t)e−ikrdr =

=
+∞∫∫
−∞

x({x, y}, t)e−i(kxx+kyy)dxdy

F−1[{xα(t)}k] ≡ xα(r, t) =
(

1
2π

)2
+∞∫
−∞
{xα(t)}keikrdk =

=
(

1
2π

)2
+∞∫∫
−∞

x({kx, ky}, t)ei(kxx+kyy)dkxdky

(4.1)

Аналогiчним чином використовується Фур’є-перетворення для похiдних
вiд термодинамiчного потенцiалу

F[ ∂G∂xα ] ≡ { ∂G∂xα}k =
+∞∫
−∞

∂G
∂xα

e−ikrdr =

=
+∞∫∫
−∞

∂G
∂xα

e−i(kxx+kyy)dxdy

F−1[{ ∂G∂xα}k] ≡ ∂G
∂xα

=
(

1
2π

)2
+∞∫
−∞
{ ∂G∂xα}ke

ikrdk =

=
(

1
2π

)2
+∞∫∫
−∞

∂G
∂xα

ei(kxx+kyy)dkxdky

(4.2)

При розглядi похiдної вiд будь-якої функцiї f(x) в одновимiрному просторi
Фур’є вона може бути оброблена так:

f ′(x) =

∫ +∞

−∞

∂

∂x

(
f(k)eikx

) dk

2π
=

∫ +∞

−∞
ik f(k)eikx

dk

2π
= F−1 (ik{f}k) (4.3)
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Для двовимiрного простору, у загальному випадку отримуємо такi похiднi:

∂xα(r, t)

∂t
=

∂

∂t

+∞∫
−∞

∂{xα(t)}k
∂t

eikr
dk

(2π)2
= F−1

(
∂{xα(t)}k

∂t

)
;

∇xα(r, t) =
∂

∂r

+∞∫
−∞

{xα(t)}keikr
dk

(2π)2
=

+∞∫
−∞

ik {xα(t)}keikr
dk

(2π)2
= F−1 (ik{xα(t)}k) ;

∇2xα(r, t) =
∂2

∂r2

+∞∫
−∞

{xα(t)}keikr
dk

(2π)2
= −

+∞∫
−∞

k2{xα(t)}keikr
dk

(2π)2
= F−1

(
−k2{xα(t)}k

)
;

∇ ∂G

∂xα
=

∂

∂r

+∞∫
−∞

{
∂G

∂xα

}
k

eikr
dk

(2π)2
=

+∞∫
−∞

ik

{
∂G

∂xα

}
k

eikr
dk

(2π)2
= F−1

(
ik

{
∂G

∂xα

}
k

)
(4.4)

Таким чином Фур’є образ вiд варiацiйної похiдної термодинамiчного потен-
цiалу буде таким

δG({xα})
δxα

− κα∇2xα =

+∞∫
−∞

[{
∂G

∂xα

}
k

+ k2κα{x}k
]
eikr

dk

(2π)2
. (4.5)

Розглянемо далi найпростiший випадок застосування таких перетворень
коли рухливостi Mα,β є сталими величинами, тобто таким, визначаються че-
рез середнi (початковi) концентрацiї елементiв xCr(r, 0) = xCr, xAl(r, 0) = xAl,
xFe(r, 0) ≡ xFe = 1 − xCr − xAl. Тодi замiсть функцiй MCr,Cr(xFe, xCr, xAl),
MAl,Al(xFe, xCr, xAl), MCr,Al(xFe, xCr, xAl) використовуємо константи

MCr,Cr = xCr
[
(1− xCr)2MCr + xCrxAlMAl + xCrxFeMFe

]
,

MAl,Al = xAl
[
(1− xAl)2MAl + xAlxFeMFe + xAlxCrMCr

]
,

MCr,Al = xCrxAl [xFeMFe − (1− xCr)MCr − (1− xAl)MAl] .

(4.6)

У такому разi, рiвняння Кана-Хiльярда у прямому просторi матимуть



32

спрощений вигляд

∂txCr = ∇2

[
MCr,Cr

(
∂G

∂xCr
− κCr∇2xCr

)
+MCrAl

(
∂G

∂xAl
− κAl∇2xAl

)]
,

∂txAl = ∇2

[
MAlAl

(
∂G

∂xAl
− κAl∇2xAl

)
+MCrAl

(
∂G

∂xCr
− κCr∇2xCr

)]
(4.7)

Пiдставляючи в цi рiвняння визначення (4.4) замiсть (4.7) приходимо до ево-
люцiйних рiвнянь у оберненому просторi Фур’є у виглядi:

∂t{xCr}k = −k2

[
MCr,Cr

({
∂G

∂xCr

}
k

+ k2κCr{xCr}k
)

+MCrAl

({
∂G

∂xAl

}
k

+ k2κAl{xAl}k
)]

,

∂t{xAl}k = −k2

[
MAlAl

({
∂G

∂xAl

}
k

+ k2κAl{xAl}k
)

+MCrAl

({
∂G

∂xCr

}
k

+ k2κCr{xCr}k
)]

.

(4.8)

Оскiльки для дослiджуваної далi трикомпонентної системи рухливiсть є
залежною вiд концентрацiй, то метод Фур’є має включати цю особливiсть. У
такому разi Фур’є-форма еволюцiйних рiвнянь для нашої системи може бути
подана у виглядi:

∂t{xα(t)}k = ik·
{
Mα,α|r

[
ik

({
∂G({xα}
∂xα

}
k

+ κAk
2{xα(t)}k)

)]
r

+ Mα,β|r

[
ik

({
∂G({xα})

∂xβ

}
k

+ κBk
2{xβ(t)}k

)]
r

}
k

. (4.9)

Тут [ ]r являє собою обернене перетворення Фур’є з простору Фур’є до реаль-
ного простору. У цьому пiдходi процедура обчислень полягає в наступному:

1 Обчислення похiдних ∂G/∂xα в реальному просторi для кожної точки
обчислювальної сiтки;

2 Перетворення цих похiдних та всiх необхiдних полiв xα до k-простору,
використовуючи швидке перетворення Фур’є;

3 Обчислення в Фур’є-просторi добуткiв ik
(
{∂G/∂xα}k + κk2{xα}k

)
;
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4 Перетворення отриманих результатiв назад до реального простору, ви-
користовуючи зворотне перетворення Фур’є;

5 Обчислення добуткiв типу Mα,β|r [· · · ]r в реальному просторi;

6 Перетворення суми цих добуткiв до k-простору, використовуючи швидке
перетворення Фур’є;

7 Обчислення в просторi Фур’є добуткiв типу ik {· · · }k.

Тут слiд враховувати, що у просторi Фур’є всi величини мають як реальну,
так i уявну частини: x = <(x)+ i=(x). Отже, беручи добуток ikx, отримуємо:
y = ikx = ik<(x) − k=(x). Для результату y маємо: y = <(y) + =y, де
<(y) = −k=(x) i=(y) = k<(x). Цей метод значно прискорює обчислювальний
процес.

4.2. Алгоритм моделювання

Для числового розв’язання системи рiвнянь (4.8) було застосовано метод
Ейлера. Ця система рiвнянь є системою звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку за часом. У рамках пiдходу Ейлера перша похiдна за часом
∂t{xα(t)}k подається як рiзниця значень {xα(t)}k за iнтервал часу ∆t → 0

вiдповiдно до визначення похiдної у часi. Таким чином розглядаючи дискре-
тний час iз кроком ∆t для часової похiдної маємо:

∂t{xα(t)}k = lim
∆t→0

{xα(t+ ∆t)}k − {xα(t)}k
∆t

. (4.10)

Розбиваючи весь часовий iнтервал наM крокiв довжиною ∆t, так що повний
час моделювання t = M∆t та уводячи позначення

{xmα }k = {xα(tm)}k, {xm+1
α }k = {xα(tm + ∆t)}k, m = 0, . . . ,M, (4.11)

для похiдної у часi використовуємо дискретну форму

∂t{xα(t)}k ≈
{xm+1

α }k − {xmα }k
∆t

. (4.12)
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Тут m нумерує крок за часом.
У такому разi у дискретному часi рiвняння (4.8) набирають вигляду

{xm+1
Cr }k = {xmCr}k −∆tk2

[
MCrCr

{
∂Gm

∂xCr

}
k

+MCrAl

{
∂Gm

∂xAl

}
k

+k2
(
MCr,CrκCr{xmCr}+MCrAlκAl{xmAl}k

)]
,

{xm+1
Al }k = {xmAl}k −∆tk2

[
MAlAl

{
∂G

∂xAl

}m
k

+MCrAl

{
∂G

∂xCr

}m
k

+k2
(
MAlAlκAl{xmAl}k +MCrAlκCr{xmCr}k

)]
.

(4.13)

Таким чином, весь розрахунок еволюцiї системи вiдбувається у дискре-
тному часi у просторi Фур’є. Для виведення результату про розподiл концен-
трацiї полiв у поточний або заданий момент часу використовується обернене
перетворення. Потiм проводиться пряме перетворення i розрахунки продов-
жуються у просторi Фур’є.

4.3. Умови моделювання

Для проведення моделювання просторова координата вимiрювалася в оди-
ницях усередненого параметра грати a. Тобто використовувалася знерозмiре-
нi координати r′ = r/a. При цьому обчислення проводилися у знерозмiреному
часi t′ = ta2/DAl .

Умови моделювання були такими.

Метод моделювання Було використано типовий пiдхiд моделювання си-
стеми у просторi, який полягає у поданнi вихiдної системи у площинi.
Її було подано на квадратнiй гратцi розмiром L × L, яку було подiлено
на N × N комiрок розмiром ` = a, так що L = N`. Таким чином поле
концентрацiї iз континуального ставало дискретним у просторi i подава-
лося у виглядi матрицi: cα(r, t) = cα(x, y, t) = ci,jα (t), де i, j = 1, . . . , N

подають положення за координатами x, y, r =
√
x2 + y2. При моделю-

ваннi використано неявний спектральний метод Фур’є для моделюван-
ня системи у просторi [12] та застосовано метод Ейлера для числового
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розв’язання еволюцiйних рiвнянь. Крок за знерозмiреним часом було
обрано ∆t′ = 0.00001.

Початковi умови Початковою умовою для моделювання було обрано одно-
рiдний твердий розчин, тобто повнiстю перемiшаний стан, коли випад-
ковим чином було розкидано концентрацiї всiх елементiв спалву. Вiн був
сформований генерацiєю випадковим чином концентрацiй всiх елементiв
в околi наперед заданих значень концентрацiй xα при врахуваннi закону
збереження маси, тобто xFe + xCr + xAl = 1. Генерування випадкових
чисел для початкових значень концентрацiй проводилося вiдповiдно до
середнього значення кожної з концентрацiй з наперед обраним xα.

Граничнi умови Граничнi умови було обрано перiодичними для моделю-
вання нескiнченної системи: значення концентрацiй на нижньому краю
площини вважалися такими, що дорiвнювали значенням на нижньому
краю, значення на лiвому краю дорiвнювали значенням на правому краю:
xα(0, t) = xα(L, t).

4.4. Опис пiд-програм для моделювання

Для виконання завдання по моделюванню методом Ейлера-Фур’є було ви-
користано у якостi основи запропонований пакет програм на MATLAB з кни-
ги [12] для моделювання подвiйних та багатокомпонентних сплавiв. У пакетi
MATLAB iснують вже розробленi функцiї fft2(A) та real(ifft2(Ak)), що
дозволяють проводити пряме та зворотне перетворення Фур’є. Тут A – масив
у прямому просторi Ak — його перетворення Фур’є, що теж є масивом. Ство-
рення перетворення Фур’є є таким: Ak=fft2(A), a зворотне перетворення є
таким: A=real(ifft2(Ak)). Таким чином застосування цих двох функцiй до-
зволяє отримати перетворення Фур’є не тiльки полiв концентрацiй, але й по-
хiдних вiд термодинамiчного потенцiалу. Рухливостi MCr,Cr, MCr,Al та MAl,Al

приймалися сталими.
Схематичний алгоритм програми зображено на рис.4.1.
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Початок

𝑇, 𝑥 𝐺0 ; 𝐷 ; 𝑎 ; 𝐿0 , Nx, Ny, Dt, M
Введення основних параметрів і початкових умов

(𝑇, 𝑥𝐺0 ; 𝐷; 𝑎 ;  𝐿 
0 , Nx, Ny, Dt, M)

Генерування початкового розподілу коцентрацій (x –Cr,  y‐‐Al)
[conCr]= micro_ch_pre(Nx,Ny,x); [conAl]= micro_ch_pre(Nx,Ny,y);

Генерування масиву хвильових чисел
[kx,ky,k2,k4] = prepare_fft(Nx,Ny,dx,dy)

Цикл по часу 
m=0..M, t=t+Dt

Генерування Фур’є перетворення концентрацій
conCrk= fft2(conCr); conAlk= fft2(conAl);

Генерування Фур’є перетворення похідних 
dGdconCrk = fft2(dGdconCr);   dGdconAlk = fft2(dGdconAl);

_ g _ ( y )

Генерування  масивів  похідних
[dGdconCr]=free_energCr_fft(Nx,Ny,conCr,conAl,TK)
[dGdconAl]=free_energAl_fft(Nx,Ny,conCr,conAl,TK)

Обчислення Фур’є перетворень концентрацій на 
поточному кроці у часі (метод Ейлера)

Кінець

р у р у ф

Обчислення обернених Фур’є перетворень 
conCr=real(ifft2(conCrk)); conAl=real(ifft2(conAlk));

для виведення результатів  на екран/ у файл

Рис. 4.1 – Схематичне зображення алгоритму моделювання

Програмна реалiзацiя включала основний файл mymain-fft.m. В ньому
проводилися основнi обчислення на двовимiрнiй гратцi. Також було створено
такi функцiї

• prepare-fft.m – задає значення хвильових векторiв. Вiдповiдний лi-
стинг є таким:

1 function [ kx,ky,k2,k4] = prepare_fft(Nx ,Ny ,dx ,dy)
2 format long;
3

4 Nx21 = Nx/2 + 1;
5 Ny21 = Ny/2 + 1;
6 Nx2 = Nx+2;
7 Ny2 = Ny+2;
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8 delkx = (2.0* pi)/(Nx*dx);
9 delky = (2.0* pi)/(Ny*dy);

10 for i=1: Nx21
11 fk1=(i-1)*delkx;
12 kx(i)=fk1;
13 kx(Nx2 -i)=-fk1;
14 end
15

16 for j=1: Ny21
17 fk2 = (j-1)*delky;
18 ky(j) = fk2;
19 ky(Ny2 -j) = -fk2;
20 end
21 for i=1:Nx
22 for j=1:Ny
23 k2(i,j) = kx(i)^2+ky(j)^2;
24 end
25 end
26 k4 = k2.^2;
27 end

Лiстинг 1 – prepare-fft.m

• micro-ch-pre.m – задає масиви початковi значення концентрацiй xCr(0, r)
та xAl(0, r) у дискретному просторi. Вiдповiдний лiстинг є таким:

1 function [ con ] = micro_ch_pre(Nx,Ny,c0 ,iflag)
2 format long;
3 NxNy = Nx*Ny;
4 noise = 0.02;
5 if(iflag == 1)
6 for i=1:Nx
7 for j=1:Ny
8 con(i,j)=c0 + noise *(0.5- rand);
9 end

10 end
11 else
12 con=zeros(NxNy ,1);
13 for i=1:Nx
14 for j=1:Ny
15 ii=(i-1)*Nx+j;
16 con(ii)=c0 + noise *(0.5- rand);
17 end
18 end
19 end %if
20 end

Лiстинг 2 – micro-ch-pre.m
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• free-energCr-fft.m – задає масив похiдних вiд вiльної енергiї по кон-
центрацiї xCr. Вiдповiдний лiстинг є таким:

1

2 function [dfdconCr ]= free_energCr_fft(Nx,Ny,conCr ,conAl ,temp)
3 format long;
4 %%%%%% Model 1%%%%%%%%%%%%
5 R=8.31;
6 T=temp;
7 G0Fe = 1225.7 + 124.134*T - 23.5143*T*log(T) - 4.39752E-3*T*T
8 - 5.89269E-8*T*T*T + 77358.5/T;
9 G0Cr = -8856.94 + 157.48*T - 26.908*T*log(T) + 1.89435E-3*T*T

10 - 1.47721E-6*T*T*T + 139250.0/T;
11 G0Al = -1193.24 + 218.235446*T - 38.5844296*T*log(T) + 0.018531982*T

*T
12 - 5.764227E-6*T*T*T + 74092.0/T;
13 L0FeCr = 20500.0 - 9.68*T;
14 L0CrAl = - 54900.0 + 10.0*T;
15 L0FeAl = -122452.9 + 31.6455*T;
16 x = conCr;
17 y = conAl;
18 z = 1-conCr -conAl;
19 dfdconCr = G0Cr - G0Fe + (1.0 - y - x)*L0FeCr - x*L0FeCr + y*L0CrAl - y

*L0FeAl
20 + R*T*(log(x) - log (1.0 - y - x));
21 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
22 end

Лiстинг 3 – free-energCr-fft.m

• free-energAl-fft.m – задає масив похiдних вiд вiльної енергiї по кон-
центрацiї xAl. Вiдповiдний лiстинг є таким:

1

2 function [dfdconAl ]= free_energAl_fft(Nx,Ny,conCr ,conAl ,temp)
3 format long;
4 %%%%%% Model 1%%%%%%%%%%%%
5 R=8.31;
6 T=temp;
7 G0Fe = 1225.7 + 124.134*T - 23.5143*T*log(T) - 4.39752E-3*T*T
8 - 5.89269E-8*T*T*T + 77358.5/T;
9 G0Cr = -8856.94 + 157.48*T - 26.908*T*log(T) + 1.89435E-3*T*T

10 - 1.47721E-6*T*T*T + 139250.0/T;
11 G0Al = -1193.24 + 218.235446*T - 38.5844296*T*log(T) + 0.018531982*T

*T
12 - 5.764227E-6*T*T*T + 74092.0/T;
13 L0FeCr = 20500.0 - 9.68*T;
14 L0CrAl = - 54900.0 + 10.0*T;



39

15 L0FeAl = -122452.9 + 31.6455*T;
16 x = conCr;
17 y = conAl;
18 z = 1-conCr -conAl;
19 dfdconAl = G0Al - G0Fe - x*L0FeCr + x*L0CrAl + (1.0 - y - x)*L0FeAl -

y*L0FeAl
20 + R*T*(log(y) - log (1.0 - y - x));
21 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
22 end

Лiстинг 4 – free-energAl-fft.m

• write-vtk-grid-Cr.m – записує значення концентрацiї xCr у *.vtk-файл,
для подальшої його обробки в програмi PARAVIEW;

• write-vtk-grid-Al.m – записує значення концентрацiї xAl у *.vtk-файл,
для подальшої його обробки в програмi PARAVIEW. Вiдповiдний лiстинг
є таким:

1 function [ ] = write_vtk_grid_Cr(nx,ny,dx ,dy ,istep ,data1)
2 format long
3 fname = sprintf(’timeCr_%d.vtk’,istep);
4 out =fopen(fname ,’w’);
5 nz=1;
6 npoin =nx*ny*nz;
7 % start writing ASCII VTK file:
8 % header of VTK file
9 fprintf(out ,’# vtk DataFile Version 2.0\n’);

10 fprintf(out ,’time_10.vtk\n’);
11 fprintf(out ,’ASCII\n’);
12 fprintf(out ,’DATASET STRUCTURED_GRID\n’);
13 %--- coords of grid points:
14 fprintf(out ,’DIMENSIONS %5d %5d %5d\n’,nx ,ny,nz);
15 fprintf(out ,’POINTS %7d float\n’,npoin);
16 for i = 1:nx
17 for j = 1:ny
18 x =(i-1)*dx;
19 y =(j-1)*dy;
20 z = 0.0;
21 fprintf(out , ’%14.6e %14.6e%14.6e\n’,x,y,z);
22 end
23 end
24 %--- write grid point values:
25 fprintf(out ,’POINT_DATA %5d\n’,npoin);
26 fprintf(out ,’SCALARS CON float 1\n’);
27 fprintf(out ,’LOOKUP_TABLE default\n’);
28 for i = 1:nx
29 for j = 1:ny
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30 ii=(i-1)*nx+j;
31 fprintf(out ,’%14.6e\n’,data1(i,j));
32 end
33 end
34 fclose(out);
35 end

Лiстинг 5 – write-vtk-grid-Cr.m

Повнi лiстинги програм наведено у Додатку.

4.5. Опис алгоритму роботи основної програми моделювання

В основнiй програмi mymain-fft.m на початку задаються основнi параме-
три та визначаються iмена файлiв для виведення. Потiм вiдбувається ство-
рення масивiв концентрацiй хрому та алюмiнiю як початкової (вихiдної) кон-
фiгурацiї — початковi умови однорiдного стану iз рiвномiрним розподiлом в
околi заданих середнiх значень. Вiдповiдний елемент коду основної програми
є таким:

1 %%% INITIAL CONCENTRATIONS
2 x =0.3; y=0.10; z=1-x-y;
3 TK = 650.0; %% TEMPERATURE
4 outfile = sprintf(’Cr -in-Fe -%dCr -% dAl_T%d.gif’,x*100,y*100,TK);
5 outfileDisp = sprintf(’disp(t)Fe -%dCr -%dAl_T%d.dat’,x*100,y*100,TK);
6 out2=fopen(outfileDisp , ’w’);
7 %%% DIFFUSION COEFFICIENTS
8 DFe =2.8E-4*exp ( -251000/R/TK);
9 DCr =3.7E-3*exp ( -267000/R/TK);

10 DAl =5.2E-4*exp ( -246000/R/TK);
11 %%% MOBILITIES
12 mobCrCr=x*((1.0 - x)*(1.0 - x)*DCr + x*z*DFe + y*x*DAl)/DAl;
13 mobAlAl=y*((1.0 - y)*(1.0 - y)*DAl + y*z*DFe + y*x*DCr)/DAl;
14 mobCrAl=x*y*(z*DFe - (1.0 - x)*DCr - (1.0 - y)*DAl)/DAl;
15 %%% CREATING ARRAYS IN REAL SPACE
16 [conCr]= micro_ch_pre(Nx ,Ny ,x,iflag);
17 [conAl]= micro_ch_pre(Nx ,Ny ,y,iflag);

Далi проводиться генерування хвильових векторiв.
1 %%% PREPARATION OF FFT
2 [kx ,ky ,k2 ,k4] = prepare_fft(Nx,Ny,dx,dy);
3 %%% TIME STEPS LOOP
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У подальшому вiдкривається цикл за часом, у якому вiдбувається генеру-
вання Фур’є перетворень для концентрацiй хрому та алюмiнiю i похiдних вiд
термодинамiчних потенцiалiв. Вiдповiдний елемент коду є таким:

1 for istep =1: nstep
2 ttime = ttime+dtime;
3 %%% MAKE FFT OF CONCENTRATION ARRAYS
4 conCrk= fft2(conCr);
5 conAlk= fft2(conAl);
6 %%% MAKE ARRAYS FOR DERIVATIVES OF THERM.POTENTIALS
7 [dGdconCr ]= free_energCr_fft(Nx ,Ny ,conCr ,conAl ,TK);
8 [dGdconAl ]= free_energAl_fft(Nx ,Ny ,conCr ,conAl ,TK);
9 %%% MAKE FFT OF DERIVATIVES OF THERM.POTENTIALS

10 dGdconCrk = fft2(dGdconCr);
11 dGdconAlk = fft2(dGdconAl);
12 .....

Пiсля отримання вiдповiдних перетворень у цьому цикелi реалiзується ме-
тод Ейлера для обчислення поточних значень Фур’є компонент концентрацiй.
Вiдповiдний елемент коду для хрому є таким:

1 %%% EULER METHOD
2 conCrk=conCrk+dtime*( mobCrCr*k2.* dGdconCrk+mobCrAl*k2.* dGdconAlk+mobCrCr*

grad_coef*k4*conCrk+mobCrAl*grad_coef*k4*conAlk)

Отримання значень концентрацiй у реальному (прямому) просторi вiдбу-
вається за рахунок виконання обернених Фур’є перетворень у такий спосiб:

1 %%% OBTAINING CONCETRATION IN REAL SPACE
2 conCr=real(ifft2(conCrk));
3 conAl=real(ifft2(conAlk));

У подальшому вiдбувається перевiрка отриманих даних на мiнiмальне/ма-
ксимальне значення аби уникнути розбiжностi алгоритму. Перевiрка реалi-
зовано стандартним чином:

1 %%% CHECK MIN/MAX VALUES FOR CR
2 inrange =(conCr >= 0.999);
3 conCr(inrange) = 0.999;
4 inrange =(conCr < 0.001);
5 conCr(inrange) = 0.001;
6 %%% CHECK MIN/MAX VALUES FOR AL
7 inrange =(conAl >= 0.999);
8 conAl(inrange) = 0.999;
9 inrange =(conAl < 0.001);

10 conAl(inrange) = 0.001;

Обчислення дисперсiй та органiзацiя виведення даних у файли реалiзовано
таким кодом:
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1 if((mod(istep ,nprint)== 0) || (istep ==1))
2 fprintf(’done step : %5d\n’,istep);
3 %fname = sprintf(’time_%d.dat ’,istep); out1 = fopen(fname ,’w’);
4 sumCr =0; sumAl =0;
5 for i=1:Nx
6 for j=1:Ny
7 %%% WRITE CONCENTRATION OF CR INTO FILE
8 %fprintf(out1 ,’%d %d %14.6e\n’,i,j,conCr(i,j));
9 %%% COMPUTE DISPERSIONS

10 sumCr=sumCr+(x-conCr(i,j))*(x-conCr(i,j));
11 sumAl=sumAl+(y-conAl(i,j))*(y-conAl(i,j));
12 end;
13 end;
14 % fclose(out1);
15 dispersionCr=sumCr/Nx/Ny;
16 dispersionAl=sumAl/Nx/Ny;
17 %%% OUTPUT INTO VTK FILES
18 %%% to write into files uncomment next 2 lines
19 % write_vtk_grid_Cr(Nx ,Ny ,dx ,dy ,istep ,conCr);
20 % write_vtk_grid_Al(Nx ,Ny ,dx ,dy ,istep ,conAl);

У основнiй програмi передбачено виведення карти поточних значень кон-
центрацiї хрому/алюмiнiю на екран iз використанням кубiчної апроксимацiї
таким кодом:

1 hold off
2 [X0 ,Y0] = meshgrid (1:Nx ,1:Ny);
3 [X1 ,Y1] = meshgrid (1:0.1: Nx);
4 Z1 = interp2(X0 ,Y0 ,conCr ,X1,Y1,’cubic’);
5 SF=surf(X1,Y1 ,Z1);
6 colormap jet;%hsv;
7 shading interp;
8 colorbar
9 axis ([1 Nx 1 Ny])

10 view (0 ,90)
11 mktitle=sprintf(’Fe -%dCr -%dAl при T=%dK’, x*100, y*100, TK

);
12 title({’Динамiка випадiння преципiтатiв Cr: ’,[mktitle ]});
13 ylabel(’$N_y$’, ’interpreter ’, ’latex’);
14 xlabel(’$N_x$’, ’interpreter ’, ’latex’);
15 drawnow ();
16 caxis ([0 1]);
17 h = colorbar;
18 title(h, ’Концентрацiя Cr’);

Елемент цього коду запозичено з репозиторiю https://www.mathworks.com

[13].
Також передбачено створення GIF файлiв. GIF (вiд англ. Graphics Interchange
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Format — «формат обмiну зображеннями») — 8-бiтний растровий графiчний
формат, що використовує до 256 чiтких кольорiв iз 24-бiтного дiапазону RGB
(Red/червоний, Green/зелений, Blue/синiй). Цей формат зображень було роз-
роблено компанiєю CompuServe у 1987 роцi, i з того часу набув широкої
популярностi у всесвiтнiй павутинi завдяки своїй вiдноснiй простотi та мо-
бiльностi. Одними з головних особливостей формату є пiдтримка анiмацiї та
прозоростi. Зображення у форматi GIF зберiгається порядково, пiдтримує-
ться тiльки формат з iндексованою палiтрою кольорiв, яка може мiстити до
256 кольорiв iз 24-бiтного дiапазону RGB, хоча спочатку формат розроблявся
тiльки для пiдтримки 256-кольорової (8-бiтної) палiтри. Тому у розробленому
кода за допомогою засобiв MATLAB створюється frame-картинка, яка пере-
дається у змiнну im, з якої створюються додатковi елементи для формування
динамiчної/анiмацiйної кратинки. Це реалiзовано у такий спосiб (на початку
створюється перша картинка, до якої додаються решта):

1 frame = getframe (1);
2 im = frame2im(frame);
3 [imind ,cm] = rgb2ind(im ,256);
4 % On the first loop , create the file. In subsequent loops , append.
5 if istep ==1
6 imwrite(imind ,cm ,outfile ,’gif’,’DelayTime ’,0,’loopcount ’,inf);
7 else
8 imwrite(imind ,cm ,outfile ,’gif’,’DelayTime ’,0,’writemode ’,’append ’);
9 end

Елемент цього коду запозичений з репозиторiю https://www.mathworks.com

[13].
Побудова графiкiв часових залежностей концентрацiй реалiзовано на при-

кiнцi виконання програми. Спочатку вiдбувається читання даних з файлу, де
в трьох колонках зберiгається значення часу моделювання та дисперсiй кон-
центрацiй двох елементiв. Потiм формується рисунок, на якому вiдображаю-
ться вiдповiднi залежностi. Рисунки можуть бути у форматi PNG (Portable
Network Graphics) — растровий формат збереження графiчної iнформацiї,
що використовує стиснення без втрат або PDF (Portable Document Format)
— формат файлу, створений i пiдтримуваний компанiєю Adobe Systems, для
представлення двовимiрних документiв у незалежному вiд пристрою виведе-
ння та роздiльної здатностi вигляд. Вiдповiдний код є таким:
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1 M=dlmread(’time_dispersions.dat’);
2 x=M(:,1);dispCr=M(:,2);dispAl=M(:,3);
3

4 figure
5 subplot (2,1,1)
6 plot(x,dispCr)
7 title(’Еволюцiя дисперсiї концентрацiї Cr ’)
8 ylabel(’$\langle (\ delta x_{Cr})^2\ rangle $’, ’interpreter ’, ’latex ’);
9 xlabel(’Знерозмiрений час’) % x-axis label

10 saveas(gcf ,’Cr -disp.png’); %% saveas(gcf ,’Cr-disp.pdf ’)
11

12 subplot (2,1,2)
13 plot(x,dispAl)
14 title(’Еволюцiя дисперсiї концентрацiї Al ’)
15 ylabel(’$\langle (\ delta x_{Al})^2\ rangle $’, ’interpreter ’, ’latex ’);
16 xlabel(’Знерозмiрений час’) % x-axis label
17 saveas(gcf ,’Al -disp.png’); %% saveas(gcf ,’Al-disp.pdf ’);
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РОЗДIЛ 5

РЕЗУЛЬТАТИ МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДIННЯ ПРЕЦИПIТАТIВ

Моделювання випадiння преципiтатiв α′-фази хрому проводилося для мо-
дельного сплаву Fe − 30%Cr − 5%Al, який вiдпалювався при температурi
T = 710 K. Далi, базуючись на фазових дiаграмах, отриманих при аналiзi
на стiйкiсть було проведено аналiз динамiки зростання преципiтатiв α′-фази
та проведено аналiз їх статистичних властивостей, таких як середнiй розмiр,
їх кiлькiсть та функцiї розподiлу на рiзних моментах часу.

5.1. Динамiка випадiння преципiтатiв α′-фази хрому

Для аналiзу динамiки утворення вiдкладень хрому та вивчення їх ста-
тистичних характеристик ми проведемо числову симуляцiю на двовимiрнiй
квадратнiй сiтцi з лiнiйним розмiром 128. Оскiльки ми маємо справу з систе-
мою зi збережною динамiкою, середня концентрацiя кожного з елементiв по-
винна залишатись рiвною початковiй. Зафiксуємо температуру процесу вiд-
палювання за значенням T = 710 K та концентрацiю домiшок xCr = 0.3 та
xAl = 0.05, розглядаючи сплав Fe−30%Cr−5%Al. Як початковi умови, оби-
раємо гаусiвський розподiл для кожного поля з малим значенням дисперсiї
вiдносно середнього значення, граничнi умови є перiодичними. Пiд час вивче-
ння процесiв розшарування головним показником їх виникнення є зростання
дисперсiї поля концентрацiї, визначеної у стандартний спосiб за формулою:

〈(δxα)2〉 = 〈x2
α〉 − 〈xα〉2. (5.1)

Ця величина вiдiграє роль параметра порядку у наступних процесах: якщо
〈(δxα)2〉 з плином часу утворюються зони збагачення та виснаження в систе-
мi для концентрацiї вiдповiдного елемента, тобто вiдбувається фазове розша-
рування. Залежностi часу дисперсiй полiв концентрацiї хрому та алюмiнiю
показанi на рис.5.1. Iз наведених залежностей дисперсiй концентрацiйних по-
лiв вiд часу можна побачити, що пiсля певного iнкубацiйного перiоду (t < tc)
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обидва параметри порядку швидко зростають, що означає вiдбування про-
цесiв фазового розшарування, що задається випадiнням преципiтатiв хрому.
Пiсля певного перiоду, темп зростання параметрiв порядку повiльно зменшу-
ється i набуває квазi-стацiонарного значення — параметри порядку повiльно
збiльшуються зi збiльшенням часу теплової обробки. Тут нижня вiсь вiдповiд-
ає безрозмiрному часу; верхня вiсь подає фiзичний час у годинах. Ненульовi
значення параметра порядку для концентрацiї алюмiнiю вказують на впоряд-
кованiсть концентрацiї алюмiнiю. Однак, абсолютнi значення цих параметрiв
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Рис. 5.1 – Еволюцiя дисперсiй концентрацiйних полiв хрому 〈(δxCr)2〉 (а) та
алюмiнiю 〈(δxAl)2〉 (б) у сплавi Fe− 30%Cr − 5%Al при T = 710 K
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порядку на порядок меншi, нiж вiдповiднi значення параметру порядку для
концентрацiї хрому.

Для детального аналiзу динамiки змiни концентрацiй у сплавi пiд час тер-
мiчної обробки, розглянемо знiмки просторового розподiлу концентрацiй хро-
му та алюмiнiю в рiзнi моменти часу на початкових етапах, що показано на
рис.5.2. Тут показанi концентрацiї обох елементiв у вiдтiнках сiрого вiд бiлого
(нуль) до чорного (максимальне значення концентрацiї вiдповiдного елемен-
та: 0,1 для алюмiнiю та 1 для хрому). Як можна побачити, з плином часу
видiляються дiлянки, якi збагаченi та зменшенi у концентрацiї домiшок вiд-
носно однорiдного розподiлу (тверде розчин). Таким чином, пiсля 22 годин
вiдпалу вiдбувається видiлення хромових включень. У той же час, алюмiнiй
однорiдно розподiлений у матрицi (поза включеннями). Кiлькiсть включень
та їх розмiр збiльшується з часом. На цьому етапi всi утворенi включення ха-
рактеризуються майже однаковим розмiром. З подальшим вiдпалом цi вклю-
чення продовжують рости та взаємодiяти мiж собою. Детальне зображення
еволюцiї мiкроструктури на пiзнiших етапах представлене на рис. 5.3. Воно
показує, що маленькi включення розчиняються, тодi як великi продовжують
рости. Загальна кiлькiсть включень зменшується з часом, а дисперсiя їх роз-
мiрiв збiльшується. Цей процес є нескiнченним, оскiльки обидва параметри
порядку 〈(δxCr)2〉 та 〈(δxAl)2〉 повiльно зростають з часом.

Отже, зростання параметра порядку для поля концентрацiї алюмiнiю озна-
чає, що хромовi вiдкладення не мiстять алюмiнiй, який знаходиться у матри-
чнiй фазi, тодi як алюмiнiй однорiдно розподiлений у матрицi.

5.2. Статистичний аналiз преципiтатiв

Статистичний аналiз преципiтатiв хрому полягав у визначеннi середнього
радiусу преципiтатiв та їх кiлькостi у певний момент часу. Вiдомо, що сере-
днiй радiус преципiтату зростає за степеневим законом iз часом iз показни-
ком 1/3. Окрiм того важливим при цьому є встановлення закону розподiлу
преципiтатiв за розмiрами. У такому дослiдженнi розподiл преципiтатiв за



48

Фiзичний час = 17 годин

Фiзичний час = 22 години

Фiзичний час = 23 годин

Фiзичний час = 57 годин

Рис. 5.2 – Iлюстрацiї еволюцiї просторового розподiлу хрому (лiворуч) та
алюмiнiю (праворуч) у сплавi Fe− 30%Cr − 5%Al при T = 710 K на стадiї

формування преципiтатiв
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Фiзичний час = 86 годин

Фiзичний час = 115 годин

Фiзичний час = 173

Фiзичний час = 230 годин

Рис. 5.3 – Iлюстрацiї еволюцiї просторового розподiлу хрому (лiворуч) та
алюмiнiю (праворуч) в сплавi Fe− 30%Cr − 5%Al при T = 710 K на етапi

зростання преципiтатiв
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Рис. 5.4 – Еволюцiя середнього радiуса преципiтатiв (а) та їх кiлькостi (б) в
сплавi Fe− 30%Cr − 5%Al при T = 710 K

розмiрами зручно подавати у знерозмiреному виглядi. Такий закон має бу-
ти незалежним вiд часу, тобто унiверсальним на часових iнтервалах, коли
спостерiгається степеневе зростання середнього розмiру преципiтату.

На рис.5.4 показано динамiку середнього радiуса преципiтатiв та їх кiль-
костi. Обчислення розподiлу проводилося з використанням пакету GWYDDION.
Тут файл значень концентрацiї подавався як вихiдний для обробки методами
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Рис. 5.5 – Розподiл преципiтатiв за розмiрами Rp/〈Rp〉 в рiзнi моменти часу
в сплавi Fe− 30%Cr − 5%Al при температурi T = 710 K

пакету GWYDDION. Iз отриманих результатiв видно, що на початкових етапах
рошарування, кiлькiсть преципiтатiв та їх середнiй радiус швидко зростають
з часом - етап формування преципiтатiв. При подальшому вiдпалi реалiзу-
ється етап зростання (загрублення) преципiтатiв, коли їх середнiй лiнiйний
розмiр продовжує зростати, а кiлькiсть падає. Варто зауважити, що на етапi
загрублення преципiтатiв, коли їх кiлькiсть монотонно зменшується, сере-
днiй радiус збiльшується згiдно з законом Лiфшиця-Сльозова-Вагнера [5], як
〈Rp〉 ∝ t1/3; загальна кiлькiсть видiлень на цьому етапi експоненцiйно змен-
шується. Розподiли преципiтатiв α′-фази хрому за розмiрами Rp/〈Rp〉 в рiзнi
моменти часу на стадiї зростання представленi символами на рис.5.5. Бачимо,
що отриманi данi з числового експерименту для рiзних часiв майже не вiдрi-
зняються одне вiд одного, що свiдчить про певну унiверсальнiсть розподiлу
розмiрiв преципiтатiв. Суцiльна крива показує розподiл Лiфшиця-Сльозова-
Вагнера, який для аргументу u = Rp/〈Rp〉 має вигляд:

f(u) =


4

9
u2

(
3

3 + u

)7/3(
3/2

3/2− u

)11/3

exp

(
u

u− 3/2

)
, u < 3/2

0, u ≥ 3/2

. (5.2)
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Цей розподiл є нормалiзованим та унiверсальним i характеризується вiдсу-
тнiстю будь-яких параметрiв апроксимацiї. Видно, що отриманi числовi да-
нi добре узгоджуються з розподiлом Лiфшиця-Сльозова-Вагнера. При цьо-
му за теорiєю Лiфшиця-Сльозова-Вагнера середнiй радiус видiлень 〈Rp〉 має
зростати як 〈Rp〉 ∝ t1/3. При цьому вiдбувається експоненцiальне спадання
кiлькостi преципiтатiв при, що пов’язується iз їх поєднанням, спричиненим
слабкою взаємодiєю мiж собою.
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ВИСНОВКИ

Висновки квалiфiкацiйної роботи є такими.

1 Розроблено математичну модель на основi перетворення Фур’є для до-
слiдження випадiння утворень хрому з однорiдного твердого розчину у
трикомпонентнiй системi Fe-Cr-Al.

2 При аналiзi на стiйкiсть отримано та проаналiзовано фазовi дiаграми,
де областi температур та концентрацiй хрому та алюмiнiю, за яких мо-
жливим є випадiння преципiтатiв хрому.

3 Створено розрахунковий модуль для моделювання фазового розшарува-
ння у потрiйнi системi Fe-Cr-Al iз використанням бiблiотек функцiй для
дослiджуваного сплаву.

4 Проведено числовi експерименти по випадiнню преципiтатiв хрому на
основi даних аналiзу на стiйкiсть при заданому складi компонентiв спла-
ву та температури.

5 Проаналiзовано вiдповiднi часовi залежностi дисперсiй концентрацiй та
визначено унiверсальний закон росту середнього розмiру преципiтатiв
хрому, їх кiлькостi, та отримано функцiї розподiлу преципiтатiв хрому
за розмiрами. Встановлено степеневий закон росту розмiрiв преципiтатiв
з показником 1/3. Показано унiверсальнiсть розподiлу преципiтатiв за
розмiрами.

Роботу виконано в строк i повнiстю.
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ДОДАТОК A
Лiстинги програм для моделювання

Лiстинг програми в MAPLE для отримання показникiв стiйкостi дiаграм
наведено нижче.
restart;

R := 8.3144598;

G0 := G_Fe_Ref*xFe+G_Cr_Ref*xCr+G_Al_Ref*xAl+L0_FeCr*xFe*xCr+L0_CrAl*xCr*xAl+L0_FeAl*xFe*xAl

+R*T*(xFe*ln(xFe)+xCr*ln(xCr)+xAl*ln(xAl));

G_Fe_Ref := 1225.7+124.134*T-23.5143*T*ln(T)-0.439752e-2*T*T-(0.589269e-7*T*T)*T+77358.5/T;

G_Cr_Ref := -8856.94+157.48*T-26.908*T*ln(T)+0.189435e-2*T*T-(0.147721e-5*T*T)*T+139250/T;

G_Al_Ref := -1193.24+218.235446*T-38.5844296*T*ln(T)+0.18531982e-1*T*T

-(0.576227e-5*T*T)*T+74092/T;

L0_FeCr := 20500-9.68*T;

L0_CrAl := -54900+10*T;

L0_FeAl := -122452.9+31.6455*T;

kappa := (1/6)*L0_FeCr; a0 := 0.286e-9; l := 1.0*a0;

DFe := 0.28e-3*exp(-251000/(R*T)); MFe := DFe/(R*T)*(R*T/D0);

DCr := 0.37e-2*exp(-267000/(R*T)); MCr := DCr/(R*T)*(R*T/D0);

DAl := 0.52e-3*exp(-246000/(R*T)); MAl := DAl/(R*T)*(R*T/D0);

D0 := DAl;

MCrCr := xCr*(((1-xCr)*(1-xCr))*MCr+xCr*xAl*MAl+xCr*xFe*MFe);

MAlAl := xAl*(((1-xAl)*(1-xAl))*MAl+xCr*xAl*MCr+xAl*xFe*MFe);

MCrAl := xCr*xAl*(xFe*MFe-(1-xCr)*MCr-(1-xAl)*MAl);

MAlCr := MCrAl;

kappa := kappa*a0^2/(R*T*l^2);

f := G0/(R*T);

xFe := 1.0-xCr-xAl; G0;

phiAl := diff(f, xAl);

phiCr := diff(f, xCr);

dphiCrdCr := diff(phiCr, xCr);

dphiCrdAl := diff(phiCr, xAl);

dphiAldCr := diff(phiAl, xCr);

dphiAldAl := diff(phiAl, xAl);

fCr := -(k*k)*(MCrCr*(dphiCrdCr*cCr+dphiCrdAl*cAl+(kappa*k*k)*(2*cCr+cAl))

+MCrAl*(dphiAldCr*cCr+dphiAldAl*cAl+(kappa*k*k)*(2*cAl+cCr)));

fAl := -(k*k)*(MAlAl*(dphiAldCr*cCr+dphiAldAl*cAl+(kappa*k*k)*(2*cAl+cCr))

+MCrAl*(dphiCrdCr*cCr+dphiCrdAl*cAl+(kappa*k*k)*(2*cCr+cAl)));

A11 := diff(fCr, cCr);

A12 := diff(fCr, cAl);

A21 := diff(fAl, cCr);

A22 := diff(fAl, cAl);

eq := (A11-lambda)*(A22-lambda)-A12*A21;

xCr := .3; xAl := 0.5e-1; xFe := 1-xCr-xAl;
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L := solve(eq = 0, lambda);

with(plots);

plot3d(L[1], k = 0 .. 1.5, T = 200 .. 1000);

Лiстинг програми в С++ для отримання фазової дiаграми в осях концен-
трацiй рому та алюмiнiю наведено нижче

1 #include <stdlib.h>
2 #include <stdio.h>
3 #include <math.h>
4 #include <string.h>
5 #include <cmath >
6

7 const double R = 8.3144598;
8 const double dT = 1.0, dxCr = 1E-2, dxAl = 1E-4;
9

10 double T;
11 double a0 = 2.86E-10;
12 double ell;
13 double kappa;
14 double xCr , xAl , xFe;
15 double M, MCrCr , MCrAl , MAlAl;
16 double d2fdCr2 , d2fdCrdAl , d2fdAl2;
17 double L0_FeCr , L0_CrAl , L0_FeAl;
18 double G, D0;
19 double k;
20 double dk = 1.0E-4;
21 char cCr [1024] , cAl [1024] , fname [1024] , cT [1024];
22 int flag;
23 FILE *f;
24

25 void parameters ()
26 {
27 double G_Fe_Ref = 1225.7 + 124.134*T - 23.5143*T*log(T) - 0.439752E-2*T*T
28 - 0.589269E-7*T*T*T + 77358.5/T;
29 double G_Cr_Ref = - 8856.94 + 157.48*T - 26.908*T*log(T) + 0.189435E-2*T*T
30 - 0.147721E-5*T*T*T + 139250.0/T;
31 double G_Al_Ref = - 1193.24 + 218.235446*T - 38.5844296*T*log(T) +
32 0.18531982E-1*T*T - 0.576227E-5*T*T*T + 74092.0/T;
33 L0_FeCr = 20500 - 9.68*T;
34 L0_CrAl = - 54900 + 10.0*T;
35 L0_FeAl = -122452.9 + 31.6455*T;
36 kappa = (a0*a0*L0_FeCr /6.0)/(R*T*ell*ell);
37 double DFe = 0.28E-3*exp ( -251000/(R*T));
38 double DCr = 0.37E-2*exp ( -267000/(R*T));
39 double DAl = 0.52E-3*exp ( -246000/(R*T));
40 D0 = DAl;
41 double MFe = DFe/(R*T)*(R*T/D0);
42 double MCr = DCr/(R*T)*(R*T/D0);
43 double MAl = DAl/(R*T)*(R*T/D0);
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44 MCrCr = xCr *(((1.0 - xCr)*(1.0 - xCr))*MCr + xCr*xAl*MAl + xCr*xFe*MFe);
45 MAlAl = xAl *(((1.0 - xAl)*(1.0 - xAl))*MAl + xCr*xAl*MCr + xAl*xFe*MFe);
46 MCrAl = xCr*xAl*(xFe*MFe - (1.0 - xCr)*MCr - (1.0 - xAl)*MAl);
47

48 d2fdCr2 = ( -2.0* L0_FeCr + R*T*(1.0/(1.0 - xCr - xAl) + 1.0/ xCr))/(R*T);
49 d2fdCrdAl = (-L0_FeCr + L0_CrAl - L0_FeAl + R*T/(1.0 - xCr - xAl))/(R*T);
50 d2fdAl2 = ( -2.0* L0_FeAl + R*T*(1.0/(1.0 - xCr - xAl) + 1.0/ xAl))/(R*T);
51 G = N*K*ell*ell/D0;
52 }
53

54 double A11(double k)
55 {
56 double a = -k*k*(MCrCr *(2.0*k*k*kappa + d2fdCr2) + MCrAl *(k*k*kappa +

d2fdCrdAl));
57 return(a);
58 }
59

60 double A12(double k)
61 {
62 double a = -k*k*(MCrCr *(k*k*kappa + d2fdCrdAl) + MCrAl *(2.0*k*k*kappa +

d2fdAl2));
63 return(a);
64 }
65

66 double A21(double k)
67 {
68 double a = -k*k*(MAlAl *(k*k*kappa + d2fdCrdAl) + MCrAl *(2.0*k*k*kappa +

d2fdCr2));
69 return(a);
70 }
71

72 double A22(double k)
73 {
74 double a = -k*k*(MAlAl *(2.0*k*k*kappa + d2fdAl2) + MCrAl *(k*k*kappa +

d2fdCrdAl));
75 return(a);
76 }
77

78 double lambda1(double k)
79 {
80 double A = 1.0;
81 double B = -(A11(k) + A22(k));
82 double C = A11(k)*A22(k) - A12(k)*A21(k);
83 double D = B*B - 4.0*A*C;
84 double l;
85 if(D >= 0.0) l = (-B + sqrt(D))/(2.0*A);
86 else l = 0.0;
87 return(l);
88 }
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89

90 double lambda2(double k)
91 {
92 double A = 1.0;
93 double B = -(A11(k) + A22(k));
94 double C = A11(k)*A22(k) - A12(k)*A21(k);
95 double D = B*B - 4.0*A*C;
96 double l;
97 if(D >= 0.0) l = (-B - sqrt(D))/(2.0*A);
98 else l = 0.0;
99 return(l);

100 }
101

102 void spinodal ()
103 {
104 FILE *ftemp = fopen("spinodal.dat","w");
105 double y = 0.0;
106 while(y <= 1.0)
107 {
108 double temp = -1.025000E6*y*( -1.0+y)/( -484.0*y*y+25.0*R+484.0*y);
109 fprintf(ftemp ,"%f\t%f\n",y,temp);
110 y += dxCr;
111 }
112 fclose(ftemp);
113 }
114

115 int main()
116 {
117 T = 710.0;
118 ell = a0;
119 r0 = a0/ell;
120 xAl = 0.05;
121 xCr = 0.3;
122 xFe = 1.0 - xCr - xAl;
123 sprintf(cCr ,"%.0f" ,100*xCr);
124 sprintf(cAl ,"%.0f" ,100*xAl);
125 sprintf(cT,"%.0f",T);
126

127 xAl = 0.0;
128 while(xAl <= 0.01)
129 {
130 xFe = 1.0 - xCr - xAl;
131 parameters ();
132 k = 0.0;
133 while(k < M_PI)
134 {
135 if(( lambda1(k) > 0.0) || (lambda2(k) > 0.0))
136 {
137 flag = 1;
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138 break;
139 }
140 k += dk;
141 }
142 if(flag == 1)
143 {
144 printf("%f\t%f\n",xAl ,xCr);
145 break;
146 }
147 xAl += 0.0001;
148 }
149 return (0);
150 }

Лiстинг 6 – lin-stab.cpp

Лiстинг основної програми моделювання випадiння преципiтатiв хрому у
потрiйному сплавi є таким

1 time0=clock();
2 format long;
3 R=8.31; %% GAS CONSTANT
4 Nx=64; %% NUMBER OF NODES IN X-DIRECTION
5 Ny=64; %% NUMBER OF NODES IN Y-DIRECTION
6 NxNy=Nx*Ny; %% TOTAL NODES NUMBER
7 dx=1.0; %% SPACE STEP
8 dy=1.0; %% SPACE STEP
9 iflag =1;

10 nstep = 1000; %% NUMBER OF ITERATIONS
11 nprint = 100; %% OUTPUT AT NSTEP=nprint
12 dtime =1.0e-5; %% TIME STEP
13 ttime = 0.0; %% START TIME
14 %%% INITIAL CONCENTRATIONSMob
15 x =0.3; y=0.10; z=1-x-y;
16 TK = 650.0; %% TEMPERATURE
17 outfile = sprintf(’Cr -in-Fe -%dCr -% dAl_T%d.gif’,x*100,y*100,TK);
18 outfileDisp = sprintf(’disp(t)Fe -%dCr -%dAl_T%d.dat’,x*100,y*100,TK);
19 out2=fopen(outfileDisp , ’w’);
20 %%% DIFFUSION COEFFICIENTS
21 DFe =2.8E-4*exp ( -251000/R/TK);
22 DCr =3.7E-3*exp ( -267000/R/TK);
23 DAl =5.2E-4*exp ( -246000/R/TK);
24 %%% MOBILITIES
25 mobCrCr=x*((1.0 - x)*(1.0 - x)*DCr + x*z*DFe + y*x*DAl)/DAl;
26 mobAlAl=y*((1.0 - y)*(1.0 - y)*DAl + y*z*DFe + y*x*DCr)/DAl;
27 mobCrAl=x*y*(z*DFe - (1.0 - x)*DCr - (1.0 - y)*DAl)/DAl;
28 %%% LATTICE PARAMETERS
29 a0Al = 4.05E-10;
30 a0Cr = 2.91E-10;
31 a0Fe = 2.86E-10;
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32 a0 = a0Al*y + a0Cr*x + a0Fe*z;
33 ell = a0;
34 ell2 = ell*ell;
35 scaling = ell*ell/DAl;
36 %%% СOEFFICIENT KAPPA
37 L0FeCr = 20500.0 -9.68* TK;
38 kappaFeCr =abs(L0FeCr)/6.0/(R*TK);
39 grad_coef =1.0E5*kappaFeCr *(a0/ell)*(a0/ell);
40 %%% CREATING ARRAYS IN REAL SPACE
41 [conCr]= micro_ch_pre(Nx ,Ny ,x,iflag);
42 [conAl]= micro_ch_pre(Nx ,Ny ,y,iflag);
43 %%% PREPARATION OF FFT
44 [kx ,ky ,k2 ,k4] = prepare_fft(Nx,Ny,dx,dy);
45 %%% TIME STEPS LOOP
46

47

48 for istep =1: nstep
49 ttime = ttime+dtime;
50 %%% MAKE FFT OF CONCENTRATION ARRAYS
51 conCrk= fft2(conCr);
52 conAlk= fft2(conAl);
53 %%% MAKE ARRAYS FOR DERIVATIVES OF THERM.POTENTIALS
54 [dGdconCr ]= free_energCr_fft(Nx ,Ny ,conCr ,conAl ,TK);
55 [dGdconAl ]= free_energAl_fft(Nx ,Ny ,conCr ,conAl ,TK);
56 %%% MAKE FFT OF DERIVATIVES OF THERM.POTENTIALS
57 dGdconCrk = fft2(dGdconCr);
58 dGdconAlk = fft2(dGdconAl);
59 %%% CALCULATION OF FFT -CONCETRATION ON THE NEXT STEP
60 numerCr = dtime*( mobCrCr*k2.* dGdconCrk+mobCrAl*k2.* dGdconAlk);
61 numerAl = dtime*( mobAlAl*k2.* dGdconAlk+mobCrAl*k2.* dGdconCrk);
62 denomCr = 1.0+ dtime*( mobCrCr+mobCrAl)*grad_coef*k4;
63 denomAl = 1.0+ dtime*( mobAlAl+mobCrAl)*grad_coef*k4;
64

65 conCrk = (conCrk -numerCr)./ denomCr;
66 conAlk = (conAlk -numerAl)./ denomAl;
67 %%% OBTAINING CONCETRATION IN REAL SPACE
68 conCr=real(ifft2(conCrk));
69 conAl=real(ifft2(conAlk));
70 %%% CHECK MIN/MAX VALUES FOR CR
71 inrange =(conCr >= 0.999);
72 conCr(inrange) = 0.999;
73 inrange =(conCr < 0.001);
74 conCr(inrange) = 0.001;
75 %%% CHECK MIN/MAX VALUES FOR AL
76 inrange =(conAl >= 0.999);
77 conAl(inrange) = 0.999;
78 inrange =(conAl < 0.001);
79 conAl(inrange) = 0.001;
80 %%% OUTPUT
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81

82 if((mod(istep ,nprint)== 0) || (istep ==1))
83 fprintf(’done step : %5d\n’,istep);
84 %fname = sprintf(’time_%d.dat ’,istep); out1 = fopen(fname ,’w’);
85 sumCr =0; sumAl =0;
86 for i=1:Nx
87 for j=1:Ny
88 %%% WRITE CONCENTRATION OF CR INTO FILE
89 %fprintf(out1 ,’%d %d %14.6e\n’,i,j,conCr(i,j));
90 %%% COMPUTE DISPERSIONS
91 sumCr=sumCr+(x-conCr(i,j))*(x-conCr(i,j));
92 sumAl=sumAl+(y-conAl(i,j))*(y-conAl(i,j));
93 end;
94 end;
95 % fclose(out1);
96 dispersionCr=sumCr/Nx/Ny;
97 dispersionAl=sumAl/Nx/Ny;
98 %%% OUTPUT INTO VTK FILES
99 %%% to write into files uncomment next 2 lines

100 % write_vtk_grid_Cr(Nx ,Ny ,dx ,dy ,istep ,conCr);
101 % write_vtk_grid_Al(Nx ,Ny ,dx ,dy ,istep ,conAl);
102 %%% OUTPUT ON THE SCREEN
103

104 hold off
105 [X0 ,Y0] = meshgrid (1:Nx ,1:Ny);
106 [X1 ,Y1] = meshgrid (1:0.1: Nx);
107 Z1 = interp2(X0 ,Y0 ,conCr ,X1,Y1,’cubic’);
108 SF=surf(X1,Y1 ,Z1);
109 colormap jet;%hsv;
110 shading interp;
111 colorbar
112 axis ([1 Nx 1 Ny])
113 view (0 ,90)
114 mktitle=sprintf(’Fe -%dCr -%dAl при T=%dK’, x*100, y*100, TK

);
115 title({’Динамiка випадiння преципiтатiв Cr: ’,[mktitle ]});
116 ylabel(’$N_y$’, ’interpreter ’, ’latex’);
117 xlabel(’$N_x$’, ’interpreter ’, ’latex’);
118 drawnow ();
119 caxis ([0 1]);
120 h = colorbar;
121 title(h, ’Концентрацiя Cr’);
122 %%%%%%% End output on the screen
123 % frame = getframe (1);
124 % im = frame2im(frame);
125 % [imind ,cm] = rgb2ind(im ,256);
126 % % On the first loop , create the file. In subsequent loops ,

append.
127 % if istep ==1
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128 % imwrite(imind ,cm ,outfile ,’gif ’,’DelayTime ’,0,’loopcount ’,
inf);

129 % else
130 % imwrite(imind ,cm ,outfile ,’gif ’,’DelayTime ’,0,’writemode ’,’

append ’);
131 % end
132

133 %%% OUTPUT DISPERSIONS INTO FILE
134 fprintf(out2 ,’%14.6e %14.6e %14.6e\n’,ttime*istep , dispersionCr ,

dispersionAl);
135 end
136 end
137 compute_time=etime(clock(),time0);
138 fclose(out2);
139 M=dlmread(’time_dispersions.dat’);
140 x=M(:,1);dispCr=M(:,2);dispAl=M(:,3);
141

142 figure
143 subplot (2,1,1)
144 plot(x,dispCr)
145 title(’Еволюцiя дисперсiї концентрацiї Cr ’)
146 ylabel(’$\langle (\ delta x_{Cr})^2\ rangle $’, ’interpreter ’, ’latex ’);
147 xlabel(’Знерозмiрений час’) % x-axis label
148 saveas(gcf ,’Cr -disp.png’); %% saveas(gcf ,’Cr-disp.pdf ’)
149

150 subplot (2,1,2)
151 plot(x,dispAl)
152 title(’Еволюцiя дисперсiї концентрацiї Al ’)
153 ylabel(’$\langle (\ delta x_{Al})^2\ rangle $’, ’interpreter ’, ’latex ’);
154 xlabel(’Знерозмiрений час’) % x-axis label
155 saveas(gcf ,’Al -disp.png’); %% saveas(gcf ,’Al-disp.pdf ’);

Лiстинг 7 – mymain-fft.m

Лiстинг визначення початкових концентрацiй є таким
1 function [ con ] = micro_ch_pre(Nx,Ny,c0 ,iflag)
2 format long;
3 NxNy = Nx*Ny;
4 noise = 0.02;
5 if(iflag == 1)
6 for i=1:Nx
7 for j=1:Ny
8 con(i,j)=c0 + noise *(0.5- rand);
9 end

10 end
11 else
12 con=zeros(NxNy ,1);
13 for i=1:Nx
14 for j=1:Ny
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15 ii=(i-1)*Nx+j;
16 con(ii)=c0 + noise *(0.5- rand);
17 end
18 end
19 end %if
20 end

Лiстинг 8 – micro-ch-pre.m

Лiстинг функцiй обчислення похiдних вiд енергiй є таким
1

2 function [dfdconCr ]= free_energCr_fft(Nx,Ny,conCr ,conAl ,temp)
3 format long;
4 %%%%%% Model 1%%%%%%%%%%%%
5 R=8.31;
6 T=temp;
7 G0Fe = 1225.7 + 124.134*T - 23.5143*T*log(T) - 4.39752E-3*T*T
8 - 5.89269E-8*T*T*T + 77358.5/T;
9 G0Cr = -8856.94 + 157.48*T - 26.908*T*log(T) + 1.89435E-3*T*T

10 - 1.47721E-6*T*T*T + 139250.0/T;
11 G0Al = -1193.24 + 218.235446*T - 38.5844296*T*log(T) + 0.018531982*T*T
12 - 5.764227E-6*T*T*T + 74092.0/T;
13 L0FeCr = 20500.0 - 9.68*T;
14 L0CrAl = - 54900.0 + 10.0*T;
15 L0FeAl = -122452.9 + 31.6455*T;
16 x = conCr;
17 y = conAl;
18 z = 1-conCr -conAl;
19 dfdconCr = G0Cr - G0Fe + (1.0 - y - x)*L0FeCr - x*L0FeCr + y*L0CrAl - y*

L0FeAl
20 + R*T*(log(x) - log (1.0 - y - x));
21 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
22 end

Лiстинг 9 – free-energCr-fft.m

1

2 function [dfdconAl ]= free_energAl_fft(Nx,Ny,conCr ,conAl ,temp)
3 format long;
4 %%%%%% Model 1%%%%%%%%%%%%
5 R=8.31;
6 T=temp;
7 G0Fe = 1225.7 + 124.134*T - 23.5143*T*log(T) - 4.39752E-3*T*T
8 - 5.89269E-8*T*T*T + 77358.5/T;
9 G0Cr = -8856.94 + 157.48*T - 26.908*T*log(T) + 1.89435E-3*T*T

10 - 1.47721E-6*T*T*T + 139250.0/T;
11 G0Al = -1193.24 + 218.235446*T - 38.5844296*T*log(T) + 0.018531982*T*T
12 - 5.764227E-6*T*T*T + 74092.0/T;
13 L0FeCr = 20500.0 - 9.68*T;
14 L0CrAl = - 54900.0 + 10.0*T;
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15 L0FeAl = -122452.9 + 31.6455*T;
16 x = conCr;
17 y = conAl;
18 z = 1-conCr -conAl;
19 dfdconAl = G0Al - G0Fe - x*L0FeCr + x*L0CrAl + (1.0 - y - x)*L0FeAl - y*

L0FeAl
20 + R*T*(log(y) - log (1.0 - y - x));
21 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
22 end

Лiстинг 10 – free-energAl-fft.m

1 function [ ] = write_vtk_grid_Cr(nx,ny,dx ,dy ,istep ,data1)
2 format long
3 fname = sprintf(’timeCr_%d.vtk’,istep);
4 out =fopen(fname ,’w’);
5 nz=1;
6 npoin =nx*ny*nz;
7 % start writing ASCII VTK file:
8 % header of VTK file
9 fprintf(out ,’# vtk DataFile Version 2.0\n’);

10 fprintf(out ,’time_10.vtk\n’);
11 fprintf(out ,’ASCII\n’);
12 fprintf(out ,’DATASET STRUCTURED_GRID\n’);
13 %--- coords of grid points:
14 fprintf(out ,’DIMENSIONS %5d %5d %5d\n’,nx ,ny,nz);
15 fprintf(out ,’POINTS %7d float\n’,npoin);
16 for i = 1:nx
17 for j = 1:ny
18 x =(i-1)*dx;
19 y =(j-1)*dy;
20 z = 0.0;
21 fprintf(out , ’%14.6e %14.6e%14.6e\n’,x,y,z);
22 end
23 end
24 %--- write grid point values:
25 fprintf(out ,’POINT_DATA %5d\n’,npoin);
26 fprintf(out ,’SCALARS CON float 1\n’);
27 fprintf(out ,’LOOKUP_TABLE default\n’);
28 for i = 1:nx
29 for j = 1:ny
30 ii=(i-1)*nx+j;
31 fprintf(out ,’%14.6e\n’,data1(i,j));
32 end
33 end
34 fclose(out);
35 end

Лiстинг 11 – write-vtk-grid-Cr.m


