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ПЕРЕДМОВА

Цей навчальний посiбник мiстить основнi математичнi кон-
цепцiї класичного машинного навчання, детальний огляд основних
видiв завдань машинного навчання та методiв їх розв’язання, а та-
кож приклади задач iз їх розв’язуванням. Окремо для кожного ме-
тоду наведено поставлення задачi для практичної роботи i приклад
поданняi результатiв реалiзацiї кожного алгоритму.

Для полегшення сприйняття матерiалу, викладеного в цьо-
му навчальному посiбнику вважається, що читач ознайомлений з
основами лiнiйної алгебри, зокрема, з аспектами роботи з вектора-
ми та матрицями; основами математичного аналiзу, статистичного
аналiзу та методами оптимiзацiї. Для виконання практичних ро-
бiт слухачi повиннi мати навички програмування, зокрема мовою
Python.

У першому роздiлi викладенi основнi концепцiї машинного
навчання, основнi поняття, типи задач машинного навчання та на-
веденi приклади прикладних задач. У другому роздiлi наведено ма-
тематичну формалiзацiю проблеми машинного навчання. У роздi-
лах 3 та 4 обговорюються задачi машинного навчання з учителем:
регресiя та класифiкацiя. Для задач класифiкацiї розглянуто чоти-
ри основних методiв: дерева прийняття рiшень, k-найближчих сусi-
дiв, метод опорних векторiв та метод логiстичної регресiї. Роздiли
5–7 мiстять огляд методiв навчання без учителя. Зокрема, у роздiлi
5 проведено детальний розбiр методiв зменшення розмiрностi даних
та видiлення головних компонент. У роздiлi 6 обговорюються задачi
кластеризацiї. Тут проведено огляд основних методiв k-середнiх та
DBSCAN. Роздiл 7 стосується задачi пошуку асоцiативних, де роз-
глянуто два основнi алгоритми, Apriori та FP-дерева. У роздiлi 8
наведено огляд ансамблевих методiв навчання, де зосереджено ува-
гу на двох типах ансамблiв, а саме, беггенгу та бустiнгу. Останнiй
роздiл стосується огляду методiв навчання з пiдкрiпленням.

Автор висловлює вдячнiсть Олександру Алфiмову – дире-
ктору IT компанiї «CPCS» та backend-розробнику компанiї «CPCS»
Iгорю Князю за консультацiї та допомогу в структуруваннi цього
навчального посiбника.
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Роздiл 1

Вступ до машинного навчання

Машинне навчання (Machine Learning, ML) – роздiл штучно-
го iнтелекту, присвячений розумiнню та розробленню методiв, що
дозволяють машинам «навчатися», тобто методiв, у яких викори-
стовують данi для покращання продуктивностi комп’ютера в пев-
ному наборi завдань. Алгоритми машинного навчання створюють
модель на основi вибiркових даних, вiдомих як навчальнi данi, щоб
робити прогнози чи ухвалювати рiшення без явного програмування
для цього. Алгоритми машинного навчання використовують у ши-
рокому спектрi завдань, таких як медицина, фiльтрацiя електронної
пошти, розпiзнавання мовлення, сiльське господарство, виявлення
шахрайства, виявлення загроз зловмисного програмного забезпече-
ння, автоматизацiя бiзнес-процесiв, комп’ютерний зiр, проєктуван-
ня безпiлотних апаратiв тощо, де важко або неможливо розробити
звичайнi алгоритми для виконання необхiдних завдань. Машинне
навчання, яке застосовують у бiзнес-проблемах, також називають
прогнозною аналiтикою.

Машинне навчання дає компанiям уявлення про тенденцiї
поведiнки клiєнтiв i бiзнес-операцiйнi моделi, а також пiдтримує
розроблення нових продуктiв. Багато провiдних сучасних компа-
нiй, таких як Facebook, Google i Uber, роблять машинне навчання
центральною частиною своєї дiяльностi. Машинне навчання стало
значним конкурентоспроможним фактором для багатьох компанiй.
Машинне навчання тiсно пов’язане з обчислювальною статистикою,
зосереджуваною на прогнозуваннi за допомогою комп’ютерiв, але
не все машинне навчання є статистичним навчанням. Вивчення ма-
тематичної оптимiзацiї надає методи, теорiю та сфери застосування
в галузi машинного навчання. Iнтелектуальний аналiз даних є спо-
рiдненою галуззю дослiдження, що базується на дослiдницькому
аналiзуваннi даних за допомогою навчання.
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1.1 Основнi поняття

Перш нiж говорити про навчання, почнемо з аналiзу термi-
нологiї. Data Science (наука про данi) – це загальне найменува-
ння дисциплiн iз вивчення даних, Machine Learning (машинне
навчання) – це пiдроздiл Data Science,що займається розбудо-
вою розумних моделей. Такi моделi можна використовувати для
передбачення купiвлi товару користувачем, рекомендацiй у соцме-
режах (рекомендацiйнi системи), розпiзнавання зображень тощо.
Data Science-спецiалiсти займаються дослiдженнями. В iноземних
компанiях такiй посадi вiдповiдають позицiї research-iнженерiв –
це переважно математики, якi працюють iз теоретичною частиною
алгоритмiв та дослiджують рiзноманiтнi закономiрностi. Machine
Learning-iнженери, у свою чергу, займаються побудовою моделей
з урахуванням одержаних даних. Але в деяких країнах такий по-
дiл iснує лише теоретично. В Українi Data Science та Machine
Learning ранiше використовували як слова-синонiми, та цi понят-
тя вже починають роздiляти. У наших реалiях вакансiї, де необхi-
дне знання Machine Learning, найчастiше називають Data Scientist
i навпаки. Тому, для успiшної роботи з даними, необхiдно освоїти й
те, й iнше.

Iнтелектуальнi систе-
ми без здатностi до на-
вчання ухвалюють рiшення на
основi даних, якi до них над-
ходять, i правил, написаних
людиною-програмiстом. Напри-
клад, калькулятор може дода-
ти 2 до 2, тому що хтось запро-
грамував для нього правила до-
давання. Для цього комп’ютеру
не довелося вивчати тисячi при-
кладiв додавання, програмiст просто знав, як це працює, i пере-
клав мовою, зрозумiлою комп’ютеру. Це прекрасно працює, коли
сам програмiст знає правила, якi хоче запрограмувати.
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Проте, в реальному жит-
тi це не завжди так. Програмiст
не завжди знає, за якими са-
ме правилами повинна працю-
вати програма. I тут на допомо-
гу приходять системи з машин-
ним навчанням на основi при-
кладiв. Основна їх властивiсть
– це здатнiсть знаходити прави-
ла, використовуючи наявнi при-
клади.

Машинне навчання (МН) – це роздiл штучного iнтелекту.

Штучний iнтелект – назва всiєї галузi знань, наприклад
бiологiя, фiзика чи хiмiя.

Машинне навчання – роздiл штучного iнтелекту.
Нейроннi мережi (нейромережi) – один iз видiв машин-

ного навчання. Популярний, проте iснують й iншi.
Глибоке (глибинне) навчання – архiтектура нейромереж,

один з пiдходiв до їх побудови та навчання.
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1.1.1 Три складовi навчання

Наука 
про 
дані

Аналіз 
даних Класичне 

програмування

МН

Алгоритми

Дані Ознаки

Мета машинного навчання –
передбачити результат за вхiдними да-
ними. Чим рiзноманiтнiшi вхiднi да-
нi, тим простiше машинi знайти зако-
номiрностi й тим точнiший результат.
Отже, якщо ми хочемо навчити маши-
ну, нам потрiбнi три речi: данi, ознаки,
алгоритми.

Данi.Хочемо виявляти спам – потрiбнi приклади спам-листiв;
передбачати курси акцiй – потрiбна iсторiя цiн; дiзнатися iнтереси
користувача – потрiбнi його «лайки» або «пости». Даних потрiбно
якомога бiльше. Їх збирають по рiзному: вручну – процес тривалi-
ший, даних менше, зате без помилок; автоматично – просто «злива-
ють» машинi все, що знайшлося. Наприклад, google використовує
своїх користувачiв для безкоштовної розмiтки: ReCaptcha, яка про-
сить «знайти на фотографiї всi дорожнi знаки», – це воно i є.

Ознаки (features) – властивостi, характеристики. Ними
можуть бути пробiг автомобiля, стать користувача, цiна акцiй, на-
вiть лiчильник частоти появи слова у текстi. Машина повинна зна-
ти, на що їй конкретно дивитися. Добре, коли данi просто лежать
в таблицях – назви їх колонок i є ознаками. Коли ознак багато, мо-
дель працює повiльно й неефективно. Найчастiше вiдбiр правиль-
них (принципових, основних) ознак займає бiльше часу, нiж усе iн-
ше навчання. Але бувають i зворотнi ситуацiї, коли користувач сам
вирiшує вiдiбрати лише «правильнi» на його погляд, ознаки i вно-
сить у модель суб’єктивнiсть – модель починає помилятися.

Алгоритми. Зазвичай одну й ту задачу майже завжди мо-
жна розв’язати рiзними методами (способами). Вiд вибору методу
залежать точнiсть, швидкiсть роботи i розмiр готової моделi. Але
є один нюанс: якщо данi «бруднi» (нечiткi, неточнi, з пропусками),
то навiть найкращий алгоритм не допоможе. У такому разi реко-
мендують зiбрати як можна бiльше даних.
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1.1.2 Карта машинного навчання

Загалом карту свiту машинного навчання можна подати та-
ким способом:
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Видiляють чотири основнi типи машинного навчання.

Класичне навчання подiляють на навчання «з учителем» та
навчання «без учителя».
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Навчання з учителем (Supervised Learning)

У цьому разi машина
має «наставника» – учителя,
який говорить їй, як правиль-
но вчинити. Вчитель заздале-
гiдь вiдмiчає всi потрiбнi данi,
щоб машина навчалася на кон-
кретних прикладах. Так вiн по-
казує, що на цiй свiтлинi авто-
мобiль, на iншiй – велосипед.

Учителем не завжди буває програмiст, який стоїть над ма-
шиною й контролює кожну її дiю. У термiнах машинного навчання
вчитель – це саме втручання людини в процес оброблення iнфор-
мацiї. З учителем машина навчається набагато краще й швидше,
тому для виконання практичних завдань такi алгоритми викори-
стовують частiше.

Навчання без учителя (Unsupervised Learning)

У навчаннi без учителя
машинi просто вивалюють ку-
пу фотографiй на стiл i кажуть:
«розберися, що тут до чого».
Данi в такому разi не розмiченi,
i машина сама намагається зна-
йти закономiрностi. На практи-
цi такi алгоритми використову-
ють рiдше, зазвичай як методи
аналiзування та пiдготовки даних, а не як основний алгоритм, що
виконує конкретнi завдання за допомогою цих даних. У разi, якщо
розмiчення даних неможливе, вдаються до методiв навчання без
учителя.
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Ансамблевi методи

Основна iдея – вико-
ристання паралельно чи по-
слiдовно декiлькох стандар-
тних методiв навчання для
одержання бiльш якiсного
результату роботи алгори-
тму.

Сьогоднi використо-
вують для:

• всього, де можна скористатися класичними алгоритмами;

• пошуковi системи;

• розпiзнавання об’єктiв.

Навчання з пiдкрiпленням (Reinforcement Learning)

Навчання з пiдкрiпленням менше подiбне до попереднiх ви-
дiв, оскiльки нагадує швидше той штучний iнтелект, яким нас на-
магаються вразити у фантастичних фiльмах. Такi алгоритми ви-
користовують не там, де потрiбно проаналiзувати данi, а там, де
потрiбно вижити в реальному середовищi.

Середовищем може бу-
ти що завгодно: як реальний
свiт, так i симуляцiя, i навiть
комп’ютерна гра. Наприклад,
iснують роботи, якi навчилися
грати в рiзнi iгри, просто по-
ринувши в середовище, або ав-
топiлот Tesla, який у симуляцiї
вчиться не збивати пiшоходiв.

Знання про довкiлля таким роботам кориснi, але знати весь
свiт їм необов’язково. Завдання таких машин – не розрахувати всi
ходи, а мiнiмiзувати помилки або максимiзувати вигоду. Навчан-
ня з пiдкрiпленням дуже подiбне до реального навчання людей –
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машину карають за помилки i заохочують за правильнi вчинки. На-
приклад, кiлькiсть комбiнацiй у грi Го перевищує кiлькiсть атомiв у
Всесвiтi, тому всi комбiнацiї машинi запам’ятати неможливо. Алго-
ритм AlphaGo просто обирає найкращий вихiд iз ситуацiї, що скла-
лася, i робить це краще за людину. Успiхи машин у комп’ютерних
iграх, спортi або технологiї автопiлота мають досить ефективний
вигляд. Та насправдi алгоритмiв навчання з пiдкрiпленням не так
багато, цей напрямок лише починає розвиватися. Саме тому за ни-
ми, безсумнiвно, майбутнє.

Нейроннi мережi

Будь-яка нейромере-
жа – це набiр нейронiв i
зв’язкiв мiж ними. Нейрон
найкраще уявляти собi про-
сто як функцiю з великою
кiлькiстю входiв i одним ви-
ходом. Завдання нейрона –
взяти цифри зi своїх входiв,
виконати над ними функцiю
i вiддати результат на вихiд.
Простий приклад корисного
нейрона: знайти суму всiх цифр iз входiв i якщо їх сума бiльша за
N видати на вихiд одиницю, iнакше – нуль.

Зв’язки – це канали,
через якi нейрони надсила-
ють один одному цифри. Ко-
жний зв’язок має свою вагу
– її єдиний параметр, який
можна умовно уявити як мi-
цнiсть зв’язку. Якщо через
зв’язок iз вагою 0,5 прохо-
дить число 10, воно перетворюється на 5. Сам нейрон не розбира-
ється, що до нього надiйшло й пiдсумовує все. Ваги потрiбнi, щоб
керувати, на якi входи нейрон повинен реагувати, а на якi – нi.
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Щоб мережа не перетворилася на анархiю, нейрони вирiши-
ли пов’язувати не як завгодно, а шарами. Всерединi одного шару
нейрони нiяк не пов’язанi, але з’єднанi з нейронами попереднього
й наступного шарiв. Данi в такiй мережi розмiщенi точно в одному
напрямку – вiд входiв першого шару до виходiв останнього.

Перенесення навчання (Transfer learning)

. Навчаємо модель для однiєї проблеми й використовуємо
результат навчання для модифiкацiї даних вiд iншої. Наприклад,
фiльтр, за допомогою якого ви робите селфi подiбними до творiнь
Вiнсента ван Гога та який домальовує заячi вуха у вiдеоконференцiї
або змушує Обаму вимовляти вашi слова його ж голосом i з його
мiмiкою.

1.1.3 Освоєння машинного навчання

Процес вивчення Data Science та Machine Learning можна
подiлити на чотири блоки:

1

2

3

4

Математика – основа DataScience та машинного навчання
Знадобиться для глибинного розуміння аналізу даних
та принципівMachineLearning

Мова програмування

Базові алгоритми машинного навчання

Deep learning (нейронні мережі)

Математика. Для початку давайте розберемося, чи потрi-
бна математика в роботi з Data Science i Machine Learning. Коро-
ткою вiдповiддю буде: так, потрiбна. Безумовно, є багато прикладiв
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того, як успiшнi Data Scientists займають призовi мiсця на Кaggle-
змаганнях, не маючи технiчної освiти. Але навiть вони погодяться,
що знання математики дає значну перевагу в роботi з Data Science.
Незважаючи на те, що майже всi алгоритми реалiзуються в бiблiо-
теках Python, розумiння базових математичних концепцiй значно
спростить ваше навчання та виконання прикладних завдань. Крiм
того, в бiльшостi статей про машинне навчання мiстяться матема-
тичнi викладки, читати якi без знань математики буде важко.

Для успiшної роботи мiнiмально потрiбно розумiти чотири
роздiли математики:

• основи лiнiйної алгебри;

• основи математичного аналiзу (iнтегрування, похiднi та ча-
стиннi похiднi);

• методи оптимiзацiї;

• основи теорiї ймовiрностей та математичної статистики.

Мова програмування. Для роботи з даними ви повиннi
вмiти програмувати. Наприклад, щоб завантажити данi, розпар-
сити, синтезувати новi ознаки або втiлити в життя будь-яку iншу
вашу iдею. Основною мовою програмування бiльшостi Data Science
фахiвцiв є Python, яка сама по собi дуже проста i в нiй реалiзовано
безлiч бiблiотек для оброблення та аналiзування даних.

Базовi алгоритми.Для того щоб освоїти принципи машин-
ного навчання, необхiдно знати основнi наявнi класи задач Machine
Learning, алгоритми та якi пiдходи дозволяють вирiшити той чи
iнший клас задач. Також необхiдно розрiзняти алгоритми рiзних
спецiалiзацiй, розумiти їх переваги та недолiки. Машинне навчан-
ня є практичною дисциплiною, тому дуже важливо застосовувати
здобутi знання на реальних даних. На платформi Kaggle можна
знайти безлiч датасетiв, на яких можна розiбрати рiшення iнших
учасникiв та попрактикувати свої аналiтичнi навички. I згодом мо-
жна спробувати це зробити на якомусь вiдкритому конкурсi.

Deep learning. Маючи базове розумiння принципiв машин-
ного навчання i знання Python, можна розпочинати вивчення Deep
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Learning. Це один iз роздiлiв машинного навчання, основою якого
є використання нейронних мереж.

1.1.4 Основнi бiблiотеки Python для машинного
навчання

Сьогоднi iснує величезна кiлькiсть бiблiотек для машинного
та глибокого навчання. Щоб полегшити завдання вибору, ми роз-
глянемо лише найпопулярнiшi та найнеобхiднiшi бiблiотеки, якi по-
кривають усi базовi потреби для початку роботи з Machine Learning
та Deep Learning.

NumPy: багатовимiрнi масиви та лiнiйна алгебра
Основний функцiонал NumPy полягає в пiд-

триманнi багатовимiрних масивiв даних та швидких
алгоритмiв лiнiйної алгебри. Саме тому NumPy –
ключовий компонент Scikit-learn, SciPy та Pandas.
Зазвичай NumPy використовують як допомiжну бi-
блiотеку для виконання рiзних математичних операцiй iз структу-
рами даних Pandas, тому варто вивчити її базовi можливостi.

Pandas: вилучення та пiдготовка даних
Аналiзування та пiдготовка даних найчастi-

ше займають бiльшу частину часу при виконаннi
завдань машинного навчання. Данi можуть бути
одержанi в CSV, JSON, Excel або iншому структуро-
ваному (або не дуже) форматi, i виникає необхiднiсть обробити їх,
для того щоб застосовувати в моделях машинного навчання. Для
цього використовують бiблiотеку Pandas. Це потужний iнструмент,
що дозволяє швидко аналiзувати, модифiкувати та готувати данi
для подальшого використання в iнших бiблiотеках, таких як Scikit-
learn, TensorFlow або PyTorch. У Pandas можна завантажувати да-
нi з рiзних джерел: SQL-баз, CSV-, Excel-, JSON-файлiв та iнших
менш популярних форматiв. Коли данi завантаженi в пам’ять, iз
ними можна виконувати безлiч рiзних операцiй для аналiзування,
трансформацiї, заповнення вiдсутнiх значень та очищення набору
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даних. Pandas дозволяє виконувати безлiч SQL-подiбних операцiй
над наборами даних: об’єднання, групування, агрегування тощо.
Також вона надає вбудований набiр популярних статистичних фун-
кцiй для базового аналiзування.

Matplotlib i Seaborn: побудова графiкiв та вiзуалiзацiя
Matplotlib – це стандартний iнструмент у на-

борi датаiнженера. Вiн дозволяє створювати рiзно-
манiтнi графiки та дiаграми для вiзуалiзацiї одер-
жаних результатiв. Графiки, створенi Matplotlib,
легко iнтегруються в Jupyter Notebook. Це дозволяє вiзуалiзува-
ти данi та результати, одержанi пiд час оброблення моделей. Для
цiєї бiблiотеки створено багато додаткових пакетiв.

Один iз найбiльш популярних – Seaborn. Йо-
го основна перевага – готовий набiр найчастiше ви-
користовуваних статистичних дiаграм i графiкiв.

Scikit-learn – найкраща бiблiотека
для класичних алгоритмiв машинного навчання

Scikit-learn – одна з найпопулярнiших бiблiо-
тек машинного навчання на сьогоднi. Вона пiдтри-
мує бiльшiсть алгоритмiв навчання як з учителем,
так i без: лiнiйна та логiстична регресiя, метод опор-
них векторiв (SVM), Naive Bayes-класифiкатор, гра-
дiєнтний бустинг, кластеризацiя, KNN, k-середнi та багато iнших.

Крiм того, Scikit-learn мiстить безлiч корисних утилiт для
пiдготовки даних та аналiзування результатiв. Ця бiблiотека пере-
важно призначена для класичних алгоритмiв машинного навчання,
тому її функцiонал для нейронних мереж дуже обмежений, а для
завдань глибокого навчання її зовсiм не можна використовувати.

Tensorflow та Keras – бiблiотеки глибокого навчання
Будь-яка бiблiотека глибокого навчання мi-

стить три ключовi компоненти: багатовимiрнi маси-
ви (вони ж тензори), оператори лiнiйної алгебри та
обчислення похiдних. У Tensorflow, бiблiотецi глибокого навчання
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вiд Google, добре реалiзованi всi три компоненти. Поряд iз CPU
вона пiдтримує обчислення на GPU i TPU (тензорних процесорах
Google). На цей час це найпопулярнiша бiблiотека глибокого навча-
ння.

Keras – це надбудова над Tensorflow, за допо-
могою якої можна вирiшувати безлiч проблем остан-
ньої. Її головна особливiсть – це можливiсть будува-
ти архiтектуру нейронної мережi з використанням
Python DSL.

PyTorch – альтернативна бiблiотека глибокого навчання
PyTorch – це друга за популярнiстю бiблiоте-

ка глибокого навчання пiсля Tensorflow, створена у
Facebook. Її сильний бiк полягає в тому, що вона бу-
ла розроблена для Python i тому використовує його
стандартнi iдiоми. Порiвняно з Tensorflow тут порiг входу набагато
нижчий, а будь-яку нейронну мережу можна побудувати з вико-
ристанням стандартних класiв та об’єктiв об’єктно-орiєнтованого
програмування. Також її легше налагоджувати, тому що код вико-
нується як звичайний Python-код -– немає етапу компiляцiї, як у
Tensorflow. Тому можна скористатися навiть Python-вiдладником.
Якщо порiвнювати з Keras, PyTorch – багатослiвнiший, але менш
магiчний. PyTorch теж має свою надбудову – це бiблiотека fastai.
Вона дозволяє виконати бiльшiсть стандартних завдань глибокого
навчання як кiлька рядкiв коду.

1.2 Типи задач машинного навчання

Найпопулярнiшi задачi машинного навчання:

• регресiя;

• прогнозування;

• класифiкацiя;

• кластеризацiя;
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• зменшення розмiрностi;

• виявлення аномалiй;

• пошук правил.

1.2.1 Регресiя

Регресiю дуже полюбляють аналiтики та фiнансисти, тому
що вона може показати залежностi мiж рiзними факторами проце-
су. Регресiя показує або передбачає взаємозв’язок мiж процесом та
його чинником.
Наприклад, як на цiну будинку впли-
ває той чи iнший район розмiщення?
Або що бiльше впливає на вартiсть
авто: рiк випуску чи пробiг? Маши-
на намагається побудувати криву на
графiку, яка вiдображає залежнiсть.
Проте, на вiдмiну вiд людини з крей-
дою та дошкою, вона це робить iз за-
стосуванням математики.
Моделi регресiйного аналiзу зазвичай використовують, щоб пока-
зати або передбачити взаємозв’язок мiж процесом i тим, що цей
процес може спровокувати. Тут варто пам’ятати, що така кореля-
цiя – не завжди причиннiсть, тобто навiть пряма в простiй лiнiйнiй
регресiї, яка добре вiдображає залежностi мiж даними, може не
дати конкретної вiдповiдi про причинно-наслiдковий зв’язок. Са-
ме тому регресiйний аналiз не використовують для iнтерпретацiї
причинно-наслiдкових зв’язкiв мiж змiнними. Однак такий аналiз
може засвiдчити проте, як i наскiльки змiннi пов’язанi одна з одною,
а визначення причин та наслiдкiв – це предмет глибших дослiджень
за допомогою iнших алгоритмiв i методiв.

Графiк регресiї може показати позитивний зв’язок, негатив-
ний зв’язок або вiдсутнiсть зв’язку процесу з тими чи iншими фа-
кторами. Якщо лiнiя регресiї є горизонтальною або вертикальною
– мiж змiнними нiякого зв’язку немає, тобто якщо повернутися до
прикладу з авто та пробiгом, де на однiй осi буде цiна авто, а на
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iншiй – його пробiг, горизонтальна або вертикальна пряма регресiї
буде означати, що пробiг нiяк не впливає на вартiсть авто. Якщо зi
зростанням x зростає y (нижня частина графiка перетинає вiсь, а
верхня прагне в поле графiка) – залежнiсть позитивна, тобто цiна
буде зростати зi збiльшенням пробiгу, якщо навпаки – негативна,
тобто чим бiльший пробiг, тим менша цiна.

1.2.2 Прогнозування

Сьогоднi вигадування сценарiїв майбутнього це не сюжет
фантастичної книги, а є завданням для математикiв i фахiвцiв iз
машинного навчання.
Прогностичних моделей iснує безлiч,
i всi вони виконують завдання пе-
редбачення часових рядiв – знахо-
дження майбутнiх значень залежно
вiд часу. Прогнозування використо-
вують у медичнiй дiагностицi, оцiню-
ваннi кредитоспроможностi, перед-
баченнi попиту, пiд час ухвалення рi-
шень на фiнансових ринках.

Алгоритм пiд час побудови прогнозу мiстить такi елементи.

1. Аналiзування часової послiдовностi на предмет наявностi пропу-
щених значень i значень, що випадають, та корекцiя цих зна-
чень. Для знаходження пропущених значень i значень, що ви-
падають, також iснують окремi алгоритми. Пiд час збирання
реальних даних за деякий час вони можуть зникнути або бути
введеними неправильно. Тому їх потрiбно визначити експери-
ментально.

2. Визначення наявностi тренду i його типу. Визначення перiо-
дичностi в послiдовностi.

3. Перевiрка послiдовностi на стацiонарнiсть, тобто того, що про-
цес у майбутньому буде розвиватися так само, як у минулому
й сьогоденнi. У реальнiй природi таких процесiв не iснує, але
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процеси, характеристики яких змiнюються дуже повiльно, мо-
жна зарахувати до стацiонарних. Наприклад, кiлькiсть хлiба,
яку українцi з’їдають щодня, практично не залежить вiд по-
годи та пори року або iнших зовнiшнiх факторiв. I хоча ця
цифра буде змiнюватися, її динамiка буде незначною, тому
такий процес можна смiливо назвати стацiонарним.

4. Аналiзування послiдовностi на предмет необхiдностi попере-
днього оброблення. Всi данi повиннi мати однаковi характе-
ристики й не вiдрiзнятися мiж собою.

5. Вибiр моделi залежно вiд даних (стацiонарнi чи нi) та бажа-
ного результату (короткотермiновий чи довготермiновий про-
гноз тощо).

6. Визначення параметрiв моделi. Прогноз на пiдставi обраної
моделi.

7. Оцiнювання точностi прогнозування моделi. Для цього про-
гноз зазвичай будують для вже вiдомих даних i порiвнюють
їх. Наприклад, у нас є данi про цiни на пальне з 2000 до 2022
року. Для оцiнювання точностi моделi ми будуємо прогноз цiн
на 2022 рiк на пiдставi даних iз 2000 до 2021 року й порiвню-
ємо одержанi данi з реальними.

8. Аналiз похибки обраної моделi.

9. Визначення адекватностi обраної моделi i, якщо результат ви-
явиться незадовiльним (недостовiрним чи недостатньо точним),
її замiна i повернення до попереднiх пунктiв.

1.2.3 Класифiкацiя

Алгоритми класифiкацiї дозволяють роздiлити об’єкти вiд-
повiдно до зазначених заздалегiдь класiв.
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Найпростiшим iз технiчного погля-
ду завданням класифiкацiї є бiнарна
класифiкацiя – коли об’єкти потрiбно
розподiлити мiж двома класами. На-
приклад, на входi є транспортнi засо-
би й ми знаємо, що це або автомобi-
лi, або велосипеди. Машина за певни-
ми алгоритмами розподiляє кожний
iз транспортних засобiв до одного з
визначених класiв (авто або велоси-
пед).
У багатокласовiй класифiкацiї кiлькiсть класiв може досягати де-
кiлькох тисяч, i рiшення стає значно складнiшим. Також бувають
класи, що перетинаються, (у таких випадках об’єкт може одночасно
належати до декiлькох класiв), i нечiткi класи (якщо належнiсть до
того чи iншого класу визначається ймовiрнiстю).

Сьогоднi алгоритми класифiкацiї використовують для вели-
кої кiлькостi завдань: визначення мови, спам-фiльтрiв, визначення
шахрайства (якщо зловмисник сплачує за послуги вкраденими ко-
штами), пошуку подiбних документiв тощо.

Щоб класифiкацiя спрацювала, потрiбно мати розмiченi данi
з категорiями та ознаками, якi машина буде вчитися визначати.
Залежно вiд певних ознак алгоритм визначає, до якого з класiв
можна вiднести об’єкт.

1.2.4 Кластеризацiя

Алгоритми кластеризацiї дозволяють роздiлити об’єкти в
разi якщо класи заздалегiдь не зазначенi, а кластери повиннi бу-
ти сформованi за подiбнiстю елементiв. Алгоритми кластеризацiї
використовують у завданнях сегментацiї ринку, для аналiзування
нових даних, стиснення зображень.
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Машина визначає подiбнi ознаки
об’єктiв та групує їх у кластери. Кiль-
кiсть кластерiв, як iз класами, може
бути визначена дослiдником або самою
машиною. Також дослiдник може зада-
ти ознаки, за якими потрiбно роздiлити
вибiрку, або машина визначить їх сама.

1.2.5 Зменшення розмiрностi

Мета – зведення великої кiлькостi ознак до меншої для зру-
чностi їх подальшого застосування. Використовують для побудови
рекомендацiйних систем, пошуку подiбних документiв чи вiзуалiза-
цiї.

Завдання – задача, в якiй машина з величезної кiлькостi
даних виявляє тi, що мають будь-якi закономiрностi.
Методи зменшення розмiрностi да-
них дозволяють зiбрати конкретнi
ознаки в абстракцiї бiльш високо-
го рiвня. Практична користь ме-
тодiв зменшення розмiрностi в то-
му, що можна отримати абстракцiю,
об’єднавши кiлька ознак в одну: ав-
томобiлi вище нiж 2 метри з двома
великими заднiми колесами – тра-
ктори.
Ще одне застосування завдань зменшення розмiрностi – рекоменда-
цiйнi системи, алгоритми, що намагаються передбачити, якi об’єкти
будуть цiкавi користувачевi, маючи певнi данi про його профiль. Та-
кi системи не враховують оцiнки всiх користувачiв, а спираються
лише на переваги самого користувача й пропонують йому, напри-
клад, подивитися певний фiльм.

1.2.6 Виявлення аномалiй

Мета – виявити аномальнi вiдхилення вiд стандартних ви-
падкiв. На перший погляд, завдання дуже подiбне до завдання кла-
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сифiкацiї, проте має iстотну вiдмiннiсть: аномалiї – явище рiдкiсне,
тому вибiрок, на яких можна навчити машинну модель, або дуже
мало, або зовсiм немає. Саме тому методи класифiкацiї тут не пра-
цюють.
Наприклад, клiєнт банку багато ро-
кiв знiмає зi свого рахунку прибли-
зно однаковi суми з приблизно одна-
ковою перiодичнiстю, перебуваючи в
Українi. Та одного разу приходить
запит на пiдтвердження транзакцiї з
цього рахунку на велику суму, про-
те людина, яка робить запит, перебу-
ває в Iндiї. Така транзакцiя, ймовiр-
но, буде вважатися аномалiєю й по-
требуватиме додаткової перевiрки.

На практицi аномалiї допомагають виявити шахрайство у
банку, медичнi проблеми або помилки в текстi.

1.2.7 Пошук правил

Завдання пошуку правил шукає закономiрностi в потоцi да-
них. Наприклад, якщо в супермаркетi мiж полицею з маслом i ка-
сою поставити стiйку з хлiбом, з високою ймовiрнiстю кiлькiсть
проданого хлiба зросте. Але тут усе просто – хлiб часто купують iз
маслом, а коли товарiв багато, виявлення таких правил може iсто-
тно збiльшити прибуток.

Ще бiльш iстотним є передбачення
поведiнки користувача на iнтернет-
ресурсах. За яким товаром вiн повер-
неться? Якi товари можна продати
«навздогiн» до вже заданого? На якi
роздiли сайту направити користува-
ча, щоб вiн залишив у вас бiльше гро-
шей?
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1.3 Опис за ознаками

Типи ознак :

Стать Колір волосся Національність Оцінки:
5,6,7,8,…

Перший, 
другий,
третій

Низький,
середній,
високий

Кількість 
студентів

Кількість 
гравців

Кількість 
співробітників

Зріст Площа
квартири

Швидкість 
руху

Номінальні Порядкові

НеперервніДискретні

Категоріальні (якісні)

Числові (кількісні)

Ознаки

Подiл ознак на якiснi та кiлькiснi – основоположний принцип по-
дiлу ознак на типи. Щоб визначити тип, потрiбно з’ясувати, чи
об’єктивно можна вимiряти дослiджувану характеристику за до-
помогою чисел.

Якiснi ознаки. В iнформацiї наведенi характеристики, ви-
мiрюванi числами, тодi як самi спостереження можна подiлити на
кiлькiсть груп. Iнформацiю, що зберiгається в такому типi змiнної,
важко вимiряти, а вимiри можуть бути суб’єктивними. Смак, колiр
автомобiля, архiтектурний стиль, сiмейне становище – усе це типи
якiсних ознак. Такi ознаки також називають категорiальними.

• Номiнальнi ознаки служать для позначення змiнних, що
не мають кiлькiсного вираження. Номiнальнi ознаки не ма-
ють порядку, тому в разi змiни порядку значень пiдсумковий
результат не змiнюється. У науцi про данi можна використо-
вувати пряме кодування, щоб перетворити номiнальнi ознаки
на числовi.

• Порядковi ознаки – це сумiш числових i категорiальних
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ознак. Ознаки можна розбити на категорiї, але числа, що асо-
цiюються з кожною категорiєю, мають значення. Наприклад,
рейтинг ресторану вiд 0 (найнижчий) до 4 (найвищий) зiрок –
це приклад порядкових ознак. Порядковi ознаки часто обро-
бляють як категорiальнi, коли пiд час побудови дiаграм i гра-
фiкiв ознаки подiляють на впорядкованi групи. Однак на вiд-
мiну вiд категорiальних числа порядкових ознак мають мате-
матичне значення. Таким чином, порядковi ознаки – це майже
те саме, що й номiнальнi, з тiєю лише вiдмiннiстю, що в номi-
нальних порядок не має значення.

Порядковi шкали зазвичай використовують для вимiрювання
нечислових властивостей, таких як щастя, рiвень задоволе-
ностi клiєнтiв, успiшнiсть студентiв у класi, рiвень квалiфi-
кацiї тощо. Такi ознаки можна узагальнювати за допомогою
частотностi, пропорцiй, вiдсоткових часток, а вiзуалiзувати –
за допомогою колових i стовпчастих дiаграм. Крiм того, мо-
жна використовувати вiдсотки, медiану, моду, мiжквартиль-
ний розмах.

На додаток до порядкових та номiнальних є особливий тип
категорiальних ознак – бiнарнi (двiйковi). Бiнарнi ознаки на-
бувають лише два значення: «так» або «нi», що можна по-
дати як 1 та 0. Бiнарнi ознаки широко використовуються в
класифiкацiйних моделях машинного навчання. Як приклади
бiнарних ознак можна навести такi ситуацiї: скасувала люди-
на пiдписку чи нi, купила машину чи нi.

Кiлькiснi ознаки. Iнформацiю записують у виглядi чисел,
воня являє собою об’єктивне вимiрювання чи пiдрахунок. Темпера-
тура, вага, кiлькiсть транзакцiй – ось приклади кiлькiсних ознак.
Такi ознаки також називають числовими.

• Дискретнi кiлькiснi ознаки – це пiдрахунок випадкiв на-
явностi характеристики, результату, предмета, дiяльностi. Цi
вимiри неможливо подiлити на бiльш дрiбнi частини без втра-
ти сенсу. Наприклад, у сiм’ї може бути одна чи двi машини,
але їх не може бути 3/2. Таким чином, iснує кiнцева кiлькiсть
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можливих значень, якi можна зареєструвати в процесi спосте-
режень. У дискретних змiнних можна пiдрахувати та оцiнити
iнтенсивнiсть потоку подiй або зведену кiлькiсть (медiана, мо-
да, середньоквадратичне вiдхилення). Наприклад, у 2014 роцi
кожна американська сiм’я мала в середньому по 2,11 транс-
портного засобу. Звичайний спосiб графiчного подання дис-
кретних змiнних – стовпчастi дiаграми, де кожний окремий
стовпчик є окремим значенням, а висота стовпчика означає
його пропорцiю до цiлого.

• Неперервнi ознаки можуть набувати практично будь-якого
числового значення i можуть бути подiленi на меншi частини,
включаючи дробовi та десятковi значення. Неперервнi змiннi
часто вимiрюють за шкалою. Якщо ви вимiрюєте висоту, ва-
гу, температуру, то маєте справу з безперервними ознаками.
Наприклад, середнiй зрiст в Iндiї становить 5 футiв 9 дюймiв
(∼ 175 см) для чоловiкiв i 5 футiв 4 дюйми (∼ 162 см) – для
жiнок.

Неперервнi ознаки подiляють на два типи.

– Iнтервальнi ознаки – це впорядкованi одиницi, що ма-
ють однакову вiдмiннiсть одна вiд одної. Таким чином,
ми говоримо про iнтервальнi ознаки, коли є змiнна, яка
мiстить упорядкованi числовi значення, i нам вiдомi то-
чнi вiдмiнностi цих значень. Прикладом може бути тем-
пература в заданому мiсцi. Проблема зi значеннями iн-
тервальних ознак полягає в тому, що в них немає «абсо-
лютного нуля».

– Ознаки спiввiдношення, що також є впорядкованими оди-
ницями з однаковими вiдмiнностями один вiд одного. Це
практично те саме, що й iнтервальнi ознаки, проте озна-
ки спiввiдношення мають «абсолютний нуль». Вiдповiднi
приклади – висота, вага, довжина.

31



Працюючи з неперервними ознаками, можна використовувати
майже всi методи: процентиль, медiану, мiжквартильний роз-
мах, середнє арифметичне, моду, середньоквадратичне вiдхи-
лення, амплiтуду.

Для вiзуалiзацiї неперервних даних можна скористатися гi-
стограмою чи дiаграмою розмаху. За допомогою гiстограми
можна визначити середнє значення та крутiсть розподiлу, мiн-
ливiсть i модальнiсть. У цьому разi, гiстограма не показує ви-
кидiв, для цього потрiбно використовувати дiаграму розмаху.

1.4 Поставлення задачi навчання

• Попередньо проаналiзувати данi.

• Пiдiбрати (написати) метод навчання й аналiзування.

• Подiлити данi на двi частини:

– навчальну вибiрку (бiльшу частину);

– тестувальну вибiрку.

• Навчити машину за наявною базою даних (навчальною ви-
бiркою) приймати необхiдне рiшення – побудувати алгоритм
прийняття рiшень.

• Перевiрити побудований алгоритм на тестувальнiй вибiрцi.

• Провести перевiрку алгоритму в реальному свiтi.
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Наведемо приклад поставлення задачi.
Необхiдно зробити прогноз, чи зiграє гравець у тенiс за пев-

них погодних умов?
Данi (ознаковий опис):

Iснують данi (N записiв) щодо попереднiх iгор гравця за певних
погодних умов.

Ознаки:

1. погоднi умови (сонячно, похмуро, дощ);

2. вологiсть (нормальна, висока);

3. вiтер (слабкий, сильний).

Результат – вiдбулася чи не вiдбулася гра.
Задача – навчити машину за наявною базою даних (на-

вчальною вибiркою) приймати необхiдне рiшення – побудувати ал-
горитм прийняття рiшень.

Данi: 14 записiв (об’єктiв) iз трьома ознаками:

6

№ Outlook Humidity Wind Play

1 Sunny High Weak No

2 Sunny High Strong No

3 Overcast High Weak Yes

4 Rain High Weak Yes

5 Rain Normal Weak Yes

6 Rain Normal Strong No

7 Overcast Normal Strong Yes

8 Sunny High Weak No

9 Sunny Normal Weak Yes

10 Rain Normal Weak Yes

11 Sunny Normal Strong Yes

12 Overcast High Strong Yes

13 Overcast Normal Weak Yes

14 Rain High Strong No

15 Rain High Weak ???

1. Подiляємо всi данi на
навчальну та тесту-
вальну вибiрки.

2. Обираємо алгоритм на-
вчання (метод) та на-
вчаємо машину на на-
вчальнiй вибiрцi.

3. Перевiряємо алгоритм
на тестувальнiй вибiр-
цi – оптимiзуємо пара-
метри алгоритму.

4. Прогнозуємо результат
для нових вхiдних да-
них.
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1.5 Приклади прикладних задач

1.5.1 Задачi медичної дiагностики

Об’єкт – пацiєнт у певний момент часу.
Можливi класи: дiагноз, спосiб лiкування, результат захворюва-
ння.
Приклади можливих ознак:

• бiнарнi: стать, головний бiль, слабiсть, нудота та iн.;

• кiлькiснi: зрiст, вага, тиск, пульс, кiлькiсть гемоглобiну в кро-
вi, доза препарату та iн.

Особливостi задачi:

• зазвичай багато пропускiв у даних;

• необхiдно видiляти синдроми – поєднання симптомiв;

• необхiдно оцiнювати iмовiрнiсть негативного результату.

1.5.2 Задачi кредитного скорингу

Об’єкт – заявка на видачу банком кредиту.
Можливi класи: 1 (так) або 0 (нi).
Приклади можливих ознак:

• бiнарнi: стать, наявнiсть телефону, наявнiсть автомобiля, на-
явнiсть нерухомого майна, наявнiсть кредитiв в iнших банках
та iн.;

• номiнальнi: мiсце проживання, мiсце роботи, посада;

• кiлькiснi: заробiтна плата, дохiд родини, сума кредиту та iн.

Особливостi задачi:

• необхiдно оцiнювати ймовiрнiсть дефолту.
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1.5.3 Задача передбачення вiдпливу клiєнтiв

Об’єкт – абонент у певний момент часу.
Можливi класи: 1 (так – пiде) або 0 (нi – не пiде).
Приклади можливих ознак:

• бiнарнi: чи корпоративний клiєнт, чи користується послугами
та iн.;

• номiнальнi: тарифний план, регiон проживання;

• кiлькiснi: тривалiсть дзвiнкiв (вхiдних та вихiдних), кiлькiсть
повiдомлень (СМС), кiлькiсть iнтернету (МБ), частота оплати
послуг на iн.

Особливостi задачi:

• дуже великi вибiрки даних;

• важко видiляти ознаки за «сирими» даними;

• необхiдно оцiнювати iмовiрнiсть вiдпливу клiєнта.

1.5.4 Задача прогнозування вартостi нерухомостi

Об’єкт – квартира в Києвi.
Результат передбачення: вартiсть квартири.
Приклади можливих ознак:

• бiнарнi: наявнiсть метро поблизу, балкона, лiфта, охорони,
паркiнгу та iн.;

• номiнальнi: район мiста, тип будинку (цегляний / панельний
/ блочний / монолiт);

• кiлькiснi: кiлькiсть кiмнат, площа квартири, поверх, вiдстань
до метро, вiк будинку та iн.

Особливостi задачi:

• вибiрка неоднорiдна, вартiсть змiнюється з часом;

• рiзнi ознаки;

• необхiдне перетворення ознак на числовi.
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1.5.5 Задача вiдкриття нового ресторану

Об’єкт – мiсце для вiдкриття нового ресторану.
Результат передбачення: прибуток ресторану через один рiк.
Приклади можливих ознак:

• бiнарнi: наявнiсть поблизу шкiл, офiсiв, метро та iн.;

• номiнальнi: район мiста;

• кiлькiснi: середнiй вiк потенцiйних клiєнтiв, їх достаток та iн.

Особливостi задачi:

• мало об’єктiв, багато ознак;

• рiзнi ознаки;

• рiзнорiднi об’єкти (можливо краще будувати окремi моделi
для великих та малих мiст).
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1.6 Машинне навчання на даних
складної структури

• Статистичний машинний переклад
Об’єкт – речення мовою оригiналу.
Вiдповiдь – речення iншою мовою.

• Переведення мови i текст
Об’єкт – аудiозапис мови людини.
Вiдповiдь – текстовий запис мови.

• Комп’ютерний зiр (автопiлот автомобiля)
Об’єкт – зображення або вiдеоряд.
Вiдповiдь – рiшення (об’їхати, зупинитися, iгнорувати).

• Передумови успiшного розв’язування задач зi скла-
дними даними

– великi та чистi данi (Big Data);

– методи зменшення розмiрностi вхiдних даних;

– методи оптимiзацiї для задач великої розмiрностi;

– глибокi нейромережевi архiтектури;

– зростання обчислювальних потужностей (GPU).

• Особливостi даних:

– рiзнорiднi (ознаки вимiрянi за допомогою рiзних шкал);

– неповнi (вимiрянi не всi, є прогалини);

– неточнi (є похибки);

– суперечливi (об’єкти однаковi, а вiдповiдi рiзнi);

– надлишковi (дуже великi, не вмiщуються в пам’ять ма-
шини);

– недостатнi (об’єктiв менше, нiж ознак);

– неструктурованi (вiдсутнiй ознаковий опис).
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Роздiл 2

Математична формалiзацiя задачi машинного
навчання

2.1 Три складових задачi машинного
навчання

1. Множина об’єктiвXN (iнформацiйний стан):X = {xi, . . . , xN}.
2. Множина вiдповiдей Y (оцiнювання, передбачення, прогноз)

– iснує лише для задач «навчання з учителем».

3. Цiльова функцiя (Target function) y : X → Y — невiдома за-
лежнiсть, яка для кожного iнформацiйного стану ставить у
вiдповiднiсть певну вiдповiдь.

Кожний об’єкт характеризується певним вектором ознак:

fj : X → Dj , j = 1, . . . ,M.

Ознаки об’єктiв у числовому поданнi :

• бiнарна ознака Dj = {0, 1};
• номiнальна ознака |Dj | <∞;

• порядкова ознака |Dj | <∞, Dj упорядковано;

• кiлькiсна ознака Dj = R.

Вектор (f1(x), . . . , fM (x)) – ознаковий опис об’єкта x.

Для N об’єктiв {xi, . . . , xN} набiр даних – це матриця F
«об’єкти-ознаки» розмiром N ×M :

F = ||fj(xi)||N×M =

⎛⎜⎝ f1(x1) · · · fM (x1)
...

...
...

f1(xN ) · · · fM (xN )

⎞⎟⎠ .
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Типi вiдповiдей для рiзних задач
Задачi навчання з учителем

• Задачi класифiкацiї (classification):

– Y = {−1, 1} або Y = {0, 1} – класифiкацiя на два класи;

– Y = {1,K} – класифiкацiя на K класiв;

– Y = {0, 1}K – класифiкацiя на K класiв, що можуть пе-
ретинатися.

• Задачi вiдтворення регресiї (regression):
Y = R або Y = RK.

• Задачi ранжування (ranking, learning to rank):
Y – кiнцева упорядкована множина.

Задачi навчання без учителя
Вiдповiдей немає. Необхiдно щось робити iз самими об’єктами.
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2.2 Модель алгоритмiв для задач навчання
з учителем

Вхiднi данi :

• множина об’єктiвXN (iнформацiйний стан):X = {xi, . . . , xN};
• кожний об’єкт характеризується певним вектором ознак fj :
X → Dj , j = 1, . . . , n;

• вiдомi вiдповiдi Y N : Y = {yi, . . . , yN}.
Завдання:

• знайти алгоритм a: X → Y , що визначає функцiю Y та на-
ближає її на всiй множинi X.

Етапи навчання

1. Проводимо первинне оброблення даних: перевiряємо данi на
«чистоту», оцiнюємо кореляцiї мiж ознаками fi та fj (i �= j);
ознак fi, i = 1, . . . , n з цiльовим вектором Y .

2. Дiлимо всi данi випадковим чином на навчальну (Xtrain, Ytrain)
розмiром � < N : Xtrain = {x1, . . . , x�}, Ytrain = {y1, . . . , y�} та
тестову (Xtest, Ytest) розмiром N − �: Xtest = {x�+1, . . . , xN},
Ytest = {y�+1, . . . , yN}, зазвичай у спiввiдношеннi 70 % на 30
%.

3. Визначаємося з методом навчання μ.

4. Етап навчання (train). Для матриця «об’єкти-ознаки» роз-
мiром �×n iз використанням цiльового вектору Y � та обраного
методу навчання μ будуємо алгоритм прийняття рiшень a:⎛⎝ f1(x1) · · · fn(x1)

· · · · · · · · ·
f1(x�) · · · fn(x�)

⎞⎠ y−−→

⎛⎝ y1
· · ·
y�

⎞⎠ μ−−→ a
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5. Етап тестування (test). Для матрицi «об’єкти-ознаки» роз-
мiром k×n, k = N − � з використанням побудованого алгори-
тму a одержуємо вiдповiдi a(x′j):⎛⎝ f1(x

′
1) · · · fn(x

′
1)

· · · · · · · · ·
f1(x

′
k) · · · fn(x

′
k)

⎞⎠ a−−→

⎛⎝ a(x′1)
· · ·
a(x′k)

⎞⎠ .

2.2.1 Функцiонали якостi

Для оцiнювання якостi роботи алгоритму a використовують
функцiонал якостi (loss function) L(a, x), що визначає величину по-
милки алгоритму a ∈ A на кожному об’єктi x ∈ X.
Функцiя втрат для задач класифiкацiї:

• L(a, x) = [a(x) �= y(x)] – iндикатор помилки.

Функцiя втрат для задач регресiї:

• L(a, x) = |a(x)− y(x)| – абсолютне значення помилки;

• L(a, x) = (a(x)− y(x))2 – квадратична помилка.

Емпiричний ризик – функцiонал якостi роботи алгоритму a на
вибiрцi X�:

Q(a,X�) =
1

�

�∑
i=1

L(a, xi)

2.2.2 Зведення задачi навчання до задачi оптимiзацiї

Метод мiнiмiзацiї емпiричного ризику (Empirical Risk Mi-
nimization, ERM):

μ(X�) = argmin
a∈A

Q(a,X�),

дозволяє побудувати такий алгоритм a, який буде давати мiнiмаль-
ну сумарну помилку на тестовiй вибiрцi X�.
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Навчання регресiї – оптимiзацiя:

• задача регресiї: X = Rn, Y = R;

• n числових ознак fj(x), j = 1, . . . , n;

• навчальна вибiрка: X� = (xi, yi)
�
i=1;

• тестова вибiрка: Xk = (x′i, y
′
i)
k
i=1;

• модель регресiї – лiнiйна: a(x, θ) = 〈x, θ〉 =
n∑

j=1
θjfj(x), θ ∈ Rn;

� = 200, n = 3: {x2, x, 1} або {x, sin(x), 1};

• квадратична функцiя втрат: L(a, x) = (a(x)− y(x))2;
• метод навчання на навчальнiй вибiрцi X� = (xi, yi)

�
i=1 – метод

найменших квадратiв як окремий випадок ERM:

Q(θ) =

�∑
i=1

(a(xi, θ)− yi)2 → min
θ

• перевiрка за тестовою вибiркою Xk = (x′i, y
′
i)
k
i=1:

Q′(θ) =
1

k

k∑
i=1

(
a(x′i, θ)− y′i

)2
.
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Навчання класифiкацiї – оптимiзацiя:

• задача класифiкацiї: X = Rn, Y = −1, 1;
• n числових ознак fj(x), j = 1, . . . , n;

• навчальна вибiрка: X� = (xi, yi)
�
i=1;

• тестова вибiрка: Xk = (x′i, y
′
i)
k
i=1;

• модель класифiкацiї – лiнiйна: a(x, θ) = sign〈x, θ〉 = sign
n∑

j=1
θjfj(x),

θ ∈ Rn;

• функцiя втрат – бiнарна або її апроксимацiя:

L(a, y) = [ay < 0] = [〈x, θ〉y < 0] ≤ L(〈x, θ〉y);

• метод навчання на навчальнiй вибiрцi X� = (xi, yi)
�
i=1 – метод

градiєнтного спуску як окремий випадок ERM:

Q(θ) =

�∑
i=1

[〈xi, θ〉yi < 0] ≤
�∑

i=1

L(〈xi, θ〉yi)→ min
θ

;

• перевiрка за тестовою вибiркою Xk = (x′i, y
′
i)
k
i=1:

Q′(θ) =
1

k

k∑
i=1

[〈x′i, θ〉y′i < 0
]
.
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2.2.3 Метод градiєнтного спуску для мiнiмiзацiї
емпiричного ризику

Мiнiмiзацiя емпiричного ризику (регресiя, класифiкацiя):

Q(θ) =

�∑
i=1

Li(θ)→ min
θ
.

Мiнiмiзацiя методом градiєнтного спуску:

• θ0 – початкове наближення;

• θ(t+1) = θ(t) − h · ∇Q(θ(t)), ∇Q(θ(t)) =
(
∂Q(θ)
∂θj

)n

j=0
,

h – градiєнтний крок (темп навчання); t – iндекс епохи навча-
ння;

• θ(t+1) = θ(t) − h
�∑

i=1
∇Li(θ

(t)).

Iдея прискорення збiжностi алгоритму: брати (xi, yi) по одному й
вiдразу поновлювати вектор ваг θ.

2.2.4 Поняття вiдступу (marging) для класифiкаторiв

Роздiльчий класифiкатор a(x, θ) = sign(x, θ):

• g(x, θ) – роздiльна (дискримiнантна) функцiя;

• g(x, θ) = 0 – рiвняння роздiльної поверхнi;

• Mi(θ) = g(xi, w)yi – вiдступ (marging) об’єкта xi;

• Mi(θ) < 0 ⇔ алгоритм a помиляється на об’єктi xi.

Ранжування об’єктiв за зростанням вiдступiв Mi(θ).
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надійні

прикордонні
шумові

2.2.5 Неперервнi апроксимацiї порогової функцiї втрат

Часто використовуванi неперервнi функцiї втрат L(M):

V (M) = (1−M)+ − кусково-лiнiйна (SVM);
H(M) = (−M)+ − кусково-лiнiйна (Hebb’s rule);
L(M) = log2(1 + e−M ) − логарифмiчна (LR);
Q(M) = (1−M)2 − квадратична (FLD);
S(M) = 2(1 + eM )−1 − сигмоїдна (ANN);
E(M) = e−M − експоненцiальна (AdaBoost);
[M < 0] − порогова функцiя втрат.
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2.2.6 Проблема перенавчання

Приклад Рунге – Апроксимацiя функцiї полiномом
Завдання: апроксимувати функцiю y(x) = 1

1+25x2 полiномом сту-
пеня n на вiдрiзку x ∈ [−2; 2].
Модель полiномiальної регресiї
a(x, θ) = θ0 + θ1x+ · · ·+ θnx

n – полiном ступеня n.
Навчання методом найменших квадратiв:

Q(θ,X�) =

�∑
i=1

(θ0 + θ1xi + · · ·+ θnx
n
i − yi)2 → min

θ0,...θn
;

• навчальна вибiрка: X� =
{
xi = 4 i−1

�−1 − 2|i = 1, . . . , �
}
;

• контрольна вибiрка: Xk =
{
xi = 4 i−1/2

�−1 − 2|i = 1, . . . , �− 1
}
.

Запитання: Що вiдбувається з Q(θ,X�) та Q(θ,Xk) у разi збiль-
шення ступеня полiнома n?

y(x) =
1

1 + 25x2
, n = 38, � = 50;

навчальна вибірка контрольна вибірка
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• помилка пiд час навчання: Q(μ(X�), X�);

• помилка пiд час контролю: Q(μ(X�), Xk).

Залежнiсть Q вiд ступеня полiнома n

15

Помилка на 
навчанні

Помилка на 
контролі

Оптимум 
складності

Перенавчання – це коли Q(μ(X�), Xk) � Q(μ(X�), X�).

недонавчання перенавчання

відповіді відповіді відповіді

об’єкти об’єкти об’єкти

Недонавчання (underfitting): модель досить проста, недостатня
кiлькiсть параметрiв n (ознак).
Перенавчання (overfitting): модель досить складна, завелика кiль-
кiсть параметрiв n (ознак).
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Перенавчання – ключова проблема в машинному навчаннi.
Через що виникає перенавчання:

• надлишковi параметри в моделi g(x, θ) «витрачаються» на на-
дмiрно точну пiдгонку за навчальною вибiркою;

• вибiр алгоритму a з множини алгоритмiв A вiдбувається за
неповною iнформацiєю X�.

Як виявити перенавчання:

• емпiрично, шляхом розбиття вибiрки на навчальну (train) i
тестову (test), причому на тестовiй вибiрцi повиннi бути вiдомi
правильнi вiдповiдi.

Позбутися його не можна. Як його мiнiмiзувати:

• накладати обмеження на θ (регуляризацiя);

• мiнiмiзувати одну з теоретичних оцiнок.

48



Роздiл 3

Навчання з учителем: задачi прогнозування

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерi-
ал щодо методiв прогнозування для розв’язання задач передбачен-
ня часових рядiв (знаходження майбутнiх значень залежно вiд ча-
су) та виявлення закономiрностей мiж незалежними змiнними, що
спостерiгаються / вимiрюються (їх також називають регресорами,
ознаками), i цiльовою змiнною. Буде розглянуто:

• моделi регресiї: лiнiйну, полiномiальну;

• метод навчання регресiї – метод найменших квадратiв;

• методи регуляризацiї.

Буде наведено приклад розв’язування задачi регресiйного
аналiзу, поставлено завдання для практичної роботи та наведено
приклад подання результатiв.
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3.1 Регресiя

Регресiя – статистичний метод, що дозволяє будувати ма-
тематичнi залежностi значень даних, у яких можна прогнозувати
майбутнi значення. Регресiя належить до класу задач навчання з
учителем, оскiльки оперує з вiдомим цiльовим вектором.

Мета регресiйного аналiзу – пошук зв’язку мiж вектором
вхiдних незалежних змiнних (даних що спостерiгаються/вимiрюю-
ться) (xi) та залежної вiд них змiнною – цiльовим значенням y.
Наприклад, знаючи дозування певного препарату i температуру
пацiєнта потрiбно спрогнозувати його тиск (тут незалежнi змiннi,
що спостерiгаються/вимiрюються: дозування й температура, цiльо-
ва змiнна – тиск); за днем мiсяця та вологiстю повiтря (змiннi, що
спостерiгаються) – температуру повiтря (цiльова змiнна). Завдання
вiдновлення залежностi мiж такими парами змiнних називають ре-
гресiєю. Регресiю розрiзняють за двома типами: парна та множин-
на. Вiдмiннiсть двох типiв полягає в кiлькостi незалежних змiнних
(одна ознака або вектор ознак), що впливають на y.

Залежностi мiж спостережуваними та цiльовою змiнними
можуть бути будь-якими, зокрема як завгодно складними. Тому
пiд час проведення регресiйного аналiзу пiдбирають модель, яка
за значеннями спостережуваних змiнних буде видавати значення
цiльової змiнної, максимально «близьке» до iстинного, з обмежено-
го конкретного набору моделей. Одним iз найбiльш простих класiв
(наборiв) моделей є клас лiнiйних моделей. Модель регресiї одержує
на вхiд значення спостережуваних змiнних, перетворює їх, комбiнує
й видає значення цiльової змiнної.

3.1.1 Метрики оцiнювання

Оцiнювання будь-якої моделi машинного навчання – найва-
жливiше завдання, що супроводжує моделювання даних. Крiм того,
деякi метрики допомагають оцiнити саму пiдiгнану модель. Розгля-
немо основнi метрики оцiнювання моделi лiнiйної регресiї.
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MAE (mean absolute error) – середня абсолютна помил-
ка – унiверсальна метрика, що дозволяє дiзнатися про рiзницю мiж
фактичними та прогнозованими значеннями. Її розраховують за та-
кою формулою:

MAE =
1

�

�∑
i=1

(|yi − ŷi|) ,

де

• � – кiлькiсть даних (розмiр вибiрки);

• yi – вiдомий результат;

• ŷi – прогнозована вiдповiдь.

MSE (mean squared error) – середня квадратична помил-
ка, яку можна розглядати як уточнену MAE, оскiльки вона допо-
магає знаходити помилки за допомогою квадратичної рiзницi мiж
фактичними та прогнозованими значеннями:

MSE(y, ŷ) =
1

�

�∑
i=1

(yi − ŷi)2 .

RMSE (root mean squared error) – корiнь квадратний iз
середньої квадратичної помилки – також показує рiзницю мiж фа-
ктичними та прогнозованими значеннями, витягуючи корiнь ква-
дратний iз середньої квадратичної помилки:

RMSE(y, ŷ) =

√√√√1

�

�∑
i=1

(yi − ŷi)2.

MSLE (mean squared logarithmic error) – середня ква-
дратична логарифмiчна помилка – знаходить помилки за допомо-
гою квадратичної рiзницi логарифмiчно перетворених прогнозова-
них та фактичних значень:

MSLE(y, ŷ) =
1

�

�∑
i=1

(ln(yi + 1)− ln(ŷi + 1))2 .
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Щоб уникнути визначення натурального логарифму нуля,
до обох значень, вiдомого та прогнозованого, додають одиницю.
Цей показник найкраще використовувати, коли значення залежної
змiнної y мають експоненцiальне зростання, наприклад кiлькiсть
населення, середнi продажi товару за промiжок рокiв тощо. Цей
показник штрафує занижену оцiнку бiльше, нiж завищену оцiнку.

RMSLE (root mean squared logarithmic error) – ко-
рiнь квадратний iз середньої квадратичної логарифмiчної помилки
– використовує логарифмiчно перетворенi прогнозованi та факти-
чнi значення, якi перевiряють за коренем квадратним iз середньої
квадратичної помилки:

RMSLE(y, ŷ) =

√√√√1

�

�∑
i=1

(ln(yi + 1)− ln(ŷi + 1))2.

R2 (R-squared) – R-квадрат – також вважають унiверсаль-
ною метрикою, застосовуваною для оцiнювання ефективностi ре-
гресiйної моделi. Коефiцiєнт детермiнацiї R2 отримують за допомо-
гою визначення частки дисперсiї залежної змiнної y, прогнозованої
вектором незалежних змiнних {xi}. Вiн дає вказiвку на вiдповiд-
нiсть i, отже, мiру того, наскiльки добре прогнозованi значення,
ймовiрно, будуть передбаченi моделлю, через частку поясненої дис-
персiї. Розраховуються цю метрику за такою формулою:

R2(y, ŷ) = 1−
∑�

i=1 (yi − ŷi)2∑�
i=1 (yi − y)2

, y =

�∑
i=1

yi.

Adjusted R2 – скоригований R2 – необхiдний, якщо до
даних додають новi ознаки. Ця метрика компенсує недолiки R-
квадрата, якi зменшуються або збiльшуються зi збiльшенням дис-
персiї ознак, її розраховують за формулою:

AdjustedR2(y, ŷ) = 1− (
1−R2

) �− 1

�− k − 1
,

де k – кiлькiсть незалежних змiнних (ознак).
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3.1.2 Модель лiнiйної регресiї

Лiнiйна модель – модель, що виражається лiнiйною функцi-
єю. Слово «лiнiйна» у назвi пояснюється тим, що графiком такої
функцiї є пряма. Загалом лiнiйнi функцiї однiєї змiнної (одна озна-
ка x) записують так: y(x) = kx + b, де k i b – довiльнi числа.
У разi, якщо є декiлька спостережуваних змiнних (вектор ознак
X = {x1, . . . , xn}), лiнiйнi функцiї мають вигляд:

y(x1, . . . , xn) = w0 + w1 · x1 + w2 · x2 + . . .+ wn · xn,

де w0, w1, . . . , wn – також довiльнi числа. Графiк цiєї функцiї теж
пряма, але вже в n-вимiрному просторi. Таким чином, лiнiйна регре-
сiя – моделювання залежностi мiж спостережуваними та цiльовими
змiнними за допомогою лiнiйних функцiй.

Завдання пiдбору оптимальних коефiцiєнтiв w0, w1, . . . , wn

є навчанням моделi, що проводиться спецiальними алгоритмами
оптимiзацiї. Отже, задача регресiї – задача оптимiзацiї. Оптималь-
нiсть коефiцiєнтiв визначається функцiєю втрат, що вiдображає, на-
скiльки прогнози моделi близькi до цiльових змiнних. Цi коефiцiєн-
ти називають вагами моделi, оскiльки за значенням коефiцiєнта мо-
жна зрозумiти, наскiльки значуща змiнна (ознака) при ньому: чим
бiльший коефiцiєнт, тим бiльшу вагу має вiдповiдна ознака (змiн-
на) i, навпаки, якщо коефiцiєнт близький до 0, то змiнна при ньому
нiяк не впливає на прогноз. Тому лiнiйна регресiя легко iнтерпрето-
вана, тобто за моделлю можна зрозумiти, якi змiннi важливi, а якi
– нi. На практицi лiнiйну регресiю використовують в рiзних сферах.
Умовно їх можна подiлити на двi основнi категорiї.

Прогнозування. Якщо необхiдно зробити прогноз на основi ми-
нулих даних, а залежнi та незалежнi змiннi мають лiнiйну
кореляцiю, використовують модель лiнiйної регресiї. До цiєї
категорiї можна вiднести прогнозування ситуацiї на фондово-
му ринку, прогноз погоди, прогнозування продажу тощо.

Оптимiзацiя мiцностi зв’язкiв. Iнодi пiд час аналiзування да-
них може знадобитися визначити тип зв’язку й силу зв’язку
двох або бiльше змiнних. У таких ситуацiях використовують
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лiнiйну регресiю, що допомагає зрозумiти, який вигляд мати-
ме змiнна у разi змiнювання iнших змiнних. Оптимiзацiю мi-
цностi зв’язку застосовують у медицинi, роздрiбнiй торгiвлi,
сiльському господарствi.

Навчання моделi лiнiйної регресiї зазвичай проводять мето-
дом найменших квадратiв iз використанням середньоквадратичної
помилки MSE.

Нехай iснує n-вимiрний простiр ознак x1, . . . , xn. Для побу-
дови моделi лiнiйної регресiї ŷ = w0 + w1x1 + . . . + wnxn будемо
вважати, що нульова ознака для всiх об’єктiв дорiвнює одиницi,
x0 = 1:

ŷ(�x) = w0 + w1x1 + . . .+ wnxn =
n∑

i=0

wixi = �xT �w.

Емпiричний ризик (функцiя вартостi) набирає форми середньоква-
дратичної помилки:

L(X, �y, �w) = 1

�

�∑
i=1

(
yi − �xTi �wi

)2
=

1

�
||�y−X �w||2 = 1

�
(�y−X �w)T (�y−X �w),

рядки матрицi X – це ознаковий опис об’єктiв. Один з алгоритмiв
навчання μ такої моделi – це метод найменших квадратiв. Обчисли-
мо похiдну функцiї вартостi:

∂L
∂w

=
∂

∂w

1

�

(
�yT�y − 2�yTX �w + �wTXTX �w

)
=

1

�

(−2XT�y + 2XTX �w
)
,

прирiвняємо до нуля i знайдемо розв’язок у явному виглядi:

∂L
∂w

= 0 ⇒ 1

�

(−2XT�y + 2XTX �w
)
= 0,

−XT�y +XTX �w = 0 ⇒ XTX �w = XT�y,

i зрештою
�w =

(
XTX

)−1
XT�y.

Це й є алгоритм навчання моделi лiнiйної регресiї.
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Приклад

Розглянемо приклад навчання лiнiйної регресi для однови-
мiрного простору ознак (лише одна ознака – незалежна змiнна x).
Згенеруємо вибiрку: братимемо випадкову точку з функцiї sin(x)
i додаватимемо до неї випадкову величину (шум), таким чином
одержимо цiльову змiнну. Для одержаної вибiрки проведемо навча-
ння та розрахуємо коефiцiєнти w0 та w1 моделi лiнiйної регресiї
ŷ = w0 + w1x. Сформованi вибiрка (data), функцiя sin(x) та побу-
дована лiнiйна регресiйна залежнiсть (fitted) показанi на рисунку.

Як бачимо, лiнiя не дуже збiгається з даними та кривою
sin(x). Середньоквадратична помилка дорiвнює 0,271 умовних оди-
ниць. Очевидно, що якщо б замiсть лiнiї ми використовували криву
третього порядку, то результат був би набагато кращим.

3.1.3 Полiномiальна регресiя

У лiнiйнiй регресiї ми обмежували простiр лише лiнiйними
функцiями вiд ознак. Давайте розширимо простiр до всiх полiномiв
ступеня p. Тодi в нашому випадку однiєї n = 1 ознаки x функцiя
полiномiальної регресiї матиме такий вигляд:

ŷp(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + . . .+ wpx

p =

p∑
i=0

wix
i.

У цьому разi якщо, як i у випадку лiнiйної регресiї, зафiксувати
x0 = 1, ввести певну замiну змiнних x = x1 та додатковi ознаки:
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x2 = x21, x3 = x31, . . ., xp = xp1, то ефективно переходимо вiд полiно-
мiальної регресiї ступеня p для однiєї ознаки до лiнiйної регресiї у
просторi p ознак:

ŷp(x)→
p∑

i=0

wixi = �xT �w, xi = xi.

Отже, кожну ознаку математично виражають через першу i якщо
заздалегiдь перерахувати всi ступенi ознак, то завдання знову зво-
диться до описаного вище алгоритму – методу найменших квадра-
тiв, коли розмiрнiсть n вектора ваг �w визначають ступенем полiно-
ма p : n = p + 1. Використовуючи одержаний алгоритм навчання
�w =

(
XTX

)−1
XT�y, розглянемо результати для декiлькох значень

p.

З одержаних результатiв бачимо, що полiном другого сту-
пеня (p = 2) все ще не досить гарно описує нашi данi. Полiном
третього порядку (p = 3) непогано описує нашi данi. Далi проана-
лiзуємо змiну середньої квадратичної помилки за змiни ступеня по-
лiнома для навчальної (train) й тестової (test) вибiрок. Для цього
аналогiчно згенеруємо тестову вибiрку. Навчальна й тестова вибiр-
ки подано на рисунку злiва, середньоквадратичнi помилки для обох
вибiрок наведено справа.
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Бачимо, що в разi збiльшення ступеня полiнома середньоквадра-
тична помилка для навчальної вибiрки продовжує зменшуватися,
хоча ми начебто були впевненi, що саме кубiчний полiном повинен
найкраще описувати нашi данi.

Це явна ознака перенавчання, яку можна помiтити з вiзуалi-
зацiї навiть не використовуючи тестовий набiр даних: у разi збiль-
шення ступеня полiнома вище вiд третього модель починає iнтерпо-
лювати данi замiсть екстраполяцiї. Iншими словами, графiк функцiї
проходить точно через точки з тренувального набору даних, причо-
му чим вищий ступiнь полiнома, тим через бiльшу кiлькiсть точок
вiн проходить. Ступiнь полiнома вiдбиває складнiсть моделi. Та-
ким чином, складнi моделi, в яких ступенiв вiльностi досить багато,
можуть запам’ятати весь тренувальний набiр, повнiстю втрачаючи
узагальнювальну здатнiсть. Це i є проявом негативного боку прин-
ципу мiнiмiзацiї емпiричного ризику.

Для тестової вибiрки помилка поводить себе немонотонно в
разi збiльшення ступеня полiнома. У цьому разi мiнiмальна помил-
ка досягається якраз для кубiчного полiнома (p = 3). Отже, ком-
бiнуючи результати щодо помилок для обох навчальної й тестової
вибiрок доходимо висновку, що саме кубiчний полiном якнайкра-
ще описує вибiрки. Необхiдно зазначити, що на практицi в разi ви-
користання полiномiальної регресiї саме полiном третього ступеня
використовують найчастiше.

Розглянемо значення ваг wi – параметрiв полiномiальної ре-
гресiї для кожного випадку p = 2, . . . , 5.
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Бачимо, що зi збiльшенням ступеня полiнома розмах зна-
чень коефiцiєнтiв зростає майже експоненцiально. Крiм того, вони
ще й можуть набути рiзних за знаком значень.

Аналогiчно до полiномiальної регресiї можна використову-
вати лiнiйну комбiнацiю рiзних функцiональних залежностей fi(x)
вiд незалежної змiнної:

ŷ = w0 +
n∑

i=1

wifi(x).

У такому разi навчання методом найменших квадратiв до-
зволить установити ваги �w, аналiз яких допоможе потiм спростити
модель, вилучаючи неiстотнi функцiональнi залежностi, роблячи
регресiйну залежнiсть бiльш простою без втрати узагальнювальних
властивостей для дослiджуваної вибiрки.

3.1.4 Регуляризацiя

Розширення навчання лiнiйної моделi називають методами
регуляризацiї. Вони спрямованi як на мiнiмiзацiю суми квадратiв
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помилки моделi на навчальних даних (iз використанням методу
найменших квадратiв), так i на зниження складностi моделi (на-
приклад, кiлькiсть або абсолютний розмiр суми всiх коефiцiєнтiв
у моделi), щоб запобiгти перенавченню або виправити некоректно
поставлене завдання.

Видiляють два популярнi приклади процедури регуляризацiї
лiнiйної регресiї.

Гребенева регресiя (Ridge Regression) – метод найменших ква-
дратiв модифiкують так, щоб мiнiмiзувати квадрат абсолю-
тної суми коефiцiєнтiв (так звана регуляризацiя L2).

Лассо-регресiя (Lasso Regression) – метод найменших квадра-
тiв модифiкують так, щоб звести до мiнiмуму абсолютну суму
коефiцiєнтiв (так звана регуляризацiя L1).

Цi методи ефективнi у використаннi, якщо є колiнеарнiсть у вхiдних
даних, i метод найменших квадратiв вiдповiдає навчальним даним.

Регуляризацiя L2

Регуляризацiї L2 досягають додаванням деякої апрiорної iн-
формацiї до умови задачi, наприклад так:

Lreg (X, �y, �w) = L (X, �y, �w) + λR (�w) ,

де λ – коефiцiєнт регуляризацiї, що визначає, наскiльки необхiдно
враховувати умову R. У попередньому роздiлi ми побачили, що ам-
плiтуда значень коефiцiєнтiв wi занадто велика. Спробуємо змен-
шити її, додавши обмеження L2 на норму вектора параметрiв:

R (�w) =
1

2
‖�w‖22 =

1

2

n∑
j=1

w2
j =

1

2
�wT �w.

Нова функцiя вартостi набере вигляду

L (X, �y, �w) =
1

2
(�y −X �w)T (�y −X �w) +

λ

2
�wT �w.
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Обчислимо похiдну за параметрами:

∂L
∂ �w

=
∂

∂ �w

(
1

2
(�y −X �w)T (�y −X �w) +

λ

2
�wT �w

)
=

∂

∂ �w

(
1

2

(
�yT�y − 2�yTX �w + �wTXTX �w

)
+
λ

2
�wT �w

)
= −XT�y +XTX �w + λ�w.

I знайдемо розв’язок у явному виглядi:

∂L
∂ �w

= 0⇔ −XT�y +XTX �w + λ�w = 0

⇔ XTX �w + λ�w = XT�y

⇔ (
XTX + λE

)
�w = XT�y

⇔ �w =
(
XTX + λE

)−1
XT�y,

E – одинична дiагональна матриця. Таку регресiю називають гребе-
невою регресiєю (ridge regression). А гребенем є якраз дiагональна
матриця, яку ми додаємо до матрицi XTX з лiнiйно залежними
колонками, в результатi одержувана матриця несингулярна.

Для такої матрицi число обумовленостi дорiвнюватиме emax+λ
emin+λ ,

де ex – це власнi числа матрицi. Таким чином, збiльшуючи параметр
регуляризацiї, ми зменшуємо число обумовленостi, а обумовленiсть
завдання покращується.

Регуляризацiя L1

Спробуємо обмежити вектор параметрiв моделi, використо-
вуючи L1-норму:

R (�w) = ‖�w‖1 =
m∑
j=1

|wj | .
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Тодi задача набере вигляду

L (X, �y, �w) =
1

2n

n∑
i=1

(
�xi

T �w − yi
)2

+ λ

m∑
j=1

|wj | .

Порахуємо похiдну за параметрами моделi:

∂L
∂wj

=
1

n

n∑
i=1

(
�xi

T �w − yi
)
�xi + λsign(wj).

На жаль, така задача не має розв’язку у явному виглядi.
Для пошуку гарного наближеного розв’язку дуже часто на практицi
використовують метод градiєнтного спуску (див. роздiл 2.2.3),
згiдно з яким формула оновлення ваг набере вигляду:

�wnew := �w − α∂L
∂ �w

,

а в задачi з’являється ще один параметр α, що вiдповiдає за швид-
кiсть спуску – швидкiсть навчання (learning rate).
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3.1.5 Поставлення задачi

Провести регресiйний аналiз даних.
Етапи розв’язування

1. Iмпортувати / згенерувати вибiрку для задачi регресiї.

2. Роздiлити всю вибiрку на двi частини (навчальну й тестову).

3. Пiдiбрати регресiйну модель.

4. Провести регресiйний аналiз:

а) визначити модель регресiї та за необхiдностi додати озна-
ки за допомогою нелiнiйного перетворення наявних;

б) для обраної моделi порахувати коефiцiєнти wi;

в) порахувати загальну помилку з використанням однiєї з
метрик оцiнювання для навчальної й тестової вибiрок.

5. Вiзуалiзувати навчальну й тестову вибiрки та результуючу ре-
гресiйну залежнiсть.

6. Порiвняти результати з убудованою функцiєю iз sklearn.

7. Оформити результати у виглядi звiту.
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3.1.6 Приклад подання результатiв

Полiномiальна регресiя полiномом третього ступеня:

• полiном: y = 0, 85 + 1, 85x− 0, 86x2 + 0, 09x3;

• помилка на навчальнiй вибiрцi: MSE � 0, 075;

• помилка на тестовiй вибiрцi: MSE � 0, 164.
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Роздiл 4

Навчання з учителем: задачi класифiкацiї

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерiал
щодо методiв класифiкацiї даних. Алгоритми класифiкацiї дозволя-
ють роздiлити об’єкти вiдповiдно до зазначених заздалегiдь класiв.
Буде розглянуто чотири основних та найбiльш часто використову-
ваних методи:

• дерево прийняття рiшень (Decision Tree);

• k-найближчих сусiдiв (k-Nearest Neighbors);

• метод опорних векторiв (Support Vector Machine);

• метод логiстичної регресiї (Logistic Regression).

Для кожного методу буде наведено приклад його викори-
стання, поставлено завдання для практичної роботи та наведено
приклад подання результатiв.
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4.1 Класифiкацiя

Класифiкацiя – найпопулярнiше завдання в усьому машин-
ному навчаннi – роздiляє об’єкти за заздалегiдь вiдомими ознаками.
Для класифiкацiї завжди потрiбен учитель – розмiченi данi з озна-
ками та категорiями, якi машина вчитиметься визначати за цими
ознаками.

Яблука  Банани

Навчальна вибірка

Тестова вибірка

Алгоритм
навчання

Модель 
машинного 

навчання Передбачення

Яблуко

Використовують для:

• спам-фiльтрiв;

• визначення мови;

• аналiзування тональностi;

• пошуку подiбних документiв;

• розпiзнавання прописних лiтер та цифр;

• визначення пiдозрiлих транзакцiй.

Найпопулярнiшi методи (алгоритми) класифiкацiї:

• простий байєсiвський класифiкатор (Naive Bayes classifiers);

• дерева пошуку рiшень (Decisions Trees);

• k-найближчих сусiдiв (K-NN);

• метод опорних векторiв (SVM, Support Vector Machine);

• логiстична регресiя (Logit Model);

• . . .
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4.2 Дерева прийняття рiшень (Decision Tree)

Дерева рiшень Decision Tree є одним iз найбiльш ефективних
iнструментiв iнтелектуального аналiзування даних та передбачува-
ної аналiтики, що дозволяють розв’язувати задачi класифiкацiї та
регресiї.

Оскiльки правила в деревах рiшень одержують узагальнен-
ням безлiчi окремих спостережень (навчальних прикладiв), що опи-
сують предметну сферу, то за аналогiєю з вiдповiдним методом ло-
гiчного виведення їх називають iндуктивними правилами, а процес
навчання – iндукцiєю дерев рiшень.

У навчальнiй множинi для прикладiв повинне бути задане
цiльове значення, оскiльки дерева рiшень є моделями, якi будують
на основi навчання з учителем. У цьому разi якщо цiльова змiнна
дискретна (мiтка класу), то модель називають деревом класифiка-
цiї, а якщо безперервна, то – деревом регресiї.

4.2.1 Структура дерева рiшень

Уведемо до розгляду основнi поняття, використовуванi в те-
орiї дерев рiшень.

Назва Опис
Об’єкт. Приклад, шаблон, спостереження.
Атрибут. Ознака, незалежна змiнна, властивiсть.
Цiльова змiнна. Залежна змiнна, мiтка класу.
Вузол. Внутрiшнiй вузол дерева, вузол перевiрки.
Кореневий вузол. Початковий вузол дерева рiшень.
Лист. Кiнцевий вузол дерева, вузол рiшення.
Вирiшальне правило. Умова у вузлi, перевiрка.

Власне, саме дерево рiшень — метод подання вирiшальних правил в
iєрархiчнiй структурi, що складається з елементiв двох типiв – ву-
злiв (node) та листя (leaf). У вузлах мiстяться вирiшальнi правила
i проводиться перевiрка вiдповiдностi прикладiв цього правила за
яким-небудь атрибутом навчальної множини.

У найпростiшому випадку, в результатi перевiрки множину
прикладiв, що потрапили до вузла, розбивають на двi пiдмножини,
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в одну з яких потрапляють приклади, що задовольняють правило, а
в iнше, – що не задовольняють. Потiм до кожної пiдмножини знову
застосовується правило i процедура рекурсивно повторюється доти,
поки буде досягнена деяка умова зупинення алгоритму. Внаслiдок
цього в останньому вузлi перевiрка та розбиття не проводиться i
вiн оголошується листом. Лист визначає рiшення для кожного при-
кладу, що в нього потрапив. Для дерева класифiкацiї це клас, що
асоцiюється з вузлом, а для дерева регресiї модальний iнтервал цi-
льової змiнної, що вiдповiдає листу.

Отже, на вiдмiну вiд вузла в листi мiститься не правило,
а пiдмножина об’єктiв, що задовольняють усi правила гiлки, яка
закiнчується цим листом. Очевидно, щоб потрапити в лист, приклад
повинен задовольняти всi правила, що лежать на шляху до цього
листа. Оскiльки шлях у деревi до кожного листа єдиний, то й кожен
приклад може потрапити лише в один лист, що забезпечує єдинiсть
рiшення.

4.2.2 Процес побудови

Процес побудови дерев рiшень полягає в послiдовному, ре-
курсивному розбиттi навчальної множини на пiдмножини iз засто-
суванням вирiшальних правил у вузлах. Процес розбиття триває
доти, поки всi вузли наприкiнцi всiх гiлок не будуть оголошенi ли-
стям. Оголошення вузла листом може статися природним чином
(коли вiн мiститиме єдиний об’єкт, або об’єкти лише одного класу),
або пiсля досягнення певної умови зупинення, що задається кори-
стувачем (наприклад, мiнiмально допустима кiлькiсть прикладiв у
вузлi або максимальна глибина дерева).

Алгоритми побудови дерев рiшень належать до категорiїжа-
дiбних алгоритмiв. Жадiбними називаються алгоритми, якi допу-
скають, що локально-оптимальнi рiшення на кожному кроцi (роз-
биття у вузлах), призводять до оптимального пiдсумкового рiшен-
ня. У разi дерев рiшень це означає, що якщо один раз був обраний
атрибут, i за ним було розбито на пiдмножини, то алгоритм не може
повернутися назад i вибрати iнший атрибут, який дав би найкраще
пiдсумкове розбиття. Тому на етапi побудови не можна сказати, чи
забезпечить обраний атрибут оптимальне розбиття.
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В основi бiльшостi популярних алгоритмiв навчання дерев
рiшень лежить принцип «подiляй i володарюй». Алгоритмiчно цей
принцип реалiзується в такий спосiб. Нехай задано навчальну мно-
жину X, що мiстить n прикладiв, для кожного з яких задано мiтку
класу Ci(i = 1, . . . , k), таm атрибутiв Aj(j = 1, . . . ,m) якi, як перед-
бачається, визначають належнiсть об’єкта до того чи iншого класу.
Тодi можливi три випадки:

1. Усi приклади множиниX мають однакову мiтку класу Ci (тоб-
то всi навчальнi приклади належать лише до одного класу).
Очевидно, що навчання в цьому разi не має сенсу, оскiльки всi
приклади моделi, що подаються, будуть одного класу, який i
«навчиться» розпiзнавати модель. Саме дерево рiшень у цьо-
му разi буде листом, асоцiйованим iз класом Ci. Практичне
використання такого дерева безглузде, оскiльки будь-який но-
вий об’єкт воно вiдноситиме лише до цього класу.

2. Множина X взагалi не мiстить прикладiв, тобто є порожньою
множиною. У цьому разi для нього теж буде створено лист (за-
стосовувати правило, щоб створити вузол до порожньої мно-
жини безглуздо), клас якого буде обраний з iншої множи-
ни (наприклад, клас, який найчастiше трапляється в батькiв-
ськiй множинi).

3. Множина X мiстить навчальнi приклади всiх класiв Ck. У
цьому разi потрiбно розбити множину X на пiдмножини, асо-
цiйованi з класами. Для цього вибирається один iз атрибутiв
Aj множини X, який мiстить два i бiльше унiкальнi значення
(a1, a2, . . . , ap), де p – кiлькiсть унiкальних значень ознаки. По-
тiм множина X розбивається на p пiдмножин (X1, X2, . . . , Xp),
кожна з яких мiстить приклади, що мають вiдповiдне значен-
ня атрибута. Потiм вибирається наступний атрибут i повторю-
ється розбиття. Ця процедура рекурсивно повторюватиметься
до того часу, поки всi приклади в результуючих пiдмножинах
не виявляться одного класу.
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Побудова дерева рiшень вiдбувається зверху вниз (вiд коре-
невого вузла до листя). Описана вище процедура є основою багатьох
сучасних алгоритмiв побудови дерев рiшень. Найбiльш популярнi
алгоритми:

ID3 (Iterative Dichotomizer 3) – алгоритм дозволяє працювати
лише з дискретною цiльовою змiнною, тому дерева рiшень,
побудованi за допомогою цього алгоритму, є такими, що кла-
сифiкують. Число нащадкiв у вузлi дерева не обмежене. Не
може працювати iз пропущеними даними.

C4.5 – удосконалена версiя алгоритму ID3, до якої додано можли-
вiсть роботи з пропущеними значеннями атрибутiв.

CART (Classification and Regression Tree) – алгоритм навча-
ння дерев рiшень, що дозволяє використовувати як дискретну,
так i безперервну цiльову змiнну, тобто вирiшувати завдання
як класифiкацiї, так i регресiї. Алгоритм будує дерева, якi в
кожному вузлi мають лише два нащадки.

Основнi етапи побудови

У разi побудови дерева рiшень необхiдно вирiшити кiлька
основних проблем, з кожною з яких пов’язаний вiдповiдний крок
процесу навчання:

• вибiр атрибута, за яким буде проводитися розбиття в даному
вузлi (атрибута розбиття);

• вибiр критерiю зупинення навчання;

• вибiр методу вiдсiкання гiлок (спрощення);

• оцiнювання точностi збудованого дерева.

4.2.3 Вибiр атрибуту розбиття

Пiд час формування правила для розбиття в черговому вузлi
дерева необхiдно вибрати атрибут, яким це буде зроблено. Загаль-
не правило для цього можна сформулювати так: обраний атрибут
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повинен розбити безлiч спостережень у вузлi так, щоб пiдмножини,
що одержують, мiстили приклади з однаковими мiтками класу, або
були максимально наближенi до цього, тобто кiлькiсть об’єктiв з iн-
ших класiв («домiшок») у кожному з цих множин було якнайменше.
Для цього використовують рiзнi критерiї, найбiльш популярними з
яких стали теоретико-iнформацiйний й статистичний.

Теоретико-iнформацiйний критерiй

Цей критерiй ґрунтується на поняттях теорiї iнформацiї, а
саме – iнформацiйної ентропiї

S = −
n∑

i=1

Ni

N
log2

(
Ni

N

)
, (4.1)

де n – число класiв у вихiднiй пiдмножинi; Ni – кiлькiсть прикладiв
i-го класу; N – загальна кiлькiсть прикладiв у пiдмножинi. Отже,
ентропiя може розглядатися як мiра неоднорiдностi пiдмножини за
поданими у ньому класами. Коли класи поданi в однакових час-
тках i невизначенiсть класифiкацiї найбiльша, ентропiя також ма-
ксимальна. Якщо приклади у вузлi належать до одного класу, тобто
N = Ni, логарифм вiд одиницi зануляє ентропiю.

Отже, найкращим атрибутом розбиття Aj буде той, який за-
безпечить максимальне зниження ентропiї одержаної пiдмножини
щодо батькiвської. На практицi кажуть не про ентропiю, а про ве-
личину, обернену їй, яка називається iнформацiєю. Тодi найкращим
атрибутом розбиття буде той, який забезпечить максимальний при-
рiст iнформацiї результуючого вузла щодо вихiдного:

Gain(A) = S0 −
n∑

i=1

Ni

N
Si, (4.2)

де S0 – iнформацiйна ентропiя, пов’язана з пiдмножиною X до
розбиття; Si – iнформацiйна ентропiя, пов’язана з пiдмножинами,
одержаними пiсля розбиття за атрибутом A. Тому завдання ви-
бору атрибуту розбиття у вузлi полягає в максимiзацiї величини
Gain(A), що називається приростом iнформацiї (вiд англ. Gain –
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прирiст, збiльшення). Тому сам теоретико-iнформацiйний пiдхiд вi-
домий як критерiй приросту iнформацiї. Вiн уперше був застосо-
ваний в алгоритмi ID3, а потiм у C4.5 та iнших алгоритмах.

Статистичний пiдхiд

В основi статистичного пiдходу лежить використання iнде-
ксу Джинi (названий на честь iталiйського статистика та економiста
Коррадо Джинi). Статистичний змiст цього показника в тому, що
вiн показує, наскiльки часто випадково обраний приклад навчаль-
ної множини буде розпiзнаний неправильно, за умови, що цiльовi
значення в цiй множинi були взятi з певного статистичного розподi-
лу. Отже, iндекс Джинi фактично показує вiдстань мiж двома роз-
подiлами – розподiлом цiльових значень i розподiлом передбачень
моделi. Очевидно, що чим менша ця вiдстань, тим краще працює
модель.

Iндекс Джинi може бути розрахований за формулою:

Gini(Q) =

n∑
i=1

pi(1− pi), (4.3)

деQ – результуюча множина; n – кiлькiсть класiв у ньому, p = Ni/N
– iмовiрнiсть i-го класу (виражена як вiдносна частота прикладiв
вiдповiдного класу). Очевидно, що цей показник змiнюється вiд 0
до 1. Водночас вiн дорiвнює 0, якщо всi приклади Q належать до
одного класу, i дорiвнює 1, коли класи поданi в однакових пропор-
цiях i є рiвноймовiрними. Тодi найкращим буде те розбиття, для
якого значення iндексу Джинi буде мiнiмальним.

4.2.4 Критерiй зупинення алгоритму

Теоретично алгоритм навчання дерева рiшень буде працю-
вати доти, поки внаслiдок цього не будуть одержанi абсолютно «чи-
стi» пiдмножини, в кожнiй з яких будуть приклади одного класу.
Хоча водночас буде побудовано дерево, в якому для кожного при-
кладу буде створено окремий лист. Очевидно, що таке дерево ви-
явиться марним, оскiльки воно буде перенавченим — кожному при-
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кладу вiдповiдатиме свiй унiкальний шлях у деревi, а отже, i набiр
правил, актуальний лише для цього прикладу.

Перенавчання у разi дерева рiшень приводить до точного
розпiзнавання прикладiв, що беруть участь у навчаннi та повнiй
неспроможностi до нових даних. Крiм цього, перенавченi дерева
мають дуже складну структуру й тому їх складно iнтерпретувати.
Очевидним вирiшенням проблеми є примусове зупинення побудови
дерева доти, поки воно не стало перенавченим. Для цього розробле-
но такi пiдходи.

Раннє зупинення – алгоритм буде зупинено, як тiльки буде до-
сягнуто заданого значення деякого критерiю, наприклад, про-
центної частки правильно розпiзнаних прикладiв. Єдиною пе-
ревагою пiдходу є зниження часу навчання. Головним недо-
лiком є те, що раннє зупинення завжди приносить шкоду то-
чностi дерев.

Обмеження глибини дерева – завдання максимальної кiлькостi
розбиття в гiлках, пiсля досягнення навчання зупиняється.
Цей метод також приводить до зниження точностi дерева.

Завдання мiнiмально допустимого числа прикладiв у вузлi
– заборонити алгоритму створювати вузли з числом прикла-
дiв менше заданого (наприклад, 5). Це дозволить уникнути
створення тривiального розбиття i вiдповiдно незначних пра-
вил.

Усi перелiченi пiдходи є евристичними, тобто не гарантують
кращого результату чи взагалi працюють лише в якихось окремих
випадках. Тому до їх використання потрiбно пiдходити з обережнi-
стю. Будь-яких обґрунтованих рекомендацiй щодо того, який ме-
тод краще працює, нинi теж не iснує. Тому аналiтикам доводиться
використовувати метод спроб й помилок. У багатьох випадках ре-
комендують вiддавати перевагу вiдсiканню гiлок.

4.2.5 Вiдсiкання гiлок

Як було зазначено вище, якщо «зростання» дерева не обме-
жити, то внаслiдок цього буде побудоване складне дерево з великою
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кiлькiстю вузлiв й листя. Як наслiдок воно буде важко iнтерпрето-
ваним. Водночас вирiшальнi правила таких дерев, що створюють
вузли, в яких потрапляють два-три приклади, виявляються мало-
значними з практичного погляду.

Набагато краще мати дерево, що складається з малої кiль-
костi вузлiв, яким вiдповiдала б велика кiлькiсть прикладiв з на-
вчальної вибiрки. Тому цiкавий пiдхiд, альтернативний ранньому
зупиненню – побудувати всi можливi дерева i вибрати те з них, яке
за розумної глибини забезпечує прийнятний рiвень помилки розпi-
знавання, тобто знайти найбiльш вигiдний баланс мiж складнiстю
та точнiстю дерева. Альтернативним пiдходом є так зване вiдсiка-
ння гiлок (pruning), згiдно з яким необхiдно виконати таке:

1) побудувати повне дерево (щоб усе листя мiстило приклади
одного класу);

2) визначити два показники: вiдносну точнiсть моделi – вiдно-
шення числа правильно розпiзнаних прикладiв до загального
числа прикладiв, та абсолютну помилку – число неправильно
класифiкованих прикладiв;

3) видалити з дерева листя i вузли, вiдсiкання яких не призведе
до значного зменшення точностi моделi або збiльшення по-
милки.

Вiдсiкання гiлок, очевидно, проводиться в напрямку, про-
тилежному напрямку зростання дерева, тобто знизу вгору, шля-
хом послiдовного перетворення вузлiв на листя. Перевагою вiдсi-
кання гiлок порiвняно з раннiм зупиненням є можливiсть пошуку
оптимального спiввiдношення мiж точнiстю та зрозумiлiстю дере-
ва. Недолiком є бiльший час навчання через необхiднiсть спочатку
збудувати повне дерево.

4.2.6 Вилучення правил

Iнодi навiть спрощене дерево рiшень все ще є надто скла-
дним для вiзуального сприйняття та iнтерпретацiї. У цьому разi
може виявитися корисним витягти з дерева вирiшальнi правила та
органiзувати їх у набори, що описують класи.
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Для одержання правил необхiдно вiдстежити всi шляхи вiд
кореневого вузла до листя дерева. Кожен такий шлях надає прави-
ло, що складається з безлiчi умов, що є перевiркою в кожному вузлi
шляху.

Вiзуалiзацiя складних дерев рiшень як вирiшальних правил
замiсть iєрархiчної структури з вузлiв i листя може бути зручнiшою
для вiзуального сприйняття.
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4.2.7 Поставлення задачi

Провести класифiкацiю даних iз використанням методу де-
рева прийняття рiшень.
Етапи розв’язання

1. Iмпортувати вибiрку для проведення навчання.

2. Роздiлити всю вибiрку на навчальну й тестову.

3. Побудувати алгоритм навчання на навчальнiй вибiрцi:

а) порахувати ентропiю за формулою (4.1) або показник Gi-
ni (4.3) для вихiдної таблицi;

б) вiдсортувати таблицю за першою ознакою;

в) знайти значення ознаки для першого подiлу таблицi, ко-
ли значення цiльового вектора змiнюється вперше;

г) порахувати прирiст iнформацiї за такого дiлення за фор-
мулою (4.2);

д) повторити процедуру для всiх можливих дiлень за пер-
шою ознакою та за всiма ознаками та знайти оптимальне
перше дiлення таблицi, для якого прирiст iнформацiї є
максимальним;

е) рекурсивно для кожного дiлення повторити процедуру
дiлення;

є) вихiд з рекурсiї здiйснити за однiєї з умов:

• перевищення фiксованої глибини дерева;
• мiнiмальної (фiксованої) кiлькостi об’єктiв у вузлi;
• мiнiмального (фiксованого) значення ентропiї вузла.

4. Перевiрити точнiсть роботи алгоритму на тестовiй вибiрцi.

5. Порiвняти результати з Decision tree з sklearn.

6. Оформити результати у виглядi звiту.
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4.2.8 Приклад подання результату

Як результат роботи програми отримуємо словник iз прави-
лами рухiв по дереву (датасет “iris”):
Мiтка:

’ ’ – корiнь дерева

’l’ – гiлка влiво

’r’ – гiлка вправо

Елементи словника:

[0 ] – номер ознаки для дiлення;

[1 ] – номер рядка для дiлення;

[2 ] – значення ознаки для дiлення;

[3 ]:

none – не завершена гiлка;

Int(i) – клас, до якого належить об’єкт.

Типовий словник:
”: [3, 70, 1.75, None], ’l’: [3, 69, 1.65, None], ’lr’: [None,
None, None, 2], ’ll’: [3, 58, 1.45, None], ’lll’: [3, 32, 0.8,
None], ’llll’: [None, None, None, 0], ’lllr’: [2, 24, 5.2, None],
’lllrl’: [None, None, None, 1], ’lllrr’: [None, None, None, 2],
’llr’: [2, 7, 4.95, None], ’llrl’: [None, None, None, 1], ’llrr’:
[3, 1, 1.55, None], ’llrrl’: [None, None, None, 2], ’llrrr’:
[None, None, None, 1], ’r’: [0, 3, 5.85, None], ’rl’: [None,
None, None, 2], ’rr’: [1, 20, 3.15, None], ’rrl’: [None, None,
None, 2], ’rrr’: [3, 0, 1.9, None], ’rrrl’: [None, None, None,
1], ’rrrr’: [None, None, None, 2]
Помилка на навчальнiй вибiрцi = 0,0.
Помилка на тестовiй вибiрцi = 0,066.
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4.3 Метод k-найближчих сусiдiв
(k-Nearest Neighbors)

Типовим представником методiв класифiкацiї є метод k-найближчих
сусiдiв k-nearest neighbors algorithm (kNN). Вiн використовує просту
логiку: об’єкт належить до того самого класу, що й бiльшiсть його
найближчих сусiдiв.

Метод належить до класу непараметричних, тобто не вима-
гає припущень про те, з якого статистичного розподiлу була сфор-
мована навчальна множина. Отже, класифiкацiйнi моделi, побудо-
ванi за допомогою методу kNN, також будуть непараметричними.
Це означає, що структура моделi не визначається жорстко споча-
тку, а визначається даними.

Оскiльки ознаки, на основi яких проводиться класифiкацiя,
можуть мати рiзну фiзичну природу i вiдповiдно дiапазони значень,
для покращання результатiв класифiкацiї буде корисно виконати
нормалiзацiю навчальних даних.

4.3.1 Алгоритм

Нехай є набiр даних, що складається з n спостереженьXi(i =
1, . . . , n), для кожного з яких заданий клас Cj(j = 1, . . . ,m). Тодi
на його основi може бути сформована навчальна множина, всi при-
клади якої являють собою пари Xi, Cj .

Алгоритм kNN можна роздiлити на двi простi фази: навчан-
ня та класифiкацiї. Пiд час навчання алгоритм просто запам’ятовує
вектори ознак спостережень та його мiтки класiв (тобто приклади).
Також задається параметр алгоритму k, який задає число «сусiдiв»,
якi будуть використовуватися пiд час класифiкацiї.

На фазi класифiкацiї подається новий об’єкт, мiтка класу
якого не задана. Для нього визначаються k найближчих (у сен-
сi деякої метрики) попередньо класифiкованих спостережень. По-
тiм вибирається клас, якому належить бiльшiсть з k найближчих
прикладiв-сусiдiв, i до цього самого класу вiдноситься об’єкт, що
класифiкується. Роботу алгоритму можна легко пояснити за допо-
могою рисунка.
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Робота алгоритму kNN

Кружком поданий об’єкт, який
потрiбно класифiкувати як пред-
ставника одного з двох кла-
сiв «трикутники» та «квадрати».
Якщо вибрати k = 3, то з трьох
найближчих об’єктiв два виявля-
ться «трикутниками» i один «ква-
дратом». Тому новому об’єкту
буде надано клас «трикутник».
Якщо поставити k = 5, то з п’яти
«сусiдiв» два будуть «трикутни-
ки» i три «квадрати», внаслiдок
чого об’єкт, що класифiкується,
буде розпiзнаний як «квадрат».

4.3.2 Визначення класу нового об’єкта

У найпростiшому випадку клас нового об’єкта може бути ви-
значений простим вибором класу, що найчастiше трапляється серед
k прикладiв. Водночас розраховується вiдстань вiд цього об’єкта до
кожного об’єкта з навчальної вибiрки за формулою

Dj =

√√√√ n∑
i=1

(xi − ai)2, (4.4)

де xi – i-та ознака об’єкта, що класифiкується; ai – ознака класи-
фiкованих об’єктiв.

Проте на практицi це не завжди вдале рiшення, наприклад,
якщо частота появи для двох або бiльше класiв виявляється одна-
ковою. I тут використовують деяку функцiю, за допомогою якої ви-
значається клас, яка називається функцiєю поєднання (combination
function).

У звичайному випадку використовують так зване просте не-
зважене голосування (simple unweighted voting). Водночас передба-
чається, що всi k прикладiв мають однакове право «голосу» неза-
лежно вiд вiдстань до об’єкта, що класифiкується.

Проте логiчно припустити, що чим далi приклад розмiщений
вiд об’єкта, що класифiкується, в просторi ознак, тим нижча його

78



значущiсть для визначення класу. Тому для покращання результа-
тiв класифiкацiї вводять зважування прикладiв залежно вiд їхньої
вiддаленостi. I тут використовують зважене голосування (weighted
voting).

В основi iдеї зваженого голосування лежить введення «штра-
фу» для класу залежно вiд того, наскiльки приклади, що вiднося-
ться до нього, вiддаленi вiд класифiкованого об’єкта. Такий «штраф»
подається як сума величин, обернених квадрату вiдстаней вiд при-
кладу j-го класу до класифiкованого об’єкта (часто це значення
називають показником близькостi):

Qj =

nj∑
i=1

1

D2(x, aij)
, (4.5)

де D – оператор обчислення вiдстанi за формулою (4.4); x – вектор
ознак об’єкта, що класифiкується; aij – i-й приклад j-го класу. От-
же «перемагає» той клас, для якого величина Qj виявиться най-
бiльшою. Водночас також знижується ймовiрнiсть того, що класи
отримають однакову кiлькiсть голосiв.

4.3.3 Вибiр значення параметра k

Вибiр параметра k є важливим для одержання коректних
результатiв класифiкацiї. Якщо значення параметра мале, виникає
ефект перенавчання, коли рiшення щодо класифiкацiї ухвалюється
з урахуванням малого числа прикладiв i має низьку значущiсть.
Це схоже на перенавчання в деревах рiшень, коли в них багато пра-
вил, що належать до невеликої кiлькостi прикладiв. Якщо встано-
вити k = 1, то алгоритм буде просто надавати будь-якому новому
спостереженню мiтку класу найближчого об’єкта.

Крiм цього, необхiдно враховувати, що використання неве-
ликих значень k збiльшує вплив шумiв на результати класифiкацiї,
коли невеликi змiни даних призводять до великих змiн у резуль-
татах класифiкацiї. Але водночас межi класiв виявляються бiльш
вираженими (клас пiд час голосування перемагає з великим рахун-
ком).
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Навпаки, якщо значення параметра занадто велике, то в
процесi класифiкацiї бере участь багато об’єктiв, якi належать до
рiзних класiв. Така класифiкацiя є дуже грубою i погано вiдбиває
локальнi особливостi набору даних. Отже, вибiр параметра k є ком-
промiсом мiж точнiстю та узагальнювальною здатнiстю моделi.

За великих значень параметра k зменшується шумування
результатiв класифiкацiї, але знижується вираженiсть меж класiв.

У задачах бiнарної класифiкацiї буває доцiльно вибрати k
як непарне число, оскiльки це дозволяє уникнути рiвностi «голосiв»
щодо класу нового спостереження.

4.3.4 Значущiсть ознак

Для бiльшостi методiв класифiкацiї iснує проблема пов’язана
з рiзною значущiстю ознак iз погляду на визначення класу об’єктiв.
Врахування фактора значущостi ознак в алгоритмi може дозволити
пiдвищити точнiсть класифiкацiї. Для цього на основi суб’єктивного
або деякого формального оцiнювання можна задати рiвень значу-
щостi ознаки та виразити його за допомогою числового коефiцiєнта
(позначимо його s вiд англ significance — значущiсть), який врахо-
вується пiд час обчислення вiдстанi мiж прикладами та об’єктом,
що класифiкується:

DE =

√√√√ n∑
i=1

si(xi − ai)2, (4.6)

де si(i = 1, . . . , p) – коефiцiєнт значущостi для i-ї ознаки; p – кiль-
кiсть ознак вихiдного набору даних. Такий прийом називається роз-
тягуванням осей i вiн дозволяє збiльшити або зменшити внесок
ознаки в обчислення вiдстанi вiд прикладу до об’єкта, що класифi-
кується. Якщо si > 1, то завдяки вiдповiднiй ознацi вiдстань мiж
прикладом об’єктом, що класифiкується, зростає, i внесок у визна-
чення класу падає, а якщо 0 < si < 1, то навпаки.

4.3.5 Чисельний приклад

Розглянемо простий чисельний приклад роботи алгоритму
kNN, проiлюстрований на рисунку. Нехай є набiр даних про пози-
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чальникiв банку, частина з яких допустили прострочення платежу
(таблиця). Ознаками є вiк i середньомiсячний дохiд. Мiтками класу
в полi «Прострочено» будуть «Так» та «Нi».

X1 – вiк X2 – дохiд Прострочено
46 40 Нi
36 54 Нi
34 29 Так
38 23 Так

Робота алгоритму kNN

На рисунку помаранчевими кружками поданi об’єкти класу
«Нi», а фiолетовими класу «Так». Синiм квадратом вiдображається
об’єкт, що класифiкується (новий позичальник).

Завдання полягає в тому, щоб виконати класифiкацiю но-
вого позичальника, для якого a1 = 42 i a2 = 34 з метою оцiнити
можливiсть прострочення ним платежiв.

1. Задамо значення параметра k = 3.

2. Розрахуємо вiдстань мiж вектором ознак об’єкта, що класифi-
кується, i векторами навчальних прикладiв за формулою (4.4)
та встановимо для кожного прикладу його ранг.
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X1 X2 Вiдстань Ранг Сусiд Прострочено
46 40 7,2 1 Так Нi
36 54 20,9 4 Нi Нi
34 29 9,4 2 Так Так
38 23 11,7 3 Так Так

3. Приберемо з розгляду приклад, який за k = 3 не є сусiдом, i
розглянемо класи, що залишилися.
X1 X2 Вiдстань Ранг Сусiд Прострочено
46 40 7,2 1 Так Нi
34 29 9,4 2 Так Так
38 23 11,7 3 Так Так

Отже, з трьох найближчих сусiдiв (на рисунку розмiщенi
всерединi кола) об’єкта, що класифiкується, два мають клас «Так»,
а один – «Нi». Тому шляхом простого незваженого голосування ви-
значаємо його клас як «Так».

Для проведення зваженого голосування розрахуємо пока-
зник близькостi за формулою (4.5):

QNO =
1

65
≈ 0, 015; QY ES =

1

98
+

1

137
≈ 0, 018.

Шляхом зваженого голосування визначаємо клас об’єкта, що кла-
сифiкується як «Так».

Iз роботи класифiкатора робимо висновок, що позичальник
iз заданими характеристиками може допустити прострочення ви-
плати кредиту.

4.3.6 Областi застосування алгоритму

Алгоритм kNN може застосовуватися практично в усiх зав-
даннях класифiкацiї, особливо в разi, коли оцiнити параметри ймо-
вiрнiсного розподiлу даних складно чи неможливо. Найбiльш типо-
вими завданнями алгоритму kNN є:
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• класифiкацiя клiєнтiв (наприклад, за рiвнем лояльностi);

• медицина – класифiкацiя пацiєнтiв за медичними показника-
ми;

• маркетинг – класифiкацiя товарiв за рiвнем популярностi то-
що.

4.3.7 Переваги та недолiки алгоритму

На завершення вiдзначимо переваги та недолiки алгоритму
kNN. До переваг алгоритму можна вiднести:

• стiйкiсть до викидiв й аномальних значень, оскiльки ймовiр-
нiсть попадання записiв, що мiстять їх, до k-найближчих су-
сiдiв мала. Якщо ж це сталося, то вплив на голосування (осо-
бливо зважене) швидше за все, буде незначним, а отже, малим
буде i вплив на результати класифiкацiї;

• програмна реалiзацiя алгоритму доволi проста;

• результати роботи алгоритму легко пiддаються iнтерпретацiї;

• логiка роботи алгоритму зрозумiла експертам у рiзних галу-
зях.

До недолiкiв алгоритму kNN можна вiднести:

• цей метод не створює будь-яких моделей, якi узагальнюють
попереднiй досвiд, а iнтерес можуть становити й самi правила
класифiкацiї;

• пiд час класифiкацiї об’єкта використовуються всi доступнi
данi, тому метод kNN є досить витратним, особливо в разi
великих обсягiв даних;

• висока трудомiсткiсть через необхiднiсть обчислення вiдста-
ней до всiх прикладiв;

• пiдвищенi вимоги до репрезентативностi вихiдних даних.
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4.3.8 Поставлення задачi

Провести класифiкацiю даних iз використанням методу k-
найближчих сусiдiв.
Етапи розв’язання

1. Iмпортувати вибiрку для проведення навчання.

2. Роздiлити всю вибiрку на двi частини (навчальну та тестову).

3. Побудувати алгоритм класифiкацiї:

а) зафiксувати значення параметра k;

б) встановити значення ваг кожної з ознак таким, що дорiв-
нює 1;

в) для кожного об’єкта з тестової вибiрки визначити, до яко-
го класу з навчальної вибiрки вiн належить.

4. Порахувати кiлькiсть помилок класифiкацiї шляхом порiвня-
ння результатiв класифiкацiї з вiдомими значеннями класiв
для кожного об’єкта з тестової вибiрки.

5. Провести оптимiзацiю параметра k та ваг кожної ознаки.

6. Порiвняти результати з kNN з sklearn.

7. Оформити результати у виглядi звiту.
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4.3.9 Приклад подання результатiв

Iмпортуємо вибiрку з розмiченими даними та дiлимо її на:
навчальну та тестову. Будуємо алгоритм класифiкацiї для k = k0.

Вiзуалiзуємо результати роботи
алгоритму для k0 = 3. Тут круж-
ками рiзного кольору позначе-
но об’єкти навчальної вибiрки, а
трикутниками того самого кольо-
ру – об’єкти тестової вибiрки, що
класифiкованi правильно; чорнi
квадрати – помилки класифiкацiї.

Вираховуємо помилку класифiкацiї, яка становить 9 %.
Проводимо оптимiзацiю роботи алгоритму.

Будуємо залежнiсть точностi ро-
боти алгоритму вiд значення па-
раметра k. Робимо висновок щодо
оптимального значення кiлькостi
сусiдiв для цiєї вибiрки.

Проводимо порiвняння одержаних результатiв з вбудованим
класифiкатором kNN бiблiотеки sklearn.

Iлюструємо результати щодо
залежностi точностi роботи
написаного алгоритму та вбу-
дованого алгоритму вiд кiль-
костi сусiдiв (значення пара-
метра k) для класифiкацiї для
цiєї вибiрки.
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4.4 Метод опорних векторiв (Support Vector
Machine)

Розглянемо метод опорних векторiв (англ. SVM, Support Vector
Machine) для задач класифiкацiї. Подамо основну iдею алгоритму,
правила виведення налаштування ваг ознак i розберемо просту ре-
алiзацiю. На прикладi датасету Iris буде продемонстровано роботу
алгоритму з лiнiйно роздiльними/нероздiльними даними у просто-
рi R2. Додатково будуть озвученi плюси та мiнуси алгоритму, його
модифiкацiї.

4.4.1 Завдання

Вирiшуватимемо завдання бiнарної (якщо класiв всього два)
класифiкацiї. Спочатку алгоритм тренується на об’єктах iз навчаль-
ної вибiрки, яким заздалегiдь вiдомi мiтки класiв. Далi вже навче-
ний алгоритм передбачає мiтку класу для кожного об’єкта з тесто-
вої вибiрки. Мiтки класiв можуть набувати значень Y = {−1,+1}.
Об’єкт – вектор iз n ознакамиX = (x1, x2, . . . , xn) в просторiRn. Пiд
час навчання алгоритм повинен побудувати функцiю F (X) = Y ,
яка одержує аргумент X – об’єкт з простору Rn i видає мiтку класу
Y . Головна мета SVM як класифiкатора – знайти рiвняння роздiль-
ної гiперплощини

w1x1 + w2x2 + . . .+ wnxn + w0 = 0 (4.7)

в просторi Rn, яка роздiлила б два класи якимось оптимальним
чином.

4.4.2 Загальнi вiдомостi про алгоритм

Для простоти розглянемо вибiрку об’єктiв iз двома ознака-
ми x1 та x2, якi належать до двох рiзних класiв. Загальний вид
перетворення F об’єкта X на мiтку класу Y :

F (X) = sign(wTX − b), (4.8)

де w = (w1, w2, . . . , wn), b = −w0. Пiсля налаштування ваг алго-
ритму w та b (навчання), всi об’єкти, що потрапляють по одну
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сторону вiд побудованої гiперплощини, передбачатимуться як пер-
ший клас, а об’єкти, що потрапляють по iнший бiк, – другий клас.

Робота алгоритму SVM

Синi кружки – об’єкти першого
класу; зеленi – об’єкти другого
класу; кружки з чорним конту-
ром – опорнi об’єкти; пряма w ·
x−b = 0 оптимально роздiляє два
класи; прямi w·x−b = ±1, якi про-
ходять через опорнi вектори x+ та
x− визначають ширину роздiлю-
вальної смуги, як проекцiю векто-
ра (x+−x−) на вектор нормалi до
роздiлювальної прямої (гiперпло-
щини) w.

Усерединi функцiї sign() стоїть лiнiйна комбiнацiя ознак об’єкта
з вагами алгоритму, саме тому SVM належить до лiнiйних алго-
ритмiв. Роздiлювальну гiперплощину можна побудувати рiзними
способами, але в SVM ваги w i b налаштовуються так, щоб об’єкти
класiв лежали якнайдалi вiд роздiльної гiперплощини. Iншими сло-
вами, алгоритм максимiзує зазор (англ. margin) мiж гiперплощи-
ною та об’єктами класiв, якi розмiщенi найближче до неї – опорнi
вектори x+ та x− (див. рисунок).

4.4.3 Правила налаштування ваг

Вiдступ (Margin)

Вiдступ (Margin) – характеристика, яка оцiнює, наскiльки
об’єкт «занурений» у свiй клас, наскiльки типовим представником
свого класу вiн є. Чим менше значення вiдступу для даного об’єкта
Mi, тим ближче об’єкт Xi пiдходить до границi класiв i тим вище є
ймовiрнiсть помилки. Вiдступ об’єкта Xi вiд межi класiв визначає-
ться за формулою

M = Y (wTX − b). (4.9)

Тут i далi позначатимемо скалярний добуток двох векторiв як 〈a, b〉
або aT b. Алгоритм припускається помилки на об’єктi тодi i лише то-
дi, коли вiдступ M негативний (коли Y i (wTX − b) рiзних знакiв).
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Якщо M ∈ (0, 1), то об’єкт потрапляє всередину роздiлювальної
смуги. Якщо M > 1, то об’єкт X класифiкується правильно, i роз-
мiщений на деякому вiддаленнi вiд смуги, що роздiляє.

Задача – побудувати таку роздiлювальну гiперплощину, щоб
об’єкти навчальної вибiрки розмiщувались на найбiльшiй вiдстанi
вiд неї. Зручно використати процедуру нормування: пiд час множе-
ння w та b на константу C �= 0 рiвняння 〈xi, Cw〉 −Cb = 0 визначає
ту саму гiперплощину, що й рiвняння 〈xi, w〉 − b = 0. У такому разi
для зручностi проводиться нормування шляхом пiдбору константи
C такою, щоб мiнiмальний вiдступ об’єкта (вiдступ опорного векто-
ра) дорiвнював 1:

minMi(w, b) = 1.

У кожному з двох класiв знайдеться хоча б один «грани-
чний» об’єкт навчальної вибiрки, вiдступ якого дорiвнює цьому мi-
нiмуму: в iншому разi можна було б змiстити гiперплощину в бiк
класу з бiльшим вiдступом, тим самим збiльшити мiнiмальну вiд-
стань вiд гiперплощини до об’єктiв навчальної вибiрки.

Задача з жорстким зазором (Hard margin)

Щоб роздiлювальна гiперплощина розташовувалась якнай-
далi вiд точок вибiрки, ширина смуги повинна бути максимальною.
Знайдемо проєкцiю вектора, кiнцями якого є опорнi вектори рiзних
класiв, на вектор w. Ця проєкцiя i буде показувати ширину смуги,
що роздiляє два класи:

〈(x+ − x−), w〉
||w|| =

(〈x+, w〉 − 〈x−, w〉)
||w|| =

(b+ 1)− (b− 1)

||w|| =
2

||w|| .

Ширина смуги буде максимальною за умови

2

||w|| → max ⇒ ||w|| → min ⇒ (wTw)

2
→ min.

Тобто алгоритм правильно класифiкуватиме об’єкти, якщо викону-
ється умова:

Y (wTX − b) ≥ 1.
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Якщо об’єднати два виведенi вирази, то одержимо налаштуван-
ня SVM iз жорстким зазором (hard-margin SVM), коли жодному
об’єкту не дозволяється потрапляти нi в середину смуги подiлу, нi
в область iншого (не свого) класу. Для класiв, якi лiнiйно роздiля-
ються, задача вирiшується аналiтично через теорему Куна-Такера.
Задача, яку одержуємо, еквiвалентна двоїстiй задачi пошуку сiдло-
вої точки функцiї Лагранжа:⎧⎨⎩

wTw

2
→ min

y(wTX − b) ≥ 1

. (4.10)

Для цiєї задачi для � об’єктiв iз навчальної вибiрки маємо
� множникiв Лагранжа λ1, λ2, . . . , λ�. У такому разi функцiя Ла-
гранжа вiдповiдно до теореми Куна-Такера визначається в такий
спосiб:

L(w, b, λ1, λ2, . . . , λ�) = 1

2
||w|| −

�∑
i=1

λi {yi(〈xi, w〉 − b)− 1} , (4.11)

де ||w|| ≡ 〈w,w〉. Тодi оптимальнi значення параметрiв w i b можуть
бути знайденi пiд час виконання таких умов:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂L(w, b, λ1, λ2, . . . , λ�)
∂w

= 0

∂L(w, b, λ1, λ2, . . . , λ�)
∂b

= 0

λi > 0

λi = 0 або yi(〈xi, w〉 − b)− 1 = 0

. (4.12)
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Iз першого рiвняння системи (4.12) маємо:

∂L(w, b, λ1, λ2, . . . , λ�)
∂w

=

=
∂

∂w

(
1

2
||w|| −

�∑
i=1

λi
{
yi(w

Txi − b)− 1
})

=

=
1

2

∂

∂w
||w|| −

�∑
i=1

λi
∂

∂w

{
yi(w

Txi − b)− 1
}
=

=w −
�∑

i=1

λiyixi = 0.

(4.13)

Звiдки отримуємо

w =
�∑

i=1

λiyixi. (4.14)

Iз другого рiвняння системи (4.12) маємо:

∂L(w, b, λ1, λ2, . . . , λ�)
∂b

=

=
∂

∂b

(
1

2
||w|| −

�∑
i=1

λi
{
yi(w

Txi − b)− 1
})

=

=−
�∑

i=1

λiyi = 0.

(4.15)

Звiдки отримуємо
�∑

i=1

λiyi = 0. (4.16)

Пiдставляючи одержанi вирази (4.14) i (4.16) до Лагранжiану (4.11),
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одержуємо вираз

L(w, b, λ1, λ2, . . . , λ�) = 1

2
||w|| −

�∑
i=1

λi {yi(〈xi, w〉 − b)− 1} =

=
1

2
||w|| −

�∑
i=1

λiyix
T
i︸ ︷︷ ︸

=wT

w −
�∑

i=1

λiyi︸ ︷︷ ︸
=0

b+

�∑
i=1

λi =

=
1

2
||w|| − ||w||+

�∑
i=1

λi =

=
�∑

i=1

λi − 1

2
||w|| =

=

�∑
i=1

λi − 1

2

�∑
i=1

�∑
j=1

λiλjyiyjx
T
i xj =

= L̃(λ1, λ2, . . . , λ�).
(4.17)

Отже, ми отримуємо Лагранжiан, який визначається лише коефi-
цiєнтами λ1, λ2, . . . , λ� i замiсть задачi мiнiмiзацiї wTw

2 → min пере-
ходимо до задачi максимiзацiї Лагранжiана L̃(λ):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L(λ) =
�∑

i=1

λi − 1

2

�∑
i=1

�∑
j=1

λiλjyiyjx
T
i xj → max

λ

λi ≥ 0, i = 1, . . . , �

�∑
i=1

λiyi = 0

. (4.18)

Далi зручно увести в розгляд матрицю

H
[�×�]

≡ y
[�×1]

yT

[1×�]
� X

[�×n]
XT

[n×�]
, (4.19)
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де оператор � позначає добуток Адамара1. Компоненти цiєї матри-
цi визначаються так:

(H)ij = yiyjx
T
i xj . (4.20)

Тодi Лагранжiан L̃(λ) можна подати у бiльш компактному виглядi:

L̃(λ) ≡
�∑

i=1

λi − 1

2

�∑
i=1

�∑
j=1

λiλjyiyjx
T
i xj =

=

�∑
i=1

λi − 1

2

�∑
i=1

�∑
j=1

λiλj (H)ij =

= ||λ|| − 1

2
λTHλ.

(4.21)

Для знаходження оптимального рiшення λ використовує-
ться метод градiєнтного спуску. Вiдповiдно до цього методу поча-
тковi значення параметрiв λ[0] встановлюються випадково, а пара-
метри оновлюються «вгору», у напрямку вектора градiєнта, оскiль-
ки це проблема максимiзацiї:

λ[t+1] = λ[t] + η
∂L̃(λ)
∂λ

, (4.22)

де параметр t нумерує епоху навчання; η – крок навчання. В iтера-
тивнiй процедурi (4.22) вектор градiєнту (похiдної) ∂L̃(λ)

∂λ одержуємо
у такому виглядi:

∂L̃(λ)
∂λ

=
∂

∂λ
||λ|| − 1

2

∂

∂λ
λTHλ = 1−Hλ, (4.23)

де 1 позначає �-розмiрний вектор-стовпчик 1 = (1, 1, . . . , 1)T , де всi
компоненти дорiвнюють 1. Отже, основна формула для одержання
оптимальних значень параметрiв Лагранжа (4.22) набуває вигляду:

λ[t+1] = λ[t] + η
(
1−Hλ[t]

)
. (4.24)

1У математицi добуток Адамара (також вiдомий як добуток Шура або по-
компонентний добуток) це бiнарна операцiя над двома матрицями однакової
розмiрностi, у результатi котрої створюється нова матриця де кожен елемент ij
це добуток елементiв ij початкових матриць.

92



Зазвичай у методi градiєнтного спуску крок навчання η беруть ма-
лим, щоб задовольнити умову збiжностi. У разi великих значень
кроку навчання глобальний максимум за λ може бути не досягну-
тий через те, що з великим кроком ми будемо перестрибувати ма-
ксимум функцiї Лагранжа L̃ i процес навчання може вiдбуватися
досить довго. Iтеративну процедуру пошуку оптимальних λ зупи-
няють або шляхом фiксацiї кiлькостi iтерацiй (епох навчання), або
шляхом порiвняння попереднього значення λ[t] та λ[t+1] з умовою мi-
нiмальної помилки, тобто коли компоненти цих двох векторiв май-
же не вiдрiзняються.

Останнiм кроком у процедурi побудови роздiлювальної пря-
мої (гiперплощини) 〈wx〉 − b = 0 є знаходження оптимальних зна-
чень w та b за одержаними λ. З першого рiвняння умов (4.12) ми
одержали вираз для знаходження оптимального значення w за фор-
мулою (4.14)

w =

�∑
i=1

λiyixi (4.25)

Вiдповiдно до четвертого рiвняння умов (4.12) маємо

λi = 0 або yi(〈xi, w〉 − b)− 1 = 0 (4.26)

Отже, для об’єктiв навчальної вибiрки маємо{
yi(〈xi, w〉 − b)− 1 = 0, xi – опорний вектор,
yi(〈xi, w〉 − b)− 1 > 0−− в iншому випадку.

(4.27)

Для показникiв Лагранжа одержуємо:{
λi �= 0 ⇔ xi – опорний вектор,
λi = 0 ⇔ в iншому випадку.

(4.28)

Отже, у сумi, що береться в рiвняннi (4.29) тi об’єкти, якi не є опор-
ними векторами (для яких λi = 0), не дають жодного вкладу в суму
i вiдповiдно не впливають на визначення оптимальних значень w.
Отже, сумування в (4.29) має проводитися лише за опорними ве-
кторами для збереження часу навчання:

w =
∑
xi∈S

λiyixi, (4.29)

93



де S задає набiр опорних векторiв.
За визначеними w можемо знайти значення для параметра

b iз умови yi(〈xi, w〉− b)−1 = 0, коли об’єкт xi є опорним вектором:

b =
1

yi
− 〈xi, w〉 = yi − 〈xi, w〉. (4.30)

Тут нами було враховано, що yi = {1,−1}. Отже, для визначення
значення для параметра b достатньо лише одного опорного вектора.
Проте, на практицi зазвичай використовують усi опорнi вектори з
множини S i знаходять середнє арифметичне

b =
1

S

∑
xi∈S

(yi − 〈xi, w〉) (4.31)

або медiану. Внаслiдок цього, встановленi w i b дозволяють провести
пряму (гiперплощину), яка оптимальним чином роздiлить данi на
два класи.

Задача з м’яким зазором (Soft margin)

У даних можуть бути певнi викиди, що призводить до нечi-
тких меж мiж класами. У такому разi щоб провести класифiкацiю
методом опорних векторiв необхiдно послабити обмеження, дозво-
ляючи де-яким об’єктам попадати в середину роздiлювальної смуги
та на «територiю» iншого класу.

Отже, щоб алгоритм змiг працювати i з лiнiйно нероздiльни-
ми даними, необхiдно дозволити алгоритму припускатися помилок
на навчальних об’єктах, але водночас цих помилок повинно бути
якнайменше. Уведемо набiр додаткових змiнних ξi > 0, що хара-
ктеризують величину помилки на кожному об’єктi xi. Тодi задача
оптимiзацiї зводиться до задачi мiнiмiзацiї одержаного штрафу за
сумарну помилку: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
(wTw) + α

�∑
i=1

ξi → min,

y(wTxi − b) ≥ 1− ξi,
ξi ≥ 0.

(4.32)
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Еквiвалентна задача безумовної мiнiмiзацiї набуває вигляду:

1

2
(wTw) + α

∑
(1−Mi(w, b))+ → min. (4.33)

Для цiєї задачi функцiя Лагранжа має вигляд

L(w, b, ξ;λ, θ) = 1

2
||w||−

�∑
i=1

λi
(
yi(w

Txi − b)− 1
)−

−
�∑

i=1

ξi(λi + θi − α),
(4.34)

де θ = (θ1, . . . , θ�) – вектор змiнних двiйкових до змiнних ξ =
(ξ1, . . . , ξ�). Як i в попередньому випадку жорсткого вiдступу, умо-
ви Куна-Такера зводять задачу до пошуку сiдлової точки функцiї
Лагранжа:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

L(w, b, ξ;λ, θ)→ min
w,b,ξ

max
λ,θ

;

ξi ≥ 0, λi ≥ 0, θi ≥ 0, i = 1, . . . , �;

λi = 0 або yi(〈xi, w〉 − b) = 1− ξi, i = 1, . . . , �;

θi = 0 або ξi = 0, i = 1, . . . , �.

(4.35)

Останнi два рядки системи (4.35) виражають умови, що доповню-
ють не жорсткiсть. Необхiдними умовами iснування сiдлової точки
функцiї Лагранжа (4.34) є рiвнiсть нулю похiдних функцiї Лагран-
жа за змiнними w, b й ξ. Взявши вiдповiднi похiднi та прирiвнюючи
їх до нуля, отримуємо три дуже корисних спiввiдношення:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂L
∂w

= w −
�∑

i=1

λiyixi = 0 ⇒ w =

�∑
i=1

λiyixi,

∂L
∂b

= −
�∑

i=1

λiyi = 0 ⇒
�∑

i=1

λiyi = 0,

∂L
∂ξ

= −λi − θi + α = 0 ⇒ θi + λi = α.

(4.36)

Необхiдно зауважити, що θi > 0, λi > 0, α > 0, тому з останнього
обмеження одержуємо 0 ≤ θi ≤ α, 0 ≤ λi ≤ α. Отже, комбiнуючи
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всi одержанi обмеження з систем (4.35) й (4.36) i враховуючи визна-
чення вiдступу Mi = yi(〈xi, w〉 − b) одержуємо такi спiввiдношення:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w =
�∑

i=1

λiyixi;

�∑
i=1

λiyi = 0; Mi(w, b) ≥ 1− ξi,

∀i : i = 1, . . . , � :

ξi ≥ 0, λi ≥ 0, θi ≥ 0, θi + λi = α;

λiMi(w, b) = 0⇒ λi = 0 або Mi(w, b) = 1− ξi,
θiξi = 0⇒ θi = 0 або ξi = 0.

(4.37)

Дiапазон значень λi, якi вiдповiдають обмеженням на величину
вiдступа дозволяють подiлити об’єкти навчальної вибiрки xi, i =
1, . . . , � на три типи:

1. λi = 0, θi = α, ξi = 0, Mi > 1:
периферiйнi (не iнформативнi) об’єкти – вони розмiщенi в сво-
єму класi, класифiкуються правильно та не впливають на ви-
бiр роздiляючої гiперплощини;

2. 0 < λi < α, 0 < θi < α, ξi = 0, Mi = 1:
опорнi граничнi об’єкти – розташованi чiтко на межi роздiлю-
вальної смуги на сторонi свого класу;

3. λi = α, θi = 0, ξi > 0, Mi < 1:
об’єкти-порушники – розмiщенi всерединi роздiлювальної сму-
ги за умови 0 < ξi < 1, 0 < Mi < 1; або не правильно класифi-
кованi об’єкти, якi розмiщенi на боцi не свого класу за ξi > 1,
Mi < 0. В обох цих випадках об’єкти xi є порушниками.

Через спiввiдношення в третьому рядку в системi (4.36) в Лагран-
жiанi обнуляються всi члени, якi мiстять змiннi ξi та θi, i вiн набу-
ває того самого вигляду, що й у випадку лiнiйної роздiльностi для
пiдходу з жорстким вiдступом. Параметри роздiлювальної поверхнi
w i b, згiдно з формулами (4.36), також виражаються лише через
двiйковi змiннi λi. Отже, задача знову зводиться до квадратично-
го програмування щодо двiйкових змiнних λi. Єдина вiдмiннiсть
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вiд лiнiйно роздiленого випадку (з жорстким вiдступом) полягає в
появi обмеження зверху λi ≤ α:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L(λ) =
�∑

i=1

λi − 1

2

�∑
i=1

�∑
j=1

λiλjyiyjx
T
i xj → max

λ
,

0 ≤ λi ≤ α, i = 1, . . . , �,

�∑
i=1

λiyi = 0.

(4.38)

Насправдi для побудови SVM вирiшують саме цю задачу, а не (4.18),
оскiльки гарантувати лiнiйну роздiльнiсть вибiрки в загальному ви-
падку не є можливим.

Отже, рiзниця мiж двома пiдходами полягає в тому, що в ра-
зi м’якого вiдступу ненульовими значеннями λi характеризуються
не лише опорнi об’єкти, а й об’єкти-порушники. У певному сенсi це
недолiк SVM, оскiльки порушниками часто є шумовi викиди, i по-
будоване на них вирiшальне правило насправдi спирається на шум.

Функцiя помилок. Для розв’язання задачi (4.38) зручно увести
функцiю помилок Q (loss function). Кiлькiсть помилок алгоритму
визначається з умовиM < 0. Тодi штраф для всiх об’єктiв дорiвню-

ватиме сумi штрафiв для кожного об’єкта xi: Q =
�∑

i=1
Q(Mi). Одним

iз варiантiв функцiї втрат може бути кусково-лiнiйна функцiя

Q =

{
1, якщо Mi < 0,
0, якщо Mi ≥ 0.

У такому разi всi помилки на всiх об’єктах-порушниках будуть одна-
ковi не залежно вiд величини вiдступу.

На практицi зазвичай ураховують чутливiсть штрафу до ве-
личини помилки (чим сильнiше M «йде в мiнус» – тим бiльше
штраф) i уводять штраф за наближення об’єкта до межi класiв.
У SVM зазвичай використовують функцiю, яка обмежує граничну
функцiю помилки:

Q ≤ α
�∑

i=1

(1−Mi)+ = α
�∑

i=1

max(0, 1−Mi).
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Функцiя втрат (Loss function)

Оскiльки для n-розмiрного простору ознак iснує n+1 пара-
метрiв, що визначають роздiльну площину: n параметрiв w та один
параметр b, то для подальшого розгляду зручно увести ще одну
ознаку x[n+1]

i i прирiвняти її значення до 1, поклавши при цьому
wn+1 = −b. Це дозволить зробити такий перехiд:

(〈xi, w〉 − b)i=1,...,� → (〈xi, w〉)i=1,...,�+1,

Mi(w, b) = yi(〈xi, w〉 − b)→Mi(w) = yi(〈xi, w〉).
(4.39)

Пiд час додавання до виразу штрафу доданка (wTw)/2 одер-
жуємо класичний вигляд функцiоналу якостi для методу опорних
векторiв iз м’яким вiдступом:

F =
1

2
(wTw) + α

1

�

�∑
i=1

(1−Mi(w))+ → min
w
. (4.40)

Мiнiмiзацiя функцiоналу якостi F проводиться за допомо-
гою градiєнтного спуску. Правила змiни ваг набуває вигляду:

w = w − η∇Q,
де η – крок спуску (крок навчання). Похiдна вiд функцiї втрат дає:

∇Q(w) =
dQ

dw
=

1

n

n∑
i=1

{
w, якщо max(1− yi〈wi, xi〉)+ = 0,

w − αyixi −− в iншому разi.

Цей алгоритм дозволить провести класифiкацiю об’єктiв для лiнiй-
но не роздiльної вибiрки.
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Порiвнюючи задачi оптимiзацiї для жорсткого вiдступу (4.18)
та м’якого вiдступу (4.38) бачимо, що вiдмiннiсть полягає в тому,
що в останньому випадку параметри λ обмеженi зверху параметром
регуляризацiї – константою α. Тому, логiчно припустити, що пiд час
спрямування параметра α в бiк нескiнченностi задача з м’яким вiд-
ступом переходить у задачу з жорстким вiдступом.

Отже, пiд час збiльшення параметра регуляризацiї α кiль-
кiсть порушникiв – об’єктiв, якi попадають усередину роздiлюваль-
ної смуги та в область не свого класу, буде зменшуватися за раху-
нок звуження самої смуги. Типовi приклади для великого значення
параметра α (злiва) та малого значення параметра α (справа) на-
ведено на рисунку.

Вплив параметра регуляризацiї: велике α (злiва) та мале α (справа)

Константу α зазвичай вибирають за критерiєм ковзного кон-
тролю. Це трудоємний спосiб, оскiльки завдання доводиться вирi-
шувати заново за кожного значення α.

Якщо є пiдстави вважати, що вибiрка майже лiнiйно роздiле-
на, i лише об’єкти-викиди класифiкуються неправильно, то можна
застосувати фiльтрацiю викидкiв. Спочатку завдання вирiшується
за деякого α, i з вибiрки видаляється невелика частка об’єктiв, що
мають найбiльшу величину помилки ξi. Пiсля цього завдання вирi-
шується заново за усiченою вибiркою. Можливо, доведеться зроби-
ти кiлька таких iтерацiй, поки об’єкти, що залишилися, не виявля-
ться лiнiйно роздiльними.
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4.4.4 Плюси, мiнуси та модифiкацiї

Плюси:

• добре працює з простором ознак великого розмiру;

• добре працює з даними невеликого обсягу;

• алгоритм максимiзує смугу, що роздiляє класи, яка дозволяє
зменшити кiлькiсть помилок класифiкацiї;

• оскiльки алгоритм зводиться до розв’язання задачi квадра-
тичного програмування в опуклiй областi, то таке завдання
завжди має єдине рiшення (роздiльна гiперплощина з певни-
ми гiперпараметрами алгоритму завжди одна).

Мiнуси:

• довгий час навчання (для великих наборiв даних);

• нестiйкiсть до шуму: викиди в навчальних даних стають опор-
ними об’єктами-порушниками i безпосередньо впливають на
побудову роздiльної гiперплощини;

• не описанi загальнi методи побудови ядер i спрямовуючих про-
сторiв, що найбiльш пiдходять для конкретного завдання в
разi лiнiйної нероздiльностi класiв.

Модифiкацiї алгоритму:

• Метод релевантних векторiв (Revance Vector Machine, RVM);

• 1-norm SVM (LASSO SVM);

• Doubly Regularized SVM (ElasticNet SVM);

• Support Features Machine (SFM);

• Relevance Features Machine (RFM);
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4.4.5 Постановлення задачi

Провести класифiкацiю даних iз використанням методу опор-
них векторiв.
Етапи розв’язання

1. Iмпортувати вибiрку для проведення навчання.

2. Роздiлити всю вибiрку на навчальну та тестову.

3. Провести пiдготовку даних до класифiкацiї:

а) визначити двi головних ознаки, за якими буде проводи-
тися класифiкацiя;

б) додати ще один стовпчик до матрицi ознак i встановити
всi значення такими, що дорiвнюють 1;

в) встановити значення цiльового вектора +1 та −1.
4. Побудувати алгоритм навчання на навчальнiй вибiрцi:

а) встановити значення кроку навчання η, коефiцiєнта ре-
гуляризацiї α;

б) визначити умову завершення навчання (встановити кiль-
кiсть епох навчання або мiнiмально допустиму точнiсть
алгоритму);

в) залежно вiд величини зазору змiнювати ваги за допомо-
гою градiєнта функцiї втрат;

г) рахувати кiлькiсть помилок (неправильно класифiкова-
них об’єктiв) у процесi навчання.

5. Графiчно подати результат класифiкацiї для навчальної ви-
бiрки та залежнiсть помилок вiд номеру епохи навчання.

6. Перевiрити точнiсть роботи алгоритму на тестовiй вибiрцi.

7. Графiчно подати результат класифiкацiї для тестової вибiрки.

8. Порiвняти результати з SVM з sklearn.

9. Оформити результати у виглядi звiту.
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4.4.6 Приклад подання результатiв

Класифiкацiя лiнiйно роздiльної вибiрки (Hard margin)

Навчальна вибiрка Тестова вибiрка

Помилки класифiкацiї
Класифiкацiя лiнiйно не роздiльної вибiрки (Soft margin)

Навчальна вибiрка Тестова вибiрка

Помилки класифiкацiї
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4.5 Логiстична регресiя

Логiстична регресiя – корисний класичний iнструмент для
розв’язання задачi регресiї та класифiкацiї. Вона набула поширення
у скорингу для розрахунку рейтингу позичальникiв та управлiння
кредитними ризиками.

Логiстична регресiя – це рiзновид множинної регресiї, за-
гальне призначення якої полягає в аналiзi зв’язку мiж декiлькома
незалежними змiнними (названими також регресорами або преди-
кторами) та залежною змiнною. Бiнарна логiстична регресiя засто-
совується в разi, коли залежна змiнна є бiнарною (тобто може набу-
вати лише двох значень). За допомогою логiстичної регресiї можна
оцiнювати ймовiрнiсть того, що подiя настане для конкретного ви-
пробуваного (хворий/здоровий, повернення кредиту/дефолт тощо).

Розглянемо задачу бiнарної класифiкацiї, причому мiтки цi-
льового класу позначимо «+1» (позитивнi приклади) та «-1» (не-
гативнi приклади). Логiстична регресiя є окремим випадком лiнiй-
ного класифiкатора, але вона має гарне «вмiння» – прогнозувати
ймовiрнiсть p+ вiднесення об’єкта �xi до класу «+»:

p+ = P (yi = 1 | �xi, �w) .
Прогнозування не просто вiдповiдi («+1» або «-1»), а саме

ймовiрностi вiднесення до класу «+1» у багатьох завданнях є дуже
важливою бiзнес-вимогою.

Наприклад, завдання кре-
дитного скорингу, де тради-
цiйно застосовується логiсти-
чна регресiя, часто прогно-
зують iмовiрнiсть неповернен-
ня кредиту (p+). Клiєнтiв, якi
звернулися за кредитом, сор-
тують за цiєю передбачува-
ною ймовiрнiстю (за спадан-
ням), i виходить скорингова
карта, рейтинг клiєнтiв вiд «по-
ганих» до «хороших». Банк вибирає собi порiг p∗ передбаченої ймо-
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вiрностi неповернення кредиту (на рисунку 0, 15) i з цього значення
не видає кредит. Бiльше того, можна помножити передбачену ймо-
вiрнiсть на видану суму i одержати математичне очкування втрат
iз клiєнта, що теж буде гарною бiзнес-метрикою.

Отже, є задача прогнозувати ймовiрнiсть p+ ∈ [0, 1]. У мно-
жиннiй лiнiйнiй регресiї передбачається, що залежна змiнна є лi-
нiйною функцiєю незалежних змiнних, тобто:

ŷ = w0 + w1x1 + w2x2 + . . .+ wnxn, (4.41)

для якої лiнiйний прогноз одержується за допомогою методу най-
менших квадратiв: ŷ(�x) = �wT�x ∈ R. Для задачi класифiкацiї нам не-
обхiдно одержати як вiдповiдi ймовiрнiсть, межi якої [0, 1] за будь-
яких значень незалежних змiнних. Це досягається застосуванням
деякої функцiї f : R→ [0, 1], а саме:

P (y) =
1

1 + exp−ŷ
, (4.42)

де P – iмовiрнiсть того, що вiдбудеться певна подiя.

Позначимо P (X) iмовiрнiстю подiї, що вiдбувається, X. Тодi
вiдношення ймовiрностей OR(X) визначається з P (X)

1−P (X) , а це вiд-
ношення ймовiрностей того, чи вiдбудеться подiя чи нi. Очевидно,
що ймовiрнiсть i вiдношення шансiв мiстять однакову iнформацiю.
Але в той час, як P (X) приймає значення в iнтервалi вiд 0 до 1,
OR(X) приймає значення в iнтервалi вiд 0 до ∞. Якщо обчисли-
ти логарифм OR(X) (логарифм шансiв, або логарифм вiдношення
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ймовiрностей), то легко помiтити, що logOR(X) ∈ R. Кроки прогно-
зу логiстичної регресiї p+ = P (yi = 1 | �xi, �w) (за умови, що модель
вже навчена i ваги �w вiдомi).

Крок 1. Обчислити значення w0 + w1x1 + w2x2 + . . . = �wT�x. Рiв-
няння �wT�x = 0 задає гiперплощину, що роздiляє приклади на
2 класи.

Крок 2. Обчислити логарифм вiдношення шансiв: log(OR+) = �wT�x.

Крок 3. Маючи прогноз шансiв на вiднесення до класу «+» OR+,
обчислити p+ за допомогою простої залежностi:

p+ =
OR+

1 +OR+
=

exp�wT �x

1 + exp�wT �x
=

1

1 + exp−�wT �x
= P (�wT�x).

Отже, логiстична регресiя прогнозує ймовiрнiсть вiднесення об’єкта
до класу «+» (за умови, що ми знаємо його ознаки та ваги моделi)
як сигмоїд-перетворення лiнiйної комбiнацiї вектора ваг моделi та
вектора ознак об’єкта:

p+(xi) = P (yi = 1 | �xi, �w) = σ(�wT �xi), (4.43)

для класу «-» аналогiчна ймовiрнiсть:

p−(�xi) = P (yi = −1 | �xi, �w) = 1− σ(�wT �xi) = σ(−�wT �xi). (4.44)

Для розв’язання задачi оптимiзацiї – мiнiмiзацiї помилок класифi-
кацiї – використовується принцип максимальної правдоподiбностi.

4.5.1 Принцип максимальної правдоподiбностi

Для загальної ймовiрностi належностi об’єкта до якогось iз
двох класiв маємо вираз

P (y = yi | �xi, �w) = σ(yi �w
T �xi). (4.45)

Вираз M(�xi) = yi �w
T �xi називають вiдступом (margin) класифiка-

цiї на об’єктi �xi. Якщо вiн позитивний, модель не помиляється на
об’єктi �xi, якщо ж негативний – отже, клас для �xi спрогнозований
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неправильно. Зауважимо, що вiдступ визначений для об’єктiв саме
навчальної вибiрки, яким вiдомi реальнi мiтки цiльового класу yi.

Тепер розпишемо правдоподiбнiсть вибiрки, а саме, можли-
вiсть спостерiгати цей вектор �y у вибiрцi X. Робимо сильне при-
пущення: об’єкти приходять незалежно з одного розподiлу. Основу
методу максимальної правдоподiбностi становить функцiя правдо-
подiбностi (likehood function) L(X, �y, �w), що виражає густину ймо-
вiрностi (iмовiрнiсть) спiльної появи результатiв вибiрки

L(X, �y, �w) = P (�y | X, �w) =
�∏

i=1

P (y = yi | �xi, �w) , (4.46)

де � – довжина вибiрки X. Згiдно з методом максимальної правдо-
подiбностi за оцiнку невiдомого параметра беруть таке значення �w,
яке максимiзує функцiю L.

Знаходження оцiнки спрощується, якщо максимiзувати не
саму функцiю L, а логарифм ln(L) (суму оптимiзувати набагато
простiше, нiж добуток), оскiльки максимум обох функцiй досягає-
ться за того самого значення �w:

logP (�y | X, �w) = log

�∏
i=1

P (y = yi | �xi, �w) =

= log
�∏

i=1

σ(yi �w
T �xi) =

=
�∑

i=1

log σ(yi �w
T �xi) =

=

�∑
i=1

log
1

1 + exp−yi �wT �xi
=

=−
�∑

i=1

log(1 + exp−yi �w
T �xi).

(4.47)

Отже, у цьому разi принцип максимiзацiї правдоподiбностi приво-
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дить до мiнiмiзацiї виразу

Llog(X, �y, �w) =

�∑
i=1

log(1 + exp−yi �w
T �xi). (4.48)

Це логiстична функцiя втрат, пiдсумована за всiма об’єктами на-
вчальної вибiрки: L(M) = log(1 + exp−M ).

На графiку зображено її залежнiсть, а також графiк 1/0 функцiї
втрат (zero-one loss), яка просто штрафує модель на 1 за помилку
на кожному об’єктi (вiдступ негативний): L1/0(M) = [M < 0]. Рису-
нок вiдбиває загальну iдею, що у завдання класифiкацiї, не вмiючи
безпосередньо мiнiмiзувати кiлькiсть помилок (принаймнi, градiєн-
тними методами це не зробити – похiдна 1/0 функцiй втрат у нулi
прямує до нескiнченностi) ми мiнiмiзуємо деяку її верхню оцiнку. У
цьому разi – це логiстична функцiя втрат (де логарифм двiйковий,
але це не є принциповим), i справедливо

L1/0(X, �y, �w) =

�∑
i=1

[M(�xi) < 0] ≤

≤
�∑

i=1

log(1 + exp−yi �w
T �xi) =

=Llog(X, �y, �w),

(4.49)

де L1/0(X, �y, �w) –– просто число помилок логiстичної регресiї з ва-
гами �w на вибiрцi (X, �y). Тобто зменшуючи верхню оцiнку Llog на
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кiлькiсть помилок класифiкацiї, ми таким чином сподiваємося змен-
шити й кiлькiсть помилок.

4.5.2 L2-регуляризацiя логiстичних втрат

L2-регуляризацiя логiстичної регресiї влаштована майже так
само, як i у разi з гребеневою (Ridge регресiєю). Замiсть функцiо-
налу Llog(X, �y, �w) мiнiмiзується такий:

J(X, �y, �w) = Llog(X, �y, �w) + λ|�w|2.

У разi логiстичної регресiї прийнято запровадження зворотного ко-
ефiцiєнта регуляризацiї C = 1

λ . I тодi вирiшенням завдання буде

ŵ = argmin
�w
J(X, �y, �w) = argmin

�w

(
C

�∑
i=1

log(1 + exp−yi �w
T �xi) + |�w|2

)
.

Далi розглянемо приклад, що дозволяє iнтуїтивно зрозумiти один
iз сенсiв регуляризацiї.

Наочний приклад регуляризацiї логiстичної регресiї

Як приклад розглянемо задачу бiнарної класифiкацiї вибiр-
ки з двома ознаками та подивимося, як регуляризацiя впливає на
якiсть класифiкацiї. Будемо використовувати логiстичну регресiю з
полiномiальними ознаками та варiюватимемо параметр регуляриза-
цiї C. Розглянемо набiр даних щодо тестування мiкрочипiв, у якому
для 118 мiкрочипiв (об’єкти) зазначено результати двох тестiв з кон-
тролю якостi (двi числовi ознаки) i сказано, чи мiкрочип пустили
у виробництво («Норма»), чи вiн бракований («Брак»); ознаки вже
центрованi.

• Спочатку подивимося, як регуляризацiя впливає на роздiльну
межу класифiкатора, iнтуїтивно розпiзнаємо перенавчання та
недонавчання.

• Потiм чисельно встановимо близький до оптимального пара-
метра регуляризацiї за допомогою крос-валiдацiї.
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Вибiрка має такий вигляд: зеленi кружечки – чипи випущенi у ви-
робництво; червонi квадрати – брак.

Кроки реалiзацiї

1. Визначаємо функцiю для вiдображення роздiльної кривої кла-
сифiкатора. Полiномiальними ознаками до d для двох змiнних
x1 i x2 будемо вважати такi:

{xd1, xd−1
1 x2, . . . x

d
2} = {xi1xj2}i+j≤d,i,j∈N.

Наприклад, для d = 3 це будуть такi ознаки:

1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2, x

3
1, x

2
1x2, x1x

2
2, x

3
2.

2. Додамо до матрицi ознак X полiномiальнi ознаки
до ступеня 7.

3. Зафiксуємо параметр регуляризацiї C.

4. Навчимо логiстичну регресiю.

5. Зобразимо межу, що роздiляє класи.

6. Перевiримо частку правильних вiдповiдей класифiкатора на
навчальнiй вибiрцi.
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Промiжнi результати

• Сильна регуляризацiя з C = 10−2.

Частка правильних вiдповiдей класифiкатора на навчальнiй
вибiрцi дорiвнює 0,627.

• Середня регуляризацiя з C = 1.

Частка правильних вiдповiдей класифiкатора на навчальнiй
вибiрцi дорiвнює 0,831.
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• Слабка регуляризацiя з C = 104.

Частка правильних вiдповiдей класифiкатора на навчальнiй
вибiрцi дорiвнює 0,873.

Бачимо, що у разi сильної регуляризацiї (C = 10−2 → λ =
102) модель «недонавчилась», про що свiдчить доволi не висока
якiсть класифiкацiї (62,7%). Пiд час зменшення регуляризацiї (C =
1 → λ = 1) у вирiшеннi значення ваги логiстичної регресiї можуть
виявитися бiльше (за модулем), нiж у випадку сильної регуляриза-
цiї, що приводить до покращання якостi класифiкацiї (83,1%). Пiд
час збiльшення параметра C до 10 тисяч – iстотне зменшення ре-
гуляризацiї – її явно недостатньо, i ми спостерiгаємо перенавчання.
Водночас якiсть класифiкацiї збiльшилася лише на 4,2 %, але роз-
дiлювальна крива сильно прив’язана до навчальної вибiрки i може
погано класифiкувати об’єкти тестової вибiрки.

Щоб обговорити результати, перепишемо формулу для фун-
кцiонала, який оптимiзується в логiстичнiй регресiї, у такому вигля-
дi:

J(X, y, w) = L+
1

C
||w||2,

де L – логiстична функцiя втрат, пiдсумована за всiєю вибiркою; C
– зворотний коефiцiєнт регуляризацiї.
Промiжнi висновки

• Якщо регуляризацiя занадто сильна (малi значення C), то
розв’язанням задачi мiнiмiзацiї логiстичної функцiї втрат мо-
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же виявитися таким, що багато вагових коефiцiєнтiв занули-
лися або стали занадто малими. У такому разi модель недо-
статньо «штрафується» за помилки (тобто у функцiоналi J
«переважує» сума квадратiв вагових коефiцiєнтiв, а помилка
L може бути вiдносно великою). У цьому разi модель вияви-
ться недонавченою (випадок за C = 10−2).

• Навпаки, якщо регуляризацiя дуже слабка (великi значення
C), то розв’язанням задачi оптимiзацiї може стати вектор w
iз великими за модулем компонентами. У такому разi бiльший
внесок у функцiонал, що оптимiзується, J має L. Така модель
занадто «боїться» помилитися на об’єктах навчальної вибiрки,
тому виявиться перенавченою (випадок за C = 104).

Налаштування параметра регуляризацiї

Параметр C – гiперпараметр моделi, що налаштовується пiд
час проведення навчання на конкретнiй вибiрцi шляхом крос-валiдацiї.
Для знаходження оптимального значення параметра регуляризацiї
C порiвняємо результати класифiкацiї на навчальнiй та тестовiй
вибiрках для рiзних значень C. Для цього роздiлимо вибiрку на на-
вчальну та тестову у вiдношеннi 70 %/30 %. Одержуємо результати
для трьох випадкiв: загальної, навчальної та тестової вибiрок.

З одержаних результатiв робимо висновок про те, що за значення
оберненого параметра регуляризацiї C � 1, 5 якiсть класифiкацiї
є максимальною для всiх трьох вибiрок: загальної, навчальної та
тестової.
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4.5.3 Поставлення задачi

Провести класифiкацiю даних iз використанням методу ло-
гiстичної регресiї.
Етапи розв’язання

I Випадок лiнiйно-роздiльної вибiрки

1. Iмпортувати данi, що можуть бути лiнiйно роздiленi.

2. Подiлити данi на навчальну та тестову вибiрки.

3. Навчити модель логiстичної регресiї на навчальнiй вибiр-
цi:

– встановити значення кроку навчання η;
– визначити умову завершення навчання (встановити
кiлькiсть епох навчання або мiнiмально допустиму
точнiсть алгоритму);

– змiнювати ваги за допомогою методу градiєнтного
спуску;

– рахувати кiлькiсть помилок (неправильно класифi-
кованих об’єктiв) у процесi навчання.

4. Перевiрити якiсть класифiкацiї на тестовiй вибiрцi.

5. Графiчно подати результат класифiкацiї для навчальної
вибiрки та залежнiсть помилок вiд номеру епохи навча-
ння

6. Перевiрити точнiсть роботи алгоритму на тестовiй вибiр-
цi.

7. Графiчно подати результат класифiкацiї для тестової ви-
бiрки.

8. Порiвняти результати з вбудованим алгоритмом з sklearn.
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II Випадок лiнiйно не роздiльної вибiрки

1. Iмпортуємо данi, що не можуть бути лiнiйно роздiленi.

2. Подiлити данi на навчальну та тестову вибiрки.

3. Навчити модель логiстичної регресiї з регуляризацiєю L2

на навчальнiй вибiрцi:

– встановити значення кроку навчання η та значення
параметра регуляризацiї C = 1/λ ;

– визначити умову завершення навчання (встановити
кiлькiсть епох навчання або мiнiмально допустиму
точнiсть алгоритму);

– змiнювати ваги за допомогою методу градiєнтного
спуску;

– рахувати кiлькiсть помилок (неправильно класифi-
кованих об’єктiв) у процесi навчання.

4. Провести оптимiзацiю параметра регуляризацiї.

5. Для оптимального значення C побудувати роздiльну кри-
ву на навчальнiй вибiрцi.

6. Перевiрити якiсть класифiкацiї на тестовiй вибiрцi.

7. Графiчно подати результат класифiкацiї для навчальної
вибiрки та залежнiсть помилок вiд номеру епохи навча-
ння.

8. Перевiрити точнiсть роботи алгоритму на тестовiй вибiр-
цi.

9. Графiчно подати результат класифiкацiї для тестової ви-
бiрки.

10. Порiвняти результати з вбудованим алгоритмом з sklearn.

III Оформити результати для обох випадкiв у виглядi звiту.
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4.5.4 Приклад подання результатiв

Класифiкацiя лiнiйно роздiльної вибiрки
Класи що не перекриваються

Вибiрка та роздiлювальна пряма Помилка вiд епохи навчання

Класи що перекриваються

Вибiрка та роздiлювальна пряма Помилка вiд епохи навчання

• якiсть класифiкацiї на навчальнiй вибiрцi 89,5%

• якiсть класифiкацiї на тестовiй вибiрцi 85,7%
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Класифiкацiя лiнiйно не роздiльної вибiрки

Оптимiзацiя параметра регуляризацiї Вибiрка та межа

• якiсть класифiкацiї на навчальнiй вибiрцi 82,5%

• якiсть класифiкацiї на тестовiй вибiрцi 86,2%
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Роздiл 5

Навчання без учителя: зменшення
розмiрностi

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерi-
ал щодо методiв зменшення розмiрностi даних. Цi алгоритми до-
зволяють звести велику кiлькiсть ознак до меншої для зручностi їх
подальшого використання. Буде розглянуто два основнi i найбiльш
часто використовуванi методи:

• метод головних компонент (Principal component analysis – PCA);

• метод сингулярного розкладання (Singular vector decompositi-
on – SVD).

Для кожного методу буде наведено приклад його викори-
стання, поставлено завдання для практичної роботи та наведено
приклад подання результатiв.
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5.1 Метод головних компонент
(Principal Component Analysis – PCA)

В аналiзi даних, як i в будь-якому iншому аналiзi, часом бу-
ває незайвим створити спрощену модель, що максимально точно
описує реальний стан справ. Часто буває так, що ознаки досить
сильно залежать одна вiд одної та їх одночасна наявнiсть є надмiр-
ною. Якщо одна ознака строго залежить вiд iншої, то знаючи одну,
ми завжди знаємо й iншу. Але набагато частiше буває так, що озна-
ки залежать одна вiд одної не так строго i (що важливо!) не так оче-
видно. Але як з’ясувати, який саме набiр параметрiв добре описує
наш набiр даних, але водночас має невелику надмiрнiсть? Iншими
словами, як зменшити розмiрнiсть простору, в якому «живуть» да-
нi, втративши водночас мiнiмум iнформацiї?

Способи вирiшення цього завдання називаються методами
зменшення розмiрностi (dimensionality reduction). Метод головних
компонент (principal components analysis, PCA) – один iз них. Мета
PCA – вилучення з цих даних потрiбної iнформацiї. Що є iнфор-
мацiєю, залежить вiд сутi завдання, що вирiшується. Данi можуть
мiстити потрiбну нам iнформацiю, вони можуть бути надлишкови-
ми. Проте в деяких випадках, iнформацiї в даних може не бути
зовсiм. Розмiрнiсть даних – кiлькiсть зразкiв i змiнних – має вели-
ке значення для успiшного знаходження iнформацiї. Зайвих даних
немає. Краще, коли їх багато, нiж мало.

Данi завжди (або майже завжди) мiстять у собi небажану
складову, яка називається шумом. Природа цього шуму може бути
рiзною, але в багатьох випадках, шум – це та частина даних, яка
не мiстить iнформацiї, що шукається. Що вважати шумом, а що iн-
формацiєю, завжди вирiшується з урахуванням поставлених цiлей
i методiв, якi використовуються для її досягнення.

Шум i надмiрнiсть у даних обов’язково виявляють себе через
кореляцiйнi зв’язки мiж змiнними. Похибки даних можуть призве-
сти до появи не систематичних, а випадкових зв’язкiв мiж змiнни-
ми. Поняття ефективного рангу та прихованих, латентних змiнних,
кiлькiсть яких дорiвнює цьому рангу, є найважливiшим поняттям
у PCA.
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5.1.1 Iнтуїтивний пiдхiд

Розглянемо простий випадок, коли об’єкти описуються ли-
ше двома ознаками: x1 i x2. Такi данi легко зобразити на площинi
(див. рисунок).

Кожному рядку вихiдної таблицi (тобто зразку) вiдповiдає точка на
площинi з вiдповiдними координатами. Вони позначенi порожнiми
кружками. Проведемо через них пряму так, щоб уздовж неї вiдбу-
валася максимальна змiна даних. На рисунку ця пряма видiлена
блакитним кольором; вона називається першою головною компо-
нентою PC1. Потiм проєктуємо всi вихiднi точки на цю вiсь (чер-
вонi кружки). Якщо данi описанi не повнiстю (шум великий), то
вибирається ще один напрямок (PC2) – перпендикулярний до пер-
шого, так щоб описати змiну, що залишилася в даних i т.д. Отже,
знаючи залежностi та їх силу, ми можемо виразити кiлька ознак
через одну, злити докупи, так би мовити, i працювати вже з бiльш
простою моделлю. Звичайно уникнути втрат iнформацiї, швидше
за все, не вдасться, але мiнiмiзувати її нам допоможе якраз метод
PCA.

Отже, цей метод апроксимує n-розмiрну хмару спостережень
до елiпсоїда (теж n-вимiрного), пiвосi якого i будуть майбутнiми
головними компонентами. За проєкцiї даних на такi осi (зниження
розмiрностi) зберiгається найбiльше iнформацiї.
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5.1.2 Зменшення розмiрностi даних

Метод основних компонентiв застосовується до даних, запи-
саних у виглядi матрицiX – прямокутної таблицi чисел розмiрнiстю
I рядкiв i J стовпцiв. Традицiйно рядки цiєї матрицi називаються
об’єктами. Вони нумеруються iндексом i = 1, . . . , I. Стовпцi нази-
ваються ознаками i вони нумеруються iндексом j = 1, . . . , J . У ме-
тодi головних компонент використовуються новi, формальнi змiннi
ta (a = 1, . . . , A), що є лiнiйною комбiнацiєю вихiдних змiнних xj
(j = 1, . . . , J):

ta = pa1x1 + pa2x2 + · · ·+ paJxJ .

За допомогою цих нових змiнних матриця X розкладається у добу-
ток двох матриць T та P :

X = TP T + E =
A∑

a=1

tap
T
a + E

Матриця T називається матрицею рахункiв (scores). Її розмiрнiсть
(I ×A). Матриця P називається матрицею навантажень (loadings).
Її розмiрнiсть (J ×A). E – матриця залишкiв, розмiрнiстю (I × J).

Новi змiннi ta називаються головними компонентами (Principal Com-
ponents), тому сам метод називається методом головних компонент
(PCA). Число стовпцiв ta в матрицi T , i pa в матрицi P дорiвнює
A, яке називається числом головних компонент (PC). Ця величина
свiдомо менша вiд числа змiнних J i числа зразкiв I.

Важливою властивiстю PCA є ортогональнiсть (незалежнiсть)
основних компонент. Тому матриця рахункiв T не перебудовується
зi збiльшенням числа компонент, а до неї просто додається ще один
стовпець – вiдповiдний новому напрямку. Те саме вiдбувається i з
матрицею навантажень P .
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5.1.3 Статистичнi основи

Для опису випадкової величини використовуються момен-
ти. Потрiбнi нам – математичне очiкування та дисперсiя. Можна
смiливо сказати, що математичне очiкування – це «центр тяжiння»
величини, а дисперсiя – її «розмiр» (розкид). Сам процес проєкту-
вання на вектор нiяк не впливає на значення середнiх, тому що для
мiнiмiзацiї втрат iнформацiї наш вектор повинен проходити через
центр нашої вибiрки. Тому зазвичай проводять центрування вибiр-
ки –– лiнiйно змiщуючи її так, щоб середнi значення ознак дорiв-
нювали 0. Оператор, зворотний зсуву дорiвнюватиме вектору поча-
ткових середнiх значень — вiн потрiбен для вiдновлення вибiрки у
вихiднiй розмiрностi. При цьому, дисперсiя залежить вiд порядкiв
значень випадкової величини, тобто є чутливою до масштабування.
Тому якщо одиницi вимiрювання ознак дуже вiдрiзняються своїми
порядками, рекомендується стандартизувати їх за формулою

xi =
xi − 〈xi〉

σi
,

де 〈xi〉 середнє значення ознаки xi; σi – її дисперсiя.
Для опису форми випадкового вектора необхiдна матриця

коварiацiї. Це матриця, в якої елемент (i, j) є кореляцiєю ознак
(xi, xj). Формула коварiацiї має вигляд

Cov(xi, xj) =E [(xi − E(xi)) · (xj − E(xj))]

E(xi, xj)− E(xi)− E(xj),
(5.1)

де E(. . . ) – середнє вiд вектора. У нашому разi вона спрощується,
тому що E(xi) = E(xj) = 0. За умови проведеного нормування:

Cov(xi, xj) = E(xi, xj). (5.2)

Зауважимо, що коли xi = xj :

Cov(xi, xi) = V ar(xi) (5.3)

i це справедливо для будь-яких випадкових величин.
Отже, у коварiацiйнiй матрицi по дiагоналi будуть дисперсiї

ознак (оскiльки i = j), а в iнших комiрках — коварiацiї вiдповiдних
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пар ознак. Оскiльки коварiацiя характеризується симетричнiстю, то
й матриця теж буде симетрична. Коварiацiйна матриця є узагаль-
ненням дисперсiї на випадок багатовимiрних випадкових величин.
Вона так само описує форму (розкид) випадкової величини, як i
дисперсiя, яка для одновимiрної випадкової величини має вигляд
матрицi розмiру 1 × 1, в якiй її єдиний член заданий формулою
Cov(x, x) = V ar(x). Коварiацiйна матриця описує форму нашої ви-
падкової величини (ознаки). Узагальнення дисперсiї на вищi роз-
мiрностi – матриця коварiацiї, i цi два поняття еквiвалентнi. Пiд
час проєкцiї на вектор максимiзується дисперсiя проєкцiї, пiд час
проекцiї на простiр великих порядкiв – вся її коварiацiйна матриця.

5.1.4 Власнi значення та власнi вектори

Тепер необхiдно знайти такi вектори, за яких максимiзував-
ся б розкид (дисперсiя) проєкцiї вибiрки на них. Вiзьмемо одини-
чний вектор на який проєктуватимемо наш випадковий вектор X.
Тодi проєкцiя на нього дорiвнюватиме vTX (vT – транспонуван-
ня вектора v). Дисперсiя проєкцiї на вектор вiдповiдно дорiвнює
V ar(vTX). Загалом у векторнiй формi (для центрованих величин)
дисперсiя виражається так:

V ar(X) = Σ = E(X ·XT ).

Вiдповiдно дисперсiя проєкцiї:

V ar(X∗) = Σ∗ =E(X∗ ·X∗T ) = E
(
(vTX) · (V TX)T

)
=

E
(
(vTX ·XT v

)
= vTE

(
X ·XT

)
v = vTΣv.

(5.4)

Отже, дисперсiя максимiзується за умови максимального значен-
ня vTΣv. Далi зручно використати спiввiдношення Релея, якi для
коварiацiйних матриць M мають спецiальний випадок:

R(M,x) =
XTMX

XTX
= λ

XTX

XTX
λ (5.5)

i вiдповiдно маємо
MX = λX. (5.6)
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Остання формула є розкладанням матрицi на власнi вектори та зна-
чення: X є власним вектором, а λ – власним значенням. Кiлькiсть
власних векторiв i значень дорiвнюють розмiру матрицi (i значення
можуть повторюватися).

Отже, робимо висновок, що напрямок максимальної диспер-
сiї у проекцiї завжди збiгається з власним вектором, що має макси-
мальне власне значення, яке дорiвнює величинi цiєї дисперсiї. Це
справедливо також для проєкцiй на бiльшу кiлькiсть вимiрювань –
дисперсiя (коварiацiйна матриця) проєкцiї на m-вимiрний простiр
буде максимальною в напрямку m власних векторiв, що мають ма-
ксимальнi власнi значення.

5.1.5 Зменшення розмiрностi двовимiрної вибiрки

Розглянемо простий приклад зменшення розмiрностi двови-
мiрної вибiрки, яку подано на рисунку.

Бачимо, що дисперсiя є макси-
мальною в напрямку зроста-
ння (спадання) обох величин
X1 iX2. Це i буде перша голов-
на компонента PC1, яка буде
подаватися лiнiйною комбiна-
цiєюX1 iX2. Вiдповiдно друга
головна компонента буде ма-
ти напрямок перпендикуляр-
ний по першої.

Для встановлення головних компонент розраховуємо матрицю ко-
варiацiй i знаходимо її власнi значення та власнi вектори. Власнi
вектори будуть зазначати напрямок змiни дисперсiй нашої вибiрки
– новий базис. Для нашої вибiрки маємо:

λ =

(
4, 41

1, 58

)
v =

(
0, 92 − 0, 38

0, 38 0, 92

)
(5.7)

Отже, перший вектор iз максимальним власним значенням визна-
чає напрямок першої головної компоненти, другий – другої. Вибiрку
з власними векторами коварiацiйної матрицi наведено на рисунку
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злiва. Для проведення проєкцiї, потрiбно провести операцiю vTX
(вектор повинен бути довжини 1). Або якщо у нас не один вектор,
а гiперплощина, то замiсть вектора vT беремо матрицю базисних
векторiв V T . Одержаний вектор (або матриця) буде масивом проє-
кцiй спостережень. Для нашої вибiрки проєкцiя на перший власний
вектор iз максимальним власним значенням наведено на рисунку
справа.

Часто виникає потреба оцiнити обсяг втраченої i збереженої
iнформацiї. Найзручнiше це подавати у вiдсотках. Для цього ви-
користовуємо дисперсiї по кожнiй осi та дiлимо на загальну суму
дисперсiй по осях (тобто суму всiх власних чисел коварiацiйної ма-
трицi). Отже, перший вектор описує (4, 41/5, 99)× 100 % � 74 %, а
менший вiдповiдно приблизно 26 % всiєї iнформацiї. Отже, спроє-
ктувавши данi на перший вектор ми втратимо приблизно 26 % iн-
формацiї, проте зменшимо кiлькiсть даних вдвiчi для подальшого
аналiзу.

124



5.1.6 Постановлення задачi

Провести реалiзацiю алгоритму PCA для зменшення розмiр-
ностi вибiрки до двох.
Етапи розв’язання

1. Iмпортувати данi з кiлькiстю ознак бiльше трьох.

2. Побудувати матрицю коварiацiй.

3. Розрахувати власнi вектори та власнi значення матрицi.

4. Вiдсортувати власнi вектори в порядку спадання власних зна-
чень.

5. Вiзуалiзувати власнi значення.

6. Спроєктувати данi на два першi власнi вектори.

7. Вiзуалiзувати одержану двовимiрну вибiрку.

8. Розрахувати принциповi компоненти за допомогою вбудованої
функцiї PCA з кiлькiстю компонентiв 2 з бiблiотеки sklearn.

9. Порiвняти результати роботи власного алгоритму з результа-
тами функцiї PCA з бiблiотеки sklearn.

10. Вiзуалiзувати рiзницю в одержаних вибiрках.

11. Оформити результати у виглядi звiту.
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5.1.7 Приклад подання результатiв

Розглянемо вибiрку iris з бази даних sklearn.

1. Побудуємо парнi залежностi ознак, що подано на рисунку.

Оскiльки перший клас добре видiляється вiд iнших двох, за-
лишимо у вибiрцi лише данi для другого та третього класiв. Одер-
жуємо вибiрку X = [� × n], де � – кiлькiсть об’єктiв; n – кiлькiсть
ознак (для цього прикладу n = 4).
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2. Проводимо нормалiзацiю даних: центрування та зведення
до однакового розкиду (дисперсiї):

Xi = (Xi − 〈Xi〉)/σ.
3. Розрахунок матрицi коварiацiй та її власних векторiв i

власних значень.

Розраховуємо матрицю коварiа-
цiй; розраховуємо власнi векто-
ри та власнi значення. Вiзуалi-
зуємо одержанi власнi значен-
ня.

Оскiльки власнi вектори не вiд-
сортованi за спаданням, прово-
димо їх сортування й вiдповiдно
сортуємо власнi вектори. Вiзуа-
лiзуємо вiдсортованi власнi зна-
чення.

4. Встановимо кiлькiсть головних компонент nPC = 2. Про-
єктуємо данi на першi два власнi вектори матрицi коварiацiї, що
характеризуються найбiльшими власними значеннями.

Множимо вихiдну матрицю да-
них розмiру [� × n] на транспо-
новану матрицю двох власних
векторiв розмiру [n × nPC ] для
одержання нової матрицi даних
розмiром [�×nPC ]. Вiзуалiзуємо
одержанi данi.
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5. Використовуючи вбудовану функцiю PCA з пакету sclearn,
проводимо зменшення розмiрностi вибiрки X до nPC компонент.

6. Порiвняння результатiв.

Розраховуємо для кожної з го-
ловних компонент PCi, i = 1, 2
рiзницю мiж одержаними да-
ними ΔPCi за власним алго-
ритмом i вбудованою функцiєю
PCA. Вiзуалiзуємо одержанi ре-
зультати.

7. Розраховуємо кiлькiсть втраченої iнформацiї, використо-
вуючи власнi значення матрицi коварiацiй пiд час зменшення роз-
мiрностi з чотирьох ознак до двох:

ΔI = 1− λ1 + λ2
n∑

i=1
λi

· 100 % � 7, 9 %

Отже, проведена процедура зменшення розмiрностi дозволила змен-
шити кiлькiсть даних у два рази, водночас втрати iнформацiї ста-
новили менше 8 %.
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5.2 Сингулярне розкладання матриць
(Singular Value Decomposition – SVD)

Сингулярне розкладання (Singular Value Decomposition, SVD)
– декомпозицiя матрицi з метою її приведення до канонiчного ви-
гляду. Сингулярне розкладання є зручним методом пiд час роботи
з матрицями. Воно показує геометричну структуру матрицi i до-
зволяє наочно уявити данi. Сингулярне розкладання використову-
ється пiд час вирiшення найрiзноманiтнiших завдань – вiд набли-
ження методом найменших квадратiв i розв’язання систем рiвнянь
до стискання зображень. Водночас використовуються рiзнi власти-
востi сингулярного розкладання, наприклад, здатнiсть показувати
ранг матрицi, наближати матрицi цього рангу. SVD дозволяє обчи-
слювати зворотнi та псевдозворотнi матрицi великого розмiру, що
робить його корисним iнструментом пiд час вирiшення завдань ре-
гресiйного аналiзу.

Матрична факторизацiя або матрична декомпозицiя широ-
ко використовується пiд час побудови рекомендацiйних систем. Такi
системи були визначенi як програмнi засоби та методи, що пропо-
нують пропозицiї щодо елементiв, якi можуть бути корисними для
користувача. Два основнi поняття тут – це елементи та користу-
вачi. Як простий приклад можна розглянути елементи як книги
на Amazon, а користувачiв як читачiв. Рекомендацiйна системи за-
звичай починається з побудови матрицi рейтингiв. Матриця оцiнок
створюється шляхом агрегування даних про iнтереси користувача
в окрему оцiнку елемента користувача для користувача та пари
елементiв. Рядки подають користувачiв, а стовпцi – елементи. Тодi
рейтинг залежить вiд спостережуваного iнтересу, вимiряного неяв-
но чи явно. Iдея полягає в тому, щоб факторизувати або розкласти
матрицю на добуток iнших матриць, якi забезпечують бiльш стисле,
цiлеспрямоване подання iнформацiї в матрицi рейтингiв. Iнакше ка-
жучи, факторизацiя – це спосiб наближення матрицi, коли вона
схильна до зменшення розмiрностi через кореляцiї мiж стовпцями
або рядками. У своїй найпростiшiй формi ми розкладаємо рейтин-
гову матрицю на матрицю характеристик користувача та матрицю
характеристик товару.
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За допомогою сингулярного розкладання матрицю можна
розбити та записати як скалярний добуток трьох матриць, якi ма-
ють деякi приємнi властивостi. Наприклад, одна з цих матриць є
стислим поданням вихiдної матрицi, яка зазвичай корисна в бага-
тьох контекстах. У задачах машинного навчання сингулярним роз-
кладанням матрицi «об’єкти-ознаки» A розмiру [n × d]: n об’єктiв
(Xn = {x1, . . . , xn}) з d ознаками (fd = {f1, . . . , fd}) може бути по-
дано у такому виглядi

A[n×d] = U[n×n] · Σ[n×d] · V T
[d×d].

5.2.1 Властивостi та обмеження на матрицi U , Σ, V

Властивостi та обмеження
на матрицi U , Σ, V :

• матриця U має розмiри n× n;
• матриця Σ має розмiр n× d;
• матриця V має розмiр d× d;
• U i V – ортогональнi матрицi,
тобто UTU = I i V TV = I;

• Σ = ΣT є дiагональною матрицею: Σ = diag(σ1, . . . σd), тоб-
то всi елементи в матрицi Σ дорiвнюють нулю, якщо вони не
лежать на дiагоналi;

• Дiагональнi елементи в Σ розташованi вiд найбiльшого до най-
меншого: σ1 > σ2 > . . . > σd;

• Σ – сингулярнi значення матрицi A;

• стовпцi матрицi U – лiвi сингулярнi вектори;

• стовпцi матрицi V – правi сингулярнi вектори.
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5.2.2 Математичний сенс трьох матриць U , Σ, V

Сингулярне розкладання володiє властивiстю, яка пов’язує
задачу вiдшукання сингулярного розкладання й завдання вiдшука-
ння власних векторiв. Власний вектор x матрицi A – такий вектор,
за якого виконується умова Ax = λx, число λ називається власним
числом. Так як матрицi U i V ортогональнi, то

AAT = UΣV TV ΣUT = [V TV = I] = UΣ2UT ,

ATA = V ΣUTUΣV T = [UTU = I] = V Σ2V T .

Домножуючи обидва вирази справа вiдповiдно на U i V , одержуємо

AATU = UΣ2,

ATAV = V Σ2.

Iз цього випливає, що стовпцi матрицi U є власними вектора-
ми матрицi AAT , а квадрати сингулярних чисел Σ = diag(σ1, . . . σd)
– її власними числами. Водночас, стовпцi матрицi V є власними
векторами матрицi коварiацiї S = ATA, а квадрати сингулярних
чисел є її власними числами.

Отже,

• стовпцi v1, . . . , vd матрицi V являють собою власний базис ма-
трицi коварiацiй; S – власнi вектори;

• σ1, . . . , σd – власнi значення матрицi коварiацiй S;

• вектори v1, . . . , vd – головнi (основнi) компоненти (principal
components) для матрицi даних S.

Для будь-якого вектора x̃i = Avi варiацiя

V ar(x̃i) = V ar(Avi) = E(vTi V ΣUT · UΣV T vi) =

= Σ2(vTi V U
T · UV T vi) = Σ2(vTi vi) = σ2i .

Отже, перша головна компонента vi характеризується тiєю
властивiстю, що (x̃i) має максимальну дисперсiю серед усiх нормо-
ваних лiнiйних комбiнацiй стовпцiв матрицi A; (x̃d) має мiнiмальну
дисперсiю.
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5.2.3 Стискання даних

Використовуючи значення σi матрицi Σ, можна оцiнити кiль-
кiсть збереженої iнформацiї I чи втраченої iнформацiї 100 %− I у
вiдсотках пiд час використаннi лише певної кiлькостi m перших фа-
кторiв розкладання (m < d), d – загальна кiлькiсть ознак):

Im =

m∑
i=1

σi

d∑
j=1

σj

· 100 %.

Водночас, використання лише перших m факторiв розкла-
дання: m перших стовпцiв матрицi U , m перших чисел матрицi Σ
та m перших рядкiв матрицi V T можна зменшити кiлькiсть пам’ятi
для зберiгання даних. Дiйсно, вся матриця мiстить n×d чисел, тодi
як розкладання з використанням m факторiв потребує зберiгання

n×m+m+ d×m

чисел. Вiдповiдно вiдсоток стиснення даних можна порахувати за
формулою

S =
m× (n+ d+ 1)

n× d · 100 %.

Для визначення у скiльки разiв редукована таблиця менша
(за кiлькiстю даних для зберiгання) вiд вихiдної використовують
коефiцiєнт стиснення:

K =
n× d

m× (n+ d+ 1)
.
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5.2.4 Приклад використання SVD

Hole Par Player1 Player2 Player3
1 4 4 4 4
2 5 5 5 5
3 3 3 3 3
4 4 4 4 4
5 4 4 4 4
6 4 4 4 4
7 4 4 4 4
8 3 3 3 3
9 5 5 5 5

Як приклад, розглянемо
результати гри в гольф. Гравцi
1, 2 i 3 грають разом на дев’яти
лунках. Їх карта результатiв,
яку можна розглядати як ма-
трицю (лунка/гравець) має та-
кий вигляд.

Par – нормативна кiль-
кiсть ударiв за якi гравець по-
винен пройти цю лунку. Роз-
глянемо проблему, пов’язану зi
спробою передбачити, який рахунок набере кожен гравець на пев-
нiй лунцi. Одна з iдей полягає в тому, щоб надати кожнiй лунцi
фактор складностi лунки (HoleDifficulty), а кожному гравцевi – ко-
ефiцiєнт майстерностi гравця (PlayerAbility). Фактична оцiнка буде
результатом множення цих двох факторiв:

PredictedScore = HoleDifficulty · PlayerAbility.

Для першої спроби давайте зробимо HoleDifficulty таким, що
дорiвнює нормативнiй кiлькостi ударiв Par, а коефiцiєнт майстерно-
стi гравця PlayerAbility таким, що дорiвнює 1. Отже, на першiй лун-
цi з HoleDifficulty = 4, ми очiкуємо, що гравець iз PlayerAbility = 1
одержить кiлькiсть балiв

PredictedScore = HoleDifficulty · PlayerAbility = 4 · 1 = 4.

Для всiєї нашої картки показникiв або матрицi все, що нам
потрiбно зробити, це помножити PlayerAbility (припускаємо, що вiн
дорiвнює 1 для всiх гравцiв) на HoleDifficulty (дiапазон вiд 3 до 5),
i ми зможемо точно передбачити всi бали в нашому прикладi.

Фактично це одновимiрна (1-D) SVD факторизацiя систе-
ми показникiв. Ми можемо репрезентувати нашу систему показни-
кiв або матрицю як добуток двох векторiв: вектора HoleDifficulty
i вектора PlayerAbility. Передбачення будь-якої кiлькостi балiв iз
таблицi досягається множенням вiдповiдного коефiцiєнта HoleDiffi-
culty на вiдповiдний коефiцiєнт PlayerAbility.
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Player1 Player2 Player3
4 4 4
5 5 5
3 3 3
4 4 4
4 4 4
4 4 4
4 4 4
3 3 3
5 5 5

HoleDifficulty
4
5
3
4
4
4
4
3
5

=

х
PlayerAbility

Player1 Player2 Player3
1 1 1

Вiдмасштабуємо вектори так, щоб їх довжина становила 1.
Наприклад, вектор PlayerAbility змiнимо так, щоб сума квадратiв
його елементiв дорiвнювала 1, а не поточним 12 + 12 + 12 = 3. Щоб
зробити це, ми повиннi роздiлити кожен елемент на квадратний
корiнь iз 3. Так само роздiлимо кожен елемент HoleDifficulty на
квадратний корiнь зi 148. Квадратний корiнь iз 3, помножений на
квадратний корiнь зi 148, є нашим коефiцiєнтом масштабування
ScaleFactor = 21, 07. У такому разi повна факторизацiя 1-D SVD
для цього прикладу набуває вигляду

Player1 Player2 Player3
4 4 4
5 5 5
3 3 3
4 4 4
4 4 4
4 4 4
4 4 4
3 3 3
5 5 5

HoleDifficulty
0.33
0.41
0.25
0.33
0.33
0.33
0.33
0.25
0.41

=

х
PlayerAbility

Player1 Player2 Player3
0.58 0.58 0.58

ScaleFactor
21.07 х

Вектор HoleDifficulty є лiвим сингулярним вектором; ScaleFactor
– це сингулярне значення, а вектор PlayerAbility – правий сингуляр-
ний вектор. Якщо репрезентувати цi три частини й помножити їх
разом, ми одержимо точнi початковi оцiнки. Це означає, що наша
матриця є матрицею рангу 1, iнакше можна сказати, що вона має
простий i передбачуваний шаблон.
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Розширення SVD за допомогою додаткових факторiв

Бiльш складнi матрицi не можна повнiстю передбачити, ви-
користовуючи лише один набiр факторiв, як це було в попередньому
прикладi. У такому разi ми повиннi ввести другий набiр факторiв,
щоб уточнити нашi прогнози. Для цього ми вiднiмаємо прогнозованi
бали вiд фактичних, одержуючи залишковi бали. Потiм знаходимо
другий набiр чисел HoleDifficulty2 i PlayerAbility2, що найкраще пе-
редбачають залишковi бали.

Par Player1 Player2 Player3
1 4 4 4 5
2 5 4 5 5
3 3 3 3 2
4 4 4 5 4
5 4 4 4 4
6 4 3 5 4
7 4 4 4 3
8 3 2 4 4
9 5 5 5 5

Замiсть того, щоб вга-
дувати фактори HoleDifficulty i
PlayerAbility та вiднiмати пе-
редбачуванi бали, є потужнi
алгоритми, що можуть обчи-
слити факторизацiю SVD. Роз-
глянемо бiльш складну ситуа-
цiю – фактичнi результати пер-
ших 9 лунок Players Champi-
onship 2007. 1-D SVD факто-
ризацiя оцiнок показана ниж-
че. Щоб полегшити розумiння
цього прикладу, ScaleFactor включено до векторiв PlayerAbility та
HoleDifficulty.

Player1 Player2 Player3
3.95 4.64 4.34
4.27 5.02 4.69
2.42 2.85 2.66
3.97 4.67 4.36
3.64 4.28 4.00
3.69 4.33 4.05
3.33 3.92 3.66
3.08 3.63 3.39
4.55 5.35 5.00

HoleDifficulty1
4.34
4.69
2.66
4.36
4.00
4.05
3.66
3.39
5.00

=

х
PlayerAbility1

Player1 Player2 Player3
0.91 1.07 1.00

Наголосимо, що коефiцiєнт складностi лунки є майже сере-
днiм для цiєї лунки для трьох гравцiв. Наприклад, лунка 5, у якiй
кожен одержав 4 бали, дiйсно має коефiцiєнт 4,00. Проте лунка 6,
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у якiй середня оцiнка також дорiвнює 4, має коефiцiєнт 4,05 за-
мiсть 4,00. Подiбно до цього, PlayerAbility – це майже вiдсоток вiд
номiналу, якого досяг гравець. Наприклад, гравець Player2 зробив
39 ударiв, тодi як показник Par для нього – 36 i 39/36 = 1,08, що
майже дорiвнює його коефiцiєнту PlayerAbility (для цих 9 лунок)
1,07.

Чому середнi значення лунок i номiнальнi вiдсотки точно не
збiгаються з факторами 1-D SVD? Вiдповiдь полягає в тому, що
SVD додатково уточнює цi числа в циклi. Наприклад, ми можемо
почати з припущення, що HoleDifficulty є середнiм значенням лун-
ки, а потiм запитати, яка PlayerAbility найкраще вiдповiдає оцiн-
кам, ураховуючи цi числа HoleDifficulty. Одержавши цю вiдповiдь,
ми можемо повернутися назад i запитати: яка HoleDifficulty най-
краще вiдповiдає оцiнкам, заданим цими числами PlayerAbility? Ми
повторюємо цей шлях доти, доки не досягнемо набору факторiв, що
найкраще прогнозують оцiнку. SVD скорочує цей процес та одразу
дає нам фактори, до яких ми зiйшлися б, якби виконали процес.

Однiєю дуже корисною властивiстю SVD є те, що вiн зав-
жди знаходить оптимальний набiр факторiв, якi найкраще перед-
бачають бали, вiдповiдно до стандартної мiри подiбностi матрицi.
Тобто, якщо ми використовуємо SVD, щоб знайти множники матри-
цi, це найкращi можливi множники. Ця властивiсть оптимальностi
означає, що нам не потрiбно ставити запитання: чи може iнший на-
бiр чисел краще передбачати результати?

Тепер давайте проаналiзуємо рiзницю мiж фактичними оцiн-
ками й нашим одновимiрним наближенням. Плюсова рiзниця озна-
чає, що фактична оцiнка вища за прогнозовану, мiнусова – навпа-
ки. Наприклад, на першiй лунцi гравець Player2 одержав 4 бали, а
передбачуваний бал був 4,64, тому 4 − 4, 64 = −0, 64. Iншими сло-
вами, ми повиннi додати −0, 64 до нашого прогнозу, щоб визначити
фактичну оцiнку. Коли цi вiдмiнностi буде знайдено, ми можемо
зробити те саме ще раз i передбачити цi вiдмiнностi за допомогою
формули it HoleDifficulty2 ·PlayerAbility2. Оскiльки цi фактори на-
магаються передбачити вiдмiнностi, вони є наступними факторами,
i ми поставили 2 пiсля їх назв (наприклад, HoleDifficulty2 ), щоб по-
казати, що це другий набiр факторiв.
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Player1 Player2 Player3
0.05 -0.64 0.66
-0.28 -0.02 0.31
0.58 0.15 -0.66
0.03 0.33 -0.36
0.36 -0.28 0.00
-0.69 0.67 -0.05
0.67 0.08 -0.66
-1.08 0.37 0.61
0.45 -0.35 0.00

HoleDifficulty2
-0.18
-0.38
0.80
0.15
0.35
-0.67
0.89
-1.29
0.44

=

х
PlayerAbility2

Player1 Player2 Player3
0.82 -0.20 -0.53

Є кiлька цiкавих спостережень, що ми можемо зробити щодо
цих факторiв. Звернiть увагу, що лунка 8 має найзначнiший коефi-
цiєнт HoleDifficulty2 (−1, 29). Це означає, що це найскладнiша лун-
ка для передбачення. Дiйсно, це була єдина лунка, на якiй жоден
iз трьох гравцiв не зробив показника Par. Це було особливо пробле-
матично передбачити, тому що це була найскладнiша лунка вiдно-
сно номiналу HoleDifficulty − Par = 3, 39 − 3 = 0, 39, проте гравець
Player1 забив її, зробивши свiй рахунок бiльше нiж на удар нижчим
за прогнозований рахунок (вiн набрав 2 проти його прогнозовано-
го балу 3,08). Iншими, складними для передбачення лунками, були
лунки 3 (0,80) i 7 (0,89). Гравець Player3 перемiг гравця Player1 на
цих лунках, хоча загалом гравець Player1 грав краще.

Повна факторiзацiя SVD

Повне розкладання SVD для цього прикладу матрицi (9 лу-
нок на 3 гравцi) мiстить 3 набори факторiв. Загалом матриця n×d,
де n ≥ d, може мати щонайбiльше d факторiв, тому наша матриця
9 × 3 не може мiстити бiльше нiж 3 набори факторiв. Ось повна
розкладка SVD (з точнiстю до двох знакiв пiсля коми).
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Player 1-3
4 4 5
4 5 5
3 3 2
4 5 4
4 4 4
3 5 4
4 4 3
2 4 4
5 5 5

=

х
HoleDifficulty 1-3

4.34 -0.18 -0.90
4.69 -0.38 -0.15
2.66 0.80 0.40
4.36 0.15 0.47
4.00 0.35 -0.29
4.05 -0.67 0.68
3.66 0.89 0.33
3.39 -1.29 0.14
5.00 0.44 -0.36

PlayerAbility 1-3
0.91 1.07 1.00
0.82 -0.20 -0.53
-0.21 0.76 -0.62

Згiдно з умовою SVD усi вектори HoleDifficulty i PlayerAbility
повиннi мати довжину 1, тому стандартна факторизацiя SVD

Player 1-3
4 4 5
4 5 5
3 3 2
4 5 4
4 4 4
3 5 4
4 4 3
2 4 4
5 5 5

=

х

HoleDifficulty 1-3
0.35 0.09 -0.64
0.38 0.19 -0.10
0.22 -0.40 0.28
0.36 -0.08 0.33
0.33 -0.18 -0.20
0.33 0.33 0.48
0.30 -0.44 0.23
0.28 0.64 0.10
0.41 -0.22 -0.25

PlayerAbility 1-3
0.53 0.62 0.58
-0.82 0.20 0.53
-0.21 0.76 -0.62

ScaleFactor 1-3
21.07

2.01
1.42

х

Використовуючи значення σi матрицi ScaleFactor, можна оцi-
нити кiлькiсть збереженої iнформацiї. Для прикладу порахуємо кiль-
кiсть iнформацiї, що зберiгається в разi використання лише перших
факторiв, m = 1; I1 = 21, 072/(21, 07 + 2, 01 + 1, 42)× 100 % = 86 %.
Отже, в разi використання лише перших факторiв буде втрачено
не бiльше 14 % iнформацiї. Водночас використання лише перших
m факторiв розкладання: m перших стовпцiв матрицi HoleDifficulty
(m перших чисел таблицi ScaleFactor та m перших рядкiв табли-
цi PlayerAbility) може зменшити кiлькiсть пам’ятi для зберiгання
даних. Для одномiрного розкладання з m = 1

S =
1× (9 + 3 + 1)

9× 3
× 100 % � 48 %.
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Отже, для цього прикладу використання одномiрного SVD розкла-
дання дає змогу вдвiчi зменшити кiлькiсть даних для зберiгання,
втрачаючи не бiльше нiж 14 % iнформацiї.

5.2.5 Використання SVD для стиснення зображень

Сингулярне розкладання матриць призначене для зменшен-
ня розмiрностi будь-яких даних. Одним iз його застосувань є сти-
снення зображень.

Чорно-бiле зображення є матрицею розмiром n ×m, у якiй
кожен елемент вiдповiдає значенню градацiй сiрого для цього пiксе-
ля. Для кольорових зображень ми маємо тривимiрний масив розмi-
ром n×m× 3, де n i m – кiлькiсть пiкселiв по вертикалi й горизон-
талi вiдповiдно. Для кожного пiкселя ми зберiгаємо iнтенсивнiсть
червоного, зеленого та синього кольорiв (RGB-подання).

Як приклад розглянемо зображення Замку Буда, або Будай-
ської фортецi – резиденцiї угорських королiв у Будапештi.

Вiдцифруємо картинку й репрезентуємо її у виглядi матри-
цi A розмiром n × d × 3, n = 1600, d = 1016. Пiсля цього сти-
снемо матрицю A, обчисливши SVD-наближення до неї, що займає
лише частину пам’ятi для зберiгання. Оскiльки данi в матрицях
U , Σ i V вiдсортованi за внеском у матрицю A в добутку, це дає
змогу одержати досить гарне наближення, просто використовуючи
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лише найважливiшi частини матриць. Шляхом вибору m найбiль-
ших (а отже, найважливiших) сингулярних значень iз матрицi Σ,
що ми збираємося використовувати для апроксимацiї, та вiдповiдно
m стовпцiв матриць U i V , вiдновлюємо матрицю A′, яка є апро-
ксимацiєю вихiдної матрицi A. Чим бiльша кiлькiсть m, тим краща
якiсть апроксимацiї, але також тим бiльше даних потрiбно для її
кодування.

Перевiримо, як цей вибiр впливає на якiсть апроксимацiї та
ступiнь стиснення. Спершу роздiлимо значення градацiй сiрого для
кожного кольору, тобто будемо працювати з трьома незалежними
двовимiрними матрицями й виконаємо SVD-розкладання для ко-
жного кольору окремо. Покладемо m = 50, тобто побудуємо най-
краще наближення рангу 50 матрицi iнтенсивностi для кожного ко-
льору.

Ми можемо пiдрахувати, скiльки байтiв потрiбно для зберi-
гання фрагментiв наближення рангу 50 порiвняно з розмiром вихi-
дного зображення. Насправдi ми досягли рiвня стиснення S = 8 %
(зменшивши кiлькiсть даних у K = 12, 5 разiв), що означає, що
лише 8 % оригiнального простору для зберiгання використовується
для тих матриць, iз яких ми можемо вiдновити матрицю, близь-
ку до вихiдної. Проте гарний ступiнь стиснення зазвичай означає
досить погану якiсть. Вiдновлена матриця може бути близькою до
оригiнального зображення, але чи задоволенi ми результатом? Пе-
ревiримо, чого ми досягли.

m = 50
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Будинки впiзнаванi, але приблизне зображення досить спо-
творене й шумне. Проведемо розкладання для меншої (m = 10) та
бiльшої (m = 200) кiлькостi сингулярних значень. Порiвняємо: для
зберiгання матриць для m = 10 потрiбно 62 080 байт, що призво-
дить до вражаючого рiвня стиснення 1.6 % (стиснення бiльше нiж
у 60 разiв) (хоча вiдновлене зображення майже невпiзнане), тодi як
для m = 200 простiр для зберiгання становить 12 561 600 байт, а
ступiнь стиснення – 32.2 % (зменшилася кiлькiсть даних для зберi-
гання зображення приблизно втричi).

m = 10 m = 200

Отже, сингулярне розкладання матриць є дуже потужним
математичним iнструментом iз застосуванням у багатьох галузях.
SVD-розкладання зазвичай є рацiональним вибором, коли потрiбно
стиснути великий набiр даних (тобто зменшити їх розмiри) так, щоб
певним чином зберегти внутрiшню структуру й зв’язки вiдповiд-
ностi мiж точками даних. SVD-розкладання матриць використову-
ють як iнструмент для аналiзу основних компонент при проведення
PCA-аналiзу.
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5.2.6 Поставлення задачi

Реалiзувати алгоритм SVD для стиснення зображення.
Етапи розв’язання

1. Вiдцифрувати чорно-бiлий (за бажанням кольоровий) малю-
нок.

2. Розкласти матрицю за допомогою вбудованої функцiї SVD.

3. Проаналiзувати сингулярнi значення, побудувати гiстограми
перших 20 з них.

4. Порахувати кiлькiсть втраченої iнформацiї у вiдсотках за умо-
ви використання лише 1, 2, 3, . . . , N сингулярних значень. Гра-
фiчно побудувати цю залежнiсть.

5. Порахувати показник стиснення у вiдсотках за умови вико-
ристання лише 1, 2, 3, . . . , N сингулярних значень. Графiчно
побудувати цю залежнiсть.

6. Порахувати коефiцiєнт стиснення за умови використання ли-
ше 1, 2, 3, . . . , N сингулярних значень. Графiчно побудувати
цю залежнiсть.

7. Вiдтворити малюнок для 1, 5, 15, . . . сингулярних значень.

8. Оформити результати у виглядi звiту.
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5.2.7 Приклад подання результатiв

1. Вихiдне зображення розмiром 198× 255 пiкселiв.

Вiдцифровуємо зображення – створюємо матрицю An×d.

2. Проводимо SVD-розкладання матрицi A = UΣV T .

3. Вiзуалiзуємо одержанi сингулярнi значення.

4. Рахуємо кiлькiсть втраченої iнформацiї у вiдсотках за
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умови використання лише m = 1, 2, 3, . . . , N сингулярних значень.

Im =

⎛⎜⎜⎜⎝1−

m∑
i=1

σi

d∑
j=1

σj

⎞⎟⎟⎟⎠× 100 %.

5. Рахуємо показник стиснення у вiдсотках за умови вико-
ристання лише m = 1, 2, 3, . . . , N сингулярних значень.

S =
m× (n+ d+ 1)

n× d × 100 %.
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6. Рахуємо коефiцiєнт стиснення за умови використання ли-
ше m = 1, 2, 3, . . . , N сингулярних значень.

K =
n× d

m× (n+ d+ 1)
.

7. Вiдтворюємо малюнок для m = 1, 5, 10, 15, 20 сингулярних
значень.
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Роздiл 6

Навчання без учителя: задачi кластеризацiї

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерi-
ал щодо методiв кластеризацiї даних. Алгоритми кластеризацiї да-
ють змогу роздiлити об’єкти якщо класи заздалегiдь не зазначенi,
а кластери повиннi бути сформованi за подiбнiстю елементiв. Буде
розглянуто два основнi й найбiльш часто застосовуванi методи:

• метод k-середнiх (k-Means);

• метод DBscan.

Для кожного методу буде наведено приклад його застосуван-
ня, поставлено завдання для практичної роботи й наведено приклад
подання результатiв.
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6.1 Кластеризацiя

Кластеризацiя – це класифiкацiя, але без заздалегiдь вiдо-
мих класiв.
Машина сама шукає подiбнi об’єкти
та об’єднує їх у кластери. Кiль-
кiсть кластерiв можна задати за-
здалегiдь або довiрити машинi. По-
дiбнiсть об’єктiв машина визначає
за тими ознаками, що ми їй задали
– у кого багато подiбних характери-
стик, тих вона об’єднує в один кла-
стер.

Вхідні дані

Алгоритм

Кластери

• Вiдмiнний приклад кластеризацiї — маркери на картах в Iн-
тернетi. Коли ви шукаєте всi ресторани азiатської кухнi у ве-
ликому мiстi, машинi доводиться групувати їх у кружечки з
цифрою, iнакше браузер зависне, намагаючись намалювати
мiльйон маркерiв.

• Бiльш складнi приклади кластеризацiї можна згадати в про-
грамах «iPhoto» або «Google Photos», що знаходять обличчя
людей на фотографiях i групують їх в альбоми. Програма не
знає, як звуть ваших друзiв, але може вiдрiзнити їх за хара-
ктерними рисами обличчя.

Кластеризацiю сьогоднi застосовують для:

• сегментацiї ринку (типiв покупцiв);

• об’єднання близьких точок на картi;

• стиснення зображень;

• аналiзу й розмiчення нових даних;

• детектування аномальної поведiнки.

Популярнi алгоритми: метод k-середнiх (k-means), Mean-Shift, DBSCAN.
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6.1.1 Постановлення задачi

Дано:

• X – простiр об’єктiв;

• X� = {x1, . . . x�} – навчальна вибiрка;

• ρ : X → [0,∞) – функцiя вiдстанi мiж об’єктами.

Знайти:

• Y – множину кластерiв;

• a : X → Y – алгоритм кластеризацiї.

Властивостi кластерiв:

• кожен кластер складається з близьких за ознаками об’єктiв;

• об’єкти рiзних кластерiв суттєво рiзнi.

6.1.2 Некоректнiсть задачi кластеризацiї

Розв’язок задачi кластеризацiї принципово неоднозначний:

• точної постановки задачi кластеризацiї здебiльшого немає;

• є багато критерiїв якостi кластеризацiї: визначення оптималь-
ної кiлькостi кластерiв;

• є багато евристичних методiв кластеризацiї;

• зазвичай кiлькiсть кластерiв заздалегiдь не вiдома;

• результат кластеризацiї значно залежить вiд метрики ρ для
розрахунку вiдстанi мiж об’єктами.

Приклад: скiльки тут кластерiв?

Два? Чотири? Шість?
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6.1.3 Завдання кластеризацiї

• Спростити подальше оброблення даних: подiлити множинуX�

на групи подiбних об’єктiв для подальшого аналiзу кожної
групи окремо (завдання класифiкацiї, регресiї, прогнозуван-
ня).

• Скоротити об’єм даних, що зберiгається: залишити по одно-
му з типових представникiв кожного кластеру (центр мас) –
завдання стиснення даних.

• Видiлити нетиповi об’єкти (викиди), що не пiдходять до жо-
дного з кластерiв (завдання одно класової класифiкацiї).

• Побудувати iєрархiю множини об’єктiв (класифiкацiя рослин
i тварин).

6.1.4 Типи структур кластерiв

• Кожен метод кластеризацiї має свої обмеження й видiляє кла-
стери лише декiлькох типiв.

• Поняття «тип кластерної структури» залежить вiд методу i
також не має формального визначення.

Кластери з центрами Стрiчковi кластерир р
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Внутрiшньокластернi вiдстанi
меншi за мiжкластернi

Iснування перемичок
мiж кластерами

Розрiджений набiр об’єктiв Кластери, що перекриваються

Кластерiв узагалi може не бути

6.1.5 Методи кластеризацiї

Кластеризацiєю зазвичай вважають такий набiр кластерiв,
що мiстить усi об’єкти набору даних. Додатково можна розгляну-
ти вiдношення мiж кластерами. Наприклад, iєрархiю вкладеностi
кластерiв один в одного. Узагальнено можна видiлити такi класте-
ризацiї:

• жорстку : кожен об’єкт або належить кластеру, або нi;

• м’яку (нечiтку): кожен об’єкт належить кожному кластеру до
певної мiри. Наприклад, це ймовiрнiсть належностi до класте-
ру.
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Серед них видiляють декiлька додаткових.

• Жорстке розбиття на кластери: кожен об’єкт належить ли-
ше одному кластеру.

• Жорстке розбиття на кластери з викидами: об’єкт може не
належати жодному кластеру й розглядається як викид.

• Кластери з перетином: об’єкт може належати бiльше нiж
одному кластеру.

• Iєрархiчна кластеризацiя: якщо об’єкт належить нащадку, то
вiн також належить предку.

• Пiдпросторова кластеризацiя: хоча кластери можуть перети-
натися, проте в межах визначеного пiдпростору вони не пере-
тинаються.

Типовi кластернi моделi

• Моделi зв’язностi : наприклад, iєрархiчна кластеризацiя, або
таксономiя, будується на основi вiдстанi мiж вузлами.

• Центроїднi моделi : наприклад, метод k-середнiх (k-means) пре-
зентує кожен кластер єдиним усередненим вектором.

• Статистичнi моделi : кластери будуються, ґрунтуючись на
статистичних розподiлах.

• Моделi, що базуються на щiльностi : наприклад, у DBSCAN
та OPTICS кластери визначаються як зв’язанi областi вiдпо-
вiдної щiльностi в просторi даних.

• Груповi моделi : деякi алгоритми не забезпечують удосконале-
ної моделi для своїх результатiв, а просто описують групува-
ння об’єктiв.

• Графовi моделi : поняття клiтинки (така пiдмножина вершин,
у якiй кожна пара вершин з’єднана ребром) у графi слугує
прототипом кластера.

• Нейроннi моделi : найбiльш вiдомою моделлю нейронної мере-
жi з навчанням без учителя є нейронна мережа Кохонена.
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6.2 Метод k-середнiх (k-means Method)

Цей метод належить до алгоритмiв неiєрахiчного подiлу (Parti-
tioning algorithms), якi декомпонують набiр даних, що складається
з n спостережень, на k груп (кластерiв) iз заздалегiдь невiдомими
параметрами. Пiд час цього виконується пошук центроїдiв – макси-
мально вiддалених один вiд одного центрiв згущень точок iз мiнi-
мальним розкидом усерединi кожного кластера.

6.2.1 Покрокова реалiзацiя методу

Постановка завдання й попередня обробка даних

Нехай є набiр даних iз n =
19 значень, що виглядають
приблизно так:

Тепер припустимо, що ми
знаємо, що цi данi можна
подiлити на три порiвняно
очевиднi категорiї. Вигля-
датиме це так:

Завдання – застосувати алгоритм кластеризацiї k-means, щоб зро-
бити цю категоризацiю.

Крок 1: вибираємо кiлькiсть кластерiв, k

Кiлькiсть кластерiв, якi ми хочемо розпiзнати, i є k у k-
means. У нашому разi, тому що ми припустили, що всього три кла-
стери, k = 3.
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Крок 2: вибираємо k випадкових значень

Процес виявлення кластерiв
починаємо з вибору трьох
випадкових значень (не
обов’язково, щоб вони були
нашими даними). Цi точки
зараз працюватимуть як цен-
троїди, або центри кластерiв,
що ми збираємося згрупувати.

Крок 3: створення k кластерiв

Щоб створити кластери, ми
почнемо вимiрювати вiдстань
мiж кожним значенням наших
даних до кожного з трьох цен-
троїдiв, а потiм додамо йо-
го до найближчого кластера.
Для значення, взятого як при-
клад, вiдстанi виглядатимуть
приблизно так.
Для розрахунку вiдстанi мiж об’єктами використовуємо стандартне
визначення декартової вiдстанi:

d =

√√√√ m∑
i=1

(xi − cij)2,

де xi – координата в m-вимiрному просторi (значення кожної озна-
ки); cij – координата кожного центроїда. У 2-мiрному просторi для
знаходження вiдстанi мiж двома точками маємо

d =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
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Використовуючи цю формулу,
ми повторюємо процес зi зна-
ченнями, що залишилися, пi-
сля цього кластери будуть ви-
глядати так.

Крок 4: обчислюємо новий центроїд кожного кластера

Тепер, маючи всi три кластери, ми знаходимо новi центроїди
для кожного з них за формулою

(c1j , c2j , . . . , cmj) =

(
1

nj

nj∑
i=1

x1i,
1

nj

nj∑
i=1

x2i, . . . ,
1

nj

nj∑
i=1

xmi

)
,

де ckj – k-та координата j-го
кластера;
xki – k-та координата i-го
об’єкта, що належить до j-го
кластера;
nj – кiлькiсть об’єктiв у j-му
кластерi.
З огляду на це, новi центроїди
матимуть такий вигляд.

Крок 5: знову класифiкуємо об’єкти до кожного з центро-
їдiв

Деякi об’єкти належатимуть до iншого центроїда (кластера).
Розраховуємо суму квадратiв внутрiшньокластерних вiдстаней до
центру кластера (within-cluster sum of squares, WCSS):

Q =
k∑

j=1

n∑
i=1

min
(
||xji − cj ||

)2
. (6.1)
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Крок 6: повторюємо кроки 4–5

Кроки 4 i 5 повторюють доти, поки алгоритм не стабiлiзує-
ться, тобто поки об’єкти не перестануть переходити вiд одного цен-
троїда (кластера) до iншого. Говорячи формально, мета алгоритму
– мiнiмiзувати функцiю втрат (6.1).
Давайте припустимо, що подальшi чотири iтерацiї будуть такими:

Iтерацiя 1

Iтерацiя 2

Iтерацiя 3

Iтерацiя 4

На двох останнiх iтерацiях можемо помiтити, що кластери не змi-
нюються. Це означає, що алгоритм зiйшовся, тому ми зупиняємо
процес. Потiм вибираємо кластери з найменшим WCSS. Це будуть
кластери на останнiх двох iтерацiях, тому вони стають нашими фi-
нальними кластерами.

6.2.2 Вибiр кiлькостi кластерiв

Один iз способiв вибору кiлькостi кластерiв є експертний
метод – вибiр кiлькостi кластерiв залежно вiд знання про предме-
тну сферу (domain knowledge).
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У разi кластеризацiї методом k-середнiх кiлькiсть кластерiв
найчастiше оцiнюють за допомогою «методу лiктя» (elbow method).
Вiн передбачає багаторазове циклiчне виконання алгоритму зi збiль-
шенням кiлькостi кластерiв, що вибираються.

k = 1

k = 2

k = 3

k = 4

Для кожного вибору одержуємо мiнiмальне значення суми
квадратiв внутрiшньокластерних вiдстаней за формулою (6.1). За
результатами дослiджень будуємо графiк залежностi Q(j).
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На рисунку наведено типо-
ву залежнiсть Q(j). Як мо-
жемо помiтити, пiсля того,
як кiлькiсть кластерiв до-
сягає трьох, сума квадра-
тiв внутрiшньокластерних
вiдстаней перестає iстотно
зменшуватися. Це значен-
ня обумовлює оптимальну
кiлькiсть кластерiв.

Iншим критерiєм установлення оптимальної кiлькостi кла-
стерiв є коефiцiєнт «силуету» (Silhouette Score). Коефiцiєнт «силу-
ету» обчислюється за допомогою середньої внутрiшньокластерної
вiдстанi a та середньої вiдстанi до найближчого кластера b за ко-
жним зразком:

Si =
bi − ai

max(ai, bi)
,

де ai – середня вiдстань
вiд об’єкта i до об’єктiв
свого кластера;
bi – середня вiдстань вiд
об’єкта i до об’єктiв iншого
кластера.

На рисунку наведено ти-
пову залежнiсть 〈S〉. Як
можемо помiтити, середнє
значення коефiцiєнта «си-
луету» зростає до k = 3 та
рiзко знижується зi збiль-
шенням значень k. Тобто
ми одержуємо виражений
пiк при k = 3.
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6.2.3 Постановлення задачi

Кластеризувати данi з використанням методу k-середнiх.
Етапи виконання

1. Iмпортувати/згенерувати розмiченi/нерозмiченi данi.

2. У разi кiлькостi ознак n > 2 звести до n = 2 iз використанням
SVD та PCA.

3. Кластеризувати данi методом k-means за фiксованого значен-
ня кiлькостi кластерiв.

4. Вiзуалiзувати одержанi результати.

5. Установити оптимальну кiлькiсть кластерiв iз застосуванням
«метода лiктя» та коефiцiєнта «силуету». Порiвняти одержанi
результати з розмiченими даними (за наявностi).

6. Порiвняти результати з k-means зi sklearn.

7. Оформити результати у виглядi звiту.
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6.2.4 Приклад подання результатiв

Iмпортуємо/генеруємо вибiрку з розмiченими даними. Якщо
кiлькiсть ознак n > 2, зводимо її до n = 2 (зменшуємо розмiрнiсть)
за допомогою методiв SVD та PCA.

Вiзуалiзуємо данi. Визначаємо
(вибираємо) кiлькiсть кластерiв,
що на нашу думку, реалiзуються
у вибiрцi. Фiксуємо значення па-
раметра k0, що задає кiлькiсть
кластерiв.

Подiляємо всю вибiрку на навчальну й тестову. Будуємо ал-
горитм кластеризацiї для k = k0.

Вiзуалiзуємо результати роботи
алгоритму для k0 = 4. У цьо-
му разi кружками рiзного кольо-
ру позначено рiзнi кластери.

Вiзуалiзуємо розмiченi данi (за наявностi) та рахуємо помил-
ки кластеризацiї.

У розмiчених даних iснує 5 кла-
стерiв. З одержаних результатiв
робимо висновок про правиль-
нiсть кластеризацiї.
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Оптимiзуємо алгоритм. Рахуємо внутрiшньокластернi вiд-
станi Q за «методом лiктя» та коефiцiєнт «силуету».

Робимо висновок щодо оптимальної кiлькостi кластерiв у ви-
бiрцi. У цьому разi n = 4.

Порiвнюємо одержанi результати з убудованим алгоритмом
k-mean iз бiблiотеки sklearn.
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6.3 Метод DBSCAN

Маючи справу з просторовими кластерами рiзної щiльностi,
розмiру та форми, часто складно виявити групу точок. Завдання
може бути ще складнiшим, якщо данi мiстять шум i викиди. Для
роботи з великими просторовими базами даних був запропонований
метод DBSCAN (Density-based spatial clustering of applications with
noise, густинний алгоритм просторової кластеризацiї з наявнiстю
шуму), що, як випливає з назви, оперує щiльнiстю даних. Як вхiднi
параметри вiн потребує радiус ε-околицi й кiлькiсть сусiдiв. Можна
видiлити три основнi переваги використання алгоритму:

1. потребує мiнiмальних знань предметної галузi;

2. може виявляти кластери довiльної форми;

3. ефективний для великих вибiрок.

6.3.1 Iнтуїтивне пояснення

У гiгантськiй залi натовп людей
святкує чийсь день народження. Хтось
«тиняється» один, але бiльшiсть – iз то-
варишами. Деякi компанiї просто юрмля-
ться, деякi – водять хороводи або танцю-
ють ламбаду.

Завдання: подiлити людей у залi
на гурти.

Але як видiлити групи такої рiзної форми та ще й не забути
про одинакiв? Спробуємо оцiнити щiльнiсть юрби навколо кожної
людини. Напевно, якщо щiльнiсть натовпу мiж двома людьми ви-
ща за певний порiг, то вони належать до однiєї компанiї. Справдi,
буде дивно, якщо люди, якi ведуть «потяг», належатимуть до рi-
зних груп, навiть якщо щiльнiсть ланцюжка мiж ними змiнюється
в деяких межах.
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• Будемо говорити, що поруч iз деякою людиною зiбрався на-
товп, якщо близько до неї стоять кiлька iнших людей. Отже,
вiдразу зрозумiло, що потрiбно задати два такi параметри.

– Що означає «близько»? Вiзьмемо якусь iнтуїтивно зро-
зумiлу вiдстань. Скажiмо, якщо люди можуть торкнути-
ся голiв ода одної, то вони перебувають близько (близько
метра).

– Скiльки саме «кiлька iнших людей»? Припустимо, троє.
Двоє можуть гуляти i просто так, але третiй – безумовно
зайвий.

• Нехай кожен пiдрахує, скiльки людей перебувають у радiусi
метра вiд нього. Усi, хто має хоча б трьох сусiдiв, беруть у ру-
ки зеленi прапорцi. Тепер вони є корiнними елементами, саме
вони формують групи.

• Звернемося до людей, якi мають менш нiж три сусiди. Вибе-
ремо тих, у яких принаймнi один iз сусiдiв має зелений прапо-
рець, i вручимо їм жовтi прапорцi. Скажiмо, вони перебувають
на межi груп.

• Залишилися одинаки, у яких не лише немає трьох сусiдiв, а й
жоден iз них не тримає зелений прапорець. Роздамо їм червонi
прапорцi. Вважатимемо, що вони не належать жоднiй групi.

Отже, якщо вiд однiєї людини до iншої можна створити лан-
цюжок людей iз зеленими прапорцями, то цi двi людини належать
до однiєї групи. Вочевидь, цi скупчення роздiленi порожнiм просто-
ром чи людьми з жовтими прапорцями. Можна їх пронумерувати:
кожен у першiй групi може досягти по ланцюжку рук кожного iн-
шого першої групи, але нiкого в групах 2, 3 тощо. Те саме для iнших
груп.

Якщо поруч iз людиною з жовтим прапорцем є лише один
сусiд iз зеленим, то вiн буде належати тiй групi, до якої належить
його сусiд. Якщо таких сусiдiв кiлька, й у них рiзнi групи, то дове-
деться вибирати. Для цього можна скористатися рiзними методами
– подивитися, хто iз сусiдiв найближчий. Доведеться уникати кра-
йових випадкiв.
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Зазвичай немає сенсу помiчати всiх корiнних елементiв на-
товпу вiдразу. Оскiльки вiд кожного корiнного елемента групи мо-
жна провести ланцюжок до кожного iншого, то все одно з якого
починати обхiд: рано чи пiзно знайдеш усiх. У цьому разi краще
пiдходить iтеративний варiант.

1. Пiдходимо до випадкової людини з натовпу.

2. Якщо поряд iз нею менше три особи, заносимо її до списку мо-
жливих одинакiв (викидiв, шумiв) i вибираємо когось iншого.

3. Iнакше:

а) виключаємо її зi списку людей, яких необхiдно оминути;
б) вручаємо цiй людинi зелений прапорець i створюємо нову

групу, в якiй вона поки що єдиний учасник;
в) обходимо всiх її сусiдiв. Якщо її сусiд уже в списку по-

тенцiйних одинакiв чи поруч iз нею мало iнших людей,
то перед нами край натовпу. Для простоти можна вiдра-
зу помiтити його жовтим прапорцем, приєднати до групи
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й продовжити обхiд. Якщо сусiд теж має зелений прапо-
рець, то вiн не починає нову групу, а приєднується до вже
створеної; крiм того, ми додаємо до списку обходу сусiдiв
сусiда. Повторюємо цей процес доти, поки список обходу
не виявиться порожнiм.

4. Повторюємо кроки 1–3, поки так чи iнакше не обiйдемо всiх
людей.

5. Розбираємося зi списком викидiв. Якщо на кроцi 3 ми вже роз-
кидали всiх крайових, то в ньому залишилися лише викиди-
одинаки – можна вiдразу завершити. Якщо нi, необхiдно якось
розподiлити людей, якi залишилися в списку.

6.3.2 Формальний пiдхiд

Уведемо кiлька визначень.
Нехай задана деяка симетрична функцiя вiдстанi ρ(x, y) та констан-
ти ε i m. Зважаючи на це,

1) назвемо область E(x), для якої ∀y : ρ(x, y) ≤ ε, ε-околиця
об’єкта x;

2) кореневим об’єктом (core point) ступеня m називається об’єкт,
ε-околиця якого мiстить щонайменше m об’єктiв: |E(x)| ≥ m;

3) об’єкт p безпосередньо щiльно досягається з об’єкта q, якщо
p ∈ E(q) i q – кореневий об’єкт;

4) об’єкт p щiльно-досяжний з об’єкта q, якщо ∃p1, p2 . . . pn, p1 =
q, pn = p, такi що ∀i ∈ 1 . . . n − 1 : pi+1 безпосередньо щiльно-
досяжний iз pi.

Виберемо будь-який кореневий об’єкт p iз датасету, позна-
чимо його й помiстимо всiх його безпосередньо щiльно-досяжних
сусiдiв у список обходу. Тепер для кожного об’єкта q зi списку: по-
значимо його, i якщо вiн теж є кореневим, додамо всiх його сусiдiв
до списку обходу. Кластери помiчених точок, сформованi вiдповiд-
но до цього алгоритму, є максимально заповненi (тобто їх не можна
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розширити ще однiєю точкою, щоб задовольнялися умови) i зв’язнi
в сенсi досяжностi. З огляду на це якщо ми обiйшли не всi точки,
можна перезапустити обхiд з iншого кореневого об’єкта, i новий
кластер не поглине попереднiй.

6.3.3 Нюанси застосування

За iдеальних умов DBSCAN може досягти складностi O(N),
але не варто на це сподiватися. Якщо не перераховувати щоразу
E(x) точок, то очiкувана складнiсть – O(N logN). Найгiрший ви-
падок (поганi данi) – O(N2). Наївнi реалiзацiї DBSCAN видiляють
O(N2) пам’ятi пiд матрицю вiдстаней – це явно надмiрно.

DBSCAN iз невипадковим правилом обробки крайових то-
чок детермiнований. Проте бiльшiсть реалiзацiй для прискорення
роботи та зменшення кiлькостi параметрiв вiддають крайовi точки
першим кластерам, що до них дотяглися. Наприклад, центральна
жовта точка на зображеннi вище в рiзних запусках може належати
як нижньому, так i верхньому кластеру. Зазвичай це не впливає на
якiсть роботи алгоритму, адже через граничнi точки кластер усе
одно не поширюється далi i ситуацiя, коли точка перескакує з кла-
стера в кластер i «вiдкриває дорогу» до iнших точок, неможлива.

DBSCAN самостiйно не обчислює центри кластерiв, але на-
вряд це проблема, особливо враховуючи довiльну форму кластерiв.
Проте DBSCAN автоматично визначає викиди, що важливо.

Спiввiдношення (m/εn), де n – розмiрнiсть простору, можна
iнтуїтивно розглядати як граничну щiльнiсть точок даних у сфе-
рi простору. Очiкується, що за однакового спiввiдношення (m/εn)
результати будуть приблизно однаковi. Iнодi це справдi так, але є
причина, чому алгоритму потрiбно задати два параметри, а не один.
По-перше, типова вiдстань мiж точками в рiзних датасетах рiзна:
явно задавати радiус доводиться завжди. По-друге, важливу роль
вiдiграють неоднорiдностi датасету. Чим бiльшi m i ε, тим частiше
алгоритм схильний «пробачати» варiацiї щiльностi в кластерах. З
одного боку, це може бути корисно: неприємно побачити в класте-
рi «дiрки», де просто не вистачило даних. З iншого боку, шкiдли-
во, коли мiж кластерами немає чiткої межi чи шум створює «мiст»
мiж скупченнями. У цьому разi DBSCAN запросто поєднає двi рiзнi
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групи. У балансi цих параметрiв полягає складнiсть застосування
DBSCAN: реальнi набори даних мiстять кластери рiзної щiльностi
з межами рiзного ступеня розмитостi. В умовах, за яких щiльнiсть
деяких меж мiж кластерами бiльша або дорiвнює щiльностi певних
вiдокремлених кластерiв, доводиться чимось жертвувати.

6.3.4 Налаштування параметрiв

Є варiанти DBSCAN, здатнi частково вирiшити цю пробле-
му. Iдея полягає в пiдлаштовуваннi ε в рiзних галузях пiд час роботи
алгоритму. На жаль, зростає кiлькiсть параметрiв алгоритму.

Передбачено евристики для вибору m та ε. Найчастiше за-
стосовують такий метод i його варiацiї.

1. Вибираємо m. Зазвичай використовують значення вiд 3 до 9.
Чим неоднорiднiший очiкують датасет i чим вищий рiвень шу-
му, тим бiльшим варто взяти m.

2. Обчислюємо середню вiдстань за m найближчими сусiдами
кожної точки. Тобто, якщо m = 3, потрiбно вибрати трьох
найближчих сусiдiв, скласти вiдстанi й подiлити на три.

3. Сортуємо знайденi значення за зростанням i виводимо на екран.

4. Одержуємо зростаючу залежнiсть K-Distance Graph. Вибира-
ємо ε десь у смузi, де вiдбувається найсильнiший перегин. Чим
бiльше ε, тим бiльшими вийдуть кластери, i тим менше їх буде.

У будь-якому разi, основнi недолiки DBSCAN – нездатнiсть
з’єднувати кластери через прорiзи й навпаки, здатнiсть пов’язувати
рiзнi кластери через перемички. Частково тому зi збiльшенням роз-
мiрностi даних n виявляється бiльше мiсць, де можуть випадково
виникнути отвори чи мости.

DBSCAN добре пiддається модифiкацiї, однiєю з яких є схре-
щення DBSCAN iз k-means для прискорення. DBSCAN розпара-
лелюється, але це нетривiально зробити ефективно. Якщо перший
процес виявив, що множина A – субкластер, а другий процес, що
B – субкластер, i A ∩ B �= ∅, то A та B можна об’єднати. Пробле-
ма полягає в тому, щоб вчасно помiтити, що перетин множин не
порожнiй.
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6.3.5 Пiдсумок

DBSCAN варто застосовувати, якщо:

• датасет є в мiру великий з N ≈ 106 (навiть N ≈ 107 − 108

,якщо пiд рукою оптимiзована та розпаралена реалiзацiя);

• наперед вiдома функцiя близькостi, симетрична, бажано, не
дуже складна;

• очiкуванi кластери складної форми: вкладенi та аномальнi
кластери, згустки даних малої розмiрностi;

• щiльнiсть меж мiж згустками менша за щiльнiсть найменш
щiльного кластера (краще якщо кластери зовсiм вiдокремленi
один вiд одного);

• складнiсть елементiв датасета не має значення не має, проте
їх повинно бути достатньо, щоб не виникало значних розривiв
у густинi;

• кiлькiсть елементiв у кластерi може змiнюватись як завгодно;

• кiлькiсть викидiв не має значення (в розумних межах), якщо
вони розсiянi у великому об’ємi.

• кiлькiсть кластерiв не має значення.

6.3.6 Сфери застосування

DBSCAN має iсторiю успiшних застосувань. Наприклад, мо-
жна вiдзначити його використання в завданнях:

• виявлення соцiальних гурткiв;

• сегментування зображень;

• моделювання поведiнки користувачiв вебсайтiв;

• попереднього оброблення для прогнозування погоди.
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6.3.7 Поставлення задачi

Кластеризувати данi iз застосуванням методу DBSCAN.
Етапи виконання

1. Iмпортувати/згенерувати розмiченi/нерозмiченi данi.

2. У разi кiлькостi ознак n > 2 звести до n = 2 iз використанням
SVD та PCA.

3. Зафiксувати кiлькiсть сусiдiвm, побудувати K-Distance Graph
i визначити оптимальне значення щiльностi ε.

4. Провести кластеризацiю методом DBSCAN за вибраних пара-
метрiв m та ε.

5. Вiзуалiзувати одержанi результати.

6. Порiвняти результати з DBSCAN зi sklearn.

7. Оформити результати у виглядi звiту.
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6.3.8 Приклад подання результатiв

Iмпортуємо/генеруємо вибiрку з розмiченими даними. Якщо
кiлькiсть ознак n > 2, зводимо до n = 2 (зменшуємо розмiрнiсть)
за допомогою методiв SVD та PCA.

Фiксуємо кiлькiсть сусiдiв m = 3, i будуємо K-Distance Graph.
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Визначаємо оптимальне значення щiльностi ε = 30.

Кластеризуємо данi методом DBSCAN.
Вiзуалiзуємо результати.

Порiвнюємо одержанi результати з убудованим класифiка-
тором DSSCAN бiблiотеки sklearn.
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Роздiл 7

Навчання без учителя: пошук асоцiативних
правил

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерi-
ал щодо методiв пошуку й виявлення асоцiативних правил у потоцi
даних. Асоцiативнi правила дають змогу знаходити закономiрностi
мiж пов’язаними подiями. Розглянуто принципи аналiзу асоцiатив-
них правил, проблему виявлення узагальнених асоцiативних правил
i два основних та найбiльш часто застосовуваних алгоритми:

• Apriori;

• Frequent Pattern-Growth Strategy (FPG).

Для кожного алгоритму наведено приклад його застосуван-
ня, поставлено завдання для практичної роботи й наведено приклад
подання результатiв.
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7.1 Уведення в аналiз асоцiативних правил

Великi обсяги сучасних баз даних викликали стiйкий попит
на новi алгоритми аналiзу даних. Одним iз популярних методiв ви-
явлення знань стали алгоритми пошуку асоцiативних правил.

Асоцiативнi правила дають змогу знаходити закономiрностi
мiж пов’язаними подiями. Прикладом такого правила є твердже-
ння, що покупець, який купує «хлiб», придбає i «молоко» з iмо-
вiрнiстю 75 %. Перший алгоритм пошуку асоцiативних правил був
розроблений у 1993 р. спiвробiтниками дослiдницького центру IBM
Almaden i називався AIS. На середину 90-х рокiв минулого столiття
припав пiк дослiджень у цiй галузi, i з того часу щороку з’являлося
по кiлька алгоритмiв.

Завдання пошуку асоцiативних правил уперше було застосо-
вано для аналiзу ринкового кошика. Асоцiативнi правила ефектив-
но використовують у сегментацiї покупцiв за поведiнкою пiд час
купiвлi, аналiзi переваг клiєнтiв, плануваннi розмiщення товарiв у
супермаркетах, кроспродажах, адресному розсиланнi. Проте сфера
застосування цих алгоритмiв не обмежується лише однiєю торгiв-
лею. Їх також успiшно застосовують в iнших галузях: медицинi,
для аналiзу вiдвiдувань вебсторiнок (Web Mining), тексту (Text Mi-
ning), даних iз перепису населення, аналiзу й прогнозування збоїв
телекомунiкацiйного обладнання тощо.

7.1.1 Асоцiативнi правила (Association Rules)

Уперше завдання пошуку асоцiативних правил було запро-
поновано для знаходження типових шаблонiв покупок, здiйснюва-
них у супермаркетах, тому iнодi завдання пошуку асоцiативних
правил ще називають аналiзом ринкового кошика (market basket
analysis).

Нехай є база даних, що складається з купiвельних транза-
кцiй. Кожна транзакцiя – набiр товарiв, куплених покупцем за один
вiзит. Таку транзакцiю ще називають ринковим кошиком.
Постановка завдання
Нехай I = {i1, i2, i3, . . . , in} – безлiч (набiр) товарiв, що називають
елементами; D – безлiч транзакцiй, де кожна транзакцiя T – набiр
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елементiв з I, T ⊆ I. Кожна транзакцiя є бiнарним вектором, де
t[k] = 1, якщо ik – елемент, наявний у транзакцiї, iнакше t[k] = 0.
Ми говоримо, що транзакцiя T мiстить X, деякий набiр елементiв
з I, якщо X ⊂ T .

Пiдтримка (Support)
Пiдтримка свiдчить про те, наскiльки часто набiр предметiв з’являється
в наборi даних. Пiдтримка набору X щодо Y визначається як час-
тка транзакцiй, що мiстять X i Y у наборi даних, вiд загального
набору даних: частота зустрiчi (пiдтримка, support) набору, що мi-
стить товар X та Y у вибiрцi D:

supp(X ∪ Y ) =
кiлькiсть транзакцiй, що мiстять X i Y

загальна кiлькiсть транзакцiй
.

Асоцiативним правилом називається iмплiкацiя X ⇒ Y , де
X ⊂ I, Y ⊂ I i X ∩ Y = �. Правило X ⇒ Y має пiдтримку s, якщо
s % транзакцiй iз D мiстять X ∪ Y , supp(X ⇒ Y ) = supp(X ∪ Y ).

Достовiрнiсть (confidence)
Достовiрнiсть (упевненiсть) правила показує, яка ймовiрнiсть того,
що з X випливає Y . Правило X ⇒ Y справедливе з достовiрнiстю
c, якщо c % транзакцiй iз D, що мiстять X, також мiстять Y :

conf(X ⇒ Y ) =
кiлькiсть транзакцiй, що мiстять X i Y
кiлькiсть транзакцiй, що мiстять X

,

або в математичному виглядi

conf(X ⇒ Y ) =
supp(X ∪ Y )

supp(X)
.

Цiкавiсть (lift)
Цiкавiсть правила lift(X ⇒ Y ) – iмовiрнiсть купiвлi товару Y в
разi купiвлi товару X. На вiдмiну вiд упевненостi (достовiрностi)
conf(X ⇒ Y ), у цьому разi враховують популярнiсть товару Y :

lift(X ⇒ Y ) =
supp(X ∪ Y )

supp(X)× supp(Y )
.
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• Якщо цiкавiсть lift(X ⇒ Y ) = 1, то кореляцiї в наборi товарiв
немає.

• Якщо цiкавiсть lift(X ⇒ Y ) > 1, кореляцiя в наборi товарiв
позитивна, тобто ймовiрнiсть спiльної купiвлi товарiв X та Y
вища.

• Якщо цiкавiсть lift(X ⇒ Y ) < 1, кореляцiя в наборi товарiв
негативна, тобто спiльна купiвля товарiв X та Y малоймовiр-
на.

Приклад

Приклад бази даних iз 5 транзакцiями й 5 товарами
№ транзакцiї Молоко Хлiб Масло Сiк Пiдгузки

1 1 1 0 0 0
2 0 0 1 0 0
3 0 0 0 1 1
4 1 1 1 0 0
5 0 1 0 0 0

З таблицi можна зробити, наприклад, такi висновки:

• пiдтримка набору (молоко∪ хлiб) становить 2/5 = 0, 4 (40 %);

• пiдтримка набору (масло ∪ хлiб) становить 1/5 = 0, 2 (20 %);

• пiдтримка набору (сiк∪пiдгузки) становить 1/5 = 0, 2 (20 %);

• правило {масло, хлiб} ⇒ {молоко} має значущiсть
0, 2/0, 2 = 1, що означає, що в 100 % випадкiв споживач, який
купив масло та хлiб, також купив молоко;

• якщо куплений {хлiб}, то з iмовiрнiстю 67 % буде куплене
{молоко}, хоча обидва товари купляють з iмовiрнiстю 40 %.

Отже, метою аналiзу є встановлення таких залежностей: якщо
в транзакцiї зустрiвся деякий набiр елементiв X, то на пiдставi цьо-
го можна зробити висновок про те, що iнший набiр елементiв Y
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також повинен з’явитися в цiй транзакцiї. Виявлення таких зале-
жностей дає змогу знаходити дуже простi й iнтуїтивно зрозумiлi
правила.

Алгоритми пошуку асоцiативних правил призначенi для зна-
ходження всiх правил X ⇒ Y , водночас пiдтримка й достовiрнiсть
цих правил повиннi бути вищими за деякi наперед заданi порого-
вi значення, що називаються вiдповiдно мiнiмальною пiдтримкою
(MinSupp) i мiнiмальною достовiрнiстю (MinConf).

Завдання знаходження асоцiативних правил охоплює два пiдзав-
дання:

1. знаходження всiх наборiв елементiв, що задовольняють порiг
MinSupp i такi набори елементiв називаються такими, що ча-
сто зустрiчаються;

2. генерацiю правил наборiв елементiв, знайдених згiдно з п. 1.
iз достовiрнiстю, що задовольняє порiг MinConf .

Значення параметрiв мiнiмальна пiдтримка MinSupp та мi-
нiмальна достовiрнiсть MinConf вибирають так, щоб обмежити
кiлькiсть знайдених правил. Якщо пiдтримка має велике значення,
то алгоритми будуть знаходити правила, добре вiдомi аналiтикам
або настiльки очевиднi, що немає сенсу проводити такий аналiз.

З iншого боку, низьке значення пiдтримки приводить до ге-
нерацiї величезної кiлькостi правил, що, звiсно, потребує iстотних
обчислювальних ресурсiв. Проте бiльшiсть цiкавих правил характе-
ризується саме низьким значенням порогу пiдтримки. Водночас за-
надто низьке значення пiдтримки спричиняє створення статистично
необґрунтованих правил.

Пошук асоцiативних правил – зовсiм не очевидне завдання,
як може здатися на перший погляд. Одна з проблем – алгоритмiчна
складнiсть знаходження наборiв елементiв, що часто зустрiчаються,
оскiльки зi зростанням кiлькостi елементiв експоненцiйно зростає
кiлькiсть потенцiйних наборiв елементiв.
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7.1.2 Узагальненi асоцiативнi правила
(Generalized Association Rules)

Пiд час пошуку асоцiативних правил зазвичай припускають,
що аналiзованi елементи однорiднi. Повертаючись до аналiзу рин-
кового кошика, це товари, що мають абсолютно однаковi атрибути,
крiм назви. Проте можна доповнити транзакцiю iнформацiєю про
те, в яку товарну групу входить товар, i побудувати iєрархiю това-
рiв. Наведемо приклад такого угруповання (таксономiї), як iєрар-
хiчну модель.

Таксономiя – результат класифiкацiї й угруповання скла-
дних систем зазвичай репрезентованих у виглядi iєрархiчної стру-
ктури. Видiленi для дослiдження елементи та групи об’єктiв пiд-
системи називаються таксонами. Таксономiя може розглядатися як
форма уявлення знань. З математичної точки зору iєрархiчна таксо-
номiя є деревоподiбною структурою класифiкацiй для конкретного
набору об’єктiв. У верхнiй частинi цiєї структури знаходиться єди-
на класифiкацiя (кореневий вузол), застосовувана до всiх об’єктiв.
Вузли нижчих рiвнiв iєрархiї дають детальнiшi класифiкацiї.

Нехай нам дано базу транзакцiй D i вiдомо до яких груп
(таксонiв) належать елементи. З огляду на це можна формувати
з правил, що зв’язують групи з групами, правила, що зв’язують
окремi елементи з групами i т. д.
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Наприклад, якщо Покупець купив товар iз групи «Безалко-
гольнi напої», то вiн купить i товар iз групи «Молочнi продукти»
або «Сiк» i «Молочнi продукти». Цi правила називають узагальне-
ними асоцiативними правилами.

Уведення додаткової iнформацiї про угруповання елементiв
у виглядi iєрархiї дасть такi переваги:

• допоможе встановити асоцiативнi правила як мiж окремими
елементами, так i мiж рiзними рiвнями iєрархiї (групами);

• окремi елементи можуть мати недостатню пiдтримку, але за-
галом група може задовольняти порiг MinSupp.

Для знаходження таких правил можна використовувати будь-
який iз вищезгаданих алгоритмiв. Для цього кожну транзакцiю по-
трiбно доповнити всiма предками кожного елемента, що входить до
неї. Проте пряме застосування цих алгоритмiв неминуче приводить
до таких проблем:

• елементи на верхнiх рiвнях iєрархiї прагнуть до значно бiль-
ших значень пiдтримки порiвняно з елементами на нижнiх
рiвнях;

• з додаванням у транзакцiї груп збiльшиться кiлькiсть атрибу-
тiв i розмiрнiсть вхiдного простору, що ускладнює завдання,
а також приводить до створення бiльшої кiлькостi правил;

• поява надлишкових правил, що суперечать визначенню уза-
гальненого асоцiативного правила, наприклад, «Сiк»⇒ «Прохо-
лоднi напої» – потрiбно видалять такi надлишковi правила.

Для знаходження узагальнених асоцiативних правил зазви-
чай використовують спецiалiзованi алгоритми, що усувають вище-
описанi проблеми.

Групувати елементи можна не лише за входженням у певну
товарну групу, а й за iншими характеристиками, наприклад, цiною
(дешево, дорого), брендом тощо.
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Методи пошуку узагальнених правил пiд час обчислення
використовують iнформацiю про угруповання елементiв (таксоно-
мiю), що дає змогу значно розширити коло завдань, виконуваних
алгоритмами пошуку асоцiативних правил. Прикладом узагальне-
ного асоцiативного правила може бути висловлювання: «Якщо лю-
дина купила сир, то вона, найiмовiрнiше, купить товар iз групи Хлi-
бобулочнi вироби». Основною вiдмiннiстю узагальнених асоцiатив-
них правил вiд асоцiативних є те, що одержуванi правила мiстять
у собi елементи, якi є предками елементiв, що входять до безлiчi
транзакцiй.

Продукти харчування

Напої

Безалкогольні 
напої Пиво

Сік Вода

Молочні продукти

Кефір Сир

Папір

Розглянемо при-
клад iєрархiї товарiв
i товарних груп. Ма-
ючи таку iєрархiю,
можна одержати, на-
приклад, такi прави-
ла: «Якщо покупець
купив Сiк, то вiн,
найiмовiрнiше, захо-
че купити Кефiр»;
«Якщо покупець ку-
пив Молочнi проду-
кти, вiн, найiмовiрнiше, захоче купити Воду». Тобто в одержуваних
правилах, як в умовi, так i в наслiдку, можуть бути елементи, що
знаходяться на рiзних рiвнях таксономiї.

Уведення iнформацiї про належнiсть елементiв транзакцiй
до тiєї чи iншої групи може надати такi переваги.

1. Будуть виявленi асоцiативнi правила як мiж окремими еле-
ментами, так i мiж рiзними рiвнями iєрархiї.

2. За певних умов окремi елементи можуть мати дуже маленьку
пiдтримку, але, значення пiдтримки всiєї групи, до якої на-
лежить цей елемент, може бути бiльшим за порiг мiнiмальної
пiдтримки. Це приводить до ранiше не виявлених потенцiй-
но цiкавих правил, побудованих на елементах нижнього рiвня
iєрархiї.
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3. Уведення iнформацiї про угруповання елементiв може вико-
ристовуватися для вiдсiкання «нецiкавих» правил.

Визначення
Нехай I = {i1, i2, . . . im} – це безлiч елементiв; I – лiс спря-

мованих дерев; дуги в I – залежнiсть мiж елементами; елементи,
що належать I, розмiщенi в певнiй iєрархiї. Якщо є дуга вiд a до b,
то кажуть, що a – предок b, а b – нащадок a (a – це узагальнення
b). Нехай є безлiч транзакцiй D, де кожна транзакцiя T – безлiч
елементiв (подiй), що вiдбулися одночасно: T ⊆ I.

Визначення
Розширеною транзакцiєю називається транзакцiя, розшире-

на предками всiх елементiв, що входять до цiєї транзакцiї.

Визначення
Узагальненим асоцiативним правилом називається iмплiка-

цiя X ⇒ Y , де X ⊂ I, Y ⊂ I i X ∩ Y = � i жоден з елементiв
набору Y не є предком жодного елемента, що належить до X, i еле-
менти, якi входять до цього правила, можуть бути на будь-якому
рiвнi таксономiї. Пiдтримку й достовiрнiст пiдраховують так само,
як у разi асоцiативних правил (див. попереднiй пiдроздiл).

Будемо називати

• x̂ предком x;

• x нащадком x̂.

Завдання знаходження закономiрностей, що є узагальнени-
ми асоцiативними правилами на зразок X ⇒ Y проблематичне з
огляду на необхiднiсть виявлення «зайвих» узагальнених асоцiа-
тивних правил. Для вирiшення цiєї проблеми розглянемо таку вла-
стивiсть правила, як рiвень iнтересу. Нехай Pr(X) – це ймовiр-
нiсть того, що всi елементи з X утримуватимуться в однiй роз-
ширенiй транзакцiї. Зважаючи на це, supp(X ∪ Y ) = Pr(X ∪ Y ) i
conf(X ⇒ Y ) = Pr(Y |X). Якщо пiдтримка [x, y] бiльша за значе-
ння мiнiмальної пiдтримки MinSupp, то й пiдтримка [x̂, y] i пiд-
тримка [x, ŷ] й пiдтримка [x̂, ŷ] буде бiльшою за порiг мiнiмальної
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пiдтримки. Проте, якщо достовiрнiсть правила X ⇒ Y бiльша за
мiнiмальну достовiрнiсть MinConf , лише правило X ⇒ Ŷ гаран-
товано матиме достовiрнiсть бiльшу, нiж мiнiмальна. Пiдтримка
елемента, взятого з внутрiшнього рiвня iєрархiї, не дорiвнює сумi
пiдтримки елементiв, що є безпосереднiми нащадками цього еле-
мента.

Визначення «цiкавих» правил

Багато узагальнених асоцiативних правил, що можуть бути
знайденi, є потенцiйно нецiкавими (приблизно 20 %–70 %). Для ви-
значення того, якi правила є «цiкавими», а якi нi, визначимо такий
параметр, як рiвень iнтересу (зацiкавленостi).

Нехай Ẑ – це предок Z, де Z i Ẑ – безлiчi елементiв, що
входять до iєрархiї (Z, Ẑ ⊆ I). Ẑ є предком Z, лише якщо Ẑ мо-
жна одержати iз Z шляхом пiдмiни одного чи кiлькох елементiв
їх предками. Якщо розглядати iєрархiю на рисунку вище, то при-
кладом можуть бути цi двi множини: Z = {Сiк, Кефiр, Папiр},
Ẑ = {Напої, Молочнi продукти, Папiр}. Будемо називати правила
X̂ ⇒ Y , X ⇒ Ŷ , X̂ ⇒ Ŷ предками правила X ⇒ Y .

Визначення
Правило X̂ ⇒ Y є найближчим предком правила X ⇒ Y ,

якщо не iснує такого правила X ′ ⇒ Y ′, коли X ′ ⇒ Y ′ – предок
правила X ⇒ Y , а правило X̂ ⇒ Ŷ – предок правила X ′ ⇒ Y ′.
Подiбнi визначення можна дати й для правил: X̂ ⇒ Y та X ⇒ Ŷ .

Розглянемо правило X ⇒ Y i вiзьмемо Z = X ∪ Y . Заува-
жимо, що пiдтримка для правила X ⇒ Y буде такою самою як
для набору Z: sup(X ⇒ Y ) = supp(Z). Позначимо E

̂Z[Pr(Z)]
як очi-

куване значення Pr(Z), що дає Pr(Ẑ), де Ẑ є предком Z. Нехай
Z = {z1, . . . , zn} та Ẑ = {ẑ1, . . . , ẑj , zj+1, . . . , zn}, 1 ≤ j ≤ n, де ẑi є
предком для zi. Зважаючи на це можна визначити

E
̂Z[Pr(Z)]

=
Pr(z1)

Pr(ẑ1)
× · · · × Pr(zj)

Pr(ẑj)
× Pr(Ẑ)

як очiкуване значення Pr(Z) для заданого набору елементiв Ẑ.
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Аналогiчно можна визначити E
̂X⇒̂Y

[Pr(Y |X)] як очiкуване значе-
ння достовiрностi правила X ⇒ Y щодо правила X̂ ⇒ Ŷ . Нехай
Y = {y1, . . . , yn} та Ŷ = {ŷ1, . . . , ŷj , yj+1, . . . , yn}, 1 ≤ j ≤ n, де ŷi є
предком для yi. З огляду на це можна визначити

E
̂X⇒̂Y [Pr(Y |X)]

=
Pr(y1)

Pr(ŷ1)
× · · · × Pr(yj)

Pr(ŷj)
× Pr(Ŷ |X̂).

Зазначимо, що E
̂X⇒Y

[Pr(Y |X)] = Pr(Y |X̂).

Визначення
ПравилоX ⇒ Y називаєтьсяR-цiкавим щодо правила-предка

X̂ ⇒ Ŷ , якщо пiдтримка правила X ⇒ Y у R разiв бiльша за
очiкувану пiдтримку правила-предка X̂ ⇒ Ŷ , або якщо достовiр-
нiсть правила X ⇒ Y у R разiв бiльша за очiкувану достовiрнiсть
правила-предка.

Визначення
Правило називається цiкавим, якщо воно не має предкiв або

є R цiкавим щодо всiх своїх найближчих предкiв.

Визначення
Правило називається частково цiкавим, якщо воно не має

предкiв або є R-цiкавим щодо будь-якого свого найближчого пред-
ка.

Отже, пiсля одержання правил, що задовольняють мiнiмаль-
ну достовiрнiсть, необхiдно вилучити всi нецiкавi правила.

Приклад

Розглянемо iєрархiю товарiв, подану на рисунку вище. Не-
хай у результатi роботи алгоритму ми одержали правила, наведенi
в першiй таблицi, а пiдтримка елементiв що входять до них, зазна-
чена в другiй таблицi. Рiвень iнтересу вiзьмемо R = 1.3.
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№ правила Текст правила Пiдтримка, %
1 Сiк ⇒ Молочнi продукти 10
2 Безалкогольнi напої ⇒ Кефiр 15
3 Сiк ⇒ Кефiр 9

Елемент Пiдтримка, %
Напої 7
Безалкогольнi напої 5
Сiк 3
Молочнi продукти 6
Кефiр 3

Iз першої таблицi можна зробити висновок, що правило 2 є ближнiм
предком правила 3, оскiльки набiр «Безалкогольнi напої» – предок
для набору «Сiк». Крiм того, правило 1 також є ближнiм предком
правила 3 оскiльки набiр «Молочнi продукти» – предок для набору
«Кефiр». Отже, розглянемо правило 3 i визначимо, є це правило
цiкавим, частково цiкавим чи нi. Iншими словами, нам необхiдно
перевiрити нерiвнiсть

Pr[Сiк⇒ Кефiр] > E
̂Сiк⇒К̂ефiр[Pr(Сiк⇒ Кефiр)]×R.

Використовуючи правило 2 як предок до правила 3, порахуємо очi-
кувану пiдтримку:

EБезалк.напої⇒Кефiр = Pr(Сiк)
Pr(Безалк.напої) × Pr(Безалк.напої⇒ Кефiр)

= 3
5 × 15 = 9

.

Оскiльки пiдтримка правила 3 дорiвнює 9, то нерiвнiсть 9 > 9×1, 3
не виконується i правило 3 не є цiкавим. Далi використаємо правило
1 як предка до правила 3 та порахуємо очiкувану пiдтримку:

EСiк⇒Мол.прод. = Pr(Кефiр)
Pr(Мол.прод.) × Pr(Сiк⇒ Мол.прод.)

= 3
6 × 10 = 5

.

I знову нерiвнiсть 5 > 9× 1, 3 не виконується. Отже, правило 3 є не
цiкавим i його можна виключити зi списку асоцiативних правил.

Один iз перших алгоритмiв, що ефективно виконує подiбний
клас завдань, – це алгоритм APriori. Крiм нього, були розробленi й
iншi алгоритми: DHP, Partition, DIC та iншi.
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7.2 Алгоритм Apriori

Сучаснi бази даних мають дуже великi розмiри, що дося-
гають гiга- та терабайтiв, i тенденцiю до подальшого збiльшен-
ня. Тому для знаходження асоцiативних правил потрiбнi ефективнi
масштабованi алгоритми, що дають змогу виконувати завдання за
прийнятний час. Apriori – один iз найпопулярнiших алгоритмiв
пошуку асоцiативних правил. Завдяки використанню властивостi
антимонотонностi вiн здатний швидко обробляти великi обсяги да-
них. Розглянемо роботу алгоритму й особливостi його реалiзацiї.
Щоб було можливо застосувати алгоритм, необхiдно провести по-
передню обробку даних:

• звести всi данi до бiнарного вигляду;

• змiнити їх структуру.

Звичайний вигляд бази даних транзакцiй
Номер транзакцiї Найменування елемента Кiлькiсть

1001 А 2
1001 D 3
1001 E 1
1002 А 2
1002 F 1
1003 B 2
1003 А 2
1003 C 2
. . . . . . . . .

Нормалiзований вигляд бази даних транзакцiй
TID A B C D E F G H I K ...
1001 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 . . .
1002 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . .
1003 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Кiлькiсть стовпцiв у таблицi дорiвнює кiлькостi елементiв,
наявних у багатьох транзакцiях. Кожен запис вiдповiдає транза-
кцiї, де у вiдповiдному стовпчику стоїть 1, якщо елемент наявний
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у транзакцiї, i 0 – якщо нi. Водночас вихiдний вигляд таблицi мо-
же бути вiдмiнним вiд наведеного в таблицi, головне, щоб данi були
перетворенi до нормалiзованого вигляду, iнакше алгоритм не засто-
совуватиметься. Усi елементи таблицi впорядкованi за алфавiтом
(якщо це числа, вони мають бути розмiщенi в числовому порядку).
Це зроблено невипадково. Отже, данi перетворенi, тепер можна по-
чати опис самого алгоритму. Алгоритм Apriori працює у два етапи:

1. пошук наборiв елементiв, що часто зустрiчаються;

2. визначення правил асоцiацiї з вищезазначених частих наборiв
предметiв.

Кiлькiсть елементiв у наборi будемо називати розмiром на-
бору, а набiр, що складається з k елементiв, – k-елементний набiр.

7.2.1 Властивiсть антимонотонностi

Виявлення найпоширенiших наборiв елементiв – операцiя,
що вимагає багато обчислювальних ресурсiв i вiдповiдно часу. При-
мiтивний пiдхiд до виконання цього завдання – простий перебiр
усiх можливих наборiв елементiв. Apriori використовує одну з вла-
стивостей пiдтримки, а саме: пiдтримка будь-якого набору елемен-
тiв не може перевищувати мiнiмальної пiдтримки будь-якого з
його пiдмножин. Наприклад, пiдтримка набору з трьох елемен-
тiв {Хлiб, Олiя, Молоко} завжди буде меншою або дорiвнювати-
ме пiдтримцi 2-елементних наборiв {Хлiб, Олiя}, {Хлiб, Молоко},
{Олiя, Молоко}. Справа в тому, що будь-яка транзакцiя, що мi-
стить {Хлiб, Олiя, Молоко}, також повинна мiстити {Хлiб, Олiя},
{Хлiб, Молоко}, {Олiя, Молоко}, водночас протилежне неправиль-
но. Ця властивiсть називається антимонотоннiстю i сприяє зни-
женню розмiрностi простору пошуку. За її вiдсутностi знаходження
багатоелементних наборiв було б фактично нездiйсненним завдан-
ням з огляду на експоненцiйне зростання обчислень.

Властивостi антимонотонностi можна дати й iнше форму-
лювання: зi зростанням розмiру набору елементiв пiдтримка змен-
шується або залишається такою самою. З усього вищезазначеного
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випливає, що будь-який k-елементний набiр буде часто зустрiчати-
ся тодi та лише тодi, коли всi його (k − 1)-елементнi пiдмножини
часто зустрiчаються.

Наслiдки властивостi антимонотонностi:

• якщо набiр ψ часто зустрiчається, то всi набори φ, що є його
пiдмножинами, φ ⊂ ψ також часто зустрiчаються;

• якщо φ зустрiчається рiдко, то всi набори ψ, якi його охоплю-
ють, ψ ⊃ φ також зустрiчаються рiдко;

• для будь-яких ψ, φ виконується спiввiдношення
supp(φ ∪ ψ) ≤ supp(φ).

Апрiорна теорема: якщо набiр елементiв є частим, то всi
його пiдмножини також повиннi бути частими.

Усi можливi набо-
ри елементiв з I можна
репрезентувати у вигля-
дi ґраток, що починаю-
ться з порожньої мно-
жини, потiм на першому
рiвнi – 1-елементнi набо-
ри, на 2-му – 2-елементнi
i т. д. на k-рiвнi розмi-
щенi k-елементнi набори,
пов’язанi з усiма своїми
(k − 1)-елементними пiд-
множинами. Розглянемо
рисунок, що iлюструє на-
бiр елементiв I = A,B,C,D. Припустимо, що набiр з елементiв
{A,B} має пiдтримку, нижчу нiж заданий порiг, supp(A ∪ B) <
MinSupp i вiдповiдно не є частим. Зважаючи на це, згiдно з вла-
стивiстю антимонотонностi всi його супермножини також не часто
зустрiчаються i вiдкидається вся ця гiлка, починаючи з {A,B}, ви-
дiлена синiм кольором. Використання цiєї евристики дає змогу зна-
чно скоротити простiр пошуку.
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7.2.2 Алгоритм Apriori – пошук у ширину

Алгоритм Apriori – послiдовнiсть крокiв, яких варто дотри-
муватися, щоб знайти найчастiший набiр елементiв у конкретнiй
базi даних. Ця технiка послiдовно повторює кроки з’єднання та
обрiзки, поки не буде досягнуто найчастiший набiр елементiв. У
проблемi зазначено мiнiмальний порiг пiдтримки MinSupp, або вiн
передбачається користувачем.

Кроки в Apriori

1. На першiй iтерацiї алгоритму кожен предмет береться як кан-
дидат набору з одного предмета. Алгоритм буде рахувати ви-
падки появи кожного елемента.

2. Визначається набiр 1-елементних наборiв предметiв, поява яких
задовольняє мiнiмальну пiдтримку. Лише тих кандидатiв, для
яких пiдтримка бiльша або дорiвнюєMinSupp, приймають на
наступну iтерацiю, а iнших обрiзають.

3. Виявляють частi набори предметiв. Для цього набiр iз двох
елементiв формується шляхом формування групи з двох еле-
ментiв, комбiнуючи їх мiж собою.

4. Кандидати з двох елементiв обрiзаються з використанням по-
рогового значення MinSupp. Тепер у таблицi будуть двоеле-
ментнi набори з мiнiмальною пiдтримкою.

5. Наступна iтерацiя сформує триелементнi набори, використо-
вуючи кроки об’єднання та обрiзки. Ця iтерацiя буде додержу-
ватися властивостi антимонотонностi. Якщо всi пiдмножини з
двох елементiв будуть частими, надмножина буде частою, iна-
кше вона буде обрiзана.

6. Процедура зупиняється у разi максимальної кiлькостi елемен-
тiв в наборi (максимальне значення товарiв у кошику).
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Приклад

Транзакцiя Перелiк товарiв
T1 I1, I2, I3
T2 I2, I3, I4
T3 I4, I5
T4 I1, I2, I4
T5 I1, I2, I3, I5
T6 I1, I2, I3, I4

Розглянемо простий при-
клад для наочного iлюструван-
ня принципу роботи алгоритму
Apriori. Нехай є база записiв
купiвлi рiзних товарiв I1, . . . , I5
для кожної транзакцiї T1, . . . , T6
у такому виглядi.

Елемент Пiдтримка
I1 4/6
I2 5/6
I3 4/6
I4 4/6
I5 2/6

Установимо значення мi-
нiмальної пiдтримкиMinSupp =
0.5. Порахуємо пiдтримку для
кожного товару (однокомпонен-
тного набору). Можемо помiти-
ти, що пiдтримка товару I5 мен-
ша за порогове значення. Отже,
цей набiр (що мiстить у собi лише товар I5) є не частим, а вiдпо-
вiдно всi набори, якi його охоплюють, будуть не частими. Тому в
подальшому всi набори, що мiстять товар I5, не розглядаємо.

Елемент Пiдтримка
I1, I2 4/6
I1, I3 3/6
I1, I4 2/6
I2, I3 4/6
I2, I4 3/6
I3, I4 2/6

Пiсля цього побудуємо
набори, що мiстять два рiзнi то-
вари. З одержаної таблицi роби-
мо висновок про те, що набори
{I1, I4} та {I3, I4} не вiдповiд-
ають критерiю MinSupp, тому
вони видаляються.

Елемент Пiдтримка
I1, I2, I3 3/6
I1, I2, I4 1/6
I1, I3, I4 1/6
I2, I3, I4 2/6

Сформуємо набори то-
варiв, що мiстять три рiзнi то-
вари, й порахуємо пiдтримку
для цих наборiв. Можемо помi-
тити, що лише набiр елементiв
{I1, I2, I3} вiдповiдає критерiю
MinSupp, тому лише цей набiр
можна вважати частим.

Обмежимося максимальною кiлькiстю товарiв у кошику, що
дорiвнює 3, i не будемо аналiзувати наборiв з бiльшою кiлькiстю
товарiв.
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• {I1, I2} ⇒ {I3}
• {I1, I3} ⇒ {I2}
• {I2, I3} ⇒ {I1}
• {I1} ⇒ {I2, I3}
• {I2} ⇒ {I1, I3}
• {I3} ⇒ {I1, I2}

Переходимо до другого кроку в ал-
горитмi Apriori, а саме: побудови асоцiатив-
них правил та аналiзу їх достовiрностi. З
одержаних результатiв щодо частих наборiв
можна сформулювати наведенi правила. Те-
пер для встановлення тих правил, що мо-
жна вважати достовiрними (впевненими), за-
фiксуємо значення мiнiмальної достовiрностi
MinConf = 0.75 i порахуємо достовiрнiсть
кожного з одержаних шести правил.

• Conf({I1, I2} ⇒ {I3}) = Supp({I1,I2,I3})
Supp({I1,I2}) = 3

4 = 0, 75.

• Conf({I1, I3} ⇒ {I2}) = Supp({I1,I2,I3})
Supp({I1,I3}) = 3

3 = 1, 0.

• Conf({I2, I3} ⇒ {I1}) = Supp({I1,I2,I3})
Supp({I2,I3}) = 3

4 = 0, 75.

• Conf({I1} ⇒ {I2, I3}) = Supp({I1,I2,I3})
Supp({I1}) = 3

4 = 0, 75.

• Conf({I2} ⇒ {I1, I3}) = Supp({I1,I2,I3})
Supp({I2}) = 3

5 = 0, 6.

• Conf({I3} ⇒ {I1, I2}) = Supp({I1,I2,I3})
Supp({I3}) = 3

4 = 0, 75.

Отже, робимо висновок про те, що 5 iз 6 правил задоволь-
няють критерiй MinConf , тому їх можна вважати достовiрними.
Водночас з iмовiрнiстю 100 % якщо в кошику знаходяться товари
I1 i I3, буде взятий товар I2.
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7.2.3 Оптимiзацiя

Набагато ефективнiше використовувати пiдхiд, що базується
на зберiганнi кандидатiв у хеш-деревi. Внутрiшнi вузли дерева мi-
стять хеш-таблицi з вказiвниками на нащадкiв, а листя – на канди-
датiв. Це дерево знадобиться для швидкого пiдрахунку пiдтримки
для кандидатiв. Хеш-дерево будується щоразу, коли формуються
кандидати. Спочатку дерево складається лише з кореня, що є лис-
тком, i не мiстить жодних кандидатiв-наборiв. Щоразу, коли фор-
мується новий кандидат, вiн заноситься до кореня дерева, i так до-
ти, поки кiлькiсть кандидатiв у коренi-листi не перевищить певний
порiг. Щойно кiлькiсть кандидатiв стає бiльшою за порiг, корiнь пе-
ретворюється на хеш-таблицю, тобто стає внутрiшнiм вузлом, i йо-
му створюються нащадки-листя. Усi приклади розподiляються по
вузлах-нащадках згiдно з хеш-значеннями елементiв, що входять у
набiр, i т. д. Кожен новий кандидат хешується на внутрiшнiх вузлах,
поки не досягне першого вузла-листка, де вiн i зберiгатиметься, по-
ки кiлькiсть наборiв знову не перевищить порогу.

Використовуючи хеш-дерево, легко пiдрахувати пiдтримку
для кожного кандидата. Для цього потрiбно «пропустити» кожну
транзакцiю через дерево й збiльшити лiчильники тих кандидатiв,
чиї елементи також мiстяться в транзакцiї. На кореневому рiвнi
хеш-функцiя застосовується до кожного елемента транзакцiї.

Далi, на другому рiвнi, хеш-функцiя застосовується до iн-
ших елементiв. На k-рiвнi хешується k-елемент. I так доти, доки не
досягнемо листка. Якщо кандидат, що зберiгається в листку, є пiд-
множиною транзакцiї, що розглядається, тодi збiльшуємо лiчиль-
ник пiдтримки цього кандидата на одиницю.

Пiсля того як кожна транзакцiя з вихiдного набору даних
«пропущена» через дерево, можна перевiрити, чи задовольняють
значення пiдтримки кандидатiв мiнiмальний порiг. Кандидати, для
яких ця умова виконується, переносяться до розряду тих, що ча-
сто зустрiчаються. Крiм того, варто запам’ятовувати i пiдтримку
набору, вона необхiдна для вилученнi правил. Цi дiї застосовую-
ться для знаходження (k + 1)-елементних наборiв i т. д. Пiсля того
як знайденi всi набори елементiв, що часто зустрiчаються, можна
безпосередньо генерувати правила.
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7.2.4 Пiдвищення ефективностi оброблення
популярних наборiв

Одним iз напрямiв пiдвищення ефективностi обробки попу-
лярних предметних наборiв є скорочення необхiдної кiлькостi ска-
нувань БД транзакцiй. Алгоритм Apriori сканує базу даних кiль-
ка разiв залежно вiд кiлькостi елементiв у предметних наборах. Є
низка алгоритмiв, що дають змогу зменшити необхiдну кiлькiсть
сканувань або кiлькiсть популярних предметних наборiв, якi гене-
руються на кожному скануваннi, або обидва цi показники.

Одним iз таких методiв є алгоритм подiлу (Partition-based
Apriori algorithm), що потребує всього два проходи БД. Вiн ґрун-
тується на iдеї так званих локальних предметних наборiв. Уся БД
подiляється на N пiдмножин, що не перетинаються, кожна з яких
досить мала, щоб помiститися в оперативнiй пам’ятi ПК.

Пiд час першого сканування алгоритм зчитує кожну пiдмно-
жину та виявляє предметнi набори, популярнi для цiєї пiдмножи-
ни (локально-популярнi предметнi набори). Упродовж другого ска-
нування алгоритм обчислює пiдтримку всiх локально-популярних
предметних наборiв по всiй БД. Отже, друге сканування визначає
безлiч усiх потенцiйних асоцiативних правил.

Ще одним способом пiдвищення ефективностi методики по-
шуку асоцiативних правил, що базується на популярних наборах,
є семплiнг. З його допомогою здiйснюється вiдбiр випадкової ви-
бiрки R iз вихiдної БД транзакцiй, пiсля чого починається пошук
популярних наборiв на цiй вибiрцi, тобто шукається компромiс мiж
точнiстю та обчислювальними витратами.

Розмiр вибiрки, одержаної в результатi семплiнгу, повинен
бути таким, щоб забезпечити прийнятнi обчислювальнi витрати.
Очевидно, що пiд час цього деякi популярнi набори можуть бути
втраченi. Щоб звести до мiнiмуму втрати, використовують порiг
пiдтримки, нижчий нiж мiнiмальна пiдтримка для пошуку частих
предметних наборiв, локальних на R.
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7.2.5 Поставлення задачi

Реалiзувати алгоритм Apriori для пошуку асоцiативних пра-
вил.
Етапи виконання

1. Iмпортувати данi. Iндексувати їх.

2. Зафiксувати значення мiнiмальної пiдтримки й мiнiмальної
достовiрностi.

3. Установити максимальне значення товарiв у кошику – довжи-
ну асоцiативного правила.

4. Для кожного набору, що мiстить вiд одного елемента до макси-
мального в кошику, обчислити пiдтримку. Якщо вона менша
за мiнiмальне значення, вилучити набiр з таблицi.

5. Сформувати правила асоцiацiй.

6. Для кожного правила визначити його достовiрнiсть. Якщо во-
на менша за мiнiмальне значення, правило вiдкидається.

7. Вiдсортувати правила за зменшенням достовiрностi.

8. Вивести правила на екран (у файл).

9. Порiвняти результати роботи власного алгоритму з результа-
тами алгоритму apriori.

10. Оформити результати у виглядi звiту.

191



7.2.6 Приклад подання результатiв

1. Iмпортуємо базу даних транзакцiй.
Наприклад “Market_Basket_Optimisation.csv”.

2. Реалiзуємо алгоритм Apriori.

3. Виводимо на екран правила, вiдсортованi за зменшенням до-
стовiрностi.

Робимо висновок про те, якi товари краще розмiщати разом
на полицях.
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7.3 Алгоритм Frequent Pattern-Growth (FPG)

Недолiком алгоритму Apriori є процес генерацiї кандидатiв
у популярнi предметнi набори. Наприклад, якщо база даних тран-
закцiй мiстить 100 предметiв, то потрiбно згенерувати 2100 ∼ 1030

кандидатiв. Отже, обчислювальнi й часовi витрати, необхiднi на їх
обробку, можуть бути неприйнятними.

Крiм того, алгоритм Apriori вимагає багаторазового скану-
вання БД транзакцiй, а саме: стiльки разiв, скiльки предметiв мi-
стить найдовший предметний набiр. Тому було запропоновано низ-
ку алгоритмiв, що дають змогу уникнути генерацiї кандидатiв i ско-
ротити необхiдну кiлькiсть сканувань набору даних.

Однiєю з найефективнiших процедур пошуку асоцiативних
правил є алгоритм, названий Frequent Pattern-Growth (алгоритм
FPG), що можна перекласти як «вирощування популярних (таких,
що часто зустрiчаються) предметних наборiв». Вiн дає змогу не ли-
ше уникнути витратної процедури генерацiї кандидатiв, а й змен-
шити необхiдну кiлькiсть проходiв набору даних до двох. В основi
алгоритму FPG лежить передобробка БД транзакцiй, у процесi якої
вона трансформується в компактну деревоподiбну структуру, що
називається Frequent-Pattern Tree – дерево популярних предме-
тних наборiв. Надалi для стислостi будемо називати цю структуру
FP-дерево. До основних переваг цього методу належать:

• стиснення БД транзакцiй у компактну структуру, яка забез-
печує найбiльш ефективне та повне вилучення частих предме-
тних наборiв;

• пiд час побудови FP-дерева використовується технологiя «роз-
дiляй та владарюй», що дає змогу декомпонувати одне скла-
дне завдання на безлiч простих;

• уникнення витратної процедури генерацiї кандидатiв, хара-
ктерної для алгоритму Apriori.

193



№ Набiр предметiв
1 abcde
2 abc
3 acde
4 bcde
5 bc
6 bde
7 cde

Розглянемо роботу алго-
ритму FPG на простому при-
кладi. Нехай є БД транзакцiй.
Для цiєї БД потрiбно виявити
всi популярнi предметнi набо-
ри з мiнiмальною пiдтримкою
MinSupp = 3, використовуючи
алгоритм FPG.

7.3.1 Побудова FP-дерева

Проводиться перше сканування БД транзакцiй i вiдбирає-
ться безлiч предметiв, що часто зустрiчаються, тобто три чи бiльше
разiв. Упорядкуємо виявленi частi предмети в порядку зростання їх
пiдтримки й одержимо такий набiр: (c, 6), (b, 5), (d, 5), (e, 5), (a, 3),
де перший символ позначає предмет, а другий – кiлькiсть разiв його
появи. Побудуємо FP-дерево. Упорядкуємо предмети в транзакцiях
за спаданням значень їх пiдтримки.

№ Початковий набiр Впорядкований набiр
1 abcde cbdea
2 abc cba
3 acde cdea
4 bcde cbde
5 bc cb
6 bde bde
7 cde cde

Створимо початковий (кореневий, root) вузол FP-дерева. По-
чнемо побудову дерева з транзакцiї 1 для впорядкованих предме-
тних наборiв, тобто (cbdea). Пiд час побудови дерева дотримувати-
мемося нижчезазначеного правила.

Правило.
Якщо для чергового предмета у FP-деревi вже мiститься ву-

зол, то для нього не створюється новий вузол, а iндекс iснуючого
збiльшується на 1. В iншому разi для цього предмета створюється
новий вузол i йому надається iндекс 1.
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Побудова FP-дерева для транзакцiї 1

Спочатку беремо перший предмет c iз транзакцiї 1. Оскiль-
ки вiн є першим, то створюємо для нього вузол та з’єднуємо з
батькiвським (кореневим) (рис. а). Потiм беремо наступний пре-
дмет b, i оскiльки iнших вузлiв iз тим самим iм’ям FP-дерево поки
не мiстить, додаємо його у виглядi нового вузла, нащадка вузла c
(рис. б). Таким самим чином створюємо вузли для предметiв d, e
та a з транзакцiї 1 (рис. в, г, i д). На цьому використання першої
транзакцiї для побудови FP-дерева завершено.

Для транзакцiї 2, що мiстить предмети c, b i a, вибирає-
мо перший предмет c. Оскiльки вузол iз таким iм’ям вже iснує, то
вiдповiдно до правила побудови FP-дерева новий вузол не створю-
ється, а iндекс iснуючого збiльшується на 1 (рис. а). Пiд час до-
давання наступного предмета b використовуємо те саме правило:
оскiльки вузол b є дочiрнiм щодо поточного (тобто c), ми також не
створюємо новий вузол, а збiльшуємо iндекс для наявного (рис. б).
Для наступного предмета з другої транзакцiї a вiдповiдно до пра-
вила побудови FP-дерева необхiдно створити новий вузол, оскiльки
у вузла b дочiрнi вузли з iменем a вiдсутнi (рис. в).
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Побудова FP-дерева для транзакцiй 1 i 2

Транзакцiя 3 мiстить предмети (cdea). Вiдповiдно до прави-
ла побудови FP-дерева предмет c не створить нового вузла, а збiль-
шить iндекс уже наявного вузла на 1 (рис. а). Наступний предмет d
породить у FP-деревi новий вузол, дочiрнiй до вузла c, оскiльки той
не мiстить нащадкiв iз таким iм’ям (рис. б). Аналогiчно предмети
e та a створять новi вузли – нащадки d (рис. в, г).

Використання транзакцiї 3 для побудови FP-дерева

Використання транзакцiї 4, що мiстить набiр предметiв (cbde),
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не створить нових вузлiв, а збiльшить iндекси вузлiв з аналогiчною
послiдовнiстю iмен.

Дерево, одержане в результатi четвертої транзакцiї

Транзакцiя 5 мiстить набiр (cb), предмети якого збiльшать
iндекси однойменних вузлiв у FP-деревi, як показано на рисунку.

Дерево, одержане в результатi п’ятої транзакцiї

Транзакцiя 6 охоплює предмети (bde). Оскiльки кореневий
вузол не мiстить безпосереднього нащадка з iм’ям b, то вiдповiдно
до правила побудови FP-дерева для нього буде створено новий ву-
зол, що потягне за собою два iнших – d i e. Усi вузли будуть доданi з
iндексами 1. У наслiдок цього FP-дерево набирає вигляду, поданого
на рисунку.
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Дерево, одержане внаслiдок використання 6-ї транзакцiї

I, нарештi, остання транзакцiя 7, що мiстить предметний на-
бiр (cde), збiльшить на 1 iндекс вiдповiдних вузлiв. Дерево, що ви-
йшло, яке також є результуючим для всiєї БД транзакцiй, подане
на рисунку.

Результуюче дерево, побудоване по всiй БД транзакцiй

Отже, пiсля першого проходу БД i виконання вiдповiдних
манiпуляцiй з наборами предметiв ми побудували FP-дерево, яке в
компактному виглядi надає iнформацiю про частi предметнi набори
i дозволяє робити їх ефективне вилучення, що вiдбувається пiд час
другого сканування БД.

Подання БД транзакцiй у виглядi FP-дерева очевидне. Якщо
у вихiднiй базi даних кожен предмет повторюється багаторазово,
то у FP-деревi його подають у виглядi вузла, iндекс якого свiдчить
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про те, скiльки разiв цей предмет з’являється у базi даних. Iншими
словами, якщо предмет у вихiднiй БД транзакцiй з’являється 100
разiв, то у FP-деревi для нього буде єдиний вузол з iндексом 100.

7.3.2 Вилучення частих наборiв iз FP-дерева

До кожного предмета у FP-деревi, поданого своїм вузлом,
можна зазначити шлях, тобто, послiдовнiсть вузлiв, яку необхiдно
пройти вiд кореневого вузла до вузла, що пов’язаний iз цим предме-
том. Якщо предмет поданий у кiлькох гiлках FP-дерева (що най-
частiше й вiдбувається), таких шляхiв буде декiлька. Наприклад,
для одержаного результуючого FP-дерева для предмета a можна
зазначити 3 шляхи: {cbde→ a, cb→ a, cde→ a}.

Такий набiр шляхiв називається умовним базисом предмета.
Кожен шлях у базисi складається з двох частин: префiкса й суфi-
кса. Префiкс – це власне послiдовнiсть вузлiв, що утворюють шлях.
Суфiкс – це сам вузол, до якого «прокладається» шлях. Отже, в
умовному базисi всi шляхи матимуть рiзнi префiкси та однаковий
суфiкс. Наприклад, у шляху cbdea префiксом буде cbde, а суфiксом
– a.

Процес вилучення з FP-дерева частих предметних наборiв
полягатиме в такому.

1. Вибираємо предмет (наприклад, a) i знаходимо в деревi всi
шляхи, якi ведуть до вузлiв цього предмета Iншими словами,
для a – це буде набiр {cbde → a, cb → a, cde → a}. Потiм
для кожного шляху пiдраховуємо, скiльки разiв цей предмет
трапляється в ньому, i записуємо це як (cbde → a, 1), (cb →
a, 1) i (cde→ a, 1).

2. Видалимо сам предмет (суфiкс набору) з шляхiв, якi до ньо-
го ведуть, тобто. {cbdea, cba, cdea}. Пiсля залишаються тiльки
префiкси: {cbde, cb, cde}.

3. Пiдрахуємо, скiльки разiв кожен предмет з’являється в пре-
фiксах шляхiв, одержаних на попередньому кроцi, та впоряд-
куємо в порядку зменшення цих значень, одержавши новий
набiр транзакцiй.
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4. На його основi побудуємо нове FP-дерево, яке назвемо умов-
ним FP-деревом, оскiльки воно пов’язане лише з одним об’єктом
(у нашому разi, a).

5. В умовному FP-деревi знайдемо всi предмети (вузли), для
яких пiдтримка (кiлькiсть появи в деревi) дорiвнює 3 i бiльше,
що вiдповiдає заданому рiвню мiнiмальної пiдтримки. Якщо
вузол трапляється два чи бiльше разiв, його iндекси, тобто
частоти появи предмета в умовному базисi, пiдсумовуються.

6. Починаючи з кореня дерева, записуємо шляхи, якi приводять
до кожного вузла, для якого пiдтримка/iндекс бiльший або
дорiвнює 3, повертаємо назад предмет (суфiкс), видалений на
кроцi 2, i пiдраховуємо iндекс/пiдтримку, одержану в наслiдок
цього.

Умовне FP-дерево для
предмета a

Для пояснення методики одержання
популярного набору з FP-дерева продовжи-
мо розгляд прикладу для БД транзакцiй i
побудованого для неї FP-дерева.

Почнемо з предмета a, який має пiд-
тримку 3 i вiдповiдно є предметом, що ча-
сто трапляється. Префiкси шляхiв, що при-
водять до вузлiв, пов’язаних з a, будуть:
(cbde → a, 1), (cb → a, 1), (cde → a, 1). На
основi одержаного умовного базису для су-
фiкса a побудуємо умовне FP-дерево.

Оскiльки предмети d i e трапляю-
ться двiчi, їх iндекси пiдсумовуються, й у
наслiдок цього одержуємо такий порядок предметiв: (c, 3), (b, 2),
(d, 2), (e, 2). Отже, лише вузол c задовольняє рiвню мiнiмальної пiд-
тримки 3. Тому, для предмета a може бути згенерований лише один
популярний набiр (ca, 3).
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Умовне
FP-дерево для
суфiкса b

Потiм переходимо до наступного предмета b
з пiдтримкою 5. Умовне FP-дерево, побудоване для
нього, буде мiстити лише один вузол c, оскiльки в
деревi є один шлях c→ b, а суфiкс b прибираємо. Це
показано на рисунку. Отже, префiкси шляхiв будуть
(c→ b, 4) i (b, 1), i тому для предмета b матиме мiсце
лише один популярний набiр (cb, 4).

Для предмета c, оскiльки вiн є безпосере-
днiм нащадком кореневого вузла, не можна зазначи-
ти шлях (див. результуюче дерево). Отже, префiкс
шляхiв до нього буде порожнiм, iз чого випливає,
що i популярнi набори предметiв вiдсутнi.

Умовне FP-дерево
для предмета d

Наступний предмет, для якого ми зро-
бимо пошук популярних предметних наборiв,
буде d з пiдтримкою 5. Умовне FP-дерево,
пов’язане з предметом d подано на рисун-
ку. Префiкси шляхiв для умовного дерева,
пов’язаного з предметом d будуть: (cb→ d, 2),
(c→ d, 2) та (b→ d, 1). Враховуючи, що iнде-
кси для вузлiв b сумуються, вiдповiднi попу-
лярнi предметнi набори будуть (cd, 4) i (bd, 3).

I, нарештi, для останнього предмета e,
що має пiдтримку 5, умовне FP-дерево пода-
не на рисунку.

Умовне FP-дерево для
предмета e

Префiкси шляхiв, що приводять в
умовному деревi до вузлiв, пов’язаних з
предметом e, будуть: (cbd → e, 2), (cd →
e, 2), (bd → e, 1). Пiдрахувавши сумарну
пiдтримку кожного предмета в умовному
деревi та впорядкувавши предмети з її спа-
данням, одержимо: (d, 5), (c, 4), (b, 3). От-
же, популярними наборами для предмета e
будуть: (de, 5), (dce, 4), (dbe, 3).

Таким чином, ми одержали такi по-
пулярнi предметнi набори:

(ca, 3), (cb, 4), (cd, 4), (bd, 3), (de, 5), (dce, 4), (dbe, 3).
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Порiвняльнi дослiдження класичного алгоритму Apriori та
FPG показали, що зi збiльшенням числа транзакцiй у БД часовi
витрати на пошук частих предметних наборiв зростають для FPG
набагато повiльнiше, нiж для Apriori, що проiлюстровано нижче.

Кількість транзакцій
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Порiвняння алгоритмiв FPG та Apriori
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7.3.3 Поставлення задачi

Реалiзувати алгоритм FP-Growth для пошуку асоцiативних
правил.
Етапи виконання

1. Iмпортувати данi. Iндексувати їх.

2. Зафiксувати значення мiнiмальної пiдтримки та мiнiмальної
впевненостi.

3. Побудувати FP-дерево для всiх товарiв в усiх транзакцiях.

4. Вилучити частi набори з одержаного результуючого FP-дерева.

5. Сформувати правила асоцiацiй.

6. Для кожного правила визначити його достовiрнiсть. Якщо во-
на менша за мiнiмальне значення, правило вiдкидається.

7. Вiдсортувати правила за зменшенням достовiрностi.

8. Вивести правила на екран (у файл).

9. Порiвняти результати роботи власного алгоритму з результа-
тами алгоритму pyfpgrowth.

10. Оформити результати у виглядi звiту.
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7.3.4 Приклад подання результатiв

1. Iмпортуємо базу даних транзакцiй.
Наприклад “Market_Basket_Optimisation.csv”.

2. Реалiзуємо алгоритм FP-Growth.

3. Виводимо на екран правила, вiдсортованi за зменшенням до-
стовiрностi.

Робимо висновок про те, якi товари краще розмiщувати ра-
зом на полицях.
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Роздiл 8

Ансамблевi методи навчання

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерiал
щодо використання ансамблевих методiв у машинному навчаннi.
Буде розглянуто два основнi пiдходи до створення ансамблiв:

• беггiнг (Begging);

• бустiнг (Boosting).

Для кожного методу буде наведений приклад його викори-
стання, поставленi завдання для практичної роботи та наведений
приклад подання результатiв.
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8.1 Принципи побудови ансамблiв

Ансамблi (комбiнацiї моделей) є лiдерами на сьогоднi в кла-
сичному машинному навчаннi. Вони надають найточнiшi резуль-
тати та використовуються всiма великими компанiями. Ансамблевi
методи – це парадигма машинного навчання, де кiлька моделей (ча-
сто їх називають «слабкими учнями») навчаються для вирiшення
однiєї й тiєї самої проблеми i об’єднуються для одержання кращих
результатiв. Основна гiпотеза полягає в тому, що пiд час правильно-
го поєднання слабких моделей можна одержати бiльш точну та/або
надiйну модель.

8.1.1 Один слабкий учень

У машинному навчаннi, незалежно вiд того, чи це є класифi-
кацiя або регресiя, вибiр моделi надзвичайно важливий, щоб мати
шанси одержати хорошi результати. Цей вибiр може залежати вiд
багатьох змiнних задачi: кiлькостi даних, розмiрностi простору, гi-
потези розподiлу. В ансамблевiй теорiї навчання вводиться поняття
слабких учнiв (або базових алгоритмiв), яких можна використо-
вувати як «будiвельнi блоки» для проєктування бiльш складних
моделей шляхом об’єднання кiлькох iз них. Здебiльшого цi базо-
вi алгоритми працюють не дуже добре. Iдея ансамблевих методiв
полягає в тому, щоб спробувати зменшити похибки таких слабких
учнiв, об’єднуючи кiлька з них разом, щоб створити сильного учня
(або модель ансамблю), який досягає кращих результатiв.

8.1.2 Об’єднання слабких учнiв

Щоб реалiзувати ансамблевий метод, спочатку потрiбно вi-
дiбрати слабких учнiв для агрегування. В основному використову-
ється єдиний базовий алгоритм навчання, але моделi навчаються
на рiзних даних. Така модель ансамблю називається «однорiдною».
Iснують також методи, якi використовують рiзнi типи базових ал-
горитмiв навчання: деякi рiзнорiднi слабкi учнi об’єднуються в «рi-
знорiдну ансамблеву модель». Одним iз важливих моментiв є те,
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що вибiр слабких учнiв повинен бути узгоджений iз тим, як комбi-
нуються цi моделi.

Пiд час формування ансамблю моделей необхiдно вирiшити
три завдання:

• вибрати базовi моделi;

• визначити пiдхiд до використання навчальної множини;

• вибрати метод комбiнування результатiв.

Оскiльки ансамбль – це складна модель, що складається з
окремих базових моделей, то пiд час його формування можливi два
випадки:

• ансамбль складається з базових моделей одного типу, напри-
клад, лише з дерев рiшень, лише з нейронних мереж тощо;

• ансамбль складається з моделей рiзного типу – дерев рiшень,
нейронних мереж, регресiйних моделей тощо.

Пiд час побудови ансамблю використовується навчальна ви-
бiрка, для якої iснують два пiдходи:

• перевибiрка, тобто з iснуючої навчальної вибiрки витягується
кiлька пiдмножин, кожна з яких використовується для навча-
ння однiєї з моделей ансамблю;

• використання однiєї навчальної вибiрки для навчання всiх мо-
делей ансамблю.

Для комбiнування результатiв, виданих окремими моделя-
ми, використовують три способи:

Просте голосування – вибирається той результат, який був ви-
даний простою бiльшiстю моделей ансамблю.

Зважене голосування – для моделей ансамблю встановлюються
значення ваг, з врахуванням яких виноситься результат.
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Усереднення (зважене або незважене) – результат роботи ан-
самблю визначається як просте середнє значення результатiв
усiх моделей, пiд час зваженого усереднення результати всiх
моделей множать на вiдповiднi ваги.

На сьогоднi розроблено багато рiзних методiв i алгоритмiв
формування ансамблiв. Основнi типи ансамблевих алгоритмiв, якi
спрямованi на об’єднання слабких учнiв:

Беггiнг. Однорiднi слабкi учнi навчаються паралельно й незале-
жно один вiд одного, далi вони об’єднуються, використовуючи
певний детермiнований процес усереднення.

Бустiнг. Однорiднi слабкi учнi навчаються послiдовно адаптивним
способом (кожен наступний слабкий учень залежить вiд по-
переднiх), вони об’єднуються, використовуючи детермiновану
стратегiю.

Стекiнг. Рiзнорiднi слабкi учнi навчаються паралельно й об’єдну-
ються, навчаючи метамодель для виведення результату, за-
снованого на результатах рiзних слабких моделей.
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8.2 Визначення ансамблю

Вихiднi данi:

• X� = (xi, yi)
�
i=1 ⊂ X × Y – навчальна вибiрка;

• bt : X → Y , t = 1, . . . , T – базовi алгоритми, що навчаються.

Iдея ансамблю: побудувати з множини «слабких» алгоритмiв bt
один «сильний».
Декомпозицiя базових алгоритмiв: at(x) = C(bt(x)):

at : X
bt−→ R

C−→ Y :

• R – найбiльш зручний простiр оцiнок;

• C – вирiшальне правило, як правило досить простого вигляду.

Ансамбль базових алгоритмiв b1, . . . , bt:
F : RT ×X → R – агрегуюча функцiя або мета-алгоритм.

8.2.1 Агрегуючi функцiї

Загальнi вимоги до агрегуючих функцiй:

• F (b1, . . . , bT , x) ∈ [mint bt,maxt bt] середнє для всiх x;

• F (b1, . . . , bT , x) – монотонно не спадає за всiма bt.

Приклади агрегуючих функцiй

• просте голосування (simple voting)

F (b1, . . . , bT ) =
1

T

T∑
t=1

bt;

• зважене голосування (weighted voting)

F (b1, . . . , bT ) =

T∑
t=1

atbt,

T∑
t=1

at = 1;
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• сумiш алгоритмiв (mixture of experts) iз функцiями компетен-
тностi

F (b1, . . . , bT , x) =

T∑
t=1

gt(x)bt.

Чудовим прикладом ансамблiв вважається теорема Кондор-
се «про журi присяжних» (1784). Якщо кожен член журi прися-
жних має незалежну думку, i якщо ймовiрнiсть правильного рiше-
ння члена журi бiльше 0,5, тодi ймовiрнiсть правильного рiшення
присяжних загалом зростає зi збiльшенням кiлькостi членiв журi
та прямує до одиницi. Якщо ж можливiсть бути правим у кожного
з членiв журi менше нiж 0,5, то можливiсть ухвалення правильного
рiшення присяжними в цiлому монотонно зменшується i прямує до
нуля зi збiльшенням кiлькостi присяжних.

Математично ймовiрнiсть правильного рiшення всього журi
можна подати за допомогою формули

P =
N∑

i=m

Ci
Np

i(1− p)N−i,

де

• P – iмовiрнiсть правильного вирiшення всього журi;

• N – кiлькiсть присяжних;

• p – iмовiрнiсть правильного рiшення присяжного;

• m – мiнiмальна бiльшiсть членiв журi;

• Ci
N – число поєднань з N по i.

Властивостi:

• якщо p > 1/2, то P > p: за N →∞⇒ P → 1;

• якщо p < 1/2, то P < p: за N →∞⇒ P → 0.
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Iнший приклад ансамблiв заснований на принципi «Мудрiсть
натовпу». Френсiс Гальтон у 1906 роцi вiдвiдав ринок, де проводи-
лася лотерея для селян. Їх зiбралося близько 800 людей i вони на-
магалися вгадати вагу бика, який стояв перед ними. Його вага ста-
новила 1198 фунтiв. Жоден селянин не вгадав точну вагу бика, але
коли порахували середнє вiд їхнiх передбачень, то отримали 1197
фунтiв. Цю iдею зменшення помилки застосували й у машинному
навчаннi.

8.2.2 Проблема рiзновиду базових алгоритмiв

Якщо розглядати значення базових алгоритмiв bt на об’єктi
як незалежнi випадковi величини ξt з однаковим математичним спо-
дiванням E та однаковою дисперсiєю D, то випадкова величина
ξ = (1/T )(ξ1 + · · ·+ ξT ) має таке саме математичне сподiвання, але
меншу дисперсiю:

• Eξ = 1
T (Eξ1 + · · ·+ EξT ) = Eξt;

• Dξ = 1
T 2 (Dξ1 + · · ·+DξT ) =

1
TDξt.

Отже, дисперсiя суми випадкових величин прямує до нуля
D → 0 пiд час збiльшення кiлькостi випадкових величин T →∞.

Базовi алгоритми не є незалежними випадковими ве-
личинами:

• вирiшують одне й те саме завдання;

• налаштовуються на один цiльовий вектор;

• зазвичай обираються з однiєї й тiєї самої моделi.

Способи пiдвищення рiзновиду базових алгоритмiв:

• навчання на рiзних (випадкових) пiдвибiрках;

• навчання на рiзних (випадкових) наборах ознак;

• навчання з рiзних параметричних моделей;

• навчання з використанням рандомiзацiї;

• навчання на зашумлених даних (iнколи).
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8.3 Бегiнг (Bootstrap AGGregatING)

Бегiнг – технологiя навчання, де елементарнi моделi (одна-
ковi) навчаються й працюють паралельно (незалежно один вiд одно-
го) на кiлькох рiзних вибiрках однакового розмiру, одержаних шля-
хом випадкового вiдбору прикладiв iз вихiдного набору даних. Iдея
полягає в тому, що моделi не виправляють помилки одна одної, а
компенсують їх пiд час голосування.

Алгоритм бегiнгу має такi кроки.
Спочатку формується кiлька вибiрок шляхом випадкового

вiдбору з початкової множини даних. Данi в випадкових вибiрках
можуть повторюватися. На них навчається один i той самий ал-
горитм кiлька разiв, а наприкiнцi вiдповiдь обчислюється простим
голосуванням або усереднюється. Точнiсть результату, одержаного
за способом бегiнгу, виявляється значно вище, нiж точнiсть окремої
моделi, що навчається на повному наборi навчальних даних. Рiзни-
ця мiж бегiнгом та iдеальною процедурою навчання моделей на не-
залежних вибiрках полягає в способi формування навчальних мно-
жин. Замiсть одержання незалежних множин iз предметної областi
бегiнг просто комбiнує перевибiрку з iснуючої множини даних. Та-
кi пiдмножини вiдрiзняються мiж собою, але не є незалежними,
оскiльки заснованi на однiй навчальнiй множинi.
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8.3.1 Метод бутстрепу (bootstrap)

Статистичний метод бутстрепу дозволяє оцiнювати багато
рiзних статистичних характеристик складних моделей. Вiн полягає
в такому.

Нехай є вибiрка X розмiру �. Поступово вiзьмемо з вибiрки
N об’єктiв iз поверненням. Це означає, що ми N раз вибиратимемо
довiльний об’єкт вибiрки (вважаємо, що кожен об’єкт обирається з
однаковою ймовiрнiстю 1

� ), причому щоразу ми вибираємо зi всiх
вихiдних об’єктiв: обраний на якомусь кроцi об’єкт повертається
назад у вибiрку, i наступний вибiр знову робиться рiвноймовiрно з
тiєї загальної вибiрки. Зазначимо, що через повернення серед таких
об’єктiв виявляться повтори.

Iмовiрнiсть P− того, що об’єкт НЕ попаде до пiдвибiрки
(тобто його не взяли � разiв): визначається за допомогою формули
P− = (1 − 1/�)�. За � → ∞ одержуємо одну з визначних границь
1/e. Тодi ймовiрнiсть попадання конкретного об’єкта до пiдвибiрки
P+ � 1− 1/e � 63 %. Отже, приблизно 37 % об’єктiв залишаються
поза вибiркою i не використовуються пiд час органiзацiї k-ї вибiрки.

8.3.2 Методи стохастичного ансамблювання

Способи пiдвищення рiзновиду з використанням рандомiзацiї:

• Bagging (bootstrap aggregating) – використання пiдвибiрок на-
вчальної вибiрки з «поверненням», в кожну вибiрку потрапляє
(1− 1/e) � 63% об’єктiв;

• Pasting – випадковi пiдвибiрки для навчання;

• Random subspaces – випадковi пiдмножини ознак;

• Random patches – випадковi пiдмножини об’єктiв та ознак;

• Cross-validated committees – вся вибiрка розбивається на k бло-
кiв i проводиться навчання k разiв без одного блоку.

У загальному виглядi задачу навчання кожного алгоритму на сво-
їй пiдвибiрцi можна сформулювати так: μ : (G,U) → bt – метод
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навчання на пiдвибiрцi U ⊆ X�, який використовує лише ознаки з
множини G ⊆ Fn{f1, . . . , fn} Отже, формується k вибiрок за своїми
випадковими об’єктами та ознаками.

Приклад на псевдокодi:

Вхiд: навчальна вибiрка X�, параметри T базових алгоритмiв:

�′ – розмiр кожної навчальної пiдвибiрки;

n′ – розмiрнiсть пiдпросторiв ознак;

ε1 – порiг якостi базових алгоритмiв на навчаннi;

ε2 – порiг якостi базових алгоритмiв на тестуваннi;

Вихiд: базовi алгоритми bt, t = 1, . . . , T .

Для всiх t = 1, . . . , T :

– визначаємо випадкову пiдвибiрку Ut розмiром �′ iз X�;

– визначаємо випадкову множину ознак Gt розмiрностi n′

iз Fn;

– застосовуємо базовий алгоритм bt = μ(Gt, Ut);

– якщо Q(Gt, Ut) > ε1, то bt не входиться до ансамблю;

– якщо Q(Gt, X
�/Ut) > ε2, то bt не входиться до ансамблю.

Результуючий ансамбль – просте голосування b(x) = 1
T

∑T
t=1 bt(x)

8.3.3 Незмiщене оцiнювання помилок (Out-of-bag)

Приклад застосування bootstrap.
На рисунку наведено варiант формування навчальної (злi-

ва) та тестової (справа) вибiрки iз загальної вибiрки. Застосуван-
ня певного класифiкатора показало, що вiн помилився на чотирьох
об’єктах, якi не використовувалися для навчання. Отже, якiсть ро-
боти класифiкатора становить: 11

15 × 100 % � 73.3 %. Тому, кожен
базовий алгоритм навчається на ∼ 63 % всiх об’єктах i на iнших
∼ 37 % його можна вiдразу перевiряти.
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Out-of-Bag (OOB)-оцiнка – це усереднене оцiнювання ба-
зових алгоритмiв на тих ∼ 37 % даних, на яких алгоритми не на-
вчались:

• незмiщене оцiнювання ансамблю на об’єктi

OOB(xi) =
1

Ti

∑
t∈Ti

bt(xi), Ti = {t : xi /∈ Ut};

• незмiщене оцiнювання помилки ансамблю на навчальнiй ви-
бiрцi

OOB(X�) =

�∑
i=1

L(OOB(xi), yi),

де L – значення функцiї втрат на об’єктi xi;

• оцiнювання важливостi (importance) ознак fj , j = 1, . . . , n:

Ij =
OOBj(X�)−OOB(X�)

OOB(X�)
· 100 %.

Пiд час обчислення bt(xi) для OOBj значення ознаки fj ви-
падковим чином перемiшуються на всiх об’єктах xi /∈ Ut.
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8.3.4 Переваги та обмеження бегiнгу

Переваги:

• метод-обгортка (envelope) над базовим методом навчання;

• пiдходить для класифiкацiї, регресiї й iнших завдань;

• проста реалiзацiя;

• просте розпаралелювання;

• можливiсть отримання незмiщених оцiнок OOB;

• можливiсть оцiнювання важливостi ознак.

Обмеження:

• потребує дуже багато базових алгоритмiв;

• складно агрегувати стiйкi базовi методи навчання.

Один iз найкращих та унiверсальних методiв – випадковий лiс –
бегiнг побудований на деревах ухвалення рiшень.

8.3.5 Випадковий лiс (Random forest)

Розглянемо приклад побудови begging-ансамблю на прикла-
дi випадкового лiсу, коли як базовi алгоритми будуть дерева ухвале-
ння рiшень. Припустимо, у нас є данi що мiльйона музичних клiпiв
на ютубi. Щодо кожного є 100 критерiїв, наприклад:

• чи триває клiп довше, нiж три хвилини;

• цей трек у жанрi «хiп-хоп» чи нi;

• чи випустив клiп популярний «лейбл»;

• чи записано клiп у дворi на мобiльний телефон;

• i т.д.
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Також у нас є данi про те, чи набрав клiп бiльше нiж мiль-
йон переглядiв. Ми хочемо навчитися передбачати цей критерiй –
назвемо його популярнiстю. Тобто ми хочемо одержати якийсь ал-
горитм, якому на вхiд подаєш 100 критерiїв клiпу у форматi так/нi,
а на виходi одержати вiдповiдь: «Цьому клiпу судилося стати попу-
лярним».

Кліп Критерій 1 Критерій 2 Критерій 3 … Критерій 100 106 переглядів
1 Так Ні Ні … Ні Так
2 Так Так Так … Так Так
3 Ні Ні Так … Так Ні
4 Ні Так Так … Ні Ні
5 Ні Так Ні … Ні Ні
6 Так Так Так … Так Так
7 Ні Ні Так … Ні Так
… … … … … … …
106 Так Так Ні … Ні Так

Вiзьмемо випадкову вибiрку з наших вихiдних даних. Не мiльйон
клiпiв, а 10 000.

Кліп Критерій 1 Критерій 2 Критерій 3 … Критерій 100 106 переглядів
1 Так Ні Ні … Ні Так
2 Так Так Так … Так Так
3 Ні Ні Так … Так Ні
4 Ні Так Так … Ні Ні
5 Ні Так Ні … Ні Ні
6 Так Так Так … Так Так
7 Ні Ні Так … Ні Так
… … … … … … …
106 Так Так Ні … Ні Так
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До них – випадковий набiр критерiїв, не всi 100, а 5.

Кліп Критерій 1 Критерій 2 Критерій 3 … Критерій 100 106 переглядів
1 Так Ні Ні … Ні Так
2 Так Так Так … Так Так
3 Ні Ні Так … Так Ні
4 Ні Так Так … Ні Ні
5 Ні Так Ні … Ні Ні
6 Так Так Так … Так Так
7 Ні Ні Так … Ні Так
… … … … … … …
106 Так Так Ні … Ні Так

Будуємо дерево

Так будуємо ще декiлька дерев, кожне – на своєму наборi
даних та своєму наборi критерiїв.

У нас з’явився випадковий лiс: випадковий, бо ми щоразу
брали випадковий набiр даних i критерiїв; лiс, бо багато дерев. Те-
пер запустимо клiп, якого не було в навчальнiй вибiрцi. Кожне
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дерево видасть свiй вердикт, чи стане вiн популярним: так чи нi.
Простим голосуванням обираємо варiант, який одержить найбiль-
ше голосiв.
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8.3.6 Поставлення задачi

Провести класифiкацiю даних (або регресiйний аналiз) iз ви-
користанням begging-ансамблю.
Етапи розв’язання

1. Iмпортувати вибiрку для проведення навчання.

2. Роздiлити всю вибiрку на навчальну та тестову.

3. Обрати базовi алгоритми.

4. Побудувати алгоритм навчання на навчальнiй вибiрцi.

5. За можливостi реалiзувати процедуру паралельного навчан-
ня.

6. Подати графiчно результат класифiкацiї (регресiї) для навчаль-
ної вибiрки.

7. Побудувати залежнiсть точностi алгоритму вiд кiлькостi ба-
зових алгоритмiв.

8. Перевiрити точнiсть роботи алгоритму на тестовiй вибiрцi.

9. Подати графiчно результат класифiкацiї для тестової вибiрки.

10. Порiвняти власнi результати з результатами роботи вбудова-
них алгоритмiв з sklearn.

11. Оформити результати у виглядi звiту.
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8.3.7 Приклад подання результатiв

Класифiкацiя даних за допомогою лiсу дерев

Результат класифiкацiї трьох окремих дерев

Результат класифiкацiї лiсу з рiзною кiлькiстю дерев

Залежнiсть якостi ансамблю вiд кiлькостi базових алгоритмiв

221



8.4 Бустiнг (Boosting)

Бустiнг – це процедура послiдовної побудови композицiї ал-
горитмiв машинного навчання, коли кожен наступний алгоритм
прагне компенсувати недолiки композицiї всiх попереднiх алгори-
тмiв. Алгоритми виконуються послiдовно, кожен наступний придi-
ляє особливу увагу тим випадкам, на яких помилився попереднiй.

У машинному навчаннi є поняття сильної й слабкої моделей.
Сильною моделлю називається та модель, яка допускає мiнiмальну
кiлькiсть помилок класифiкацiї. Слабка модель, навпаки, допускає
багато помилок – тобто не є точною (або втрачає в надiйностi).
Бустiнгом називається метод, що спрямований на перетворення
слабких моделей у сильнi шляхом побудови ансамблю моделей.

Порiвняно з бегiнгом бустiнг є бiльш складною процедурою,
але в багатьох випадках працює ефективнiше.

• Бустiнг починає створення ансамблю на основi єдиної вихi-
дної множини, але на вiдмiну вiд бегiнгу, кожна нова модель
будується на основi результатiв попередньої, тобто моделi бу-
дуються послiдовно.

• Бустiнг створює новi моделi так, щоб вони доповнювали ранi-
ше побудованi, виконували ту роботу, яку iншi моделi зробити
не змогли на попереднiх кроках.

222



• I нарештi, остання вiдмiннiсть бустiнгу вiд бегiнгу полягає в
тому, що всi побудованi моделi в залежностi вiд їх точностi
мають рiзнi ваговi коефiцiєнти.

Бустiнг належить до iтерацiйних алгоритмiв. Вiн вчиться
розпiзнавати приклади на межах класiв. Кожному запису даних на
кожнiй iтерацiї алгоритму надається значення вагового коефiцiєн-
та. Перший класифiкатор навчається на всiх прикладах iз одна-
ковими вагами. На кожнiй наступнiй iтерацiї ваги розставляються
вiдповiдно до класифiкованих прикладiв, тобто ваги правильно кла-
сифiкованих прикладiв зменшуються, а неправильно класифiкова-
них – збiльшуються. Отже, прiоритетними для наступного класи-
фiкатора стануть неправильно розпiзнанi приклади, навчаючись на
яких новий класифiкатор буде виправляти помилки класифiкатора
минулої iтерацiї.

Значним плюсом є висока точнiсть результатiв, але мiнусом
є не паралельний процес, хоча цей алгоритм працює швидше, нiж
нейромережi.

8.4.1 Бустiнг для задачi класифiкацiї з 2 класами

Поставлення задачi:

• навчальна вибiрка розмiру �: X�;

• вiдповiдi Y = {±1};
• базовi алгоритми bt : X → {−1, 0, 1}. bt(x) = 0 – вiдмова
(краще промовчати нiж збрехати);

• вирiшальне правило C(b) = sign(b);

• зважене голосування

a(x) = sign

(
T∑
t=1

αtbt(x)

)
, x ∈ X�;

• функцiонал якостi композицiї – кiлькiсть помилок на X�

QT =
�∑

i=1

[
yi

T∑
t=1

αtbt(x) < 0

]
.

223



8.4.2 Гладкi апроксимацiї порогової функцiї втрат

Типи порогових функцiй втрат вiд вiдступу M для рiзних
варiантiв бустiнгу:

• E(M) = e−M – експоненцiйна (AdaBoost);

• E(M) = log2(1 + e−M ) – логарифмiчна (LogitBoost);

• (1−M)2 – квадратична (GentleBoost);

• exp(−cM(M + s)) – Гаусова (BrownBoost);

• 2(1 + eM )−1 – сигмоїдна;

• (1−M)+ – кусково-лiнiйна (SVM).

8.4.3 Адаптивний бустiнг (AdaBoost)

Адаптивний бустiнг, вiдомий як AdaBoost, – це алгоритм бу-
стiнгу, який мiнiмiзує помилки попереднiх моделей, концентруючи
увагу на недонавченостi алгоритму. Тобто за кожного нового проро-
кування алгоритм працюватиме над складними, неочевидними для
передбачення пiдвиборками.

Побудова класифiкатора AdaBoost.

Як перший базовий алгоритм навчаємо вирiшальне дерево,
щоб робити передбачення на навчальнiй вибiрцi. Тепер, за мето-
дом адаптивного бустiнгу, збiльшуємо значення вагових коефiцiєн-
тiв для помилково класифiкованих елементiв. Другий алгоритм на-
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вчається вже з урахуванням оновлених коефiцiєнтiв, i так ця проце-
дура повторюється щоразу. Пiсля передбачень кожної моделi збiль-
шуємо значення вагових коефiцiєнтiв для помилково класифiкова-
них об’єктiв, щоб наступна модель краще спрацювала на них.

Така технiка послiдовного навчання нагадує градiєнтний спуск,
лише замiсть змiни параметрiв одного предиктора для мiнiмiзацiї
функцiї втрат, AdaBoost додає моделi в ансамбль, поступово покра-
щуючи його. Великим недолiком цього алгоритму можна вважати
те що його не можна розпаралелити, оскiльки кожен iз предикторов
може бути навчений лише пiсля закiнчення навчання попереднього.

Побудуємо схожий лiс, але набiр даних буде невипадковим.
Перше дерево ми побудуємо так само, як i ранiше, на випадкових
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даних i випадкових критерiях. А потiм проженемо через це дерево
контрольну вибiрку: iншi клiпи, за якими у нас є всi данi, але якi не
беруть участi в навчаннi. Тепер робимо таке дерево. Звернiмо увагу
на мiсця, де перше дерево помилилося. Придiлимо цим помилкам
бiльшу вагу пiд час пiдбору даних i критерiїв для навчання. Зав-
дання – зробити дерево, яке виправить помилки попереднього. Але
друге дерево наробить своїх помилок. Робимо третє, яке їх випра-
вить. Потiм четверте. Потiм п’яте. Робимо такi дерева, поки не до-
сягнемо бажаної точностi або поки точнiсть не почне падати через
перенавчання. Виходить, що у нас багато дерев, кожне з яких не
дуже сильне, але разом вони складаються в лiс, який дає хорошу
точнiсть.

Експоненцiйна функцiя втрат

Оцiнка функцiоналу якостi QT зверху:

QT ≤ Q̃T =

�∑
i=1

exp

(
−yi

T−1∑
t=1

αtbt(xi)

)
exp(−yiαT bT (xi)).

Уведемо ваговi коефiцiєнти:

wi = exp

(
−yi

T−1∑
t=1

αtbt(xi)

)
.

Нормованi ваговi коефiцiєнти W̃ � = (w̃1, . . . , w̃�):

w̃i =
wi∑�
j=1wj

.

Зважена кiлькiсть помилок N (негативнi) i правильних кла-
сифiкацiй P (позитивнi) за вектора вагових коефiцiєнтiв U � = (u1, . . . , u�):

N(b, U �) =
�∑

i=1

ui[b(xi) = −yi];

P (b, U �) =

�∑
i=1

ui[b(xi) = yi].

Зважена кiлькiсть вiдмов вiд класифiкацiї: (1− P −N).
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Теорема AdaBoost

Нехай B – доволi велике сiмейство базових алгоритмiв.
Нехай для будь-якого нормованого вектора вагових коефiцiєнтiв
U � = (u1, . . . , u�) iснує алгоритм b ∈ B, який класифiкує вибiрку
хоча б трiшки краще, нiж навмання: P (b, U �) > N(b, U �).
Тодi мiнiмум функцiоналу Q̃T досягається за умови

bT = argmax
b∈B

√
P (b, U �)−

√
N(b, U �);

αT =
1

2
ln
P (b, U �)

N(b, U �)
.

Алгоритм AdaBoost

Кроки реалiзацiї алгоритму AdaBoost.

1. Спочатку всiм об’єктам надано однаковi значення вагових ко-
ефiцiєнтiв.

2. Модель будується на пiдвиборцi даних.

3. За цiєю моделлю виходять передбачення для всiх даних.

4. За прогнозами та справжнiми значеннями обчислюються по-
милки.

5. У побудовi наступної моделi найбiльшi для об’єктiв, у передба-
ченнi яких алгоритм помилився, збiльшують значення вагових
коефiцiєнтiв.

6. Значення вагового коефiцiєнту може бути визначене за вели-
чиною помилки: чим бiльша помилка, тим бiльше значення
вагового коефiцiєнта.

7. Цей процес повторюється доти, поки функцiя помилки не пе-
рестане змiнюватися або поки не буде досягнуто максимальної
кiлькостi предикторiв.
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Вхiд: навчальна вибiрка X�, параметри T базових алгоритмiв.

Вихiд: базовi алгоритми bt, та їх ваговi коефiцiєнти αt,
t = 1, . . . , T .

1. Iнiцiювати ваги для всiх об’єктiв:
wi = 1/�, i = 1, . . . , �.

2. Для всiх t = 1, . . . , T :

• навчити базовий алгоритм
bT = argmin

b
N(b, W̃ �);

• порахувати ваговий коефiцiєнт алгоритму
αT = 1

2 ln
1−N(b,W̃ �)

N(b,W̃ �)
;

• оновити ваговi коефiцiєнти об’єктiв
wi = wi exp(−yiαtbt(xi)), i = 1, . . . , �;

• вiднормувати ваговi коефiцiєнти об’єктiв
wi = wi/

∑�
j=1wj , i = 1, . . . , �

Рекомендацiї

Базовi класифiкатори
Дерева пошуку рiшень використовуються найчастiше
Пороговi правила «пнi» (data stumps)

B = {b(x) = [fj(x) ≶ θ]|j = 1, . . . , n, θ ∈ R}

Вiдсiв шуму
Вiдкинути об’єкти з найбiльшими wi.

Модифiкацiя формули для αT на випадок N = 0

αT =
1

2
ln

1−N(b, W̃ �) + 1
�

N(b, W̃ �) + 1
�

.

Додатковий критерiй зупинення
Збiльшення частоти помилок на контрольнiй вибiрцi.
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8.4.4 Поставлення задачi

Провести класифiкацiю даних (або регресiйний аналiз) iз ви-
користанням boosting-ансамблю.
Етапи розв’язання

1. Iмпортувати вибiрку для проведення навчання.

2. Роздiлити всю вибiрку на навчальну та тестову.

3. Обрати базовi алгоритми.

4. Побудувати алгоритм навчання на навчальнiй вибiрцi.

5. Подати графiчно результат класифiкацiї (регресiї) для навчаль-
ної вибiрки.

6. Побудувати залежнiсть точностi алгоритму вiд кiлькостi ба-
зових алгоритмiв.

7. Перевiрити точнiсть роботи алгоритму на тестовiй вибiрцi.

8. Подати графiчно результат класифiкацiї для тестової вибiрки.

9. Порiвняти власнi результати з результатами роботи вбудова-
них алгоритмiв з sklearn.

10. Оформити результати у виглядi звiту.
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8.4.5 Приклад подання результатiв

Роздiлення вибiрки за допомогою бустiнгу на деревах

Залежнiсть якостi ансамблю вiд кiлькостi базових алгоритмiв
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Роздiл 9

Навчання з пiдкрiпленням

У цьому роздiлi буде надано основний теоретичний матерiал
щодо пiдходiв навчання з пiдкрiпленням (Reinforcement Learning) у
машинному навчаннi. Буде проведено огляд основних методiв та
алгоритмiв для навчання агента в середовищi.

Буде поставлено завдання завдання для лабораторних робiт
й наведено приклад подання результатiв.
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9.1 Основнi поняття

Навчання з пiдкрiпленням (Reinforcement Learning) – це ме-
тод машинного навчання, в якому наша система (агент) навчається
методом спроб i помилок. Iдея полягає в тому, що агент взаємодiє
iз середовищем, паралельно навчаючись, i одержує винагороду за
виконання дiй.

У навчаннi з пiдкрiпленням використовується спосiб пози-
тивної нагороди за правильну дiю, щоб спонукати агента, та не-
гативну – за неправильну. Це програмує нашого агента на пошук
довгострокової та максимальної загальної винагороди для досягне-
ння оптимального рiшення. Цi довгостроковi цiлi не дають агенту
можливостi зупинятися на досягнутому. Згодом система вчиться
уникати негативних дiй i робить лише позитивнi.

Навчання з пiдкрiпленням використовується у таких сфе-
рах:

• робототехнiка для промислової автоматизацiї (наприклад, кон-
веєрне складання);

• планування бiзнес-стратегiї;

• автоматизацiя всерединi машинного навчання;

• просунутi рекомендацiйнi системи;

• управлiння рухом робота, автопiлот.

Необхiдно пам’ятати, що навчання з пiдкрiпленням потре-
бує великих обчислювальних ресурсiв i часу, особливо коли простiр
для дiй у моделi великий.

Компоненти системи навчання з пiдкрiпленням

Агент (agent): наша система, яка виконує дiї в середовищi, щоб
отримати певну винагороду.

Дiя (action, a): те, що може зробити агент i що впливає на його
стан. Виконання дiї завжди приводить агента до наступного
стану, який також супроводжується можливою винагородою.
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Середовище (environment, E): сценарiй/оточення, з яким по-
винен зiштовхнутися агент.

Нагорода (reward, R): надається агенту пiсля виконання певної
дiї чи завдання. Є позитивною та негативною, як було згадано
вище.

Стан (state, s): належить до поточного положення, що повертає-
ться середовищем.

Полiтика (policy, π): стратегiя, яка застосовується агентом для
ухвалення рiшення про наступну дiю на основi поточного ста-
ну.

Вартiсть (value, V): нагорода, що очiкується в довгостроковiй пер-
спективi. Порiвняно з короткостроковою винагородою, бере-
ться до уваги знижка (discount).

Функцiя значення (Value Function): визначає розмiр загальної
суми нагороди.

Модель середовища (Model of the environment): iмiтатор по-
ведiнки середовища (просто кажучи, демо-версiя моделi). Це
допомагає визначити, як поводитиметься середовище.

Q-значення або значення дiї: вiдрiзняється вiд V тим, що набу-
ває додаткового параметра – поточну дiю.

Iз поняттям винагороди пов’язана та обставина, що вона
просто показує, наскiльки гарною була дiя агента, неважливо, пра-
вильна вона чи нi. Вона нiчого не говорить про те, чи була дiя кра-
щою або гiршою, це просто число. Винагорода, яку одержить агент
упродовж дiяльностi, не обов’язково презентує можливу винагоро-
ду, яку можна отримати в майбутньому. Можна вести пошук у не
найкращiй частинi простору станiв i досягти локального максимуму
в 10 очок за глобального максимуму в 1000 очок.

Середовище зазвичай формулюється як маркiвський процес
прийняття рiшень (МППР) iз кiнцевою множиною станiв, i в цьому
сенсi алгоритми навчання з пiдкрiпленням тiсно пов’язанi з дина-
мiчним програмуванням. Iмовiрностi виграшiв i переходу станiв у
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МППР зазвичай є величинами випадковими, але стацiонарними в
межах задачi.

Пiд час навчання з пiдкрiпленням, на вiдмiну вiд навчання
з учителем, не надаються правильнi пари «вхiднi данi – вiдповiдь»,
а ухвалення суб-оптимальних рiшень (що дають локальний екстре-
мум) не обмежується явно. Навчання з пiдкрiпленням намагається
знайти компромiс мiж дослiдженням невивчених областей i засто-
суванням наявних знань (exploration vs exploitation).

9.2 Поставлення задачi
навчання з пiдкрiпленням

У довiльний час t агент характеризується станом st ∈ S i
безлiччю можливих дiй A(st). Вибираючи дiю a ∈ A(st), вiн пе-
реходить у стан st+1 i одержує виграш rt. Ґрунтуючись на такiй
взаємодiї з довкiллям, агент, який навчається з пiдкрiпленням, по-
винен виробити стратегiю π : S → A, яка максимiзує величину
R = r0 + r1 + · · · + rn. У разi МППР, що має термiнальний стан,
або величину: R =

∑
t γ

trt для МППР без термiнальних станiв (де
0 ≤ γ ≤ 1 – дисконтуючий множник для «майбутнього виграшу»).
Отже, навчання з пiдкрiпленням особливо добре пiдходить для ви-
рiшення завдань, пов’язаних iз вибором мiж довгостроковою та ко-
роткостроковою вигодою.

Взаємодiя агента iз середовищем:

• iнiцiалiзацiя стратегiї π1(a|s) та стану середовища s1;

• для всiх t = 1, . . . , T

– агент вибирає дiю at ∼ πt(a|st);
– середовище генерує нагороду
rt+1 ∼ p(r|at, st)
та новий стан
st+1 ∼ p(s|at, st);

– агент коригує стратегiю
πt+1(a|s).
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9.3 Алгоритми

Тепер, коли було визначено функцiю виграшу, потрiбно ви-
значити алгоритм, який буде використовуватися для знаходження
стратегiї, що забезпечує найкращий результат. Наївний пiдхiд до
вирiшення цього завдання передбачає такi кроки:

• випробувати всi можливi стратегiї;

• вибрати стратегiю з найбiльшим очiкуваним виграшем.

Перша проблема такого пiдходу полягає в тому, що кiлькiсть
доступних стратегiй може бути дуже великою або нескiнченною.
Друга проблема виникає, якщо виграшi стохастичнi – щоб точно
оцiнити виграш вiд кожної стратегiї потрiбно багаторазово застосу-
вати кожну з них. Цих проблем можна уникнути, якщо допустити
деяку структуризацiю i, можливо, дозволити результатам, одержа-
ним вiд спроби однiєї стратегiї, проводити оцiнку для iншої. Двома
основними пiдходами для реалiзацiї цих iдей є оцiнка функцiй ко-
рисностi та пряма оптимiзацiя стратегiй.

Пiдхiд iз використанням функцiї корисностi використовує
безлiч оцiнок очiкуваного виграшу лише для однiєї стратегiї (або
поточної, або оптимальної). Водночас намагаються оцiнити або очi-
куваний виграш, починаючи зi стану s, за подальшого дотримання
стратегiї π,

V (s) = E[R|s, π], (9.1)

або очiкуваний виграш пiсля ухвалення рiшення a у станi s та
подальшому дотриманнi π,

Q(s, a) = E[R|s, π, a]. (9.2)

Якщо для вибору оптимальної стратегiї використовується
функцiя корисностi Q, то оптимальнi дiї завжди можна вибрати
як дiї, що максимiзують кориснiсть. Якщо ми користуємося фун-
кцiєю V , необхiдно мати модель оточення у виглядi ймовiрностей
P (s′|s, a), що дозволяє побудувати функцiю корисностi вигляду

Q(s, a) =
∑

s′V (s′)P (s′|s, a), (9.3)
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або застосувати так званий метод «виконавець-критик», в якому
модель дiлиться на двi частини: критик, який оцiнює кориснiсть
стану V , i виконавець, який вибирає вiдповiдну дiю в кожному станi.

Маючи фiксовану стратегiю π, оцiнити E[R|·] за γ = 1 мо-
жна просто усереднивши безпосереднi виграшi. Найбiльш очеви-
дний спосiб оцiнювання за γ ∈ (0, 1) – усереднити сумарний виграш
пiсля кожного стану. Проте для цього потрiбно, щоб МППР досяг
термiнального стану (завершився). Тому побудова шуканої оцiнки
за γ ∈ (0, 1) не очевидна. Проте, можна помiтити, що R утворюють
рекурсивне рiвняння Беллмана:

E[R|st] = rt + γE[R|st+1]. (9.4)

Пiдставляючи наявнi оцiнки V та застосовуючи метод градiєнтного
спуску з квадратичною функцiєю помилок, ми приходимо до алго-
ритму навчання з тимчасовими впливами (temporal difference (TD)
learning). У найпростiшому випадку стани та дiї дискретнi i можна
дотримуватись табличних оцiнок для кожного стану.

Загалом, область навчання з пiдкрiпленням складається з
кiлькох алгоритмiв, якi використовують рiзнi пiдходи. Вiдмiнностi
переважно пов’язанi зi своїми стратегiями взаємодiї з середовищем.

State-Action-Reward-State-Action (SARSA). Цей алгоритм на-
вчання з пiдкрiпленням починається з надання агенту такого
коефiцiєнта, як полiтика (on-policy) – це ймовiрнiсть, за допо-
могою якої алгоритм оцiнює шанси певних дiй, якi приводять
до винагород чи позитивних станiв.

Q-Learning. У цьому пiдходi Reinforcement Learning використову-
ється протилежний пiдхiд. Агент не одержує полiтики (on-
policy), вiдповiдно, його дослiдження середовища є самостiй-
ним. У Q-learning ми не маємо обмежень на вибiр дiї (action)
для алгоритму. Вiн вважає, що всi наступнi вибори дiї будуть
оптимальними за замовчуванням, тому алгоритм робить опе-
рацiю вибору, виходячи з максимiзацiї оцiнки Q.

Deep Q-Networks (Глибокi Q-мережi). Цей алгоритм викори-
стовує нейроннi мережi на додаток до методiв навчання з пiд-
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крiпленням. Нейромережi здiйснюють самостiйне дослiджен-
ня середовища для вибору найбiльш оптимального значення.
Те, як алгоритм поводитиметься i пiдбиратиме значення, за-
сноване на вибiрцi минулих позитивних дiй, отриманих ней-
ронною мережею.

9.3.1 Алгоритм SARSA

SARSA (State-Action-Reward-State-Action) – алгоритм пошу-
ку стратегiї Марковського процесу вирiшування, який використо-
вується в областi навчання з пiдкрiпленням машинного навчання.
Згiдно з цим алгоритмом оновлення Q-функцiї залежить вiд пото-
чного стану агента s1, дiї a1, яку агент обирає, винагороди r1, яку
отримує агент за вибiр цiєї дiї, стану s2, в який переходить агент
пiсля виконання цiєї дiї, та, нарештi, наступної дiї a2, яку агент
обирає виходячи зi свого нового стану.

За алгоритмом SARSA, агент взаємодiє з середовищем та
оновлює стратегiю згiдно з виконаними дiями, отже, цей алгоритм
можна вiднести до класу алгоритмiв навчання за стратегiєю. Зна-
чення Q-функцiї для дiї та стану оновлюється вiдповiдно похибцi,
що регулюється за допомогою коефiцiєнта швидкостi навчання α:

Q(st, at)← Q(st, at) + α [rt + γQ(st+1, at+1)−Q(st, at)] . (9.5)

Значення Q-функцiї презентує сумарну винагороду, яку мо-
жна отримати за весь час, що залишився, в межах цього епiзоду, за
умови виконання дiї a в станi s, з додаванням знецiненої винагороди
за виконання дiй у наступному станi.

Оскiльки SARSA є iтерацiйним алгоритмом, вiн передбачає
наявнiсть початкових умов до того, як вiдбудеться перше оновле-
ння. Низьке (нескiнченне) початкове значення, також вiдоме як
«оптимiстичнi початковi умови» може заохочувати дослiдження:
незалежно вiд того, якi дiї виконує агент, формула оновлення при-
зводить до того, що наступнi iтерацiї мають бiльш високi значення
винагороди, нiж попереднi, тим самим збiльшуючи ймовiрнiсть їх
вибору. Одна з iдей – використання першої винагороди r як поча-
ткових умов. За такого пiдходу, пiсля виконання агентом першої
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дiї, одержана винагорода використовується як початкове значен-
ня Q. За фiксованих винагород, це дозволяє навчати вiдразу пiсля
першого кроку. Такий метод обирання початкових умов повторює
поведiнку людини в багатьох експериментах iз бiнарним вибором.

9.3.2 Алгоритм Q-learning

Q-навчання (Q-learning) – це алгоритм безмодельного навча-
ння з пiдкрiпленням. Метою Q-навчання є навчитися стратегiї, яка
показує агентовi, до якої дiї вдаватися за яких обставин. Воно не
вимагає моделi середовища (звiдси уточнення «безмодельного»), i
може розв’язувати задачi зi стохастичними переходами та винаго-
родами, не вимагаючи пристосувань.

Важливою передумовою для цього методу є Маркiвська вла-
стивiсть – кожна дiя залежить лише вiд попередньої. Це дозволяє
ухвалити рiшення з урахуванням кiлькох станiв, а не всього набору
можливих станiв. Для будь-якого скiнченного марковського проце-
су вирiшування Q-навчання знаходить стратегiю, яка є оптималь-
ною в тому сенсi, що вона максимiзує очiкуване значення повної
винагороди над будь-якими та усiма послiдовними кроками, почи-
наючи з поточного стану. Q-навчання може визначати оптимальну
стратегiю обирання дiй за умови нескiнченного часу на розвiдува-
ння та частково випадкової стратегiї.

Навчання ґрунтується на Q-таблицi, яка для кожного ста-
ну s та кожної можливої дiї a з цього стану a зберiгає Q-значення.
Q-таблиця iнiцiалiзується нулями або випадковими числами та за-
повнюється в процесi навчання. Заповнення таблицi вiдбувається з
урахуванням рiшень агента. Вiн може вибирати дiї за допомогою
exploitation (експлуатацiя) та exploration (дослiдження). У режимi
експлуатацiї агент вибирає дiю з максимальним значенням Q:

at+1 = argmax
at

Q(st, at). (9.6)

У режимi дослiдження дiя вибирається випадково. Вибра-
ною дiєю агент переходить у наступний стан st+1. Випадковi вибори
дають змогу заповнювати новi частини таблицi. Вибiр мiж режи-
мами вiдбувається випадково. Насправдi можливiсть експлуатацiї
встановлюють вищою.
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На основi одержуваної вiд середовища винагороди агент фор-
мує функцiю корисностi Q, що згодом дає можливiсть вже не ви-
падково вибирати стратегiю поведiнки, а враховувати досвiд попе-
редньої взаємодiї з середовищем. Одна з переваг Q-навчання – те,
що воно може порiвняти очiкувану кориснiсть доступних дiй, не
формуючи моделi довкiлля.

Отже, алгоритм – це функцiя якостi вiд стану та дiї:

Q : S ×A→ R. (9.7)

У кожний момент часу t агент вибирає дiю at, одержує нагороду rt,
переходить у новий стан st+1, який може залежати вiд попереднього
стану st та обраної дiї, та оновлює функцiю Q. Оновлення функцiї
використовує зважене середнє мiж старим i новим значеннями:

Q(st, at)← (1− α)Q(st, at) + α ·
(
rt + γ ·max

a
Q(st+1, at)

)
, (9.8)

де rt – це нагорода, одержана пiд час переходу зi стану st у стан
st+1, i α – швидкiсть навчання. Майбутнi значення дисконтуються з
коефiцiєнтом 0 < γ < 1 – таким чином близькi нагороди важливiшi
за далекi, i результатом оптимiзацiї є найкоротший шлях до най-
бiльшого значення. Алгоритм закiнчується, коли агент переходить
у термiнальний стан st+1.

9.4 Стратегiї

9.4.1 Задача про багаторукого бандита (The multi-armed
bandit problem)

Розглянемо модельну задачу
для розумiння конфлiкту мiж exploi-
tation (використання) та exploration
(дослiдження). У нас є автомат – N -
рукий бандит, на кожному кроцi ми
вибираємо за яку з N ручок автома-
та смикнути, тобто безлiч дiй A =
1, 2 . . . , N . Вибiр дiї at на кроцi t тя-
гне нагороду R(at), водночас R(a)∀a ∈ A є випадкова величина,
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розподiл якої невiдомий. Стан середовища у нас вiд кроку до кро-
ку не змiнюється, а отже безлiч станiв S тривiально, нi на що не
впливає, тому його можна проiгнорувати.

Для простоти будемо вважати, що кожнiй дiї вiдповiдає де-
який розподiл, який не змiнюється з часом. Якби ми знали цi роз-
подiли, то очевидна стратегiя полягала б у тому, щоб пiдрахува-
ти математичне сподiвання для кожного з розподiлiв, вибрати дiю
з максимальним математичним сподiванням i надалi робити це на
кожному кроцi. Проблема в тому, що розподiл невiдомий, однак мо-
жна оцiнити математичне сподiвання деякої випадкової величини ξ
з невiдомим розподiлом. Для K експериментiв ξk, оцiнка матема-
тичного сподiвання – це середнє арифметичне результатiв експери-
ментiв: E(ξ) = (1/K)

∑
k ξk.

Формулювання задачi

• A – безлiч можливих дiй (ручок автомата);

• pa(r) – невiдомий розподiл нагороди r ∈ R∀a ∈ A;
• πt(a) – стратегiя агента в момент t ∀a ∈ A.

Гра агента з середовищем:

• iнiцiалiзацiя стратегiї π1(a);

• для всiх t = 1, . . . , T :

– агент вибирає дiю (ручку) at ∼ πt(a);

– середовище генерує нагороду rt ∼ pat(r);

– агент коригує стратегiю πt+1(a).

Середня нагорода в t iграх:

Qt(a) =

∑t
i=1 ri[ai = a]∑t
i=1[ai = a]

→ max .

Цiннiсть дiї a:
Q∗(a) = lim

t→∞Qt(a)→ max .
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9.4.2 «Жадiбна» (greedy) стратегiя

• Pa = 0 ∀a ∈ {1, . . . , N} – скiльки разiв було обрано дiю a;

• Qa = 0 ∀a ∈ {1, . . . , N} – поточна оцiнка математичного спо-
дiвання нагороди для дiї a.

На кожному кроцi t

• обираємо дiю з максимальною оцiнкою математичного сподi-
вання:
at = argmax

a∈A
Qa;

• виконуємо дiю at та одержуємо нагороду R(at);

• оновлюємо оцiнку математичного сподiвання для дiї at:
Pat = Pat + 1,
Qat = Qat +

1
Pat

(R(at)−Qat).

Недолiк

Нехай у нас є «дворукий» бандит. Перша ручка завжди ви-
дає нагороду таку, що дорiвнює 1, друга – завжди видає 2. Дiючи
згiдно з жадiбною стратегiєю ми смикнемо на початку першу ручку,
тому що на початку оцiнки математичних сподiвань дорiвнюють ну-
лю, збiльшимо її оцiнку до Q1 = 1. Надалi завжди вибиратимемо
першу ручку, а отже на кожному кроцi будемо отримувати на 1
менше, нiж могли б.

У цьому разi достатньо спробувати на початку кожну ручку
замiсть того, щоб фокусуватися лише на однiй. Але якщо винаго-
рода випадкова величина, то одиничної спроби буде мало.
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9.4.3 ε-«жадiбна» (ε-greedy) стратегiя

Уведемо параметр ε ∈ (0, 1).
На кожному кроцi t:

• одержимо значення α – випадкової величини рiвномiрно роз-
подiленої на вiдрiзку (0, 1);

• якщо α ∈ (0, ε), то виберемо дiю at ∈ A випадково й рiвно-
ймовiрно, iнакше як у «жадiбнiй» стратегiї виберемо дiю з
максимальною оцiнкою математичного сподiвання;

• оновлюємо оцiнки так само, як у «жадiбнiй» стратегiї.

Якщо ε = 0, то це проста «жадiбна» стратегiя. Проте якщо
ε > 0, то на вiдмiну вiд «жадiбної» стратегiї на кожному кроцi з
ймовiрнiстю ε, буде обиратися випадкова дiя – дослiдження середо-
вища.
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9.4.4 Стратегiя Softmax

Основна iдея алгоритму softmax – зменшення втрат пiд час
дослiдження за рахунок бiльш рiдкiсного вибору дiй, якi мають
невелику нагороду в минулому. Щоб цього домогтися для кожної дiї
обчислюється ваговий коефiцiєнт з урахуванням якого вiдбувається
вибiр дiї. Чим бiльше Qt(a), тим бiльша ймовiрнiсть вибору a:

πt+1(a) =
exp(Qt(a)/τ)∑

b∈A
exp(Qt(b)/τ)

,

τ ∈ (0,∞) – параметр, за допомогою якого можна налаштовувати
поведiнку алгоритму.

За τ →∞ стратегiя прагне рiвномiрної, тобто softmax менше
залежатиме вiд значення виграшу i вибиратиме дiї бiльш рiвномiр-
но (exploration).

При τ → 0 стратегiя прагне жадiбної, тобто алгоритм бiльше
орiєнтуватиметься на вiдомий середнiй виграш дiй (exploitation).

Експонента використовується для того, щоб ця вага була не-
нульовою навiть у дiй, нагорода вiд яких поки що нульова. Еври-
стика: є сенс зменшувати параметр τ з часом.
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9.4.5 Метод UCB (upper confidence bound)

Попереднi алгоритми пiд час ухвалення рiшення використо-
вують данi про середнiй виграш. Проблема в тому, що якщо дiя дає
нагороду з якоюсь iмовiрнiстю, то данi вiд спостережень виходять
зашумленi i ми можемо неправильно визначати найвигiднiшу дiю.

Алгоритм верхнього довiрчого iнтервалу (upper confidence
bound або UCB) – сiмейство алгоритмiв, якi намагаються вирiши-
ти цю проблему, використовуючи пiд час вибору данi не лише про
середнiй виграш, а й про те, наскiльки можна довiряти значенням
виграшу.

За аналогiєю iз softmax в UCB пiд час вибору дiї викори-
стовується ваговий коефiцiєнт, який є верхньою межею довiрчого
iнтервалу (upper confidence bound) значення виграшу:

πt+1(a) = Qt(a) + ba, (9.9)

де ba =
√

(2 ln
∑

a Pa/Pa) – бонусне значення, яке показує, наскiльки
недослiджена дiя порiвняно з iншими.

На вiдмiну вiд попереднiх алгоритмiв, UCB не використо-
вує в своїй роботi нi випадковi числа для вибору дiї, нi параметри,
якими можна впливати на його роботу. На початку роботи алгори-
тму кожна з дiй вибирається по одному разу (для того, щоб можна
було обчислити розмiр бонусу для всiх дiй). Пiсля цього в кожний
момент часу вибирається дiя з максимальним значенням вагового
коефiцiєнта.

Незважаючи на вiдсутнiсть випадковостi, результати роботи
цього алгоритму виглядають досить шумно порiвняно з iншими. Це
вiдбувається через те, що цей алгоритм дуже часто вибирає недо-
слiдженi дiї.
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9.5 Гра «хрестики-нулики» (Tic-Tac-Toe)

Саме тодi, як у загальних ме-
тодах теорiї iгор, наприклад алгоритм
“min-max”, алгоритм завжди припу-
скає iдеального супротивника, який
настiльки рацiональний, що кожен
крок, який вiн робить, спрямований на
максимiзацiю своєї винагороди та мi-
нiмiзацiю винагороди нашого агента, в
навчаннi з пiдкрiпленням вiн навiть не
передбачає моделi суперника, i результат може бути напрочуд хо-
рошим.

Розглядаючи опонента як частину середовища, з яким агент
може взаємодiяти, пiсля певної кiлькостi iтерацiй агент може плану-
вати наперед без будь-якої моделi агента чи середовища або прово-
дити будь-який пошук можливих майбутнiх дiй чи станiв. Перевага
очевидна в тому, що метод економить зусилля, пов’язанi зi скла-
дною математичною дедукцiєю або дослiдженням великої кiлькостi
пошукового простору, але вiн здатний досягти найвищих навичок,
просто пробуючи та навчаючись.

Етапи:

• навчити двох агентiв грати один проти одного та зберегти до-
свiд;

• завантажити досвiд i грати проти агента.

9.5.1 Методика навчання

Уведемо поняття епiзоду – одного прогону гри. Наприклад,
гру в хрестики-нулики ми починаємо з порожньої дошки. Як тiль-
ки один iз гравцiв поставить три своїх знаки в ряд, це означатиме
кiнець епiзоду. Агент навчання з пiдкрiпленням буде навчатися на
безлiчi епiзодiв, i, скажiмо, пiсля 1000, 10 000 або 100 000 зiграних
епiзодiв ми, ймовiрно, навчимо розумного агента. Необхiдний для
цього час, звичайно, є гiперпараметром i залежить вiд самої гри,
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кiлькостi станiв, наскiльки в грi великий елемент випадковостi i
так далi. Гра в хрестики-нулики називається епiзодичною задачею,
оскiльки в неї можна грати знову та знову. Цим вона вiдрiзняється
вiд безперервної задачi, яка нiколи не закiнчується. Коли ми гово-
римо про закiнчення епiзоду, це означає, що є певнi стани в просторi
станiв, якi показують нам, що гра закiнчена. Для хрестикiв-нуликiв
це коли один iз двох гравцiв поставив три знаки в ряд або коли поле
для гри заповнене. Такi стани називаються кiнцевими (термiналь-
ними). Отже, кiнцевий стан – це стан, в якому бiльше не можна
зробити нiяких дiй, а епiзод закiнчений. У хрестиках-нуликах – це
означає, що або перший гравець виграв, або другий, або нiчия.

Визначення правил

У кожнiй грi iснують правила. Для гри «хрестики-нулики»
– це визначення конфiгурацiї iгрового поля, за якої агент виграє,
чи програє, чи буде нiчия. Виграшнi конфiгурацiї – розмiщення у
ряд символiв агента (8 конфiгурацiй); програшнi – розмiщення у
ряд символiв агента супротивника (8 конфiгурацiй); нiчия – кон-
фiгурацiя поля, коли вiдсутнi пустi клiтини для здiйснення ходу i
жодна виграшна чи програшна конфiгурацiя не реалiзується. Цiн-
ностi таких станiв є фiксованими в продовж усього етапу навчання.
Зазвичай вважається, що цiнностi станiв, в яких агент виграв rw,
фiксуються значенням rw = 1, вiдповiдно цiннiсть rl = 0 для ста-
нiв, де агент програв. Iснують певнi варiацiї щодо того, яку цiннiсть
надати термiнальному становi, коли реалiзується нiчия: такий са-
мий негативний результат як i програш (rd = 0); або певний успiх
(rd < rw), проте не такий як виграш. Значення цих цiнностей можна
змiнювати, тим самим тренувати агента з рiзним рiвнем майстер-
ностi.

Iнiцiалiзацiя станiв

Для прикладу розглянемо стандартний варiант гри на полi
(дошцi) розмiром 3 × 3. Вже для такої системи маємо приблизно
39 можливих станiв iз рiзною комбiнацiєю хрестикiв, нуликiв та
не заповнених клiтин. Для цiєї задачi функцiя цiнностi має один
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аргумент – стан (конфiгурацiя iгрового поля): V (s). Це очiкуване
значення всiх майбутнiх винагород за поточного стану s або, iнши-
ми словами, середнє значення всiх можливих майбутнiх винагород
за заданого поточного стану s. Отже, перше, що потрiбно зробити
– iнiцiювати функцiю цiнностi. Оскiльки на початку навчання наш
агент ще не має жодного накопиченого досвiду, то цiннiсть кожного
можливого стану однакова.

Функцiя цiнностi

Пiсля кожного зiграного епiзоду кожен з агентiв оновлює
цiнностi своїх ходiв, якi вiн робив у продовж епiзоду. Iнтуїтивно,
якщо всi ходи агента привели його до виграшу, то цiнностi всiх ходiв
потрiбно збiльшити i навпаки. Рiвняння оновлення має нескладний
вигляд, але в ньому прихований ряд неочевидних тонкощiв. Вигля-
дає воно схоже на градiєнтний спуск. Ми беремо функцiю цiнностi
в станi V (s) i оновлюємо її, додаючи до неї коефiцiєнт навчання α,
помножений на рiзницю V (sT )− V (s):

V (s)← V (s) + α · (V (sT )− V (s)
)
,

де V (sT ) – цiннiсть термiнального стану (виграшу, програшу чи
нiчиєї). Тонкiсть у тому, що s тут означає всi стани, якi нам трапи-
лися в епiзодi. Це означає, що з кожної iтерацiї циклу ми насправдi
маємо зiграти й зберегти всi стани, в яких побували. Потiм ми по
циклу перебираємо кожен iз станiв iсторiї станiв i оновлюємо цiн-
нiсть, використовуючи вищезазначене рiвняння.

Експлуатацiя проти розвiдки

Одним iз фундаментальних компромiсiв у навчаннi пiдкрi-
плення є компромiс мiж експлуатацiєю та розвiдкою. Експлуатацiя
означає вибiр дiї, яка максимiзує нашу нагороду (може призвести
до застрягання в локальному оптимумi). Дослiдження (розвiдка)
означає вибiр дiї незалежно вiд винагороди, яку вона дає (це допо-
магає нам виявити iнший локальний оптимум, який може привести
нас ближче до глобального оптимуму). Водночас, будь-яка експлуа-
тацiя може призвести до неоптимального агента, а всi дослiдження

247



просто дадуть нам не навченого агента, який продовжує робити
випадковi дiї.

Стратегiя, що широко використовується для вирiшення цiєї
проблеми полягає в такому:

• iнiцiалiзацiя певної змiнної ε зi значенням вiд 0 до 1 (зазвичай
близько 0,3);

• перед здiйсненням кожної дiї генерується випадкове число ξ ∈
(0, 1);

• у разi ξ ≤ ε агент робить випадкову дiю – дослiдження (розвiд-
ка); якщо ξ > ε агент обирає дiю вiдповiдно до максимальної
цiнностi ходу – експлуатацiя;

• зi збiльшенням кiлькостi епiзодiв (зiграних партiй) значення
ε зменшується – агенту надається перевага використовувати
накопичений досвiд.

Використовуючи цю стратегiю, агент може дослiджувати
найкращi дiї на раннiх етапах навчання, а потiм використовувати
найкращi дiї на пiзнiших етапах гри.

Хiд гри двох агентiв

Спочатку потрiбно зафiксувати глобальнi параметри, а саме:

• максимальну кiлькiсть епiзодiв T ;

• крок навчання α;

• функцiю цiнностi термiнальних станiв V (sT ) = {rw, rl, rd}.
Перший епiзод
Оскiльки цiннiсть кожного нового стану однакова, то в пер-

шому епiзодi кожен агент робить випадковi ходи, займаючи пустi
клiтини та зберiгаючи iсторiю ходiв (станiв). Наприкiнцi епiзоду ви-
значається результат гри (виграш/програш/нiчия) i вiдповiдно до
зафiксованих нагород за термiнальний стан перераховується фун-
кцiя цiнностi для кожного ходу (конфiгурацiї iгрового поля), який
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зробив агент. Тепер у кожного агента (гравця) є перший досвiд. Зi
збiльшенням кiлькостi епiзодiв цей досвiд буде накопичуватися.

Наступнi епiзоди
Вiдповiдно до значення встановленого порогу для дослiдже-

ння (ε) кожен агент або робить випадковий хiд, або використовує
накопичений досвiд, обираючи хiд iз максимальною цiннiстю з усiх
можливих для кожного стану (пустi клiтини на iгровому полi). Зi
збiльшенням кiлькостi епiзодiв порiг для дослiдження бажано змен-
шувати i на останнiх епiзодах дати можливiсть агентам грати лише
з використанням накопиченого досвiду. Проте стратегiя змiни по-
рогу ε є суто iндивiдуальною.

Кiнець навчання
Пiсля закiнчення останнього епiзоду кожен агент має свiй

накопичений досвiд, який можна використовувати для гри з люди-
ною. Як показує практика, накопичений досвiд буде мiстити наба-
гато менше конфiгурацiй нiж 39.

Гра агента з людиною

Для гри з навченим агентом потрiбно завантажити його до-
свiд i спробувати виграти. Водночас, оскiльки два агенти навчалися
в однакових умовах, то i досвiд обох є приблизно однаковим. Якщо
функцiя цiнностi термiнального стану V (sT ) та iмовiрнiсть зроби-
ти випадковий крок ε для кожного агента рiзнi, то можна навчити
двох рiзних агентiв iз рiзним рiвнем майстерностi.
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9.5.2 Поставлення задачi

Реалiзувати гру «хрестики-нулики» з використанням пiдхо-
ду машинного навчання з пiдкрiпленням.
Хiд виконання

1. Зафiксувати глобальнi параметри:

• розмiр дошки;

• максимальну кiлькiсть епiзодiв T ;

• крок навчання α;

• iмовiрнiсть випадкового ходу ε;

• функцiю цiнностi термiнальних станiв V (sT ) = {rw, rl, rd}.
2. Забезпечити незалежнiсть алгоритму вiд розмiру iгрового по-

ля (n× n, n = 3, 4, . . .).

3. Навчати двох агентiв упродовж T епiзодiв.

4. Зберегти досвiд кожного з агентiв.

5. Побудувати графiчно залежнiсть досвiду (кiлькiсть вiдомих
станiв) вiд кiлькостi епiзодiв навчання.

6. Проiлюструвати хiд гри людини з агентом. Для графiчної iлю-
страцiї можна використати пакет Tkinter.

7. Результати оформити у виглядi звiту.
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9.5.3 Приклад подання результатiв

Залежнiсть досвiду вiд кiлькостi епiзодiв навчання

Гра агента з людиною. Людина грає X. Агент грає O.
1. Людина робить перший хiд. Результат – нiчия.

Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

Вибiр ходу агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

V = 0.61 V = 0.23

V = 0.47 V = 0.50

V = 0.31 V = 0.70

Вибiр ходу агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

V = 0.61 V = 0.23

V = 0.47 V = 0.50

V = 0.31 V = 0.70

251



Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

V = 0.61 V = 0.23

V = 0.47 V = 0.50

V = 0.31 V = 0.70

V = 0.21 V = 0.08

V = 0.48

V = 0.01

Вибiр ходу агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

V = 0.61 V = 0.23

V = 0.47 V = 0.50

V = 0.31 V = 0.70

V = 0.21 V = 0.08

V = 0.48

V = 0.01

Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

V = 0.61 V = 0.23

V = 0.47 V = 0.50

V = 0.31 V = 0.70

V = 0.21 V = 0.08

V = 0.48

V = 0.01

V = 0.41

V = 0.50

Вибiр ходу агента

V = 0.42 V = 0.20 V = 0.44

V = 0.16 V = 0.23

V = 0.36 V = 0.20 V = 0.38

V = 0.61 V = 0.23

V = 0.47 V = 0.50

V = 0.31 V = 0.70

V = 0.21 V = 0.08

V = 0.48

V = 0.01

V = 0.41

V = 0.50

Нiчия.

2. Агент робить перший хiд. Результат – виграш агента.

Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

Вибiр ходу агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19
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Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

V = 1.63 V = 1.51 V = 1.79

V = 1.04

V = 1.53 V = 1.61 V = 1.73

Вибiр ходу агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

V = 1.63 V = 1.51 V = 1.79

V = 1.04

V = 1.53 V = 1.61 V = 1.73

Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

V = 1.63 V = 1.51 V = 1.79

V = 1.04

V = 1.53 V = 1.61 V = 1.73

V = 1.94 V = 1.75

V = 0.86

V = 1.30 V = 0.66

Вибiр ходу агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

V = 1.63 V = 1.51 V = 1.79

V = 1.04

V = 1.53 V = 1.61 V = 1.73

V = 1.94 V = 1.75

V = 0.86

V = 1.30 V = 0.66

Цiнностi рiзних ходiв агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

V = 1.63 V = 1.51 V = 1.79

V = 1.04

V = 1.53 V = 1.61 V = 1.73

V = 1.94 V = 1.75

V = 0.86

V = 1.30 V = 0.66

V = 1.24

V = 1.43 V = 2.00

Вибiр ходу агента

V = 1.16 V = 1.04 V = 1.10

V = 1.05 V = 1.30 V = 1.20

V = 1.19 V = 0.98 V = 1.19

V = 1.63 V = 1.51 V = 1.79

V = 1.04

V = 1.53 V = 1.61 V = 1.73

V = 1.94 V = 1.75

V = 0.86

V = 1.30 V = 0.66

V = 1.24

V = 1.43 V = 2.00

Виграш агента.
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9.6 Задача пошуку мети з Q-learning

Розглянемо найпростiший приклад. Ми хочемо знайти най-
коротший шлях iз вершини, a (позначена зеленим) до вершини d
(позначена червоним) на деякому графi G.

Задаємо винагороди в R-таблицi:

• залишатися на мiсцi (виживання) ко-
штуватиме 5 одиниць;

• проходження через iснуюче ребро ко-
штуватиме 15 одиниць;

• попадання у фiнальну вершину d ко-
штуватиме 100 одиниць;

• за спробу перейти не iснуючими ребра-
ми – штраф −100 одиниць.

Пiд час попадання у вершину d прохiд графом буде зупинятися.
Зафiксуємо γ = 0, 8, α = 1, 0.
Таблиця нагород для агента

Iнiцiюємо Q-таблицю нулями
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Перший прохiд буде фактично випадковим. Нехай обрано шлях
< a, b, d >. Через нульовi значення Q агент заповнює таблицю зна-
ченнями нагород.

Q1(a, b) = Q0(a, b) + [R(a, b) + γmax→ Q(b,→)−Q0(a, b)] =

= 0 + [15 + γ · 0− 0] = 15

Q1(b, d) = Q0(b, d) + [R(b, d) + γmax→ Q(d,→)−Q0(b, d)] =

= 0 + [100 + γ · 0− 0] = 100

Першi Q-значення для шляху < a, b, d >

Далi за exploitation агент вибирає шлях < a, b, d >. Q2(a, b) = 15 +
[15 + 0, 8 · 100− 15] = 95.
Q2(b, d) = 100 + [100 + 0, 8 · 0− 0] = 100.
Оновлена Q-таблиця

за випадкового вибору шляху < a, c, d > його значення сходяться
так само. Далi агент вибирає випадково шлях < a, d >.
Пiдсумковi значення Q-таблицi та фiнальний граф.

255



Для пошуку оптимального шляху потрiбно з вершини a че-
рез максимальнi значення Q-таблицi прийти у вершину d: опти-
мальний шлях - < a, d >.

9.6.1 Приклад двовимiрної проблеми

Нехай агент знаходиться у початковому станi (зелена комiр-
ка) у двовимiрному лабiринтi розмiром 16× 16. Йому треба найко-
ротшим шляхом потрапити до виходу (помаранчева комiрка).
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Визначимо для нього правила:

• вiн може рухатися лише на один квадрат за 1 хiд;

• пересування за дiагоналями заборонено;

• вiн не хочете одержати пошкодження, тому вiн не повинен
попадати на синiй квадрат, «Стiна»;

• вiн не може покинути межi примiщення, тому потрiбно вра-
хувати граничнi умови.

Агент виконує дiю, а середовище дає йому наслiдок цiєї дiї.
Загалом, середовище повертає наступний стан, нагороду та прапо-
рець, який сигналiзує про завершення досягання мети.

Таблиця винагород

Спершу потрiбно iнiцiювати нагороди за потрапляння в ко-
жний стан простору:

• агенту потрiбно якнайшвидше досягти мети, тому за кожен
крок вiн одержує покарання у виглядi штрафу −1 бал;

• за спробу збити стiну (потрапити на синi квадрати) або за
межi простору вiн отримує покарання у виглядi штрафу −100
балiв;

• якщо агент досягне мети, тодi винагорода буде просто нульо-
вою, i свiт сигналiзуватиме, що мету досягнуто.

Q-таблиця цiнностей

Тепер побудуємо Q-таблицю, яка вимiрює наскiльки добре
буде виконати певну дiю в будь-якому станi (ми можемо вимiряти
це за допомогою простого скалярного значення, тому чим бiльше
значення, тим краща дiя).

• У свiтi з 256 станiв дозволено 4 дiї (вгору, вниз, влiво, вправо),
тому Q-таблиця буде розмiром 256× 4.
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• Значення, що зберiгаються в цiй таблицi – Q-значення – оцiн-
ка суми майбутнiх нагород. Iншими словами, вони оцiнюють,
скiльки ще винагороди ми можемо одержати до кiнця гри, пе-
ребуваючи в станi s i виконуючи дiю a.

• Таблиця iнiцiалiзується випадковими значеннями (або деякою
константою, наприклад, нулями).

• Значення Q для кiнцевого (термiнального) стану дорiвнює ну-
лю. Агент не може робити жодних дiй у цьому станi, тому
значення для всiх дiй у цьому станi вважають такими, що до-
рiвнюють нулю.

Оновлення Q-таблицi вiдбувається пiсля здiйснення кожної
дiї за формулою

Q(s, a) = Q(s, a) + α

[
R(s, a) + γmax

a′
Q(s′, a′)−Q(s, a)

]
.

При досягненнi мети агент повертається у початковий стан
i починається наступний епiзод навчання.

Перехiд у новий стан

Для кожного епiзоду ми повиннi iнiцiалiзувати початковий
стан – повернути агента у вихiдне положення. Для кожного кроку
(щоразу, коли нам потрiбно дiяти) агент обирає дiю, яка переводить
його в наступний стан.

Шляхом аналiзу Q-таблицi. Виконати дiю, яка має найбiльшу
цiннiсть у кожному станi

a = argmax
a′

Q(s, a).

Вiн використовує одержанi Q-значення для створення страте-
гiї. У цьому разi це буде «жадiбна» стратегiя, тому що агент
завжди робить дiю, яка, на його думку, найкраща в кожному
станi.
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Шляхом дослiдження середовища. Агенту потрiбно перекона-
тися, що вiн досить добре вивчив середовище. Для цього вико-
ристовується ε-«жадiбна» стратегiя – агент повинен дiяти жа-
дiбно, але робити випадковi дiї з певною ймовiрнiстю ε, таким
чином, за нескiнченної кiлькостi спроб вiн повинен дослiдити
всi можливi стани.

Пiсля певної кiлькостi епiзодiв навчання агент вивчить весь
доступний простiр станiв i сформує остаточну Q-таблицю, значення
в якiй перестануть змiнюватися i дозволяють агенту робити найкра-
щi дiї в кожному станi, даючи йому в наслiдок цього найкращий i
найкоротший шлях до мети. Незмiннiсть значень цiнностей дiй у Q-
таблицi може бути сигналом до того, що процедуру навчання агента
можна завершувати.

Iлюстрацiя результатiв

Типова залежнiсть кiлькостi крокiв, яку робить агент для
досягнення мети вiд номера епiзоду навчання
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Тепер, використовуючи накопичений досвiд – всюQ-таблицю,
можна запустити агента в середовище й проаналiзувати обраний
ним оптимальний шлях.

Одержаний пiсля 1000 епiзодiв оптимальний шлях вiд поча-
ткового до кiнцевого стану.
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9.6.2 Поставлення задачi

Провести навчання агента знаходити оптимальний i най-
швидший шлях до мети з використанням методу Q-навчання.
Етапи виконання

1. Iнiцiалiзувати простiр станiв:

• визначити початковий i термiнальний стани;

• розмiстити перешкоди для пересування агента;

• iнiцiалiзувати R-таблицю винагород для кожного стану;

• iнiцiалiзувати Q-таблицю.

2. Зафiксувати глобальнi параметри:

• максимальну кiлькiсть епiзодiв;

• темп навчання α;

• коефiцiєнт дисконту γ;

• iмовiрнiсть робити випадковий крок ε;

• правило зменшення ймовiрностi робити випадковий крок
з кiлькiстю епiзодiв (за бажанням).

3. Провести навчання агента.

4. Побудувати залежнiсть кiлькостi крокiв агента вiд епiзодiв.

5. Подати графiчно найоптимальнiший маршрут агента. Для гра-
фiчної iлюстрацiї можна використати пакет Tkinter.

6. Оформити результати у виглядi звiту.
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9.6.3 Приклад подання результатiв

Залежнiсть кiлькостi крокiв агента вiд епiзодiв

Одержанi значення цiнностi кожної дiї в рiзних станах
U = -6.84
B = -6.84
L = -6.84
R = -6.81

U = -6.63
B = -6.67
L = -6.63
R = -6.64

U = -6.44
B = -6.39
L = -6.39
R = -6.39

U = -6.10
B = -6.12
L = -6.12
R = -6.09

U = -5.77
B = -5.75
L = -5.80
R = -5.74

U = -5.43
B = -5.41
L = -5.37
R = -5.36

U = -5.01
B = -4.95
L = -5.10
R = -4.93

U = -4.50
B = -4.47
L = -4.61
R = -4.45

U = -4.04
B = -3.92
L = -4.00
R = -3.93

U = -3.51
B = -3.33
L = -3.38
R = -3.32

U = -2.65
B = -2.64
L = -2.82
R = -2.64

U = -2.22
B = -1.89
L = -2.23
R = -2.02

U = -6.97
B = -6.98
L = -6.97
R = -6.97

U = -6.79
B = -6.79
L = -6.79
R = -6.78

U = -6.52
B = -6.47
L = -6.71
R = -6.46

U = -6.14
B = -6.10
L = -6.31
R = -6.10

U = -5.80
B = -5.68
L = -5.95
R = -5.68

U = -5.38
B = -5.21
L = -5.54
R = -5.21

U = -4.94
B = -4.68
L = -5.25
R = -4.68

U = -4.54
B = -4.09
L = -4.45
R = -4.09

U = -3.90
B = -3.44
L = -3.93
R = -3.44

U = -3.52
B = -2.71
L = -3.76
R = -2.71

U = -2.29
B = -1.90
L = -2.59
R = -1.90

U = -2.30
B = -1.00
L = -1.94
R = -1.56

U = -7.20
B = -7.46
L = -7.17
R = -6.86

U = -7.06
B = -105.7
L = -7.15
R = -6.51

U = -6.77
B = -105.6
L = -6.85
R = -6.13

U = -6.42
B = -105.2
L = -6.50
R = -5.70

U = -6.06
B = -104.1
L = -6.11
R = -5.22

U = -5.66
B = -104.5
L = -5.68
R = -4.69

U = -5.21
B = -103.4
L = -5.20
R = -4.10

U = -4.67
B = -103.3
L = -4.68
R = -3.44

U = -4.07
B = -102.8
L = -4.07
R = -2.71

U = -3.43
B = -100.6
L = -3.43
R = -1.90

U = -2.70
B = -99.75
L = -2.71
R = -1.00

U = -1.88
B = 0.00
L = -1.89
R = -0.99

U = -7.18
B = -7.46
L = -7.45

R = -106.1

U = -6.86
B = -60.16
L = -7.02

R = -75.07

U = -6.50
B = -28.16
L = -28.24
R = -19.44

U = -6.10
B = -19.03
L = -19.09
R = -35.33

U = -5.64
B = -34.89
L = -19.34
R = -27.97

U = -5.20
B = -19.39
L = -27.77
R = -35.40

U = -4.66
B = -53.98
L = -10.00
R = -10.01

U = -4.07
B = -35.10
L = -48.13
R = -19.30

U = -3.43
B = -47.91
L = -35.15
R = -19.16

U = -2.66
B = -27.51
L = -10.00
R = -27.10

U = -0.72
B = -34.39
L = -27.52
R = 0.00

U = 0.00
B = 0.00
L = 0.00
R = 0.00

Оптимальний шлях вiд початкового стану до мети, що вiд-
повiдає дiям з максимальними цiнностями в кожному становi
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