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Ïðîâîäèòüñÿ äîñë³äæåííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü ó äoôðàêòàëüí³é ñèñòåì³ 
ì³êðîñòð³÷êîâèõ ë³í³é. Çàäà÷à ïîñòàâëåíà ó âèãëÿä³ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó, ÿê³ äàë³ ïåðåòâîðþþòüñÿ äëÿ çàñòîñóâàííÿ 
ìåòîäó Ðåëåÿ. Öåé ìåòîä ïðèâîäèòü äî âèä³ëåííÿ îñíîâíèõ ìàéæå ïîïåðå÷íèõ 
òèï³â åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü. Ñïî÷àòêó äåòàëüíî äîñë³äæóºòüñÿ 
åëåêòðîñòàòè÷íå íàáëèæåííÿ, à äàë³ ðîçãëÿäàþòüñÿ äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè ñòàëèõ 
ðîçïîâñþäæåííÿ ìàéæå ïîïåðå÷íèõ õâèëü. 
 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÅËÅÊÒÐÎÌÀÃÍ²ÒÍ² ÕÂÈË², ÔÐÀÊÒÀËÜÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß, 
Ì²ÊÐÎÑÒÐ²×ÊÎÂ² Ë²Í²¯, ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍ² Ð²ÂÍßÍÍß, ÌÅÒÎÄ ÐÅËÅß. 
 

(Îäåðæàíî 12.06.2010, ó â³äðåäàãîâàí³é ôîðì³ – 17.07.2010) 
 
1. ÂÑÒÓÏ 
 

Äî ñòðîãèõ ìåòîä³â, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ó åëåêòðîäèíàì³ö³ íàëåæèòü îäèí 
³ç íàéñòàð³øèõ ìåòîä³â – ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðó ÷è ìåòîä çáóðåííÿ, 
ÿêèé ïîâ’ÿçóþòü ç ³ì’ÿì Ðåëåÿ [1, 2]. Â³í áóâ ç óñï³õîì çàñòîñîâàíèé ó 
âèïàäêó îäí³º¿ â³äêðèòî¿ ì³êðîñòð³÷êîâî¿ ë³í³¿ (ÌÑË) òà ïåâíî¿ ¿õ ñèñòåìè 
[2, 3]. Ó äàí³é ñòàòò³ ïðîïîíóºòüñÿ çàñòîñóâàòè ìåòîä Ðåëåÿ äî 
äîñë³äæåííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü ó äîôðàêòàëüí³é ñèñòåì³ ÌÑË [4-6]. 
Àêòóàëüí³ñòü ðîáîòè âèïëèâàº ç òîãî, ùî çàñòîñóâàííÿ «ôðàêòàëüíèõ» 
ìîäåëåé ó ð³çíèõ ñôåðàõ ä³ÿëüíîñò³ ëþäèíè äàëåêî îá³ãíàëà ¿õ òåîðåòè÷í³ 
ðîçðîáêè. ßê ïðèêëàä ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ 
äîôðàêòàëüíî¿ àíòåíè ó Áîñòîí³ àìåðèêàíñüêèì ³íæåíåðîì Í. Êîåíîì. 
ßê ñâ³ä÷èòü îäèí ³ç ñàéò³â ²íòåðíåòó, ïðèñâÿ÷åíèõ «ôðàêòàëüíèì» 
àíòåíàì, â³í âèð³çàâ ç àëþì³í³ºâî¿ ôîëüãè ô³ãóðó ó âèãëÿä³ äåÿêî¿ ñòàä³¿ 
ïîáóäîâè ñí³æèíêè Õåëüãå ôîí Êîõà, íàêëå¿â íà àðêóø ïàïåðó ³ 
ïðèºäíàâ äî ïðèéìà÷à. Âèÿâèëîñü, ùî òàêà àíòåíà äîáðå ïðàöþº ³ ìîæå 
çàì³íèòè  çîâí³øíþ,  ÿêà  ó  òîé  ÷àñ  áóëà  ï³ä  çàáîðîíîþ.  Õî÷à  ô³çè÷í³  
ïðèíöèïè ¿¿ ðîáîòè íå âèâ÷åí³ äî ñèõ ï³ð, öå íå çàâàäèëî ñòâîðèòè 
ï³äïðèºìñòâî ³ íàëàãîäèòè ñåð³éíèé âèïóñê äîôðàêòàëüíèõ àíòåí. 

Ùî äî âèêîðèñòàííÿ òåðì³íó «ôðàêòàë», òî â³í ó äàí³é ñòàòò³ ïîçíà÷àº 
ìíîæèíó, òîïîëîã³÷íà ðîçì³ðí³ñòü ÿêî¿ º ñòðîãî ìåíøîþ çà éîãî 
ðîçì³ðí³ñòü Õàóñäîðôà (ôðàêòàëüíó) [6, 7]. Öåé îá’ºêò º ³äåàëüíèé, òîìó 
çà çâè÷àé â ìîäåëþâàíí³ âèêîðèñòîâóþòü ò³ëüêè ïåâí³ íàáëèæåííÿ äî 
íüîãî. Çîêðåìà, ïðè ìîäåëþâàíí³ â åëåêòðîäèíàì³ö³ âèêîðèñòîâóþòü â³ä 
äðóãî¿ äî ÷åòâåðòî¿ ñòàä³¿ ïîáóäîâè òàêèõ êëàñè÷íèõ ôðàêòàë³â, ÿê êðèâà 
Äàâèäà Ã³ëáåðòà, ñí³æèíêà Õåëüãå ôîí Êîõà, êèëèì òà ñåðâåòêà 
Ñåðï³íñüêîãî òîùî [8, 9]. Òîìó äîðå÷íî âæèâàòè òåðì³í «äîôðàêòàëüí³» 
ìîäåë³, íà â³äì³íó â³ä ñïðàâä³ «ôðàêòàëüíèõ» ìîäåëåé ïðè äîñë³äæåííÿõ 
äèíàì³÷íèõ ñèñòåì, õàîñó òà êëàñòåð³â [10]. 
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2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×² 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ñèñòåìà â³äêðèòèõ íåñèìåòðè÷íèõ ñòð³÷êîâèõ ë³í³é ç³ 
ñï³ëüíîþ ä³åëåêòðè÷íîþ îñíîâîþ, äå ñòð³÷êè ðîçòàøîâóþòüñÿ ó â³äïîâ³ä-
íîñò³ ç â³äð³çêàìè, ùî óòâîðþþòü ïåâíó ñòàä³þ ïîáóäîâè äîñêîíàëî¿ 
ìíîæèíè Êàíòîðà (ÄÌÊ) ç³ çì³ííîþ ôðàêòàëüíîþ ðîçì³ðí³ñòþ [6]. Òóò 
áóäå âèêîðèñòàíèé ïðèíöèï ïîáóäîâè ÄÌÊ, çã³äíî ç ÿêèì, ïî÷àòêîâèé 
îá’ºêò (óòâîðþâà÷) ìàº òðè îäíàêîâ³ ñåãìåíòè. Íà ðèñóíêó 1 íàâåäåíà 
ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè ÌÑË, ùî â³äïîâ³äàº óòâîðþâà÷ó ÄÌÊ. Ó ïðîöåñ³ 
ïîáóäîâè öüîãî ñàìîïîä³áíîãî ôðàêòàëó ê³ëüê³ñòü ñåãìåíò³â íà êîæíîìó 
êðîö³ ïîòðîþºòüñÿ, òîáòî íà m-ìó êðîö³ ¿õ  áóäå  3m, à ðîçì³ð êîæíîãî 
ñåãìåíòà øâèäêî çìåíøóºòüñÿ. Êîëè ïðîäîâæóâàòè öåé ïðîöåñ 
íåîáìåæåíî, òî óòâîðèòüñÿ äîñêîíàëà ìíîæèíà, ðîçðàõóíîê ðîçì³ðíîñò³ 
Õàóñäîðôà ÿêî¿, ïðèâîäèòü äî âèðàçó d   ln3/[ln(1 + / )] äå  òà  – 
íîðìîâàí³ íà òîâùèíó ä³åëåêòðè÷íî¿ îñíîâè d êîîðäèíàòà öåíòðà ïðàâî¿ 
ñòð³÷êè òà ¿¿ ï³âøèðèíà. 
 

 

Ðèñ. 1 – Ïîïåðå÷íèé ïåðåòèí ñèñòåìè ÌÑË 
 

 Îòæå, ðîçãëÿäàºòüñÿ ñèñòåìà ç 3m êëàñè÷íèõ â³äêðèòèõ ÌÏË ç³ 
ñï³ëüíîþ ä³åëåêòðè÷íîþ îñíîâîþ ³ äîñë³äæóþòüñÿ åëåêòðîìàãí³òí³ õâèë³, 
ùî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ ó ö³é ñòðóêòóð³. 
 Äëÿ çíàõîäæåííÿ ¿õ õàðàêòåðèñòèê âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷í³ 
ìîäåë³ ó âèãëÿä³ ñèñòåì ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (²Ð) ïåðøîãî ðîäó [3]. 
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2 2 2w ,   kd 2 d/  ,   hd,  – ä³åëåêòðè÷íà ñòàëà îñíîâè 

ñèñòåìè, k – õâèëüîâå ÷èñëî â³ëüíîãî ïðîñòîðó, h – ñòàëà ðîçïîâñþäæåííÿ 
åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³. Ó çíàìåííèêàõ ôóíêö³é, ùî çíàõîäÿòüñÿ ï³ä 
çíàêîì ³íòåãðàë³â, ñòîÿòü ìíîæíèêè, ÿê³ âèçíà÷àþòü ïîâåðõíåâ³ õâèë³ ó 
åêðàíîâàíîìó ä³åëåêòðè÷íîìó õâèëåâîä³ (òà æ ñòðóêòóðà, àëå áåç ðåø³òêè 
ç³ ñòð³÷îê). 
 Çàâäÿêè ñï³ââ³äíîøåííþ ì³æ ÿäðàìè R(u) – T(u)  S (u) – 2 P(u) 
ð³âíÿííÿ (1) ìîæóòü áóòè ïåðåòâîðåí³ äî á³ëüø ïðîñòèõ ð³âíÿíü: 
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Äå ìàºìî íîâó íåâ³äîìó ôóíêö³þ 
 

 ( ) [ ( ) ( )]x zq t i j t iv j t  (3) 
 

òà íîâ³ ÿäðà 12
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i w u i w ue dw e dw
G u G u . 

Âîíè áóäóòü ð³âíîñèëüí³ ïîïåðåäí³ì ð³âíÿííÿì (1) ïðè âèêîíàíí³ óìîâ: 
 

2[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( , )x z
l

i j t R t j t S t dt , 

 

äå  – íîðìîâàíà íà d êîîðäèíàòà öåíòðà -î¿ ñòð³÷êè. Ö³ óìîâè ðàçîì ç³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
 

 2
1( ) : ( )

m ml l

q t dt q t dt , (4) 

 

ùî âèïëèâàþòü ç (3) ³íòåãðóâàííÿì, âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
íåâ³äîìèõ ñòàëèõ , A m, B m. 
 Îá’ºêòîì äîñë³äæåííÿ äàíî¿ ñòàòò³ º ìàéæå ïîïåðå÷í³ åëåêòðîìàãí³òí³ 
õâèë³, ÿêèõ áóäå 3 m ³ äëÿ ÿêèõ ìîæíà ââàæàòè âèêîíàíîþ óìîâó  << 1. 
Òîìó äàë³ êîðèñòóºìîñü ìåòîäîì ìàëîãî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà (ìåòîäîì 
Ðåëåÿ). 
 
3. ÌÅÒÎÄ ÐÅËÅß 
 

Â ãîëîâíîìó (íóëüîâîìó) íàáëèæåíí³ ð³âíÿííÿ (2) ñòàþòü äóæå ïðîñòèìè 
³ ìîæóòü áóòè çàïèñàí³ ç äîïîìîãîþ îäíîãî 0 0 0,l q t G x t dt A  x  l 

ÿêå ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³ íàáåðå âèãëÿä íàñòóïíî¿ ñèñòåìè ²Ð: 
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Ïàðàìåòðè i, m,  º áåçðîçì³ðíèìè ãåîìåòðè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
ì³æ â³äð³çêàìè, ùî óòâîðþþòü ïåâíó ñòàä³þ ïîáóäîâè ÄÌÊ [4-6]. 
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Òóò ÿäðî âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì 0
0
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4

( cth 1)

wu dw
G u

w w
,  ÿêèé  º  

ãîëîâíèì äîäàíêîì ðîçêëàäåííÿ ÿäðà ïåðøîãî ð³âíÿííÿ (2). Éîãî ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóìè òèïó ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿ 
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Ùîá öå ïîáà÷èòè ïîäàìî çíàìåííèê ³íòåãðàëà ó íàñòóïíîìó âèãëÿä³ 
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³ ñêîðèñòàºìîñü ñóìîþ íåñê³í÷åííî ñïàäíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿ ç³ 
çíàìåííèêîì qe – 2w: îòðèìàºìî ðÿä 
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, äå   0,  |u|  2. Öåé íåâëàñíèé 

³íòåãðàë ìàº ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü ïðè u  0. Â³çüìåìî ÷àñòèííó 
ïîõ³äíó çà ïåðøèì ïàðàìåòðîì ³ ñêîðèñòàºìîñü ôîðìóëîþ ³íòåãðóâàííÿ 
÷àñòèíàìè äâ³÷³. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî I  ( , u)  – /( 2 + u2) ³, 
íàðåøò³ ³íòåãðóþ÷è â ìåæàõ ñåãìåíòà [2m, 2m + 2], ìàºìî 
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2 2
0
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ùî é ïðèâîäèòü äî çàçíà÷åíî¿ ñóìè. 
 Ïðè ðîçãëÿä³ äðóãîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (2) ó íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ 
ìàºìî òó æ ñèñòåìó ²Ð (5), äå ñë³ä ïîêëàñòè   1. Çîêðåìà, ÿäðî 
 

2

01 0 21

4
( ) ( ) 2 ln

(cth 1)

i w ue dw u
G u G u
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 Ïåðøèé ãðàô³ê ðèñ. 2 à) ïîêàçóº ïîð³âíÿííÿ ðîçðàõóíê³â G0 (u) äëÿ 
  16: ñóö³ëüíà ë³í³ÿ äëÿ ïîâíîãî ðÿäó, êðàïêàìè – ñóìè ïåðøèõ 4 òà 5 

äîäàíê³â. Ãðàô³÷íà òî÷í³ñòü âèíèêàº ï³ñëÿ 15 ïåðøèõ äîäàíê³â. Òðè ³íø³ 
ãðàô³êè ïîð³âíþþòü ðîçðàõóíêè G01(u) (ñóö³ëüíà ë³í³ÿ) ç G0 (u) äëÿ òðüîõ 
çíà÷åíü   4 á),   16 â),   64 ã). 

×èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè ïîêàçóþòü ïðî øâèäêó çá³æí³ñòü ðÿäó äëÿ 
ÿäðà G0 (u) ç  > 1 òà íå âåëèêó â³äì³íó ì³æ ÿäðàìè G01(u) òà G0 (u). 
Îòæå, ôóíêö³ÿ G0 (u)  ìàº  ëîãàðèôì³÷íó  îñîáëèâ³ñòü  ïðè  u  0, ÿêà 
ïðîÿâëÿºòüñÿ ó âèãëÿä³ òàêî¿ æ îñîáëèâîñò³ äëÿ ä³àãîíàëüíèõ ÿäåð ²Ð: 

  0,   t. Ïîçà ä³àãîíàëüí³ ÿäðà, çàâäÿêè íåð³âíîñò³ i  + 2 m > 0 äëÿ 
  i, áóäóòü îáìåæåíèìè òà íåïåðåðâíèìè. 
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Ðèñ. 2 – Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ G0 (u) 
 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ìàéæå ïîïåðå÷íèõ õâèëü çàñòîñî-
âóºìî â³äîìó ñõåìó, ÿêà ´ðóíòóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåì ñèíãóëÿðíèõ ²Ð 
ïåðøîãî ðîäó ç â³äîìîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ íàñòóïíîãî âèãëÿäó: 
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0
1 1

( ) ( ( )) , 1, 1, ,3 .
m

in m
i m n

i
q t G x t dt x  (6) 

 

Òóò ³íäåêñ n âêàçóº íà ñòð³÷êó ç îäèíè÷íèì ïîòåíö³àëîì (â³í òåæ 
çì³íþºòüñÿ â³ä 1 äî 3m) ³ âèçíà÷àº ïåâíó åëåêòðîñòàòè÷íó çàäà÷ó: çíàéòè 
ðîçïîä³ë ãóñòèíè ïîâåðõíåâèõ çàðÿä³â íà ñòð³÷êàõ ïðè óìîâ³, ùî 
ïîòåíö³àëè íà íèõ íóëüîâ³, îêð³ì n-î¿. Òîáòî ìàºìî 3m ñèñòåì ²Ð ç ìàéæå 
íóëüîâîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ: nm – ñèìâîë Êðîíåêåðà. 
 Òåïåð  ïîð³âíÿâøè  ñèñòåìè  (5)  òà  (6)  îòðèìàºìî  çâ'ÿçîê  ì³æ  ¿õ  
ðîçâ’ÿçêàìè ó íàñòóïíîìó âèãëÿä³: 3

0 01( ) ( )mi n in
nq t A q t . 

Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ ö³º¿ ð³âíîñò³ ïðèéäåìî äî ³íøî¿ 3
0 01

mi n in
nq A q , äå 

ïîçíà÷åíî 
1

0 01
( )i iq q t dt . Äàë³ âèêîðèñòîâóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

00 01
i iq q , ÿê³ âèíèêàþòü ç (4) ³ ïîâ’ÿçóþòü ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (5) äëÿ 

 > 1 òà   1. Êîëè äî íèõ ï³äñòàâèòè â³äïîâ³äí³ ñóìè, òî îòðèìàºìî 
 

 
3

00 1
1

( ) 0, 1,...,3
m

n in in m

n
A q q i . (7) 

 

Â ìàòðè÷í³é ôîðì³ çàïèñó ìàºìî 0 1 0( ) 0Q v Q A .  Îòæå,  çàäà÷à  ïðî  

âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê ìàéæå ïîïåðå÷íèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü 
ïðèâåäåíà äî ðîçâ’ÿçàííÿ óçàãàëüíåíî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà÷åíü ïàðè 
ìàòðèöü Q , Q1 óòâîðåíèõ åëåìåíòàìè inq  ïðè  > 1 òà   1. Ö³ ìàòðèö³ º 

ñèìåòðè÷íèìè òà ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèìè, òîìó âëàñí³ çíà÷åííÿ 0i º 
ïîçèòèâíèìè. Âîíè âèçíà÷àþòü ñòàë³ ðîçïîâñþäæåííÿ ìàéæå ïîïåðå÷íèõ 
åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü çà òàêèìè íàáëèæåíèìè ôîðìóëàìè: 0i ih k . 

Â³äïîâ³äíî, ðîçïîä³ë ù³ëüíîñò³ ïîâåðõíåâèõ ñòðóì³â íà ñòð³÷êàõ 
3

0 11( ) ( )
m n n

z nj t A q t , 

G4e5 G4 G16 G64 

u u u u 

a á â ã 



 
 
 ÅËÅÊÒÐÎÌÀÃÍ²ÒÍ² ÕÂÈË² Ó ÄÎÔÐÀÊÒÀËÜÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ… 99 

 

3

0 00 1
1

( ) ( ) ( )
m x

n n n
x

n
j x i A q t q t dt , 

 

äå ³íäåêñ  âêàçóº íà ñòð³÷êó, äå ðîçãëÿäàºòüñÿ çàçíà÷åíà ôóíêö³ÿ. Ìîæëè-
â³ñòü âðàõîâóâàòè ïîïåðå÷íó ñêëàäîâó ù³ëüíîñò³ ïîâåðõíåâèõ ñòðóì³â íà 
ñòð³÷êàõ (âîíà âæå çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè) º ñóòòºâîþ â³äì³íîþ äàíîãî 
ï³äõîäó â³ä ñòàòè÷íîãî ÷è Ò-íàáëèæåííÿ [11]. ßê íàñë³äîê âêàçàíî¿ 
ìîæëèâîñò³, ó íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ ³íøà ñêëàäîâà ù³ëüíîñò³ ïîâåðõíå-
âèõ ñòðóì³â âèçíà÷àºòüñÿ ðîçïîä³ëîì ù³ëüíîñò³ ïîâåðõíåâèõ çàðÿä³â ó 
ñèñòåì³ áåç ä³åëåêòðè÷íî¿ îñíîâè, òîáòî,   1. Ùîá óçãîäèòè îòðèìàí³ 
âèðàçè äëÿ õàðàêòåðèñòèê çà ïîðÿäêîì ìàëîãî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðó , 
ñë³ä çíàéòè äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ h òà jz(t). 
 
4. ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÄÈÑÏÅÐÑ²¯ 
 

Äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè ïåðøîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ ïîä³áíèìè äî (5) 
ð³âíÿííÿìè 
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01 1
1 1

( ) [ ( ) ] , 1, 1, ,3 .
m

i m
i m

i
q t G x t dt A x  

 

Òîìó çà ïîïåðåäíüîþ ñõåìîþ çíàõîäèìî âèðàçè äëÿ øóêàíèõ ôóíêö³é 
 

3

1 ,1 1 ,1
1

( ) ( )
m

i n in

n
q t A q t . 

 

Ïðè öüîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ 1
nA  ìàºìî 

 

3 3

0 11 1 0 1
1 1

( )
m m

n in in n in

n n
A q q A q . 

 

Ïîìíîæèìî öþ ð³âí³ñòü íà 0
iA , ïîäîäàºìî ³ ñêîðèñòàºìîñü ñèìåòð³ºþ 

ìàòðèöü Q , Q1 òà ð³âíÿííÿìè (7). Â ðåçóëüòàò³ ïðèéäåìî äî ð³âíîñò³ 

1 1 0 0( ) 0,Q A A  ç ÿêî¿, âíàñë³äîê ïîçèòèâíî¿ âèçíà÷åíîñò³ ìàòðèö³ Q1, 

îòðèìóºìî 1  0. Òàêèì ÷èíîì, äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè ïåðøîãî ïîðÿäêó 
äëÿ h òà jz(t) (ó âèïàäêó ïðîñòîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ 0i,  ùî  é  
ïðèïóñêàºòüñÿ) â³äñóòí³ ³ âñ³ îòðèìàí³ ó íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ âèðàçè 
ìàþòü ïîõèáêó ïîðÿäêó O( 2ln  – 1). Ùîá ïîêðàùèòè ¿õ ùå ïîòð³áíî 
ðîçãëÿäàòè íàñòóïíå íàáëèæåííÿ. 
 Äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿìè 
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0 22 2
1 1

( ) ( ( )) ( ), 1, 1, ,3 .
m

i m
i m m

i
q t G x t dt A F x x  (8) 

 

Òóò
13 21

2 2 2 2 0 0 0 001 21
( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

m i
miF u u q t G u t dt u B u A u  

13
21 2 21 001 01 1

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]
m i i

m miF u u q t G u t q t P u t dt , 

G2 (u), G21(u), P0(u) – â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäåíü ÿäåð ñèñòåìè ²Ð 
(2) çà ìàëèì ÷àñòîòíèì ïàðàìåòðîì: 
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0 02
2 1 0 22 2

0

2 1 2 1
( ) 2 ln ( , ) 4 ( ) ( , ),

1
G u i u i u

1 2 2 2
0

cos 1
( , ) ,

( cth 1) ( )

wu dw
i u

w w w w
 

2 2 2
0

sh2 2 cos
( , ) ;

2 (ch2 1) ( cth 1)

w w wu dw
i u

w w w w
 

21 0 1 0 2

0

2 1
( ) 2( 1) ln (1, ) 4( ) (1, ),

21
G u i u i u

0

0

2
0

1 2 ln
( ) 4(1 ) ln 4

1

cos 1
4( 1) .

( cth 1)(cth 1) ( )(1 )

P u

wu dw
w w w w w w

 

 

Ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿíü (8) ìàºìî íåâ³äîì³ 2A , ÿê³ ìîæíà âèä³ëèòè ç 

íåâ³äîìèõ ôóíêö³é 2 ( )iq t  çà äîïîìîãîþ ðîçâ’ÿçê³â (6) òàê, ÿê öå áóëî 

çðîáëåíî ó íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ 
 

3

2 2 2
1

( ) ( ) ( )
m

i n in i

n
q t A q t p t . 

 

Íîâ³ íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ 2 ( )ip t  çàäîâîëüíÿþòü (8) áåç íåâ³äîìèõ 2A  ó 

ïðàâ³é ÷àñòèí³. Äëÿ âèçíà÷åííÿ äèñïåðñ³éíî¿ ïîïðàâêè äðóãîãî ïîðÿäêó 

2 çâåðíåìîñü äî â³äïîâ³äíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âèïëèâàº ç (4) 
2 02 01 21

i i iq q q . Éîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿä³: 
 

3 3

0 2 02 1 0 1 21 2
1 1

( )
m m

n in in n in i i

n n
A q q A q p p  

 

Ïîìíîæèìî ö³ ð³âíÿííÿ íà 0
iA , ïîäîäàºìî ³ ñêîðèñòàºìîñü (7). Â ðåçóëüòàò³ 

îòðèìàºìî âèðàç 
 

3 3 3

2 00 0 1 0 21 2
1 1 1

( ) 0
m m m

i n in i i i

i n i
A A q A p p . 

 

Ç íüîãî, âíàñë³äîê ïîçèòèâíî¿ âèçíà÷åíîñò³ ìàòðèö³ Q1, ëåãêî îòðèìàòè 
âèðàç äëÿ äèñïåðñ³éíî¿ ïîïðàâêè äðóãîãî ïîðÿäêó 
 

 

3

00 2 21
1

2
1 0 0

( )

( )

m

i i i

i
A p p

Q A A
. (9) 

 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ñóìó ç ÷èñåëüíèêà ìîæíà çíàéòè íå ðîçâ’ÿçóþ÷è ²Ð 
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0 22
1 1

( ) ( ( )) ( ), 1, 1, ,3 .
m

i m
i m m

i
p t G x t dt F x x  
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Ä³éñíî, êîëè ïîìíîæèìî öþ ð³âí³ñòü íà 0 ( )q x , ³íòåãðóºìî, ïîäîäàºìî ³ 

ñêîðèñòàºìîñü ïàðí³ñòþ ôóíêö³¿ G0 (u) òà ð³âíÿííÿìè (5), òî îòðèìàºìî 
 

13 3

20 2 0
1 1 1

( ) ( )
m m

i i
m

i
A p q x F x dx . 

 

Òàêèì ÷èíîì, ÷èñåëüíèê (9) ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ íóëüîâèì íàáëèæåííÿì 
òà â³äïîâ³äíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ðîçêëàäåíü ÿäåð ñèñòåìè ²Ð (2): 
 

13 3

0 2 0 210 2 21 0 01
1 1 1

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]
m m

i i i
m m

i
A p p q x F x q x F x dx . 

 

Â ðåçóëüòàò³ âèíèêàº íàñòóïíèé âèðàç 2 3
0 2 0[1 2 ] ( )h k ,çà 

ÿêèì ðîçðàõîâóºòüñÿ ñòàëà ðîçïîâñþäæåííÿ ìàéæå ïîïåðå÷íèõ 
åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü. 
 
5. ÂÈÑÍÎÂÎÊ 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à ðîçïîâñþäæåííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü ó 
äîôðàêòàëüí³é ñèñòåì³ ÌÑË ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó Ðåëåÿ. Öåé ìåòîä 
ïðèâîäèòü äî âèä³ëåííÿ îñíîâíèõ ìàéæå ïîïåðå÷íèõ òèï³â 
åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü. Ïðîâåäåíî ïåðåòâîðåííÿ òà ñïðîùåííÿ 
ñèíãóëÿðíèõ ²Ð ïåðøîãî ðîäó, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
õàðàêòåðèñòèê çàçíà÷åíèõ õâèëü. Ñïî÷àòêó äåòàëüíî äîñë³äæóºòüñÿ íóëüîâå 
÷è åëåêòðîñòàòè÷íå íàáëèæåííÿ. Ïðîâîäèòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ ÿäðà, ùî 
âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì, äî ñóìè òèïó ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿ òà ÷èñåëüí³ 
ðîçðàõóíêè. Âæå â íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ ïðîÿâëÿºòüñÿ ÷àñòîòíà çàëåæí³ñòü 
³ ìîæëèâ³ñòü âðàõîâóâàòè ïîïåðå÷íó ñêëàäîâó ù³ëüíîñò³ ïîâåðõíåâèõ 
ñòðóì³â íà ñòð³÷êàõ. 
 Äàë³ ðîçãëÿäàþòüñÿ äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè ñòàëèõ ðîçïîâñþäæåííÿ 
ìàéæå ïîïåðå÷íèõ õâèëü. Äîâîäèòüñÿ, ùî ïîïðàâêè ïåðøîãî ïîðÿäêó 
â³äíîñíî ìàëîãî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà  äëÿ h òà jz(t) (äëÿ âèïàäêó ïðîñòîãî 
âëàñíîãî çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà÷åíü (7)) â³äñóòí³. 
Îòðèìàí³ äèñïåðñ³éí³ ïîïðàâêè ñòàëèõ ðîçïîâñþäæåííÿ ÿê³ ìàþòü ïîðÿäîê 
O( 2ln  – 1)  òà  O( 2), ÿê³ ìîæíà âèçíà÷àòè áåç ðîçâ’ÿçàííÿ ²Ð (8), 
êîðèñòóþ÷èñü íóëüîâèì íàáëèæåííÿì òà â³äîìîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (8). 
Ñë³ä çàçíà÷èòè ïðî ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíî¿ ñõåìè äî 
âèçíà÷åííÿ äèñïåðñ³éíèõ ïîïðàâîê äîâ³ëüíîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî ÷àñòîòíîãî 
ïàðàìåòðà . 
 

INVESTIGATION OF ELECTROMAGNETIC WAVES IN PREFRACTAL 
MICROSTRIP LINE SYSTEMS BY THE RALEIGH METHOD 

 
G.I. Koshovy 
 
National Aerospace University, 
17, Chkalov Str., 61070, Kharkov, Ukraine 
E-mail: k405@d4.khai.edu 

 
Investigation of electromagnetic waves in the prefractal microstrip line system is 
presented. The problem is formulated in the form of a set of the first kind singular 
integral equations, which are transformed for application of the Raleigh method. This 
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method separates the basic types of quasi-transverse electromagnetic waves. At first 
the electrostatic approach is examined in details. Then the dispersion additional terms 
of the quasi-transverse wave propagation constants are considered. 
 

Keywords: ELECTROMAGNETIC WAVES, FRACTAL MODELING, MICROSTRIP 
LINES, INTEGRAL EQUATIONS, THE RALEIGH METHOD. 
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ìèêðîïîëîñêîâûõ ëèíèé. Çàäà÷à ïîñòàâëåíà â âèäå ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ 
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