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Лекцiя 1

Вступ. Чисельнi методи як iнструмент
сучасних наукових дослiджень

Реальнi iнженернi та фiзичнi задачi у всiх галузях науки i технi-
ки зазвичай вирiшуються за допомогою використання двох пiдхо-
дiв: фiзичного експерименту та попереднього аналiзу конструкцiй,
схем, явищ iз метою вибору будь-яких їх оптимальних параметрiв.

Перший пiдхiд пов’язаний з великими та не завжди виправ-
даними витратами матерiальних i тимчасових ресурсiв.

Другий пiдхiд пов’язаний iз математичним моделюванням, в
основi якого закладенi знання фундаментальних законiв природи
i побудова на їх основi математичних моделей для довiльних те-
хнiчних i наукових завдань. Математичнi моделi розробляються з
дотриманням коректностi та адекватностi до реальних процесiв, але
зазвичай з урахуванням простоти їх технiчної реалiзацiї.

Математична модель, заснована на спрощеннi, iдеалiзацiї, не
тотожна реальному явищу, об’єкту, а є його наближеним описом.
Проте завдяки замiнi реального об’єкта наближеною моделлю стає
можливим його математичний опис i застосування математичного
апарату щодо його аналiзу. Математика дозволяє провести деталь-
ний аналiз явища, що розглядається, передбачити його поведiнку в
рiзних умовах та в майбутньому.

Складнiсть математичної моделi та її дослiдження залежить вiд
складностi дослiджуваного об’єкта. Якщо ранiше математичнi ме-
тоди та моделi застосовувалися лише в механiцi, фiзицi, астрономiї,
що вивчають найпростiшi форми руху, то з появою ЕОМ i розви-
тком обчислювальної математики математичнi методи знаходять
застосування i в iнших галузях дiяльностi людини.

Побудова моделi об’єкта, явища починається з видiлення його
найбiльш iстотних рис i властивостей та опису їх за допомогою
математичних спiввiдношень. Потiм, пiсля створення математичної
моделi, її дослiджують математичними методами, тобто вирiшують
сформульоване математичне завдання.
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1.1 Приклади математичних моделей

Як приклад розглянемо задачу визначення площi поверхнi сто-
лу. Моделлю цiєї поверхнi, здавалося б, може бути прямокутник зi
сторонами, такими, що дорiвнюють сторонам столу. Якщо ж дов-
жини протилежних сторiн столу та його дiагоналей виявляться не
однаковими, як модель потрiбно взяти чотирикутник. Для бiльш
точного визначення площi столу необхiдно врахувати ще заокругле-
ння його кутiв. Отже, з пiдвищенням вимог до точностi визначення
площi столу його математичнi моделi постiйно уточнюються.

Математична модель не визначається однозначно дослiджува-
ним об’єктом. Вибiр конкретної моделi визначається вимогами до
її точностi. Побудова математичної моделi одна з найскладнiших i
найвiдповiдальнiших етапiв дослiдження об’єкта. Математична мо-
дель нiколи не буває тотожна об’єкту, що розглядається, не передає
всiх його властивостей, оскiльки ґрунтується на спрощеннi та iде-
алiзацiї об’єкта. Тому результати, одержуванi з урахуванням цiєї
моделi, мають завжди наближений характер. Їхня точнiсть визна-
чається ступенем вiдповiдностi, адекватностi моделi та об’єкта. Пи-
тання точностi є найважливiшим у прикладнiй математицi. Проте
воно не є суто математичним питанням i не може бути вирiшене ма-
тематичними методами. Основним критерiєм iстини є експеримент,
тобто зiставлення результатiв, одержуваних на основi математичної
моделi, з об’єктом, що розглядається. Лише практика дозволяє по-
рiвняти рiзнi гiпотетичнi моделi й вибрати з них найбiльш просту й
достовiрну, зазначити галузi застосування рiзних моделей i напря-
мок їх удосконалення.

Однiєю з типових задач обчислювального експерименту – про-
блема лазерного термоядерного синтезу – невичерпного джерела
одержання енергiї. Взяти пiд контроль процес термоядерного син-
тезу i навчитися ним керувати – означає розв’язати енергетичну
проблему.

Розглянемо розвиток моделi на прикладi вiдомої задачi балiсти-
ки визначення траєкторiї тiла, випущеного з початковою швидкiстю
v0 пiд кутом α0 до горизонту. Для початку припустимо, що швид-
кiсть v i дальнiсть польоту тiла невеликi. Тодi для цього завдання
буде справедлива математична модель Галiлея, заснована на таких
припущеннях:
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1. Земля – iнерцiйна система.

2. Прискорення вiльного падiння g постiйне.

3. Земля – плоске тiло.

4. Опiр повiтря вiдсутнiй.

Проте, як свiдчить практика, результати, одержанi з урахуван-
ням цiєї моделi, виявляються справедливими лише на малих поча-
ткових швидкостях руху тiла v0 < 30 m/s.

Подальше уточнення моделi балiстичного завдання щодо облi-
ку опору повiтря було зроблено Ньютоном. Це дозволило з доста-
тньою точнiстю розраховувати траєкторiї руху гарматних ядер, що
вистрелюються зi значними початковими швидкостями.

Перехiд вiд гладкоствольної до нарiзної зброї дозволив збiль-
шити швидкiсть, дальнiсть та висоту польоту снарядiв, що зажа-
дало подальшого уточнення математичної моделi задачi. У новiй
математичнiй моделi було переглянуто всi припущення, взятi моде-
лi Галiлея, тобто Земля вже не вважалася плоскою та iнерцiйною
системою, i сила земного тяжiння не бралася постiйною.

Наступне вдосконалення математичної моделi завдання пов’язане
з використанням методiв теорiї ймовiрностi. Це було викликано тим,
що параметри снарядiв, знарядь, зарядiв i навколишнього середо-
вища через пуски оброблення деталей та iнших причин не залиша-
ються незмiнними, а пiдпорядковуються випадковим коливанням.

Унаслiдок послiдовних уточнень i вдосконалень була створена
математична модель, що найбiльш повно й точно описує задачу зов-
нiшньої балiстики. Зiставлення її даних iз результатами стрiльб по-
казало добрий їх збiг.

На цьому прикладi показанi етапи створення, розвитку та уто-
чнення математичної моделi об’єкта, якi супроводжуються постiй-
но зiставленням i перевiреною практикою, тобто з самим реальним
об’єктом або явищем. Саме недостатньо хороший збiг результатiв,
що надаються моделлю, з об’єктом викликає подальше вдосконале-
ння моделi.

Нарештi зазначимо, що вибiр конкретної математичної моделi
об’єкта для його аналiзу необхiдно робити з умови забезпечення
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достатньої точностi одержуваних результатiв i простоти моделi. Во-
дночас завжди потрiбно пам’ятати, що не можна використовувати
дуже точну й складну модель об’єкта, коли потрiбна невелика то-
чнiсть результатiв.

1.2 Етапи розв’язання практичних задач на комп’ютерi

У зв’язку зi швидким розвитком обчислювальної технiки обчи-
слювальний експеримент набув широкого застосування для прове-
дення наукових дослiджень та iнженерного проєктування. Вiн ґрун-
тується на побудовi та аналiзi за допомогою комп’ютера математи-
чних моделей дослiджуваного об’єкта чи явища.

Об’єкт, явище або 
процес дослідження

1

2

Математична модель

3

Чисельний метод

4

Програмування

5

Розрахунки

6

Аналіз одержаних 
результатів

Рисунок 1.1– Етапи розв’язання практичних задач на комп’ютерi

Об’єкт, явище або процес дослiдження. Нехай потрiбно дослiди-
ти певний об’єкт, явище або процес (рис. 1.1). Спочатку формулю-
ють основнi закони та взаємозв’язки, що описують цей об’єкт, реа-
лiзується вибiр загального пiдходу до розв’язування, визначаються
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основнi критерiї, якi повинна задовольняти розроблювана система i
наводиться формальний математичний опис задачi. На цьому етапi
необхiдне глибоке розумiння задачi.

Математична модель. На основi поставленої задачi розробля-
ють математичну модель, що становить собою зазвичай запис цих
законiв у виглядi системи рiвнянь (алгебраїчних, диференцiальних,
iнтегральних та iн.). Пiсля того, як задачу сформульовано, її по-
трiбно розв’язати. Лише в досить простих випадках можливо одер-
жати розв’язок в явному виглядi. Варто зазначити, що якщо ма-
тематична модель вибрана недостатньо коректно, то якi б методи
не застосовувалися для розрахункiв з її використанням, одержанi
висновки будуть ненадiйнi, або й зовсiм неправильнi.

Чисельний метод. Пiсля побудови математичної моделi пере-
ходять до її теоретичного аналiзу: дослiджують, чи коректно по-
ставлено задачу, чи має вона розв’язок, єдиний вiн чи нi тощо.
Часто розв’язувати складнi прикладнi задачi починають i без ви-
черпного аналiзу їхнiх математичних властивостей, оскiльки для
такого аналiзу можна затратити час, який перевищує вiдведений
для розв’язування прикладної задачi термiн. Здебiльшого виникає
необхiднiсть використання того чи iншого наближеного методу: об-
числювального методу або дискретної моделi. На основi одержаної
дискретної моделi будують обчислювальний алгоритм, результатом
реалiзацiї якого є число або таблиця чисел.

Програмування. На цьому етапi складають програму для реалi-
зацiї розробленого алгоритму або використовують стандартнi паке-
ти прикладних програм, що призначенi для розв’язування певного
класу математичних задач, далi виконують тестування програми
з метою виявлення помилок. Для тестової задачi пiдбирають такi
вхiднi данi, якi дозволять спостерiгати достовiрнiсть розвитку.

Розрахунки. Пiсля розроблення та вiдладнання програми настає
етап проведення обчислень.

Аналiз одержаних результатiв. Одержанi результати детально
аналiзують з точки зору їх вiдповiдностi дослiджуваному явищу i
за необхiдностi вносять змiни в математичну модель або обирають
iнший обчислювальний метод. Цей цикл повторюють доти, поки не
буде одержано результати з заданою точнiстю. Обчислювальна ма-
тематика забезпечує лише один з етапiв обчислювального експери-
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менту, а саме етап вибору (побудови) обчислювального методу, вiд
якого значною мiрою залежить ефективнiсть усього експерименту.

Отже, комп’ютер сам задачу не розв’язує, а лише виконує напе-
ред задану послiдовнiсть обчислень; використання комп’ютера не
звiльняє дослiдника вiд всебiчного та скурпульозного осмислення
своєї роботи та глибокого вивчення ОД.

1.3 Методи реалiзацiї математичних моделей

Методи реалiзацiї математичних моделей можна подiлити на
три групи: 1) графiчнi; 2) аналiтичнi; 3) чисельнi. Зазначенi методи
використовуються як самостiйно, так i спiльно.

Графiчнi методи дозволяють оцiнювати порядок шуканих ве-
личин i напрямок розрахункових алгоритмiв.

Аналiтичнi методи (точнi, наближенi) спрощують фрагментар-
нi розрахунки й дозволяють успiшно вирiшувати завдання оцiню-
вання коректностi та точностi чисельних рiшень.

Основним iнструментом реалiзацiї математичних моделей є чи-
сельнi методи. Чисельнi методи, що дозволяють звести розв’язування
задачi до виконання скiнченного числа арифметичних i логiчних
дiй з числами. Водночас розв’язок визначається як набiр чисел, якi
надалi можуть бути iнтерпретованi рiзним способом (наприклад,
поданi у виглядi таблиць, графiкiв, анiмацiї тощо). Їх перевагами
є: абсолютна унiверсальнiсть, бо теоретично можуть бути застосо-
ванi для розв’язання будь-яких задач; добре пристосованi для ре-
алiзацiї на комп’ютерi. Недолiком є велика трудомiсткiсть у ходi
ручного рахунку, що зазвичай не є проблемою, оскiльки вони при-
значенi для використання на комп’ютерi. Отже, чисельнi методи
є основним апаратом розв’язання математичних задач, а їх значу-
щiсть лише збiльшуватиметься через удосконалення комп’ютерної
технiки. Чисельнi методи бувають двох типiв: прямi та iтерацiйнi.

Метод називається прямим, якщо вiн дозволяє одержувати розв’я-
зок пiсля виконання скiнченного числа елементарних операцiй. Iн-
коли прямi методи називають точними, маючи на увазi, що за вiд-
сутностi похибок у вхiдних даних i пiд час виконання елементарних
операцiй результат буде точним.

Далi розглядатимемо iтерацiйнi методи, суть яких полягає в
побудовi послiдовних наближень до розв’язку задачi. Спочатку ви-
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бирають одне чи декiлька початкових наближень, а потiм послi-
довно, використовуючи знайденi ранiше наближення й однотипну
процедуру розрахунку, будують новi наближення. Внаслiдок тако-
го iтерацiйного процесу теоретично можна побудувати нескiнченну
послiдовнiсть наближень. Якщо ця послiдовнiсть збiгається (що не
гарантовано), то це iтерацiйний метод збiжний. Окремий крок iте-
рацiйного процесу називається iтерацiєю.

Проте пiд час комп’ютерної реалiзацiї будь-якого методу неми-
нучi похибки заокруглення i, як наслiдок, наявнiсть обчислюваль-
ної похибки.

Вiдхилення наближеного розв’язку вiд дiйсного називається по-
хибкою.

1.4 Характеристики чисельних методiв

Для оцiнювання чисельних методiв, тобто порiвняння мiж со-
бою методiв для розв’язання однiєї задачi, вводять такi їх основнi
характеристики:

– трудомiсткiсть;

– порядок методу;

– збiжнiсть;

– швидкiсть збiжностi;

– стiйкiсть до погрiшностей обчислень;

– стiйкiсть до погрiшностей у вiдправних даних.

Пiд трудомiсткiстю методу розумiють кiлькiсть та якiсть об-
числень, необхiдних для досягнення достатньо близького наближе-
ння розв’язку задачi. Пiд порядком методу розумiють вимоги до
знань про функцiї, що входять у математичне формулювання зада-
чi (наприклад, використання в методi похiдних цих функцiй):

– метод нульового порядку, якщо вiн використовує лише значе-
ння цих функцiй;

– метод першого порядку, якщо вiн використовує значення фун-
кцiй i їх перших похiдних;
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– метод другого порядку, якщо вiн використовує значення фун-
кцiй та їх перших i других похiдних тощо.

Чисельний метод називається таким, що збiгається, якщо на-
ближення xk прямує до розв’язку x∗ зi збiльшенням k.

Очевидно, що методи, якi не збiгаються, не цiкавi з прикладної
точки зору. Тому одним iз найважливiших етапiв пiд час введення
нового чисельного методу є теоретичне доведення його збiжностi,
тобто формулювання умов, за яких метод гарантовано збiгається.
В основному розрiзняють три швидкостi збiжностi методiв.

1 Лiнiйна збiжнiсть.

Послiдовнiсть x(k), k = 0, 1, 2, · · · лiнiйно збiгається до розв’язку
x∗ (або зi швидкiстю геометричної прогресiї), якщо iснують
числа q ∈ (0; 1), k0 > 0 такi, що

||x(k+1) − x∗|| ≤ q||x(k) − x∗||, k ≥ k0. (1.1)

Тут норма x− y означає вiдстань мiж x i y.

2 Надлiнiйна збiжнiсть. Послiдовнiсть x(k), k = 0, 1, 2, · · · на-
длiнiйно збiгається до розв’язку x∗, якщо iснує послiдовнiсть
qk, k = 0, 1, 2, · · · , qk ∈ (0; 1) така, що

||x(k+1) − x∗ ≤ qk||x(k) − x∗||, qk → 0, k → ∞. (1.2)

3 Квадратична збiжнiсть. Послiдовнiсть x(k), k = 0, 1, 2, · · · ква-
дратично збiгається до розв’язку x∗, якщо iснують числа C >
0, k0 > 0 такi, що

||x(k+1) − x∗|| ≤ C||x(k) − x∗||2, k ≥ k0. (1.3)

Пiд стiйкiстю до погрiшностей обчислень розумiють те, що за-
стосування чисельного методу приводить до розв’язку задачi на
комп’ютерi, незважаючи на помилки округлень i обчислень. Для
цього в чисельних методах, якщо потрiбно, передбачаються дода-
тковi операцiї, що не змiнюють суть методу, але забезпечують його
стiйкiсть до помилок обчислень.
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Пiд стiйкiстю до погрiшностей у вiдправних даних розумiють
те, що за невеликих погрiшностей у вiдправних даних застосува-
ння чисельного методу дозволяє одержати наближений розв’язок
задачi з не дуже великою погрiшнiстю. Стiйкiсть до погрiшностей
у вiдправних даних досягається зазвичай шляхом модифiкацiї чи-
сельного методу, тобто внесенням змiн до сутi методу.
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Лекцiя 2

Елементи теорiї похибок

Розв’язки задач, одержаних за допомогою технологiї комп’ютер-
ного експерименту, завжди будуть мати похибку. Чинники появи
похибок можуть бути такими:

1 Побудова математичної моделi реальної задачi. Похибка може
з’явитися вiдповiдно до степенi коректностi та обумовленостi
математичної моделi задачi.

2 Одержання вихiдних даних. Похибка може з’явитися внаслi-
док вимiрювання чи округлення вихiдних даних.

3 Розроблення обчислювального алгоритму. Похибку може обу-
мовлювати степiнь збiжностi наближеного методу розв’язання
задачi до точного.

4 Похибка обчислювальної технiки, на якiй моделюється комп’ю-
терний експеримент. Сюди належать похибки обмеженостi роз-
рядної сiтки комп’ютера i похибки машинної арифметики.

Похибка, що з’являється через чинники 1 i 2 наведеного пере-
лiку носить назву неусувної похибки комп’ютерного експерименту.
Чинник 3 дає так звану похибку методу i чинник 4 – похибку на-
ближених обчислень.

Похибка математичної моделi виникає через прагнення за-
безпечити порiвняльну простоту її технiчної реалiзацiї та доступно-
стi дослiдження. Потрiбно мати на увазi, що конкретна математи-
чна модель (ММ), що чудово працює в одних умовах, може бути
абсолютно непридатною в iнших. З погляду споживача, важливим
є правильне оцiнювання галузi її (ММ) застосування.

Похибка чисельного методу (похибка апроксимацiї), пов’я-
зана, наприклад, iз замiною iнтеграла сумою, з усiченням рядiв
пiд час обчислення функцiй, з iнтерполюванням табличних значень
функцiональних залежностей тощо. Зазвичай похибка чисельного
методу регульована i може бути зменшена до будь-якого розумного
значення шляхом змiни певного параметра.
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Обчислювальна похибка виникає через округлення чисел,
промiжних та остаточних результатiв рахунку. Вона залежить вiд
правил i необхiдностi округлення, а також вiд алгоритмiв чисель-
ного рiшення.

2.1 Абсолютна та вiдносна похибки

Розглянемо бiльш детально види похибок i рекомендацiї для їх
усунення або зменшення.

Означення 2.1 Наближеним числом називається таке число,
яке вiдрiзняється вiд точного числа на незначну величину i замi-
няє його в процесi обчислень.

Працюючи з наближеними величинами обчислювач повинен вмi-
ти:

a) давати математичнi характеристики точностi наближених ве-
личин;

б) знаючи степiнь точностi вихiдних даних, оцiнити степiнь то-
чностi результатiв;

в) брати вихiднi данi з таким степенем точностi, щоб забезпечи-
ти задану точнiсть результату. У цьому разi не потрiбно на-
дмiрно завищувати точнiсть вихiдних даних, щоб позбавити
обчислювача вiд непотрiбних розрахункiв;

г) вмiти правильно побудувати обчислювальний процес, щоб по-
збавити його вiд тих обчислень, якi не вплинуть на точнi ци-
фри результату.

Основними характеристиками точностi обчислень є абсолютна i вiд-
носна похибки наближених величин.

Означення 2.2 Абсолютною похибкою наближеної ве-
личини x̂ називається модуль її вiдхилення вiд вiдповiдної точної
величини x, тобто

∆x = |x̂− x|. (2.1)
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Абсолютна похибка ∆x є величиною вимiрною i не пiдходить для
порiвняння похибок рiзних величин, якi є вхiдними, або такими, що
обчислюються в процесi комп’ютерного експерименту.

�
ПРИКЛАД 1

Якщо для плаского об’єкта, який моделюється, ввести площу з точнiстю
до см2 (тобто ввести Ŝ = 999 см2 замiсть S = 1 000 см2), одержимо аб-
солютну похибку ∆S = 1 см2, а товщину ввести з точнiстю до 10−3 см
(тобто замiсть l = 0.011 см ввести l̂ = 0.01см, то одержимо абсолютну
похибку ∆l = 0.001 см. Виглядає так, що площа об’єкта була введена з
бiльшою похибкою, нiж його товщина. Хоча насправдi це не так.

Для порiвняння вiдхилень рiзних наближених числових даних
моделi вiд їх точного значення застосовують вiдносну похибку на-
ближеної величини.

Означення 2.3 Вiдносною похибкою δx наближеної величи-
ни x̂ називається вiдношення абсолютної похибки ∆x наближеної
величини до модуля точного значення величини x

δx =
|x̂− x|
|x|

=
∆x

|x|
. (2.2)

Вiдносна похибка вiдображає долю викривленої iнформацiї у набли-
женiй величинi щодо iстинного значення цiєї величини.

Оскiльки часто дослiдникiв цiкавить вiдсоток похибки внаслi-
док комп’ютерного експерименту, то часто результат (2.3) множать
на 100 %, тобто розглядають вiдносну похибку за такою формулою

δx% =
∆x

|x|
· 100 %. (2.3)

Якщо повернутися до попереднього приклада i порiвняти вiдно-
снi похибки площi та товщини пласкої фiгури, то одержимо, що

δS =
1

1 000
= 0.001δ; δl =

0.001

0.011
=

1

11
0.0(9) ≈ 0.1

або у вiдсотковому вiдношеннi

δS = 0.1%; δl = 10%.
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Отже, площу об’єкта було введено iз значно меншим викривленням,
нiж товщину.

Абсолютна i вiдносна похибки легко визначаються в разi вiдо-
мого точного значення величини x. На практицi дуже часто такого
знання в дослiдника немає. В такому разi визначається максималь-
не допустиме вiдхилення ∆∗

x вiд точного значення для цiєї задачi i
розглядається дiапазон значень наближеної величини x̂:

|x− x∗| ≤ ∆∗
x (2.4)

або

x̂−∆∗
x ≤ x ≤ x̂+∆∗

x.

За такого визначення величина ∆∗
x називається гранично допу-

стимою абсолютною похибкою величини x i вважається, що
iстинне значення величини x лежить у дiапазонi [x̂−∆∗

x; x̂+∆∗
x].

Цей факт вiдображають записом x = x±∆∗
x i кажуть, що вели-

чина x задана з точнiстю до ∆∗
x.

У вiдноснiй похибцi за таких умов замiняється |x| на |x̂|, вiдносна
похибка замiняється на гранично допустиму вiдносну похибку
наближеної величини i формула (2.3), набирає вигляду

δ∗x =
∆∗

x

|x̂|
. (2.5)

та вiдповiдно

δx% =
∆∗

x

|x̂|
· 100 %.

Зауваження! Загалом за гранично допустимi абсолютну i вiд-
носнi похибки можуть бути взятi будь-якi величини, що переви-
щують вiдомi похибки. Але за можливостi потрiбно визначати
найменшi з таких.

Наприклад, якщо для одержання вихiдних даних для матема-
тичної моделi проводиться серiя експериментiв, унаслiдок якої до-
слiдник одержує ряд абсолютних похибок для величини, що дослi-
джується, то за граничне значення краще за все взяти найбiльшу
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абсолютну похибку з цього ряду. Або якщо передчасно вiдомо ма-
ксимально допустиме вiдхилення вiд точного значення величини,
то саме його i необхiдно брати за граничне значення абсолютної
похибки.

�
ПРИКЛАД 2

Пiсля серiї вимiрювань довжин двох об’єктiв одержали, що довжина об’єкта
A дорiвнює l = 43.3 ± 0.1 см, а довжина об’єкта B : L = 934.5 ± 0.1
см. Знайти гранично допустимi вiдноснi похибки вимiрювання об’єктiв i
оцiнити точнiсть одержаних даних у вiдсотках.�� ��Розв’язування

Використаємо формулу (2.5) для обчислення граничної вiдносної по-
хибки у вiдсотках:

δ∗l =
0.1

43.3
· 100 % ≈ 0.23%; δ∗L =

0.1

934.5
· 100 % ≈ 0.01 %.

Одержали, що гранично допустима вiдносна похибка вимiрювання
об’єкта A становить 0.23 %, а об’єкта B – 0.01 % для однакової гра-
нично допустимої абсолютної похибки. Вiдповiдно точнiсть задання да-
них по об’єкту A не менше нiж 100 % − 0.23 % = 99.77 %, а по об’єкту
B − 100 %− 0.01 % = 99.99 %.

�
ПРИКЛАД 3

Визначити граничну абсолютну похибку наближеного числа a = 12.937,
якщо вiдомо, що граничне значення вiдносної похибки цього числа ста-
новить 0, 01%.�� ��Розв’язування

0.01 % =
∆∗

a

|12.937| · 100 %
.

Звiдси

∆∗
a =

δ∗a % · |â|
100 %

=
12.937 · 0.01

100
= 0.001 = 10−3.
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�
ПРИКЛАД 4

З’ясувати, яка рiвнiсть точнiша x = 13
19 ≈ 0, 684 або y =

√
52 ≈ 7.21.�� ��Розв’язування

Обчислюємо обидва вирази з бiльшою кiлькiстю знакiв (щонайменше
на 2 знаки бiльше)

x =
13

19
≈ 0.68421; y =

√
52 ≈ 7.2111.

Обчислюємо граничну абсолютну похибку, округлюючи одержанi ре-
зультати з надлишком.

∆∗
x = |0.68421− 0.684| = 0.00022;∆∗

y = |7.2111− 7.21| = 0.0012.

Обчислюємо граничнi вiдноснi похибки

δ∗x =
0.00022

0.684
· 100 % = 0.033 %;

δ∗y =
0.0012

7.21
· 100 % = 0.017 %.

Одержали δ∗y < δ∗x, отже, вираз y =
√
52 ≈ 7.21 точнiший.

У будь-якiй позицiйнiй системi числення з основою p довiльне
дiйсне число a можна подати як лiнiйну комбiнацiю цифр, якi вiд-
повiдають цiй основi, помножених на степенi основи pk, k = 1, · · · , n,
тобто

a = a1p
n + a2p

n−1 + · · ·+ akp
n−k+1, (2.6)

де ai – цифри системи числення за основою p, множник pj бiля
цифри ai – позицiя цiєї цифри у числi; a1 ̸= 0, pn – старший розряд
числа за цiєю основою, порядок числа.

Наприклад, у десятковiй системi числення числа

a = 21.003 = 2 · 101 + 1 · 100 + 0 · 10−1 + 0 · 10−2 + 3 · 10−3;

b = 0.00023 = 2 · 10−4 + 3 · 10−5

мають вiдповiдно порядок 1 i −4.

19



Для стандартизацiї запису чисел застосовують нормалiзовану та
стандартизовану форму запису числа з рухомою комою в системi
числення з основою p:

a = a1, a2, · · · , ak ·pn – стандартизований запис числа з рухомою
комою;

a = 0, a1, a2, · · · , ak · pn+1 – нормалiзований запис числа з рухо-
мою комою.

Наприклад, для десяткової системи числення

0.00023 = 2.3 ·10−4 = 0.23 ·10−3; 1234000 = 1.234 ·106 = 0.1234 ·107.

2.2 Значущi цифри числа. Правильнi та сумнiвнi
цифри числа

Означення 2.4 Всi цифри стандартизованої форми числа, вра-
ховуючи правi нулi, якщо вони характеризують розряд, називаю-
ться значущими цифрами числа (мантисою).

У наведеному прикладi значущi цифри видiленi:

123.0420 = 1.230420 · 102; 0.304057 = 3.04057 · 10−1;

0.00230 = 2.30 · 10−3.

Для аналiзу розрахункiв на похибку бiльш iстотним є не питан-
ня значущих цифр у наближеному числi, а питання правильної чи
сумнiвної цифри наближеного числа.

Означення 2.5 Для наближеного числа

x̂ = a1 · 10n + a2 · 10n−1 + · · ·+ ak · 10n−k+1

з k значущими цифрами цифра ak буде правильною, якщо абсо-
лютна похибка числа x̂ вiдповiдає умовi

∆x ≤ ω · 10n−k+1, 0.5 ≤ ω ≤ 1. (2.7)

У разi порушення умови цифру ak називають сумнiвною.
Якщо ω = 0.5, то це свiдчить, що ak є правильною у вузь-

кому сенсi. В такому разi абсолютна похибка числа не перевищує
половину одиницi розряду 10n−k+1.
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Якщо ω = 1 , то це свiдчить, що ak є правильною у широ-
кому сенсi. В такому разi абсолютна похибка числа не перевищує
одиницi розряду 10n−k+1.

Наприклад, для точного числа x = 7.138 в наближеному чи-
слi x̂ = 7.14 права цифра a3 = 4 є правильною у вузькому сенсi,
оскiльки

∆x = |7.14− 7.138| = 0.002 < 0.005 = 0.5 · 10−2 = 0.5 · 100−3+1.

А в наближеному x̂ = 7.13, a3 = 3 є сумнiвною у вузькому сенсi,
оскiльки

∆x = |7.13− 7.138| = 0.008 > 0.005.

Але ця цифра є правильною в широкому сенсi, оскiльки

∆x = |7.13− 7.138| = 0.008 < 0.01 = 1 · 10−2.

Якщо наближенi числа з’являються внаслiдок обчислень iз точни-
ми вихiдними даними, має сенс розглядати наближення у вузькому
сенсi.

Якщо вихiднi данi вже є наближеними величинами, то краще
брати точнiсть у широкому сенсi, тобто у (2.7) брати ω = 1.

�
ПРИКЛАД 5

а) Скiльки правильних знакiв має наближене число a = 2.324± 0.0076
у вузькому сенсi, у широкому сенсi?

б) Визначити граничну абсолютну похибку чисел a = 96.384; b = 9.18
якщо вони мають усi правильнi цифри у вузькому та широкому
сенсi вiдповiдно.�� ��Розв’язування

а)0.0076 > 0.005 = 0.5·10−2=0−3+1, отже, 3-тя цифра a3 = 2 у вузькому
сенсi є сумнiвною, правильних знакiв є 2 : a1 = 2, a2 = 3.

Водночас 0.0076 < 0.01 = 1 · 10−2=0−3+1 , тобто в широкому сенсi
цифра a3 = 2 є правильною i правильних цифр у числi 3.

б) У вузькому сенсi: a = 96.384± (0.0005 = 0.5 · 101−5+1=−3) ; у широ-
кому сенсi: b = 9.18± (0.01 = 1 · 100−3+1=−2).
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2.3 Правила округлення

У процесi обчислень не потрiбно забувати правил округлення
чисел, бо округлення теж додає помилки.

1 Якщо перша лiва цифра з тих, що вiдкидаються, бiльша нiж
5, то остання iз збережених пiдсилюється (додається 1)
(5.348 ≈ 5.35).

2 Якщо перша лiва цифра з тих, що вiдкидаються, менша нiж 5,
то остання iз збережених залишається без змiн (5.343 ≈ 5.34).

3 Якщо перша лiва цифра з тих, що вiдкидаються, дорiвнює 5,
то остання iз збережених залишається без змiн, якщо вона
парна, i пiдсилюється, якщо вона непарна

(5.345 ≈ 5.34; 5.375 ≈ 5.38).

Отже, застосування наведених правил округлення дає абсолю-
тну похибку, яка не перевищує половини одиницi розряду, який ви-
значає остання залишена цифра.

�
ПРИКЛАД 6

Округлити сумнiвнi цифри числа a = 26.7255 ± 0.0026, залишивши пра-
вильнi знаки у широкому сенсi. Знайти вiдносну точнiсть вихiдного i
округленого чисел.�� ��Розв’язування

∆a = 0.0026 < 0.01 = 1 · 10−2=1−k+1; k = 4 ⇒ 2, 6, 7, 2 – правильнi
числа в широкому сенсi. Округлюємо за правилом 3: a = 26.7255 ≈ 26.72.

∆r−a = |26.7255− 26.72| = 0.0055;

∆c−a = ∆a +∆r−a = 0.0026 + 0.0050 < 0.01.

Тобто пiсля округлення кiлькiсть правильних цифр у широкому сенсi не
змiнилася.

â = 26.72± 0.0081;

δa = 0.0026
26.7255 = 9.728 · 10−5 ≈ 0.0001 = 0.01 %

δâ = 0.0081
26.72 = 3 · 10−4 ≈ 0.0003 = 0.03 %.
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Як бачимо, порядок вiдносної похибки не змiнився.

�
ПРИКЛАД 7

Округлити сумнiвнi цифри числа a = 35.8436, залишивши правильнi зна-
ки у вузькому сенсi. Визначити абсолютну похибку числа, якщо вiдносна
похибка дорiвнює δa = 0.03 %.�� ��Розв’язування

Для визначення правильних цифр потрiбна абсолютна похибка. Зна-
йдемо її, використавши (2.5):

0.0003 = ∆a

35.8436 ⇒ ∆a = 35.8436 · 0.0003 = 0.01075308 ≈ 0.010754

∆∗
a = 0.010754 < 0.05 = 0.5 · 10−1=1−k+1; k = 3; â = 35.8;

∆r−a = |35.8− 35.8436| = 0.0436;

∆c−a = ∆a +∆r−a = 0.010754 + 0.0436 = 0.054354 ≈ 0.05.

Одержали, що спiльна помилка завдання числа + округлення числа
дещо перебiльшила 0.5, отже, точнiсть у вузькому сенсi порушена, але
похибка потрапила в дiапазон (0.05; 01), тобто округлене число має пра-
вильнi числа.

Розглянемо зв’язок мiж кiлькiстю правильних цифр числа та
вiдносною похибкою числа. Число вiзьмемо з (2.6):

1 Вважаємо, що число має k правильних цифр. Правильнi ци-
фри числа пов’язанi з абсолютною похибкою за (2.7), тобто
за граничну абсолютну похибку беремо ∆∗

a = ω · 10n−k+1. Тодi
згiдно (2.5)

δa = ω·10n−k+1

a1·10n+a2·10n−1+···+ak·10n−k+1 ≤

≤ ω·10n−k+1

a1·10n = ω
a1·10k−1 = δ∗a.

Одержали, що за вiдомих k правильних цифр числа гранична
вiдносна похибка дорiвнює

δ∗a =
ω

a1 · 10k−1
, (2.8)
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де a1 – перша лiва значуща цифра числа; 0.5 ≤ ω ≤ 1, k –
кiлькiсть правильних цифр числа.

Зауваження! Вiдносну похибку можна одержати i за
формулою (2.5), але наведений спосiб простiший.

2 У разi, коли вiдносна гранична похибка числа вiдома, зв’язок
одержують з (4.4) так:

δ∗a =
ω

a1 · 10k−1
⇒ δ∗a =

10ω

a1 · 10k
⇒ 10k =

10ω

a1 · δ∗a
.

Щоб знайти k, логарифмується вираз за основою 10:

k̂ = lg(10ω)− lg(a1δ
∗
a) = 1 + lg

(
ω

a1δ∗a

)
.

Одержали

k̂ = 1 + lg

(
ω

a1δ∗a

)
(2.9)

i береться найближче до k̂ цiле число.

У разi пошуку кiлькостi правильних цифр у вузькому сенсi,
формула набере вигляду

k̂ = 1− lg (2a1δ
∗
a) . (2.10)

Для широкого сенсу

k̂ = 1− lg (a1δ
∗
a) (2.11)

i береться найближче до k̂ цiле число.

�
ПРИКЛАД 8

Яку граничну вiдносну похибку в широкому сенсi має число 435.849, якщо
воно має лише правильнi цифри.�� ��Розв’язування

Використаємо (4.4). ω = 1; a1 = 4; k = 6.

δ∗a =
ω

a1 · 10k−1
=

1

4 · 106− 1
= 0.25 · 10−5 = 0.25 · 10−3%.
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�
ПРИКЛАД 9

Зi скiлькома правильними цифрами у вузькому сенсi треба взяти
a =

√
π ≈

√
3.1415927 ≈ 1.77245385 , щоб вiдносна похибка не перевищу-

вала 0.1 %.�� ��Розв’язування

Вiзьмемо першу цифру для числа a : a =
√
π ≈

√
3.1415927 ≈ 1,

вiдносна похибка δa = 0.001;ω = 0.5. Скористаємося (2.10)

k̂ = 1− lg(2 · 1 · 0.001) = 1− (lg 2− 3) ≈ 4− 0.301 ≈ 3.699 ≈ 3.7.

Найближче цiле число k = 4. Отже, a =
√
π ≈ 1.772 – округлення

виконане за правилами. ∆r = 0.00045385 < 0.5 · 10−3=0−4+1, тодi можна
записати, що у вузькому сенсi

a =
√
π = 1.772± 5 · 10−4.
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Лекцiя 3

Пряма та обернена задачi теорiї похибок

Працюючи з наближеними числами, важливим завданням є оцi-
нювання ступеня впливу похибок вихiдних даних на точнiсть оста-
точного результату. Це необхiдно не лише для правильного облiку
обчислювальних похибок, й для визначення можливих шляхiв їх
зменшення.

Зокрема, пiд час обчислення значень функцiй, аргументами яких
є наближенi числа, виникає питання похибки значень, що обчислю-
ються. Визначення величини похибки результату вiдомих похибок
вихiдних даних становить завдання теорiї похибок.

3.1 Пряма задача теорiї похибок

Прямою задачею теорiї похибок є задача визначення похибки
обчислення функцiї за вiдомими похибками аргументiв.

Нехай в областi G задана диференцiйована функцiя
y = f(x1, x2, · · · , xn) i нехай вiдомi ∆xii = 1, n – абсолютнi похиб-
ки аргументiв. Тодi абсолютну похибку функцiї розраховують за
формулою Лагранжа

∆y = |y − ŷ| ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi∆xi

∣∣∣∣ . (3.1)

Для функцiї однiєї змiнної

∆y = |f ′(x̂)|∆x. (3.2)

Означення 3.1 Граничною абсолютною похибкою функцiї ба-
гатьох змiнних називають оцiнку

∆∗
y = sup(x1,x2,··· ,xn)∈G∆y. (3.3)

Нехай для функцiї, заданої вище, вiдомi вiдноснi похибки ар-
гументiв δxi , i = 1, n , тодi

δy =

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂∂xi∆xi

∣∣∣∣ = n∑
i=1

∣∣∣∣x̂i ∂∂xi ln ŷ
∣∣∣∣ δxi . (3.4)
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Для функцiї однiєї змiнної

δy =

∣∣∣∣x̂f ′(x̂)f(x̂)

∣∣∣∣ δxi . (3.5)

Означення 3.2 Граничною вiдносною похибкою функцiї бага-
тьох змiнних називають оцiнку

δ∗y =
∆∗

y

|ŷ|
. (3.6)

У таблицi 3.1 наведенi оцiнки для деяких функцiй вiд однiєї та двох
змiнних.

Таблиця 3.1– Оцiнки для деяких функцiй вiд однiєї та двох змiнних
Функцiя Абсолютна похибка Вiдносна похибка
y = x̂1 + x̂2 ∆y = ∆x1 +∆x2 δy =

|x̂1|·δx1+|x̂2|·δx2
|x̂1+x̂2|

y = x̂1 − x̂2 ∆y = ∆x1 +∆x2 δy =
|x̂1|·δx1+|x̂2|·δx2

|x̂1−x̂2|
y = x̂1 · x̂2 ∆y = x̂2∆x1 + x̂1∆x2 δy = δx1 + δx2

y = x̂1
x̂2

∆y =
∣∣∣ 1
x̂2

∣∣∣∆x1 +
∣∣∣ x̂1

x̂2
2

∣∣∣∆x2 δy = δx1 + δx2

x̂n ∆y =
∣∣nx̂n−1

∣∣∆x δy = |n|δx
ex̂ ∆y = ex̂∆x δy = x̂δx
ln x̂ ∆y = ∆x

x̂ δy = δx
| ln x̂|

�
ПРИКЛАД 1

Знайти абсолютну та вiдносну похибки розрахунку об’єма кругового ко-
нуса V = 1

3πr
2h, якщо r = 5.23 ± 0.005; h = 12.3 ± 0.1; π = 3.14 ± 0.01.�� ��Розв’язування

Виконаємо аналiз на кiлькiсть правильних цифр у кожному з даних.
r = 5.23± 0.005. У вузькому сенсi:

∆⋆
r = 0.005 = 0.5 · 10−2 ⇒ −2 = 0− k + 1 ⇒ k = 3.

Це r має усi 3 правильнi цифри у вузькому сенсi, отже, i в широкому
теж.

h = 12.3± 0.1.
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У вузькому сенсi:

∆⋆
h = 0.1 < 0.5 · 100 ⇒ 0 = 1− k + 1 ⇒ k = 2.

Це h має 2 правильнi цифри у вузькому сенсi.
У широкому сенсi:

∆⋆
h = 0.1 = 1 · 10−1 ⇒ −1 = 1− k + 1 ⇒ k = 3.

Це h має усi 3 правильнi цифри у широкому сенсi

π = 3.14± 0.01.

У вузькому сенсi:

∆⋆
π = 0.01 < 0.5 · 10−1 ⇒ −1 = 0− k + 1 ⇒ k = 2.

Це π має 2 правильнi цифри у вузькому сенсi.
У широкому сенсi:

∆⋆
π = 0.01 = 1 · 10−2 ⇒ −2 = 0− k + 1 ⇒ k = 3.

Це π має усi 3 правильнi цифри в широкому сенсi.
Отже, має сенс розглядати абсолютну похибку результату в широкому

сенсi.
Перший шлях – через абсолютнi похибки.
Використаємо для обчислення абсолютної похибки формулу Лагран-

жа та обчислюємо частиннi похiднi:

∂V

∂π
=

1

3
r2h =

1

3
(5.23)2 · 12.3 = 112.147;

∂V

∂r
=

2

3
πrh =

2

3
· 3.14 · 5.23 · 12.3 = 134.662;

∂V

∂h
=

1

3
πr2 =

1

3
· 3.14 · (5.23)2 = 28.629.

∆V = V ′
π∆π+V

′
r∆r+V

′
h∆h = 112.15·0.01+134.66·0.005+28.63·0.1 ≈ 4.658см3.

Отже, ∆⋆
V = 5. Обчислимо безпосередньо об’єм конуса

V =
1

3
· 3.14 · (5.23)2 · 12.3 = 352.141 ⇒ V = 352.141± 5.

З’ясуємо кiлькiсть правильних цифр результату в широкому сенсi

28



∆⋆
V = 5 < 10 = 101 ⇒ 1 = 2− k + 1 ⇒ k = 2.

Унаслiдок обчислень є 2 правильнi цифри 3 i 5. Якщо результат окру-
глити до правильних цифр, одержимо

V = 350± 5.

Водночас похибка округлення буде ∆V = |352.141−350| = 2.141; повна
похибка: ∆V = 4.658 + 2.141 = 6.799 < 10, тобто за граничну абсолютну
похибку результату в широкому сенсi потрiбно брати ∆⋆

V = 10.
Остаточно: V = 350± 10. Вiдносна гранична похибка може бути роз-

рахована як

δ⋆V
∆⋆

V

|V |
=

10

350
≈ 0.029

або 3 %.
Об’єм кругового конуса обрахований iз точнiсть 97 %.
Другий шлях — через вiдноснi похибки.
Об’єм конуса знаходимо як

V =
1

3
πr2h.

Розрахунок будемо вести в широкому сенсi, де усi данi мають по 3 пра-
вильнi цифри:

δ⋆V = δ⋆π + δ⋆r2 + δ⋆h ⇒ ∆⋆
V = δ⋆V · V ;

δ⋆π =
1

3 · 102
= 0.003; δ⋆r2 = 2δ⋆r = 2

1

5 · 100
= 0.004;

δ⋆h =
1

102
= 0.01 ⇒ δ⋆V = 0.017.

Абсолютна похибка:

∆⋆
V = δ⋆V V ;V = 352.141 ⇒ ∆⋆

V = 352.141 · 0.017 = 5.98.

Ця абсолютна похибка знову, як i за першим шляхом, може бути апро-
ксимована граничною абсолютною похибкою в широкому сенсi:

∆⋆
V = 5.98 < 10 ⇒ k = 2 ⇒ V = 350 ⇒ ∆rV = 2.141 ⇒

⇒ ∆⋆
V − 5.98 + 2.141 = 8.121 < 10.

Отже, за другим шляхом граничною абсолютною похибкою обчислення
об’єму є 10, тобто

V = 350± 10.

Оскiльки δ⋆V = 3% > δ⋆V = 2 % , то за остаточну граничну вiдносну по-
хибку результату потрiбно взяти 3 %.

29



3.2 Обернена задача теорiї похибок

Обернена задача теорiї похибок вирiшує питання, якi повиннi
бути похибки аргументiв функцiї, щоб абсолютна похибка функцiї
не перевищувала заданої величини. Це завдання математично не
визначено, оскiльки рiшення можна забезпечити, по-рiзному вста-
новлюючи похибки аргументiв.

Обернена задача полягає в такому: за яких значень аргумен-
ту вiдома функцiя y = f(x1, x2, · · · , xn) буде мати похибку, яка не
перебiльшує задану величину.

Найпростiший розв’язок оберненої задачi дається за принципом
рiвних впливiв. Вважається, що усi частиннi диференцiали фун-
кцiї однаково впливають на створення загальної абсолютної похиб-
ки:

∆xi =
∆⋆

y

n ∂f
∂xi

. (3.7)

Розглянемо обернену задачу, використовуючи приклад 10.

�
ПРИКЛАД 2

З якою точнiстю потрiбно вимiрювати вихiднi данi для обчислення об’єму
кругового конуса з заданою абсолютною граничною похибкою ∆⋆

V = ±1.
Для обчислення об’єму попередньо була визначена точка

(π, r, h) = (3.14; 5.23; 12.3).�� ��Розв’язування
Застосуємо формулу 3.7 принципу однакових впливiв похибок аргу-

ментiв. Тобто вважаємо, що усi координати точки з простору визначення
функцiї об’єму однаково впливають на формування похибки результату.

Попередньо потрiбно обчислити частиннi похiднi за аргументами у
заданiй точцi. З попереднього приклада маємо

∂V

∂π
= 112.147;

∂V

∂r
= 134.662;

∂V

∂h
= 28.629.

Тодi

∆π =
1

3 · 112.147
= 0.00297 ≈ 0.003;

∆r =
1

3 · 134.662
= 0.00248 ≈ 0.002;
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∆h =
1

3 · 28.629
= 0.0116 ≈ 0.01.

Вiдноснi похибки вiдповiдно будуть

δπ =
0.003

3.14
·100 % = 0.1 %; δr =

0.002

5.23
·100 % = 0.04 %; δh =

0.01

12.3
·100 % = 0.08 %.

Тобто вихiднi данi повиннi бути заданi з такою точнiстю:

π − 99.9 %; r − 99.96 %;h− 99.92 %.

3.3 Правила пiдрахунку цифр

Пiд час обчислень, якщо не проводиться строгий пiдрахунок по-
хибок, рекомендується користуватися правилами пiдрахунку цифр.
Цi правила показують, як потрiбно проводити округлення всiх ре-
зультатiв, щоб, по-перше, забезпечити задану точнiсть остаточного
результату i, по-друге, не виконувати обчислень iз зайвими знака-
ми, що не надають вплив на правильнi знаки результату.

Правила пiдрахунку цифр, поданi В. М. Брадiсом

1 Додаючи та вiднiмаючи наближенi числа, необхiдно зберегти стiль-
ки десяткових знакiв, скiльки їх у наближених даних iз наймен-
шим числом десяткових знакiв.

2 Вiд множення та дiлення потрiбно зберегти стiльки значущих
цифр, скiльки їх у наближених даних iз найменшим числом пра-
вильних значущих цифр.

3 Пiдносячи наближене число до квадрата або куба, потрiбно збе-
регти стiльки значущих цифр, скiльки їх в основi степеня.

4 Беручи квадратний або кубiчний корiнь з наближеного числа,
необхiдно зберегти стiльки значущих цифр, скiльки їх у пiдко-
рiнному числi.

5 Розраховуючи промiжнi результати, потрiбно зберегти на одну
цифру бiльше, нiж рекомендують правила 1–4. В остаточному
результатi ця «запасна цифра» вiдкидається.
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6 Якщо деякi данi мають бiльше десяткових знакiв (пiд час дода-
вання й вiднiмання) або бiльше значущих цифр (за iнших дiй),
нiж iншi, то їх попередньо потрiбно округлити, зберiгаючи лише
одну «запасну цифру».

7 Для обчислення за допомогою логарифмiв одночленного виразу
рекомендується пiдрахувати число значущих цифр у наближе-
них даних, що має найменше число значущих цифр, i використа-
ти таблицю логарифмiв iз числом десяткових знакiв на одиницю
бiльшим. В остаточному результатi остання значуща цифра вiд-
кидається.

8 Якщо данi можна брати з довiльною точнiстю, то для одержа-
ння результату з k правильними цифрами вихiднi данi потрiбно
брати з таким числом цифр, якi згiдно з попереднiми правилами
забезпечують k + 1 цифру в результатi.

Цi правила даються в припущеннi, що компоненти дiй мiстять
лише правильнi цифри i кiлькiсть дiй невелика.
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Лекцiя 4

Вiдокремлення коренiв рiвняння. Уточнення
коренiв рiвняння методом дихотомiї та хорд

4.1 Поставлення задачi

Розв’язання нелiнiйних рiвнянь з одним невiдомим є однiєю з
найважливiших математичних задач, що виникають у рiзних роз-
дiлах фiзики, бiологiї, хiмiї, економiки та iнших галузях науки i
технiки

F (x) = 0, (4.1)

де F (x) – деяка неперервна функцiя аргумента x, аргумент x нале-
жить деякiй областi X.

Нехай x⋆ – точний корiнь, а x – його наближене значення. Зазна-
чають, що корiнь x обчислено з наперед заданою точнiстю ε, якщо
|x⋆ − x| ⩽ ε.

Нехай x⋆ ∈ [a; b], b−a ⩽ ε, тодi a i b – наближенi значення кореня
x⋆, вiдповiдно з недостачею i надлишком з точнiстю ε. Водночас за
наближене значення x з точнiстю ε можна взяти будь-яке число з
вiдрiзка [a; b].

Розв’язати рiвняння означає знайти множину його коренiв, тоб-
то таких значень x ∈ (a; b), за яких рiвняння (4.1) перетворюється
в тотожнiсть.

У загальному випадку рiвняння (4.1) може мати багато коре-
нiв. Чисельнi методи розв’язання нелiнiйних рiвнянь, якi розгля-
нуто далi, дозволяють знаходити один корiнь на заданому вiдрiзку
[a; b]. Водночас на iнтервалi повинен iснувати лише один корiнь.

Знайти вiдрiзок, що задовольняє умовi можна рiзними способа-
ми:

a) з фiзичних мiркувань, тобто на основi фiзичних знань про
задачу;

б) на основi досвiду розв’язання аналогiчних задач;

в) за допомогою графiчних методiв;
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г) шляхом вiдокремлення коренiв.

Задачею розв’язання нелiнiйного рiвняння є задача знаходже-
ння такого невiдомого x⋆ ∈ X , який зводить рiвняння (4.1) до
тотожностi 0 ≡ 0, або доведення вiдсутностi такого x⋆.

Традицiйно нелiнiйнi рiвняння розподiляють на алгебраїчнi та
трансцендентнi рiвняння.

Алгебраїчним рiвнянням з одним невiдомим називається рiвня-
ння, в лiвiй частинi якого є суперпозицiя алгебраїчних функцiй (сте-
пеневих, рацiональних, iррацiональних).

Загальний вигляд алгебраїчної функцiї можна подати так:

F (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

де ai – числовi коефiцiєнти над деяким полем чисел (цiлих, рацiо-
нальних, дiйсних); n – рацiональний степiнь, який визначає степiнь
алгебраїчної функцiї.

Значення аргумента x⋆, яке зводить алгебраїчне рiвняння ви-
ду (4.1) до тотожностi 0 ≡ 0, називаються коренем алгебраїчного
рiвняння. Числа, якi можуть бути коренями алгебраїчних рiвнянь
складають множину алгебраїчних чисел.

Приклади алгебраїчних рiвнянь

x5 − 17x4 +
√
3x3 − 11x+ 21 = 0;

√
15x3 + 21x2 − 4

√
x

3
√
3x2

+ 5
√
3x− 10 = 0.

Трансцендентним рiвнянням називається рiвняння, в лiвий бiк
якого входять трансцендентнi функцiї (логарифмiчнi, показниковi,
тригонометричнi, оберненi тригонометричнi) i числа.

Наприклад,

lnx+ e2x
2−3 − arctan 3x = 0.

Значення аргументу x⋆, якi зводять трансцендентне рiвняння
виду (4.1) до тотожностi 0 ≡ 0, називаються коренями трансцен-
дентного рiвняння.

Якщо значення аргумента x⋆ окрiм функцiї F (x) зводить до 0 усi
похiднi цiєї функцiї до k−1-го порядку включно, то x⋆ називають k
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– кратним коренем рiвняння (4.1). Однократний корiнь називають
простим.

Методи розв’язання нелiнiйних рiвнянь подiляють на прямi (то-
чнi, аналiтичнi) та iтерацiйнi.

Прямi методи дозволяють записати рiвняння у виглядi формули
iз скiнченною кiлькiстю операцiй.

Наприклад, для рiвняння x2 + px + q = 0 такими формулами
будуть x1,2 = −p/2±

√
p2/4− 4. Формулу розв’язку можна знайти

i для багатьох трансцендентних рiвнянь.
На практицi в бiльшостi математичних моделей дослiдник сти-

кається з рiвняннями бiльш складної структури, якi вмiщують у со-
бi як трансцендентнi, так i алгебраїчнi функцiї. Аналiтичний розв’я-
зок знайти для таких рiвнянь практично неможливо. У всiх таких
випадках використовують чисельнi методи, якi дозволяють знайти
корiнь рiвняння наближено з будь-якою наперед заданою точнiстю.

Чисельний пiдхiд до розв’язання нелiнiйних рiвнянь розбиває
процес розв’язання на 2 етапи: локалiзацiя коренiв i уточнення ко-
ренiв.

4.2 Етапи наближеного розв’язання нелiнiйних
рiвнянь. Локалiзацiя коренiв

Суть процесу локалiзацiї коренiв нелiнiйного рiвняння полягає
у видiленнi з областi неперервностi функцiї F (x) такого iнтервалу
[a; b], на якому функцiя має єдиний корiнь. Цей процес вiдповiдно
до задачi називають ще процесом вiдокремлення кореня, знайдений
iнтервал [a; b] – вiдрiзком локалiзацiї кореня.

Локалiзацiю кореня можна виконувати графiчно, аналiтично та
таблично.

4.2.1 Графiчна локалiзацiя кореня

Для графiчної локалiзацiї кореня будується графiк функцiї
y = f(x) i визначаються промiжки, на яких графiк перетинає вiсь
абсцис.
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�
ПРИКЛАД 1

Необхiдно локалiзувати графiчно коренi функцiї

F (x) = 4− 3x2 + 0.3x3.

-4 -2 0 2 4 6 8 10

-40

-30

-20

-10

0

10

F(x)

x

Рисунок 4.1– Графiк функцiї F (x) = 4− 3x2 + 0.3x3

З рисунка 4.1 видно, що рiвняння на заданому iнтервалi має 3 коренi.
Розмiщенi коренi на iнтервалах [−2; 0], [0; 2] та [9; 11]. Перший етап набли-
женого розв’язання рiвняння (4.1) виконаний.

На практицi частiше використовують подання нелiнiйного рiв-
няння у виглядi

φ(x) = ψ(x). (4.2)

Тобто роздiляють вихiдну функцiю на двi, будують графiки фун-
кцiй y1 = φ(x); y2 = ψ(x) i аналiзують точки перетину цих функцiй.
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ПРИКЛАД 2

Графiчно локалiзувати коренi рiвняння на iнтервалi [0; 2]

lnx+ e2x
2−3 − arctan 3x = 0.�� ��Розв’язування

Перепишемо рiвняння в такому виглядi

lnx+ e2x
2−3 = arctan 3x.

Одержали
φ(x) = lnx+ e2x

2−3;ψ(x) = arctan 3x.

Будуємо графiки обох функцiй, що поданi на рисунку 4.2.
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Рисунок 4.2– Графiк функцiй φ(x) = lnx+ e2x
2−3;ψ(x) = arctan 3x

З графiка бачимо, що iнтервал локалiзацiї кореня може бути обраним
як [1; 1.5], але враховуючи наближенiсть побудови графiка i близькiсть ко-
реня до правого краю, можна обрати вiдрiзок локалiзацiї кореня [1; 1.3].
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Зауваження! Чим щiльнiше локалiзований корiнь, тим швид-
ше вiдбувається його уточнення, але занадто звузивши iнтервал
за графiком, можна проскочити корiнь.

4.2.2 Аналiтична локалiзацiя кореня

Для аналiтичної локалiзацiї кореня використовують вiдомостi
про поведiнку диференцiйованої функцiї однiєї змiнної з математи-
чного аналiзу. Зокрема, для вiдокремлення простих коренiв застосо-
вують теорему про поведiнку монотонної диференцiйованої функцiї
в замкненому iнтервалi.

ТЕОРЕМА 4.1: Теорема Больцано – Кошi

Нехай диференцiйована i монотонна функцiя F (x) задана на
iнтервалi [a; b]. Якщо на кiнцях цього iнтервалу функцiя набу-
ває значення рiзних знакiв, тобто

F (a) · F (b) < 0, (4.3)

то в серединi iнтервалу iснує єдиний корiнь.

Монотоннiсть є достатньою умовою iснування єдиного кореня
на замкненому iнтервалi за виконання iнших умов теореми. В разi
немонотонної функцiї (перша похiдна змiнює знак у серединi iнтер-
валу) мова йде лише про iснування хоча б одного кореня.

ТЕОРЕМА 4.2: Iснування та єдиностi кореня

Якщо функцiя F (x) неперервна i монотонна на вiдрiзку [a; b] i
набуває на кiнцях цього вiдрiзка значення рiзних знакiв, тобто
F (a)F (b) < 0, то в серединi вiдрiзка [a; b] рiвняння (4.1) має
корiнь, причому єдиний.

Неперервна функцiя називається монотонною на промiжку [a; b],
якщо вона або лише зростає, або лише спадає на ньому.
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ТЕОРЕМА 4.3: Iснування та єдиностi кореня

Якщо функцiя F (x) неперервна та диференцiйована на вiд-
рiзку [a; b] i набуває на кiнцях цього вiдрiзка значення рiзних
знакiв, тобто F (a)F (b) < 0, а похiдна F ′(x) зберiгає знак все-
рединi вiдрiзка [a; b], то рiвняння (4.1) має на промiжку [a; b]
корiнь, причому єдиний.

Для того щоб довести, що похiдна зберiгає знак усерединi вiд-
рiзка [a; b], потрiбно показати, що [a; b] повнiстю мiститься в одному
з промiжкiв знакосталостi функцiї y = F ′(x).

Вiдповiдно до вищезазначених теорем, алгоритм вiдокремлення
коренiв можна сформолювати так:

1) знайти область визначення рiвняння;

2) знайти критичнi точки функцiї;

3) записати iнтервали монотонностi функцiї;

4) визначити знак функцiї на кiнцях iнтервалiв монотонностi;

5) визначити вiдрiзки, на кiнцях яких функцiя набуває значень
протилежних знакiв;

6) знайденi вiдрiзки iзоляцiї коренiв за необхiдностi звузити.

4.2.3 Таблична локалiзацiя кореня

Табличний спосiб локалiзацiї кореня рiвняння застосовують, на-
приклад, коли наперед заданий iнтервал дослiдження функцiї i ба-
зується на тих самих засадах, що i аналiтичний метод.

Для аналiзу обирають крок обчислення значення функцiї на за-
даному вiдрiзку. Чим менший крок, тим краще буде описана фун-
кцiя. Для точок {a, a+h, a+2h, · · · , a+kh, · · · , b} визначають знак
функцiї F (x).

Змiна знаку функцiї в сусiднiх точках вiдрiзка сигналiзує про
iснування хоча б одного кореня рiвняння на iнтервалi, який замика-
ють цi точки. Пiсля визначення iнтервалу з коренями перевiряють
монотоннiсть функцiї на цьому iнтервалi й роблять висновок про
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єднiсть кореня. Кiлькiсть змiн знаку функцiї на вiдрiзку свiдчить
про мiнiмальну кiлькiсть iнтервалiв локалiзацiї кореня.

Але надiйнiсть цього методу залежить як вiд складностi фун-
кцiї, так i вiд величини кроку. Для деяких функцiй можливе iсну-
вання декiлька коренiв на одному знайденому iнтервалi, крiм того
не зникає i проблема кратних коренiв.

Тому найпростiшим методом локалiзацiї коренiв за умови вико-
ристання сучасних комп’ютерiв i алгоритмiчних мов є графiчний
метод.

4.3 Етапи наближеного розв’язання нелiнiйних
рiвнянь. Уточнення коренiв нелiнiйного рiвняння

Розглядається нелiнiйне рiвняння (4.1).
Необхiдно знайти таке наближене значення x̂ кореня рiвняння

x⋆, щоб ∆x = |x̂−x⋆| < ε , де ε – наперед задана абсолютна похибка
наближеного значення кореня.

Нехай на поточному етапi за допомогою вищенаведених методiв
був визначений вiдрiзок локалiзацiї кореня [a; b].

Уточнення коренiв на вiдрiзках локалiзацiї вiдбувається iтера-
цiйно.

Методи iтерацiй – методи, якi на основi попередньо вiдомого
початкового значення наближеної величини уточнюють її значення
до заданої точностi, використовуючи на кожному кроцi (iтерацiї)
наближення шуканої величини з попереднього кроку (iтерацiї).

Унаслiдок виконання методу iтерацiй одержуємо послiдовнiсть
наближених значень {x0, x1, · · · , xn}, яка повинна наближатися до
шуканої величини x⋆ на задану точнiсть 0 < ε≪ 1.

4.4 Метод половинного дiлення (бiсекцiї, дихотомiї)

Найпростiшим з iтерацiйних методiв є метод дiлення вiдрiзка
навпiл (метод бiсекцiї, метод дихотомiї).

Суть методу полягає в звужуваннi вiдрiзка локалiзацiї кореня
[a; b] шляхом дiлення його навпiл iз наступною перевiркою на кiнцях
вiдрiзка виконання умови (4.3), а саме F (a) · F (b) < 0.
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Нехай вiдомо, що корiнь рiвняння F (x) = 0 належить вiдрiзку,
причому функцiя F (x) неперервна на цьому вiдрiзку i набуває на
його кiнцях рiзнi за знаком значення, тобто F (a0) · F (b0) < 0.

1 На першому кроцi (k = 1) роздiлимо вiдрiзок [a0; b0] навпiл то-
чкою x1 = (a0 + b0)/2, як подано на рисунку 4.3.

x2

x

x1 b0

 

f(x)

a0

Рисунок 4.3– Iлюстрацiя методу половинного дiлення

2 Якщо F (x1) = 0 , то x1 – шуканий корiнь i задача розв’язана.

3 Якщо F (x1) ̸= 0, то потрiбно визначити, на кiнцях якого з вiдрiз-
кiв [a0;x1] чи [x1; b0] функцiя набуває рiзнi за знаком значення.

4 Позначимо цей вiдрiзок [a1; b1]. Оскiльки F (a1) · F (b1) < 0, то
x⋆ ∈ [a1; b1] i довжина вiдрiзка [a1; b1] удвiчi менша, нiж довжина
попереднього вiдрiзка [a0; b0].

5 На k-му кроцi обчислення проводять за такою схемою:

xk =
ak−1 + bk−1

2
; F (ak−1) · F (bk−1) < 0,

xk – наближення до шуканого кореня x⋆; [ak−1; bk−1] – попереднiй
промiжок iзоляцiї кореня.

Оскiльки x⋆ ∈ [ak; bk], то маємо оцiнку

|xk − x⋆| ⩽ bk − ak = (b0 − a0)/2
k,
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яка характеризує похибку методу дiлення вiдрiзка навпiл i свiдчить
про швидкiсть збiжностi: метод збiгається зi швидкiстю геоме-
тричної прогресiї, знаменник якої q = 1/2.

Оскiльки |xk − x⋆| ⩽ bk − ak = |xk − xk−1|, то обчислення закiн-
чують, коли буде виконана нерiвнiсть |xk − xk−1| < ε, де ε > 0 –
задана точнiсть.

Зауваження! Необхiдну кiлькiсть iтерацiй для досягнення за-
даної точностi ε > 0 можна оцiнити попередньо: зi спiввiдноше-
ння |xk−xk−1| = ((b0−a0))/2k < ε випливає k > log2((b0−a0)/ε).

Для одержання кожних 3 правильних десяткових знакiв необ-
хiдно зробити близько 10 iтерацiй. На практицi iтерацiйний процес
закiнчують, коли два рази пiдряд одержують однаковi з заданою
точнiстю числа (перестають змiнюватися десятковi знаки, якi по-
трiбно зберегти у вiдповiдi). Промiжнi обчислення здiйснюють з
одним чи двома запасними десятковими знаками.

Зауваження! Метод дихотомiї є досить простим i надiйним
способом розв’язування нелiнiйних рiвнянь. Вiн не накладає нi-
яких вимог на гладкiсть функцiї F (x) : функцiя F (x) може бу-
ти недиференцiйовною, достатньо лише її неперервностi. Якщо
пiд час локалiзацiї кореня допущена помилка i на вiдрiзку [a; b]
є кiлька коренiв, то процес дихотомiї збiгається до одного з них.

Зауваження! До недолiкiв методу можна вiднести невисоку
швидкiсть збiжностi. Крiм того, вiн не застосовний для знахо-
дження коренiв парної кратностi. Хоча у разi кореня високої
непарної кратностi метод збiгається, але водночас має зменше-
ну точнiсть i невисоку стiйкiсть до похибок обчислень.

Метод дихотомiї застосовують тодi, коли необхiдна висока на-
дiйнiсть, а швидкiсть збiжностi несуттєва.

Алгоритм методу половинного дiлення (бiсекцiї, дихо-
томiї)

1 Встановлюємо лiчильник i = 0.
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2 Вводимо координати кiнцiв вiдрiзка локалiзацiї кореня [a; b] i то-
чнiсть обчислення ε.

3 Обчислюємо середину вiдрiзка [a; b], (a < b)

x̂i =
a+ b

2
.

4 Перевiряємо умову (4.3):

Якщо F (a) · F (x̂i) < 0, то перепозначаємо b = x̂i, iнакше a = x̂i.

5 Порiвнюємо довжину нового вiдрiзка з заданою точнiстю.

Якщо |b− a| < 2ε, то

x̂i =
a+ b

2
.

Кiнець алгоритму.

Iнакше рахуємо номер наступної iтерацiї i = i+ 1.

Перехiд до пункту 3.

�
ПРИКЛАД 3

Знайти корiнь рiвняння

lnx+ e2x
2−3 = arctan 3x.

методом половинного дiлення.�� ��Розв’язування
На рисунку 4.2 графiчно локалiзовано корiнь рiвняння на вiдрiзку

[1; 1.3].
Виконаємо уточнення кореня методом бiсекцiї з точнiстю ε = 0.0001.

Для обраного iнтервалу локалiзацiї попередньо проводимо аналiз:

• оцiнюємо iнтервал |1.3−1| = 0.0 > 2 ·0.0001 – точнiсть не задоволь-
няється;

• оцiнимо необхiдну кiлькiсть iтерацiй:

N ≈ log2

(
1.3− 1

10−4

)
= log2 3 + 3 log2 10 ≈ 12.
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Тобто для наближення кореня з точнiстю до 4-го знака нам необхiдно
виконати 12 iтерацiй.

Переходимо до обчислень згiдно алгоритму:

1 Призначаємо лiчильнику iтерацiй i = 0, та кiнцi вiдрiзка
a = 1.0; b = 1.3.

2 Обчислюємо наближення

xi =
a+ b

2
=

2.3

2
≈ 1.15.

3 Визначаємо знак добутку значень функцiї в точках a i xi.

F (1)·F (1.15) = (ln 1+e2·1
2−3−arctan(3·1))(ln 1.15+e2·1.15

2−3−arctan(3·1.15)) =

= (−0.8812) · (−0.447737) > 0.

Згiдно з умовою п. 4 алгоритму переприсвоюємо a = xi = 1.15.

4 Обчислюємо |b − a| = |1.3 − 1.15| = 0.15 > 2 · 0.0001, точнiсть не дося-
гнена, тодi i = i+ 1 = 0 + 1 = 1.

Переходимо до п. 2 iз змiненими даними.

Метод збiгся за 12 iтерацiй.
Наближене значення кореня: x̂ ≈ 1.242505.
Для заданої точностi точне значення кореня x⋆ = 1.2425± 0.0001.

Зауваження! Пiд час реалiзацiї методу потрiбно брати до уваги той
факт, що функцiя F (x) обчислюється з деякою абсолютною похиб-
кою ∆F (x). Бiля точного значення кореня значення функцiї за абсо-
лютною величиною наближаються до 0 i можуть стати порiвняними
з похибкою її обчислення. Тобто бiля точного значення кореня значе-
ння функцiї можуть потрапити у смугу «шумiв» шириною 2∆F (x) i
подальше уточнення кореня стає неможливим. Тому рекомендується
заздалегiдь задавати смугу «шумiв» i припиняти процес наближен-
ня кореня одразу пiсля потрапляння в неї. Якщо взяти ∆F = ε, то
процес iтерацiї потрiбно припиняти, як тiльки

|F (xn)| < ε. (4.4)

Для визначення ширини смуги можна визначити граничну абсолютну
похибку обчислення функцiї F (x). Тодi умова (4.4) набере вигляду

|F (xn)| < ∆⋆F (x). (4.5)
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Для нашого прикладу

x̂ = xn+1 = 1.242505;F (xn+1) ≈ 0.00029 > 0.0001.

∆F = F ′(x̂)∆x =

(
1

x̂
+ 4x̂e2x̂

2
n+1−3 − 3

1 + 9x̂2

) ∣∣∣∣∣
x̂≈1.24251

·0.0001 ≈

≈ 6.02864 · 0.0001 ≈ 0.0006 > 0.0001.

Тобто задана точнiсть наближення кореня рiвняння (1) була досягнута ра-
нiше, нiж наближене значення функцiї стало менше заданої точностi.

4.5 Метод хорд

Розглянемо рiвняння 4.1 F (x) = 0.
Необхiдно знайти його корiнь iз точнiстю ε на вiдрiзку [a; b], на

якому функцiя безперервна i на кiнцях має значення рiзних знакiв,
тобто F (a) · F (b) < 0.

Iдея методу хорд полягає в замiнi на вiдрiзку [a; b] функцiї F (x)
на пряму, що проходить через кiнцi її графiка. Шуканим коренем
буде перетин F (x) з вiссю x.

Проведемо пряму з точки F (a) у точку F (b), як показано на
рисунку 4.4, з’єднаємо їх та одержуємо пряму AB.

B2

B1

bx0

A

a
x1

B

Рисунок 4.4– Iлюстрацiя наближень методу хорд: A = F (a);
B = F (b); B1 = F (x0)

Рiвняння такої прямої має вигляд

x− a

x− b
=
F (x)− F (a)

F (b)− F (a)
. (4.6)
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Оскiльки на вiдрiзку [a; b] виконується умова (4.3), побудована
пряма обов’язково перетне вiсь Ox. У точцi перетину рiвняння на-
бере вигляду

x− a

b− x
=

−F (a)
F (b)− F (a)

. (4.7)

Позначимо точку перетину через x0, тодi

x0 = a− F (a)
b− a

F (b)− F (a)
. (4.8)

Обчислюємо F (x0), як i у методi дихотомiї, перевiряємо умову (4.3),
визначаємо новий вiдрiзок, на якому умова виконується.

Iтерацiйний процес має загальну формулу

xi = ai − F (ai)
bi − ai

F (bi)− F (ai)
. (4.9)

Процес потрiбно припиняти або за умови (4.4), або (якщо ∆F ⋆(x)
менше заданої точностi обчислення кореня) за умови

|xi − xi−1| < ε. (4.10)

За умови, що на вiдрiзку [ai; bi] перша похiдна вiдмiнна вiд 0
f ′(x) ̸= 0, а друга похiдна f ′′(x) зберiгає знак, оцiнка абсолютної
похибки наближення визначається за формулою

|xi − xi−1| ⩽
|f(xi)|
µ

; µ = min
x∈[ai;bi]

|f ′(x)|. (4.11)

Зауваження! Метод хорд аналогiчний методу подiлу навпiл,
але забезпечує бiльш швидку збiжнiсть.

Зауваження! Якщо на вiдрiзку локалiзацiї [a; b] друга похiдна
f ′′(x) зберiгає знак, то пiд час обчислень за методом хорд один
з кiнцiв вiдрiзкiв локалiзацiї [ai; bi], де знак функцiї f(x) збiгає-
ться зi знаком другої похiдної, залишається нерухомим. Водно-
час послiдовнi наближення x1, x2, . . . , xi лежать по ту сторону
вiд кореня, де знак функцiї протилежний знаковi f ′′(x).
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Переваги методу:

• бiльш висока швидкiсть збiжностi, нiж метод половинного по-
дiлу;

• можливiсть заздалегiдь визначити кiлькiсть крокiв;

• унiверсальнiсть (накладення мiнiмальних обмежень).

Недолiк методу:

• неможливiсть оцiнити кiлькiсть крокiв;

• великi вимоги до функцiї (порiвняно з методом половинного
подiлу);

• неможливiсть узагальнення методу (не можна використовува-
ти для систем).

За складнiстю алгоритму метод хорд майже не вiдрiзняється вiд
методу половинного дiлення. Але для багатьох рiвнянь метод хорд
збiгається швидше.

Розглянутi методи є не найшвидшими методами чисельного роз-
в’язання нелiнiйних рiвнянь. Але в них є одна iстотна перевага – для
неперервних монотонних функцiй вони завжди збiгаються до точно-
го кореня з заданою точнiстю i окрiм неперервностi й монотонностi
не використовують нiяких iнших властивостей функцiї F (x), яка
стоїть у лiвiй частинi рiвняння. Як наслiдок – цi методи будуть збi-
жними навiть за розривної лiвої частини рiвняння. Усi iншi методи,
якi мають бiльшу швидкiсть збiжностi, базуються на додатковому
аналiзi властивостей функцiї F (x).
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Лекцiя 5

Метричнi простори. Метод простих iтерацiй
розв’язання нелiнiйних рiвнянь

5.1 Метричнi простори

Низка питань, пов’язаних з iснуванням й одиничнiстю розв’язкiв
рiвнянь того чи iншого типу (наприклад, диференцiальних), можна
сформулювати у виглядi питання про iснування й одиничнiсть не-
рухомої точки деякого вiдображення вiдповiдного метричного про-
стору в себе. Серед рiзних критерiїв iснування й одиничностi неру-
хомої точки таких вiдображень одним з найпростiших, i водночас
найбiльш важливим, є так званий принцип стискальних вiдобра-
жень.

Означення 5.1 Нехай – деяка непуста множина (X ̸= ⊘).
Метрикою на множинi називається функцiя ρ : X ×X ⇒ R,
яка задовольняє 4 властивостям, якi беруть, як аксiоми:

1 Невiд’ємнiсть: метрика є невiд’ємною функцiєю, тобто

ρ(M1,M2) ⩾ 0∀M1,M2 ∈ X.

2 Вiдокремленiсть: вiдстань мiж двома точками дорiвнює 0 лише
в разi їх збiгу, тобто

ρ(M1,M2) = 0 ⇐⇒M1 =M2.

3 Симетричнiсть: вiдстань мiж M1 i M2 дорiвнює вiдстанi мiж M2

i M1, тобто

∀M1,M2 ∈ X : ρ(M1,M2) = ρ(M2,M1).

4 Нерiвнiсть трикутника: для будь-яких трьох точокM1,M2,M3 ∈
X сторона трикутника, створеного на цих точках, не перевищує
суми двох iнших сторiн, тобто

∀M1,M2,M3 ∈ X : ρ(M1,M2) ⩽ ρ(M1,M3) + ρ(M3,M2).

48



Означення 5.2 Множина разом iз заданою на нiй метри-
кою ρ (тобто впорядкована пара (X, ρ)) називається метричним
простором або простором.

Означення 5.3 Елементи метричного простору x ∈ X на-
зивають точками простору, метрика простору ρ(x, y)∀x, y ∈ X
задає вiдстань мiж двома точками цього простору.

Прикладами метричних просторiв можуть бути, наприклад:

1 Пара (R, ρ) : ∀x, y ∈ R : ρ(x, y) = |x− y|.

2 Пара

(R2, ρ) : ∀M1,M2 ∈ R : ρ(M1,M2) = |M2 −M1| =

=
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

3 Множина n-вимiрних векторiв iз дiйсними координатами i вiд-
станню

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

є метричним простором, який називається n-вимiрним евклiдо-
вим простором, позначають Rn.

4 Множина n-вимiрних векторiв iз вiдстанню

ρ1(x, y) = max
1⩽i⩽n

|xi − yi|

є метричним простором, який позначають R0
n.

5 Множина n-вимiрних векторiв i вiдстанню

ρ2(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

є метричним простором, який позначають R1
n.
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Означення 5.4 Послiдовнiсть елементiв (Mn)n∈N ⊂ X нази-
вається фундаментальною (збiжною в собi, послiдовнiстю Ко-
шi), якщо

∀ε > 0∃n0(ε) : k, l > no =⇒ ρ(Mk,Ml) < ε,

тобто для великих номерiв вiдстань мiж елементами прямує до
0.

Означення 5.5 Розглядається метричний простiр (X, ρ).
Вiдображення φ : X −→ X називається стискуючим, якщо iснує
таке додатне число q < 1, що

∀M1,M2 ∈ X : ρ(φ(M1), φ(M2)) < q · ρ(M1,M2). (5.1)

Означення 5.6 Точка M метричного простору (X, ρ) назива-
ється нерухомою точкою вiдображення φ : X −→ X, якщо

M = φ(M). (5.2)

Для операторiв стиску справедлива теорема Банаха про нерухому
точку.

ТЕОРЕМА 5.1: Принцип стискаючих вiдображень

1 Будь-яке стискуюче вiдображення φ : X −→ X у повному
метричному просторi (X, ρ) має лише одну нерухому то-
чку M⋆ ∈ X :M⋆ = φ(M⋆).

2 Послiдовнiсть Mn+1 = φ(Mn),M0 ∈ X,n ∈ N за будь-якого
початкового наближенняM0 ∈ X збiгається до цiєї точки.

3 Є оцiнка наближення

ρ(Mn,M
⋆) ⩽

ρ(M1,M0)

1− q
qn. (5.3)

5.2 Метод простих iтерацiй

Розглядається нелiнiйне рiвняння (4.1) з монотонною диферен-
цiйованою функцiєю F (x).
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Необхiдно обчислити наближення x̂ кореня рiвняння x⋆ iз зада-
ною точнiстю ε, тобто повинна виконуватися нерiвнiсть

|x⋆ − x̂| ⩽ ε.

Основний iтерацiйний процес наближення може бути заданий фор-
мулою

xi+1 = φ(xi). (5.4)

Оскiльки функцiя F (x) є монотонною диференцiйованою функцiєю
R −→ R, R з метрикою ρ(M1,M2) = |M2−M1| є метричним повним
простором, то процес, який задається (5.4), є процесом наближен-
ня до нерухомої точки (5.2) функцiї φ(x). Нерухомою точкою буде
корiнь рiвняння (4.1).

У разi, якщо функцiя φ(x) буде вiдповiдати умовам сти-
скуючого вiдображення (5.1), то результатом iтерацiйного про-
цесу (5.4) буде послiдовнiсть {x0, x1, . . . , xn}, елементи якої з ростом
n будуть наближатися один до одного i до точного значення коре-
ня x⋆ на вiдстань < ε. У такому разi, використовуючи теорему про
принцип стискуючого вiдображення, можна було б зробити висно-
вок про збiжнiсть iтерацiйного процесу до нерухомої точки, яка є
коренем вихiдного рiвняння (4.1) i оцiнити степiнь наближення ре-
зультату до x⋆.

Отже, основнi задачi методу простих iтерацiй – виразити з рiв-
няння (4.1) x через функцiю φ(x) таку, яка вiдповiдала б умовам
стискуючого вiдображення i визначити параметри оцiнки наближе-
ння кореня x⋆ послiдовнiстю iтерацiй.

Розглянемо спочатку оцiнку наближення
Для наочностi розглянемо оцiнки наближення iтерацiй до коре-

ня x⋆.
Нехай xn = x⋆ + εn;xn+1 = x⋆ + εn+1, де εn, εn+1 – похибки

наближення n-ї та n+ 1-ї iтерацiй вiдповiдно.
Тодi згiдно (5.4)

x⋆ + εn+1 = φ(x⋆ + εn).

Використавши розкладення функцiї φ(x⋆ + εn) у ряд Тейлора в
околi x⋆, одержимо

x⋆ + εn+1 = φ(x⋆ + εn) = φ(x⋆) + φ′(x⋆)εn + 0(ε2n), (5.5)
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де 0(ε2n) – величина бiльшого порядку малостi, нiж εn. Якщо вiд-
кинути цю величину як неiстотну, то з урахуванням нерухомостi
точки x⋆ (φ(x⋆) = x⋆) одержимо

εn+1 ≈ φ′(x⋆)εn. (5.6)

1 Якщо |φ′(x⋆)| > 1, то похибка εn+1 за абсолютним значенням
бiльша, нiж εn. Наближення xn+1 вiддалене вiд далi, нiж xn. От-
же, точка x⋆ буде точкою «вiдштовхування» для наближень xn,
достатньо близьких до неї. Послiдовнiсть наближень (xn)n∈N не
буде збiгатися до x⋆.

2 Якщо |φ′(x⋆)| < 1, то |εn+1| < |εn| i можна сподiватися, що по-
слiдовнiсть (xn)n∈N у разi, коли початкове наближення x0 взяте
досить близько до x⋆, буде збiгатися до x⋆ зi швидкiстю геоме-
тричної прогресiї зi знаменником q = |φ′(x⋆)|.
Тобто

εn+1 = |xn+1 − x⋆| = |φ(xn)− φ(x⋆)|; εn = |xn − x⋆|;

|φ(xn)− φ(x⋆)| < q|xn − x⋆| ⇒ |φ(xn)− φ(x⋆)| < qn|x0 − x⋆.|

Функцiя φ(x) за таких умов є стискуючим вiдображен-
ням.

3 Якщо 0 < φ′(x⋆) < 1 , то εn i εn+1 будуть мати однаковi знаки i
збiжнiсть буде монотонною.

4 У разi, коли −1 < φ′(x⋆) < 0, εn i εn+1 будуть мати рiзнi знаки i
наближення будуть збiгатися до x⋆ коливаючись навколо нього.

5 Якщо φ′(x⋆) = 0, маємо справу з кратним коренем. Якщо корiнь
x⋆ має кратнiсть m, тобто φ′(x⋆) = φn(x⋆) = . . . = φm−1(x⋆) = 0,
розкладання у ряд Тейлора функцiї φ(xn) буде таким:

φ(x⋆ + εn) = φ(x⋆) +
φ(m)(x⋆)

m!
εmn + 0(εm+1

n ).

Пiдставивши його в (5.5) i вiдкинувши малу величину бiльшого
порядку, нiж εmn , одержимо

εn+1 ≈
φ(m)(x⋆)

m!
εmn . (5.7)
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Рисунок 5.1– a)0 < φ′(x̂) < 1; б)φ′(x̂) > 1; в)−1 < φ′(x̂) < 0;
г)φ′(x̂) < −1

З останнього виразу видно, що похибка εn+1 буде малою величи-
ною порядку m (кратнiсть кореня) вiдносно εn.

Отже, можна зробити висновок, що для того, щоб послiдовнiсть
наближень (xn)n∈N збiгалася до кореня x⋆ необхiдно, щоб поблизу
кореня x⋆ виконувалася умова

|φ′(x)| < 1. (5.8)

Якщо ця умова виконується всюди на вiдрiзку локалiзацiї ко-
реня, то за початкове наближення можна брати будь-яку точку з
цього вiдрiзка. Чим ближче похiдна до 0, тим швидше збiгається
iтерацiйний процес.

На рисунку 5.1 iлюструється перебiг iтерацiйного процесу мето-
ду простих iтерацiй за рiзних значень.
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З рисунку 5.1 видно, що в разi |φ′(x)| < 1 iтерацiйна послiдов-
нiсть (xn)n∈N за скiнчену кiлькiсть крокiв збiгається до x⋆, а якщо
|φ′(x)| > 1 – вiддаляється вiд нього.

Зауваження! Для з’ясування питання виконання умови (5.8)
iнодi достатньо аналiзувати найбiльше M i найменше m значен-
ня похiдної φ′(x) на iнтервалi локалiзацiї кореня [a; b]. Оскiльки
функцiя φ(x) неперервна i диференцiйована, то такi значення
завжди iснують. Для з’ясування монотонностi поведiнки φ′(x)
буває зручно провести аналiз другої похiдної φ′′(x) на iнтервалi
[a; b].

Якщо φ(x) у (5.4) обрана такою, що виконується умова (5.8), iте-
рацiйний процес наближення до кореня рiвняння (4.1) збiгається зi
швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником q = |φ′(x⋆)|. По-
слiдовнiсть (xn)n∈N є фундаментальною i збiжною до x⋆. Функцiя
φ(x) є стискуючим вiдображенням R → R i для нього виконується
теорема 5.1, тобто є оцiнка

|xn+1 − x⋆| ⩽ qn+1

1− q
|x1 − x0|. (5.9)

Перетворення рiвняння до iтерацiйного вигляду
Будь-яку нелiнiйну функцiю можна перетворити до вигляду (5.4)

не одним способом. Головним критерiєм перетворення є виконання
умови (5.8) на вiдрiзку локалiзацiї кореня.

�
ПРИКЛАД 1

Привести рiвняння до застосування методу простих iтерацiй

e2x + 3x = 4.�� ��Розв’язування
Рiвняння e2x + 3x = 4 має iнтервал локалiзацiї кореня [0.4; 0.6].
Це рiвняння можна привести до вигляду (5.4) двома способами:

1 x = 4−e2x

3 ;

2 x = 1
2 ln(4− 3x).
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Для першого подання маємо

φ(x) =
4− e2x

3
;φ′(x) = −2

3
e2x;

φ′(0.4) ≈ −1.5;φ′′(x) = −4

3
e2x < 0 ∀x ∈ R;

Отже, φ′(x) є спадною функцiєю, на iнтервалi [0.4; 0.6], найбiльше зна-
чення набуває в точцi x = 0.4; |φ′(0.4)| = | − 1.5| > 1 в усiх iнших точках
iнтервалу похiдна за модулем буде лише бiльшою. Тому така функцiя не
є стискуючим вiдображенням i не пiдходить до методу простих iтерацiй.

Для другого подання

φ(x) =
1

2
ln(4− 3x);φ(x) =

−3

8− 6x
;

φ′′(x) = − 18

(8− 6x)2
< 0; |φ′(0.6)| =

∣∣∣∣ −3

8− 3.6

∣∣∣∣ < 1.

Отже, φ′(x) є спадною вiд’ємною функцiєю на iнтервалi [0.4; 0.6]. Най-
бiльше за модулем значення похiдна набуває в точцi x = 0.6 < 1. Тож
функцiя φ(x) = 1

2 ln(4 − 3x) є стискуючим вiдображенням на iнтервалi
[0.4; 0.6]. Iтерацiйний процес, побудований на другому поданнi, буде збi-
жним.
Якщо важко оцiнити значення похiдної на iнтервалi локалiзацiї
кореня, iтерацiйний процес будують за такою схемою:

Розглянемо рiвняння F (x) = 0.
Помножимо обидвi частини рiвняння на параметр τ : τF (x) = 0.

В одержаному рiвняннi додамо до обох частин x. Одержимо рiвня-
ння

x+ τF (x) = x або x = x− τF (x)

еквiвалентне вихiдному.
У цьому разi

φ(x) = x− τF (x).

Тодi iтерацiйний процес буде мати вигляд

xn+1 = xn − τF (xn). (5.10)

Пiдбираючи τ , потрiбно перевiряти виконання умови

|φ′(x)| = |1− τF ′(x)| < 1.
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Очевидно, що параметр τ потрiбно обирати одного знака з F ′(x).
У такому разi вираз 1− τF ′(x) буде розмiщуватись у межах

1− τm < 1− τF ′(x) < 1− τM,

де M,m – найбiльше i найменше значення F ′(x) на iнтервалi [a; b].
Якщо вiдомi обидвi цi величини, параметр τ = 2/(M + m), якщо
лише M , то τ = 1/M.

• Якщо параметр пiдiбраний так, що −1 < φ′(x) < 0, то через
те, що наближення коливаються навколо кореня, |xn+1−xn| ⩾
|xn+1 − x⋆| завжди i можна для зупинення iтерацiйного про-
цесу використати умову

|xn+1 − xn| ⩽ ε. (5.11)

• У разi, коли 0 < φ′(x) < 1, процес наближення до кореня
однобiчний i умова |xn+1 − xn| ⩽ ε може виконатися ранiше,
нiж умова |xn+1−x⋆| ⩽ ε, тому за критерiй зупинення процесу
наближення краще використовувати умову

1

1− q
|xn+1 − xn| ⩽ ε, (5.12)

де q = max[a;b](φ
′(x)).

У разi, коли не вдається обчислити значення q, критерiй за-
кiнчення iтерацiйного процесу має вигляд

|xn − xn+1| ⩽
∣∣∣∣1− αn

αn

∣∣∣∣ · ε, (5.13)

де αn = |xn−xn−1|
|xn−1−xn−2| .

�
ПРИКЛАД 2

Знайти розв’язок рiвняння lnx+ e2x
2−3 − arctan 3x = 0 методом простих

iтерацiй на iнтервалi [1; 1.3].�� ��Розв’язування
Побудуємо iтерацiйну формулу.
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Функцiя F (x) = lnx + e2x
2−3 − arctan 3x за будь-якого перетворення

до вигляду (5.4) xi+1 = φ(xi) дає досить складну похiдну, тому побудуємо
iтерацiйний процес, використавши (5.10)

xn+1 = xn − τF (xn).

Похiдна функцiї F (x)

F ′(x) =
1

x
+ 4xe2x

2−3 − 3

1 + 9x2

на iнтервалi [1; 1.3] є функцiєю зростаючою, тому її найбiльше i найменше
значення досягаються у точках a = 1; b = 1.3. За τ вiзьмемо величину

τ =
2

M +m
=

2

F ′(a) + F ′(b)
.

Iтерацiйний процес набирає вигляду

xn+1 = xn − 2F (xn)

F ′(a) + F ′(b)
.

Тодi

φ(x) = xn − 2F (xn)

F ′(a) + F ′(b)
;φ′(x) = 1− 2F (xn)

F ′(a) + F ′(b)
.

τ ≈ 0.19;F ′(x) ∈ (0.2; 0.85).
Якщо за початкове наближення взяти x0 = 1.3, то виконується умова

−1 < φ′(x) < 0, отже, iтерацiйний процес можна припиняти за умови
|xn+1 − xn| ⩽ ε.

Результат iтерацiйного процесу:

i = 1 xi = 1.22183928406 f = −0.118224323891
i = 2 xi = 1.24466348759 f = 0.0131141998029
i = 3 xi = 1.24213168063 f = −0.00221951660973
i = 4 xi = 1.24256017705 f = 0.000361624780762

корiнь x = 1.24249036233f(xi) = −5.93070225468e− 05.

Iтерацiйний процес зiйшовся за 6 iтерацiями (враховуючи нульову i
останню). З iтерацiйного процесу видно, що значення наближень кореня i
функцiї коливаються навколо точних значень, що вiдповiдає тому факту,
що −1 < φ′(x) < 0. Функцiя наближається до 0 лiнiйно, тобто iтерацiйний
процес має лiнiйну збiжнiсть.
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Лекцiя 6

Метод Ньютона уточнення кореня нелiнiйного
рiвняння. Модифiкацiї методу Ньютона

6.1 Метод Ньютона уточнення кореня нелiнiйного
рiвняння

Розглядається рiвняння f(x) = 0, де f(x) – диференцiйована
функцiя.

Задача, як i в попереднiх випадках, полягає в знаходженнi з
заданим степенем точностi ε наближеного значення x̂ до кореня
рiвняння x⋆.

Нехай вiдомо початкове наближення x0 кореня. З точки (x0, f(x0))
проведемо дотичну до графiка функцiї, як показано на рисунку 6.1.

x1 x0
x*

f(x0)



Рисунок 6.1– Iлюстрацiя побудови наближень методом Ньютона

Дотична перетне вiсь абсцис у точцi x1 пiд кутом α. Значення
x1 легко знайти, використовуючи формулу дотичної

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Якщо виразити звiдси значення x з урахуванням того, що в точцi
перетину осi абсцис f(x) = 0, одержимо формулу обчислення на-
ближення x1 :

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.
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Будуємо дотичну до точки (x1, f(x1)). Вона перетне вiсь абсцис у
точцi x2 :

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
.

Загальна формула iтерацiйного процесу

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
. (6.1)

Одержану iтерацiйну формулу можна вивести таким чином. Не-
хай маємо деяке наближення xk−1 до кореня x⋆. Лiнеаризуємо фун-
кцiю f(x) в околi точки x⋆, дiстанемо:

f(x⋆) = f(xk−1) + f ′(ξ)(x⋆ − xk−1) = 0; ξ ∈ (x⋆;xk−1).

Для метода Ньютона необов’язково попередньо визначати iнтер-
вал локалiзацiї кореня, але початкове значення необхiдно обирати,
виходячи з властивостей функцiї f(x).

Аналiзуючи рисунок 6.1, можна помiтити, що для того, щоб то-
чки перетину дотичними осi абсцис мали змогу пiдходити до кореня
x⋆ у разi, коли функцiя розмiщена над вiссю абсцис, тобто f(x) > 0,
початкове наближення для iтерацiйного процесу потрiбно обирати
на угнутiй частинi функцiї, тобто f ′′(x0) > 0. Причому необхiдно,
щоб такий тип викривлення функцiя зберiгала на всьому iнтервалi
вiд x0 до x⋆. Коли ж початкове наближення обирається на вiдрiз-
ку, де f(x) < 0 (пiд вiссю абсцис), то для збiжностi iтерацiйного
процесу на цьому вiдрiзку функцiя повинна бути опуклою, тобто
f ′′(x0) < 0. Результатом такого аналiзу стає умова вибору початко-
вого наближення x0 кореня x⋆:

f(x)f ′′(x) > 0. (6.2)

Достатню умову збiжностi методу дотичних встановлює така
теорема

ТЕОРЕМА 6.1

Нехай [a; b] – вiдрiзок, який мiстить корiнь x⋆ рiвняння

f(x) = 0.
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Якщо f(a) · f(b) < 0, причому f ′(x) i f ′′(x) вiдмiннi вiд
нуля та зберiгають знак на [a; b], то виходячи з довiльного
початкового наближення x0 ∈ [a; b], що задовольняє умову
f(x) · f ′′(x0) > 0, iтерацiйний процес методу Ньютона

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(xk−1)

монотонно збiгається до єдиного на вiдрiзку [a; b] кореня x⋆,
який можна обчислити з будь-яким ступенем точностi.

Зауваження! Збiжнiсть методу Ньютона iстотно залежить
вiд того, чи достатньо близько до кореня взято початкове на-
ближення.

Функцiя f(x) повинна зберiгати строгу монотоннiсть на всьому
промiжку вiд x0 до x⋆. На рисунку (6.2) графiчно iлюструються
випадки виконання i порушення умови

а)

y

f(x)

b
a

c x

б)

c
b x

a

x

f(x)

y

Рисунок 6.2– a)f ′′(x) > 0∀x ∈ [a; b]; б) f ′′(x) < 0∀x ∈ [a; b]

Графiк 6.2 a) має функцiю f(x) з f ′′(x) > 0 на iнтервалi [a; b].
Якщо за початкове наближення обрано точку b = x0, в якiй
f(b) > 0, то дотична перетинає вiсь абсцис у точцi x ∈ [a; b] i набли-
жається до кореня ξ, для початкового значення x0 = a; f(a) < 0,
умова (6.2) порушена i дотична до функцiї в точцi (a, f(a)) перети-
нає вiсь абсцис поза [a; b], тобто iтерацiйний процес може збiгтися
(в разi, якщо для x > b поведiнка функцiї не змiниться), але за
бiльшу кiлькiсть iтерацiй, або зовсiм не збiгатися.
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Графiк 6.2 б) демонструє таку саму побудову iтерацiйного про-
цесу для f ′′(x) < 0∀x ∈ [a; b].

Для аналiтичного виведення формули (6.1) наблизимо функцiю
f(x) вiдрiзком ряду Тейлора в околi початкового наближення x0.

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Замiсть рiвняння (4.1) розв’яжемо лiнеаризоване рiвняння

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0.

Звiдси маємо x = x0 − f(x0)/f
′(x0). Взявши такий x за перше на-

ближення, одержимо x1 = x0 − f(x0)/f
′(x0), звiдки автоматично

випливає (6.1).
Оцiнка збiжностi методу Ньютона
Виводячи (6.1) з лiнеаризованого вигляду рiвняння, ми вiдки-

нули усi члени ряду Тейлора, починаючи з третього. Зробимо ана-
лiз похибки такого обмеження на n-му кроцi iтерацiйного процесу.
Розглянемо розкладання функцiї у ряд Тейлора в околi xn з ураху-
ванням вiдкинутого члена.

f(x) ≈ f(xn) + f ′(xn)(x− xn) +
f ′′(xn)

2!
(x− xn)

2.

Для кореня рiвняння (4.1) можна записати

f(x⋆) = 0 ≈ f(xn) + f ′(xn)(x
⋆ − xn) +

f ′′(xn)

2!
(x⋆ − xn)

2.

Оскiльки f ′(x) ̸= 0 (через строгу монотоннiсть f(x) на iнтервалi
побудови iтерацiйного процесу), то одержаний вираз можна пере-
творити так:

0 ≈ f(xn)

f ′(xn)
+ (x⋆ − xn) +

f ′′(xn)

2f ′(xn)
(x⋆ − xn)

2 ⇒

⇒
[
xn − f(xn)

f ′(xn)

]
− x⋆ ≈ f ′′(xn)

2f ′(xn)
(x⋆ − xn)

2.

Враховуючи, що xn − f(xn)/f
′(xn) = xn+1, запишемо остаточно

xn+1 − x⋆ ≈ f ′′(xn)

2f ′(xn)
(x⋆ − xn)

2.
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Позначивши |xn+1−x⋆ = εn+1|; |xn−x⋆ = εn| i замiнивши f ′′(xn)
на максимальне значення її модуля |f ′′(x)| з iнтервалу |x⋆−x0| (по-
значимо його M2) i f ′(xn) на мiнiмальне значення її модуля |f ′(x)| з
цього ж iнтервалу (позначимо його m1), одержимо оцiнку збiжностi
iтерацiйного процесу

εn+1 <
M2

2m1
ε2n. (6.3)

Очевидно, що похибка буде зменшуватися, якщо на першому кроцi

M2

2m1
|x⋆ − x0| < 1. (6.4)

За умов (6.2) i (6.4) iтерацiйний процес (6.1) буде збiжним. Причо-
му кожне наближення буде мати похибку, меншу за квадрат попере-
дньої. Тобто процес iтерацiї за методом Ньютона має квадратичну
збiжнiсть до кореня рiвняння.

�
ПРИКЛАД 1

Знайти розв’язок рiвняння lnx+ e2x
2−3 − arctan 3x = 0 методом Ньютона

на iнтервалi [1; 1.3].�� ��Розв’язування
Виконаємо дослiдження виконання умови (6.2) для вибору початко-

вого значення наближення x0:

f ′(x) =
1

x
+ 4e2x

2−3 − 3

1 + 9x2
;

f ′′(x) = − 1

x2
+ 4e2x

2−3(1 + 4x2) +
54x

(1 + 9x2)2
.

f(1) = −0.8812; f ′′(1) = 5.4261 ⇒ f(1)f ′′(1) < 0 – умова не виконує-
ться;

f(1.3) = 0.4049; f ′′(1.3) = 39.2156 ⇒ f(1.3)f ′′(1.3) > 0 – умова викону-
ється, тож x0 = 1.3 може виступати початковим значенням.

Як показано на рисунку 6.3, функцiя f(x) монотонно зростає, угнута
на всьому iнтервалi [1; 1.3], виходячи iз значень f ′′(x), перша похiдна теж
монотонно зростає.

Отже, найбiльше значення 2-ї похiдної розмiщена в точцi 1.3, а най-
менше значення 1-ї похiдної – у точцi 1. Маємо

M2 = 45.1; m1 = 2.2;
M2

2m1
=

45.1

4.4
≈ 10.4,
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0
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f(x)

x

 f(x)=lnx+e2x2-3+arctag(3x)

Рисунок 6.3– Графiк функцiї на iнтервалi [1; 1.6]

отже, iтерацiйний процес буде збiжним, якщо початкове наближення роз-
мiщено в околi кореня з радiусом, меншим, нiж 1/10.4, тобто

|x⋆ − x0| <
1

10.4
≈ 0.096.

У такому разi наближення буде мати похибку εn+1 = 0.0001, якщо
попередня iтерацiя матиме

εn =

√
εn+1 · 2 ·m1

M
=

√
0.0001

0.96
≈ 0.03.

Процес збiгся за 5 iтерацiй (з урахуванням 0-ї).
Вiдстань мiж наближенням необхiдної точностi та початковим набли-

женням |1.3−1.2425| = 0.0575 < 0.096, тобто початкове значення вибрано
вдало

f(x̂) = f(1.2425) = 7.77 · 10−14.

Степенi малостi функцiї в iтерацiях показують квадратичну збiжнiсть
до 0.

Для чисельного розв’язання цього рiвняння за методом Ньютона за
початкове наближення необхiдно взяти правий край визначеного iнтерва-
лу вiдокремлення кореня. Для нього умова збiжностi виконана, розв’язок
одержаний за 5 iтерацiй.
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6.2 Спрощений метод Ньютона (метод однiєї
дотичної)

Одним iз значних недолiкiв методу Ньютона є необхiднiсть об-
числювати похiдну функцiї на кожному кроцi iтерацiйного процесу.
Така процедура може витрачати значний час у складних обчислен-
нях. У зв’язку з цим часто застосовують цей метод, взявши в кожнiй
iтерацiї за поточну похiдну, значення похiдної функцiї для початко-
вого наближення. Тобто iтерацiйна формула набирає вигляду

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(x0)
. (6.5)

B1 f(b)

x2 x1

b=x0

f(x)

x
a

y
B0

Рисунок 6.4– Iлюстрацiя побудови наближень до кореня ξ рiвняння
f(x) = 0 методом однiєї дотичної

Як подано на рисунку 6.4, початкове наближення взяте в точцi
b, дотична до B0 = f(b) визначає перше наближення x1, далi в
точцi B1 будуємо пряму, паралельну дотичнiй в точцi b0. Перетин
цiєї прямої з вiссю абсцис дає x2 i точку B2 = f(x2) i т. д.

Цей метод фактично є методом простих iтерацiй з

φ(x) = x− τf(x); τ = 1/f ′(x0).

Похiдна φ′(x) = 1− f ′(x)/f ′(x0).
Отже, початкове значення потрiбно обирати так, щоб на iнтер-

валi вiд x⋆ до x0 похiдна мала сталий знак. Це досягається близь-
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кiстю початкового наближення до кореня. В цьому разi, якщо∣∣∣∣1− f ′(x− n)

f ′(x0)

∣∣∣∣ < 1,

iтерацiйний процес збiгається лiнiйно, як i в методi простих iтера-
цiй.

Зупинення iтерацiйного процесу вiдбувається за тими самими
критерiями, що i в методi простих iтерацiй (5.11).

6.3 Метод сiчних

Метод Ньютона потребує для своєї реалiзацiї обчислення похi-
дної, що обмежує його застосування. Цей недолiк усуває його мо-
дифiкацiя – метод сiчних.

Якщо обрати початкове наближення кореня x⋆ рiвняння
f(x) = 0 досить близько, то уникнути процедури обчислення по-
хiдної на кожному кроцi можна, застосовуючи формулу побудови
роздiленої рiзницi функцiї за двома попереднiми наближеннями.

Роздiлена рiзниця функцiї y = f(x) за двома точками x0, x1 має
вигляд

f(x0, x1) =
f(x0)− f(x1)

x0 − x1

i є узагальнювальним поняттям похiдної.
Обравши за початкове наближення точку x0 за умовами методу

Ньютона, а за наближення x1 точку x1 = x0 + ε або x1 = x0 −
ε (iз мiркувань зсуву у бiк кореня), проведемо сiчну через точки
(x0, f(x0)) та (x1, f(x1)). Сiчна має рiвняння

x− x1
x0 − x1

=
f(x)− f(x1)

f(x0)− f(x1)
.

Звiдси точку x2 перетину сiчною осi абсцис з урахуванням того, що
можна знайти

x2 = x1 −
(x0 − x1)

f(x0)− f(x1)
f(x1).

Загальний iтерацiйний процес має формулу

xi = xi−1 −
(xi−2 − xi−1)

f(xi−2)− f(xi−1)
f(xi−1). (6.6)
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Оскiльки на малих вiдстанях вiд кореня

f(xi−2)− f(xi−1)

xi−2 − xi−1
≈ f ′(xi) ⇒

(xi−2 − xi−1)

f(xi−2)− f(xi−1)
f(xi−1) ≈

1

f ′(xi)
,

тобто метод є наближенням до методу Ньютону.
З формули видно, що метод двокроковий, тобто для чергової

iтерацiї потрiбнi два попереднi кроки.
Альтернативою до вибору x1 шляхом додавання заданої похиб-

ки до x0 в разi, коли визначений iнтервал локалiзацiї кореня [a; b],
за початковi наближення беруть межi iнтервалу. В цьому разi по-
чаткова iтерацiя нагадує iтерацiю методу хорд.

Iлюстрацiя методу сiчних наведена на рисунку 6.5

a)

f(x1)

x1

f(x0)

xx0

x*

б) f(x1)

x1

f(x0)

xx0
x*

Рисунок 6.5– Iлюстрацiя методу сiчних: а) обидва наближення з
одного боку вiд кореня; б) обидва наближення по рiзнi боки вiд
кореня

Метод сiчних збiгається дещо повiльнiше, нiж метод Ньютона,
але для нього немає потреби обчислювати f ′(x) та аналiзувати по-
ведiнку f ′′(x) на iнтервалi [x⋆;x0], що iстотно спрощує i прискорює
iтерацiйний процес для складних функцiй. Крiм цього такий про-
цес стає можливим для функцiї, заданої таблично, без попередньої
iнтерполяцiї.

Iтерацiйний процес зупиняється за виконання умов (4.4) та (4.10).
За своїм алгоритмом метод сiчних схожий на метод хорд, але

на вiдмiну вiд останнього початковi наближення в методi сiчних
можуть бути розмiщеними як з обох бокiв (див. рисунок 6.5 б)), так

66



i з одного боку (див. рисунок 6.5 a)). Окрiм того немає необхiдностi
перевiряти знаки функцiї на кiнцях новостворених вiдрiзкiв.

6.4 Метод Стефенсена

Нехай маємо двi точки zn ≈ xn, якi належать малому околу
кореня x⋆ i zn = xn+f(xn). Тодi роздiлена рiзниця функцiї для цих
двох точок буде

f(xn, zn) =
f(zn)− f(xn)

zn − xn
=
f(f(xn) + xn)− f(xn)

f(xn)
.

За умови малої вiдстанi мiж xn i zn наведена роздiлена рiзниця на-
ближається до похiдної в точцi xn. Пiдставивши таке наближення у
формулу (6.1), одержуємо iтерацiйну формулу методу Стефенсена

xi = xi+1 −
f2(xi−1)

f(xi−1 + f(xi−1))− f(xi−1)
. (6.7)

Переваги методу
Однокроковий, збiгається квадратично.
Недолiки методу
Залежнiсть збiжностi вiд вибору початкового наближення x0.

Бiля самого кореня виникає полоса «шумiв». Зупинення iтерацiй-
ного процесу вiдбувається за (4.4) або за (4.10).
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Лекцiя 7

Класифiкацiя методiв розв’язання систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь та їх

порiвняльнi характеристики. Точнi методи
розв’язання СЛАР

7.1 Розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь

У методах обчислення, якi застосовуються до комп’ютерного мо-
делювання задач бiльшостi наукових галузей, дуже велике значення
має роздiл, в якому розглядаються методи лiнiйної алгебри. Крiм
окремого використання в рiзних наукових галузях (наприклад, мо-
делювання задач фiзики, економiки, механiки i т. iн.) методи лiнiй-
ної алгебри є як допомiжними для iнших чисельних методiв.

Можна назвати такi методи, якi є складовими методiв лiнiйної
алгебри:

• методи розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь;

• методи обчислення визначникiв квадратних матриць;

• методи обернення матрицi;

• методи обчислення власних чисел i власних векторiв матрицi;

7.2 Поставлення задачi

Розглядаємо систему з n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими.
a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn = b2;
. . .
an1x1 + an2x2 + . . . annxn = bn;

(7.1)

Коротко система (7.1) може бути записана так:

n∑
i,j=1

aijxj = bi. (7.2)
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Розв’язком системи лiнiйних рiвнянь (7.1) є будь-яка сукупнiсть
чисел a1, a2, . . . , an, яка пiд час пiдстановки на мiсце невiдомих
x1, x2, . . . xn у рiвняння цiєї системи перетворює усi цi рiвняння в
тотожностi.

Означення 7.1 Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)
(7.1) є сумiсною, якщо вона має розв’язок; у протилежному разi
вона є несумiсною (або суперечливою).

Сумiсна СЛАР може мати один або кiлька розв’язкiв.

Означення 7.2 СЛАР називається визначеною, якщо має
один єдиний розв’язок, i невизначеною, якщо має бiльше одного
розв’язку.

Означення 7.3 Двi СЛАР з однаковою кiлькiстю невiдомих є
еквiвалентними, якщо вони або обидвi несумiснi, або сумiснi й
мають однаковий розв’язок.

Елементарними перетвореннями СЛАР є:

1) перестановка двох рiвнянь системи;

2) множення обох частин рiвняння системи на будь-яке вiдмiнне вiд
нуля число;

3) додавання (вiднiмання) до обох частин одного рiвняння вiдпо-
вiдних частин iншого рiвняння, помножених на будь-яке число.

Елементарнi перетворення над будь-якою СЛАР перетворюють
її в еквiвалентну. Виконання елементарних перетворень рiвносиль-
не вираженню одного невiдомого через iншi. Система, в якiй вiльнi
члени bl, b2, . . . , bm дорiвнюють нулю, називається однорiдною.

Звернемо увагу на ще одне важливе питання. У процесi вирiшен-
ня рiзних питань технiки, економiки тощо доводиться розв’язувати
СЛАР. У таких системах коефiцiєнти i вiльнi члени є наближени-
ми, що призводить до появи додаткових, неусувних похибок, якi
потрiбно враховувати як у процесi обчислень, так i в остаточно-
му округленнi результату. Коефiцiєнти СЛАР, якi виникають пiд
час оброблення результатiв, мiстять помилки спостережень. Якщо
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СЛАР записати в пам’ять комп’ютера навiть точно, то обчислення
призводить до похибок округлення. Проте, якщо матриця системи
(7.1) майже вироджена – можна сподiватися, що малi змiни в кое-
фiцiєнтах i (або) вiльних членах також призведуть до значних змiн
у її розв’язку.

Якщо малi збурення коефiцiєнтiв i (або) вiльних членах СЛАР
дуже збурюють її розв’язок – таку систему називають погано
обумовленою.

Якщо ж розв’язок збурюється незначно – СЛАР називають до-
бре обумовленою. Ознакою поганої обумовленостi СЛАР є її майже
виродженiсть (коли значення визначника системи наближається до
нуля).

Для встановлення умови сумiсностi системи необхiдно ввести
поняття матрицi системи i розширеної матрицi системи.

Означення 7.4 Матрицею системи (7.2) називається матри-
ця, складена з коефiцiєнтiв за невiдомих цiєї системи.

У матричному виглядi система (7.1) має вигляд

AX = B, (7.3)

де A – матриця коефiцiєнтiв системи з n рядкiв i n стовпцiв;
X – n-компонентний вектор невiдомих;
B – n-компонентний вектор правих частин.

Розширеною матрицею системи буде матриця

Â = (A|B) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann bn

 (7.4)

розмiром у n рядкiв i n+ 1 стовпець.
Розв’язком системи називається такий векторX⋆ = (x⋆1, x

⋆
2, . . . , x

⋆
n),

який зводить кожне рiвняння (7.1) до тотожностi.
Умова iснування єдиного розв’язку системи за теоремою Кро-

некера – Капеллi.
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ТЕОРЕМА 7.1: Теорема Кронекера – Капеллi

Для того щоб система лiнiйних рiвнянь була сумiсною, необхi-
дно i достатньо, щоб ранг її основної матрицi дорiвнював рангу
розширеної матрицi.

rangA = rangÂ = n. (7.5)

Ця умова еквiвалентна умовi нерiвностi 0 визначника матрицi
коефiцiєнтiв системи

∆ = detA ̸= 0. (7.6)

Наслiдок 1 Якщо система (7.2) сумiсна i ранг матрицi систе-
ми r(A) дорiвнює кiлькостi невiдомих n, то система має єдиний
розв’язок.

Наслiдок 2 Якщо система (7.2) сумiсна i ранг матрицi системи
r(A) менший за кiлькiсть невiдомих n, то система має незлiченну
кiлькiсть розв’язкiв.

Усю множину iснуючих методiв розв’язання СЛАР можна подi-
лити на 2 типи:

1) точнi (прямi) методи;

2) наближенi (iтерацiйнi) методи.

Точними називають такi методи, якi дозволяють знайти точний
розв’язок СЛАР за допомогою виконання скiнченної кiлькостi ари-
фметичних операцiй у припущеннi, що всi обчислення виконуються
точно (без округлень), а коефiцiєнти та вiльнi члени системи – то-
чнi числа. Проте на практицi всi обчислення виконуються з обме-
женою кiлькiстю десяткових розрядiв, а iррацiональнi коефiцiєнти
i вiльнi члени (якщо такi є) замiнюються рацiональними числами.
Тому в процесi обчислень вдаються до округлень, а це означає, що
розв’язки, якi обчислюються за точними методами, є наближеними
числами з певними похибками (похибками округлень).

До точних методiв розв’язання СЛАР належать: правило Кра-
мера, метод Гаусса, метод головних елементiв, Метод Гаусса – Жор-
дана, схема Халецького, метод квадратних коренiв тощо.
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Метод Крамера має велике теоретичне значення, проте на пра-
ктицi його застосовують дуже рiдко, оскiльки вiн дуже трудомiс-
ткий i пiд час розв’язування системи з великою кiлькiсть невiдомих
потребує дуже багато машинного часу.

Метод Гаусса застосовують для розв’язання СЛАР iз щiльно
заповненою матрицею.

Метод Гаусса – Жордана дозволяє послiдовно виключити невi-
домi з усiх рiвнянь системи, крiм одного, i навести матрицю коефi-
цiєнтiв розв’язку але, порiвняно з методом Гаусса, супроводжується
збiльшенням обсягу обчислень. Якщо будь-який елемент провiдно-
го рядка дорiвнює нулю, застосування методу Гаусса недоцiльне.
Такої складностi можна запобiгти, якщо змiнити порядок, в яко-
му розмiщенi рiвняння системи. Максимальна точнiсть досягається
у разi, коли провiдний елемент має найбiльше значення. Вибiр за
таким правилом головного елемента i покладено в основу методу
головних елементiв.

У багатьох випадках виникає необхiднiсть розв’язання СЛАР,
в якiй матриця коефiцiєнтiв є незмiнною, а стовпець вiльних чле-
нiв є змiнним. Тодi доцiльно застосовувати обчислення за схемою
Халецького. В такому разi один раз обчислюються значення еле-
ментiв трикутних матриць i багаторазово розв’язуються нижня та
верхня трикутнi системи, якi потребують виконання операцiй мно-
ження i дiлення. Якщо матриця коефiцiєнтiв системи симетрична
– доцiльно застосовувати метод квадратних коренiв, який потребує
вдвiчi меншої кiлькостi комiрок пам’ятi та арифметичних операцiй
– вiдповiдно.

Застосування точних методiв для розв’язування СЛАР iз вели-
кою кiлькiстю невiдомих є громiздким. Крiм того, кiлькiсть невi-
домих може бути настiльки великою, що коефiцiєнти системи не
завжди можна розмiщувати в оперативнiй пам’ятi комп’ютера.

Тодi системи розв’язують за допомогою iтерацiйних методiв. Iте-
рацiйними називають такi методи, якi дозволяють знайти наближе-
ний розв’язок СЛАР iз заздалегiдь зазначеною точнiстю шляхом
виконання скiнченної кiлькостi арифметичних операцiй, хоч самi
обчислення можуть виконуватися без округлень, а коефiцiєнти i
вiльнi члени системи бути точними числами. Розв’язуючи СЛАР
iтерацiйними методами, крiм похибок округлення потрiбно врахо-
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вувати також i похибку методу. До iтерацiйних методiв розв’язання
СЛАР належать: метод простої iтерацiї (або метод iтерацiї), метод
Зейделя, метод верхньої релаксацiї тощо. Далi детальнiше розгля-
немо теоретичнi та практичнi питання розв’язання СЛАР iтерацiй-
ними методами.

7.3 Точнi методи розв’язання СЛАР

Точнi(прямi) методи розв’язання СЛАР можуть бути визначенi
як такi, що за умови точних вихiдних даних i обчислення без окру-
глень дають точний розв’язок СЛАР, вектор X⋆ = (x⋆1, x

⋆
2, . . . , x

⋆
n),

за скiнчену кiлькiсть крокiв. До таких методiв належать, напри-
клад:

• правило Крамера

x⋆i =
∆i

∆
(7.7)

∆i визначник матрицi, утвореної з матрицi коефiцiєнтiв A за-
мiною i-го стовпця на вектор правих частин. Вимагає викона-
ння приблизно 2n4/3 додавань/вiднiмань i множень/дiлень;

• розв’язання матричного рiвняння

X = A−1B (7.8)

де A−1 – обернена матриця до матрицi коефiцiєнтiв A:

AA−1 = A−1A = E,

A−1 =
1

∆
A′ =

1

∆


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 (7.9)

Aij – алгебраїчнi доповнення до вiдповiдних елементiв aij , A′

– приєднана матриця матрицi A.

Обидва наведенi методи вмiщують у собi велику кiлькiсть опе-
рацiй для обчислення визначникiв n – го та n−1 – го порядкiв.
Обчислення визначника n – го порядку вимагає виконати до-
давання n! доданкiв, кожний з яких є добутком n множникiв.
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Отже, кiлькiсть множень i додавань для обчислення одного
визначника n – го порядку дорiвнює n · n!. Вже система на-
вчального рiвня 10×10 вимагає 36288000 операцiй для одного
визначника. Для правила Крамера таких обчислень потрiбно
зробити 11, а для оберненої матрицi – 1 визначник10×10 i 100
визначникiв 9× 9.

Отже, не дивлячись на сучаснi потужностi комп’ютерiв, для
великих систем цi методи є нерацiональними;

• методи виключення змiнних (методи Гауса та Жордана - Га-
уса);

• наближенi (iтерацiйнi) методи визначають як такi, що розв’язок
СЛАР (7.1) знаходять, як послiдовнiсть наближень

{X(i) : lim
i−→∞

X(i) = X⋆}.

У реальному обчислювальному процесi обчислення розв’язку
припиняється за умови |X(i) − X⋆| < ε, де ε – задана то-
чнiсть обчислень. До таких методiв належать, наприклад, ме-
тод простих iтерацiй, метод Зейделя.

Метод Гауса
Розглянемо метод Гауса бiльш детально.
Розглядаємо СЛАР, задану своєю розширеною матрицею 7.4 або

у виглядi таблицi 7.1

Таблиця 7.1– Табличний запис розширеної матрицi A
x1 x2 . . . xn B KC

1 a11 a12 . . . a1n b1
∑

1

2 a21 a22 . . . a2n b2
∑

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n an1 an2 . . . ann bn
∑

n

Вважаєм, що ця система визначена, тобто detA ̸= 0.

У цiй таблицi стовбець iз номером n+ 2 є контролювальним. У
цей стовбець записується сума усiх елементiв вiдповiдних рядкiв,
тобто

∑
i =

∑n
j=1 aij + bi.
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Метод Гауса розв’язання СЛАР має порiвняно невелику кiль-
кiсть операцiй, приблизно 2n3/3 i має досить простий алгоритм.

Складається метод Гауса з 2 частин. Метод Гауса i його моди-
фiкацiї ще називають методами одного дiлення.

Перша частина методу Гауса є поступовим виключенням невiдо-
мих iз рiвнянь системи, щоб пiсля завершення алгоритму матриця
коефiцiєнтiв системи мала трикутний вигляд. Ця частина методу
носить назву прогонка вниз.

У другiй частинi методу вiдбувається поступове обчислення ком-
понентiв розв’язку X⋆, починаючи з xn. Назва другої частини –
прогонка вгору.

Враховуючи знання звичайного методу Гауса, розглянемо моди-
фiкований метод – метод Гауса з вибором головного елементу
за стовпцем як такий, що дозволяє обiйти такi неприємнi моменти
розв’язання СЛАР, як наявнiсть на дiагоналi матрицi коефiцiєнтiв
нульового або досить малого коефiцiєнтiв.

Прогонка вниз (пряма прогонка).

1 Аналiзується перший стовбець матрицi коефiцiєнтiв. Знаходимо
найбiльший елемент maxi=1,n |ai1|. Переставляємо увесь рядок з
обраним елементом на перше мiсце.

Результат дiї – елемент a11 матрицi коефiцiєнтiв – найбiльший
за модулем з усiх коефiцiєнтiв бiля x1.

Визначаємо перший рядок, перший стовбець i елемент a11 як го-
ловнi.

2 Дiлимо усi елементи головного рядка (включаючи n + 1 – й та
n+ 2 – й елементи) на головний a11:

a
(1)
1j =

a1j
a11

; b
(1)
1 =

b1
a11

;

(1)∑
1

=

∑
1

a11
. (7.10)

3 Виключаємо змiнну x1 з усiх рiвнянь, окрiм першого. Для цього
додаємо до кожного неголовного рядка з номером i таблицi голов-
ний рядок, помножений на −ai1, i = 2, n. Перерахунок елементiв
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i-го рядка матрицi вiдбувається за такими формулами:

a
(1)
ij = aij + a

(1)
1j · (−ai1) = aij −

ai1a1j
a11

, (7.11)

b
(1)
i = bi − b

(1)
1 · ai1 = bi −

ai1b1
a11

, (7.12)

(1)∑
i

=
∑
i

−
(1)∑
1

=
∑
i

−
ai1
∑

1

a11
, i = 2, n; j = 1, n. (7.13)

Результат дiї – таблиця 7.2 В разi, якщо алгоритм працює пра-

Таблиця 7.2– Результат дiї 3-го пункту алгоритму
x1 x2 . . . xn B KC

1 1 a
(1)
12 . . . a

(1)
1n b

(1)
1

∑(1)
1

2 0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n b

(1)
2

∑(1)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n 0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn b

(1)
n

∑(1)
n

вильно, то виконується рiвнiсть
(1)∑
i

=
n∑

j=1

a
(1)
ij + b

(1)
i . (7.14)

У реальнiй роботi чисельного алгоритму ми нiколи не будемо ма-
ти точної рiвностi (7.14), тому рiвнiсть (7.14) замiняють набли-
женням ∣∣∣∣∣∣

(1)∑
i

−

 n∑
j=1

a
(1)
ij + b

(1)
i

∣∣∣∣∣∣ < ε, (7.15)

де ε – задана точнiсть розв’язання системи.

4 Аналiзується другий стовбець матрицi коефiцiєнтiв, починаючи
з другого елемента.

Знаходимо найбiльший елемент maxi=2,n |ai2|. Переставляємо увесь
рядок з обраним елементом на друге мiсце.

Результат дiї – елемент a22 матрицi коефiцiєнтiв – найбiльший
за модулем iз коефiцiєнтiв бiля x2 у рiвняннях з 2-го по n-е.

Визначаємо другий рядок i елемент a22 як головнi.
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5 Розраховуємо значення коефiцiєнтiв еквiвалентної системи, в якiй
невiдома змiнна x2 наявна лише в 1-му та 2-му рiвняннях. Для
розрахунку використовуємо формули (7.10), (7.11–7.13). Вихiднi
данi беремо з таблицi 7.2.

Складаємо результувальну таблицю, перевiряємо правильнiсть
розрахунку.

Пункти 4, 5 виконуються до n-го рядка таблицi включно кожного
разу, беручи за головнi рядок i та елемент aii.

Результат дiї – трикутна матриця коефiцiєнтiв системи, подана
в таблицi 7.3.

Таблиця 7.3– Результат дiї 5-го пункту алгоритму.
x1 x2 . . . xn B KC

1 1 a
(1)
12 . . . a

(1)
1n b

(1)
1

∑(1)
1

2 0 1 . . . a
(2)
2n b

(2)
2

∑(2)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n 0 0 . . . 1 b
(n)
n

∑(n)
n

Прогонка вниз закiнчена.
Далi виконуємо прогонку вгору.
З останнього рядка таблицi 7.3 маємо: xn = b

(n)
n .

Пiдставляємо одержане значення в рядок n− 1, маємо:

xn−1 = bn−1
n−1 − a

(n−1)
n−1,nb

(n)
n .

Загальна формула для обчислення xi буде:

xi = b
(i)
i −

n∑
j=i+1

a
(n)
i,j+1xj+1.
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�
ПРИКЛАД 1

Розв’язати визначену СЛАР методом Гауса з вибором головного елемента
за стовпцем

0.123x1 + 0.392x2 + 0.546x3 − 0.249x4 = −0.383,
−0.385x1 + 0.002x2 + 0.846x3 − 0.221x4 = −1.89,
0.948x1 − 0.35x2 − 0.21x3 − 0.001x4 = 0.455,
−0.248x1 + 2.5x2 − 0.0013x3 − 0.0003x4 = 0.2524.

(7.16)

�� ��Розв’язування
Це СЛАР – система 4 рiвнянь iз чотирма невiдомими. Не замислюю-

чись над типом системи за кiлькiстю розв’язкiв, застосуємо до її розв’язання
метод Гауса з вибором головного елемента за стовпцем. Запишемо систе-
му в таблицю 7.4.

Таблиця 7.4– Табличний запис системи (7.16)
x1 x2 x3 x4 B KC

1 0.123 0.392 0.546 -0.249 -0.383 0.43
2 -0.385 0.002 0.846 -0.221 -1.89 -1.648
3 0.948 -0.35 -0.21 -0.001 0.455 0.842
4 -0.248 0.25 -0.0013 -0.0003 0.2524 0.2528

Виконуємо прогонку униз.

1 Шукаємо максимальний за модулем елемент 1-го стовпця. Це елемент
a31 = 0.948. Перемiщуємо 3-й рядок на перше мiсце. Першi рядок i
стовбець – головнi.

Таблиця 7.5– Перший пункт алгоритму прогонки вниз
x1 x2 x3 x4 B KC

1 0.948 -0.35 -0.21 -0.001 0.455 0.842
2 0.123 0.392 0.546 -0.249 -0.383 0.43
3 -0.385 0.002 0.846 -0.221 -1.89 -1.648
4 -0.248 0.25 -0.0013 -0.0003 0.2524 0.2528

2 Дiлимо перший рядок на 0.948.
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3 Усi iншi елементи таблицi обчислюємо за (7.11) та (7.13). Одержимо
таблицю 7.6.
У таблицi додатковий стовпець – стовпець сум коефiцiєнтiв кожного
рядка. Стовпець, що стоїть передостаннiм, є стовпець контрольної су-
ми КС, якi перераховувалися за (7.11) i (7.13), як i всi iншi елементи
матрицi коефiцiєнтiв. Збiг двох останнiх стовпцiв показує нормальну
роботу алгоритму методу.

Таблиця 7.6– Третiй пункт алгоритму прогонки вниз
x1 x2 x3 x4 B KC обч. KC

1 1 -0.3691 -0.2215 -0.00105 0.47995 0.88818 0.88818
2 0 0.4374 0.5732 -0.2478 -0.4420 0.32075 0.32075
3 0 -0.1401 0.7607 -0.22141 -1.70522 -1.30605 -1.30605
4 0 0.1584 -0.0562 -0.00056 0.37143 0.47307 0.47307

4 Обираємо найбiльший за модулем елемент у стовпцi № 2 з елементiв
2–4. Це буде a(1)22 = 0.4374. Другi рядок i стовпець – головнi.

5 Дiлимо 2-й рядок на a(2)22 .

6 Перераховуємо елементи 3-го i 4-го рядкiв згiдно (7.11) i (7.13). Резуль-
тат запишемо в таблицю 7.7

Таблиця 7.7– Шостий пункт алгоритму прогонки вниз
x1 x2 x3 x4 B KC обч. KC

1 1 -0.3691 -0.2215 -0.00105 0.47995 0.88818 0.88818
2 0 1 1.31054 -0.56668 -1.01057 00.73329 0.73329
3 0 0 0.94437 -0.30082 -1.84684 -1.20328 -1.20328
4 0 0 -0.26388 00.08922 0.53154 0.35688 0.38688

7 У третьому стовпцi найбiльшим за модулем буде a(2)33 = 0.94437.

8 Третi рядок i стовпець – головнi. Дiлимо 3-й рядок на a(2)33 .

9 Перераховуємо елементи i 4-го рядкiв згiдно (7.11) та (7.13). Результат
запишемо в таблицю 7.8.

10 Дiлимо останнiй рядок на a(3)44 = 0.005166. Результат запишемо в табли-
цю 7.9.
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Таблиця 7.8– Дев’ятий пункт алгоритму прогонки вниз
x1 x2 x3 x4 B KC обч. KC

1 1 -0.3691 -0.2215 -0.00105 0.47995 0.88818 0.88818
2 0 1 1.31054 -0.56668 -1.01057 00.73329 0.73329
3 0 0 1 -0.31854 -1.95562 -1.27416 -1.27416
4 0 0 0 0.005166 0.015499 0.02066 0.02066

Таблиця 7.9– Десятий пункт алгоритму прогонки вниз
x1 x2 x3 x4 B KC обч. KC

1 1 -0.3691 -0.2215 -0.00105 0.47995 0.88818 0.88818
2 0 1 1.31054 -0.56668 -1.01057 00.73329 0.73329
3 0 0 1 -0.31854 -1.95562 -1.27416 -1.27416
4 0 0 0 1 3 4 4

Матриця коефiцiєнтiв системи набрала трикутного вигляду.
Прогонка вниз виконана.
Прогонка вгору (зворотний хiд алгоритму):

• з четвертого рядка останньої таблицi маємо x4 = 3;

• з третього рядка x3 = −1.95562 + 0.31854 · 3 = −1;

• з 2-го рядка x2 = −1.01057− 1.31054 · (−1) + 0.56668 · 3 = 2;

• з 1-го рядка x1 = 0.479958+0.369198·2+0.22152·(−1)+0.00150·3 = 1.

Одержали розв’язок X(1; 2;−1; 3).

Iншi модифiкацiї методу Гауса
Окрiм метода Гауса i метода Гауса з вибором головного елемента

за стовпцем таку саму складнiсть мають метод Гауса з вибором
головного елемента матрицi коефiцiєнтiв СЛАР i метод Жордана –
Гауса.

Метод головного елемента матрицi коефiцiєнтiв СЛАР по-
лягає у виборi на кожному кроцi найбiльшого елемента матрицi
коефiцiєнтiв i призначення цього елемента, його рядка i стовпця за
головнi.

Iдея цього методу виникла у зв’язку з тим, що коефiцiєнти СЛАР
є параметрами реальних iнженерних систем i здебiльшого є набли-
женими значеннями, тому що одержанi звичайно внаслiдок вимi-
рювання або як статистичнi данi.
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Проiлюструємо цей метод на довiльнiй СЛАР 4× 4.
Розглянемо систему

a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4 = b1;
a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 = b2;
a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 = b3;
a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 = b4;

Вважаємо, що система визначена, тобто detA ̸= 0.
Запишемо її у табличному виглядi Знаходимо максимальний за

Таблиця 7.10– Табличний запис матрицi A
x1 x2 x3 x4 B KC

1 a11 a12 a13 a14 b1
∑

1

2 a21 a22 a23 a24 b2
∑

2

3 a31 a32 a33 a34 b3
∑

3

4 a41 a42 a43 a44 b4
∑

4

модулем елемент матрицi коефiцiєнтiв. Нехай це буде елемент a34.
Тодi головним рядком буде рядок 3, а стовпцем – стовпець 4.

Дiлимо головний рядок № 3 на головний елемент a34

a
(1)
3j =

a3j
a34

; b
(1)
3 =

b3
a34

;

(1)∑
3

=

∑
3

a34
. (7.17)

Кожний елемент неголовного рядка i перераховуємо за формулою

a
(1)
ij = aij −

a3j
a34

; b
(1)
i = bi −

b3
a34

ai4;

(1)∑
i

=
∑
i

−
∑

3

a34
ai4. (7.18)

Легко помiтити, в перерахуваннi беруть участь елементи, якi ство-
рюють прямокутник (таблиця 7.10, позначенi зеленим кольором).

Наприклад, для перерахунку a12 потрiбно взяти елементи a12, a14, a34,
a32. Тодi формулу перерахунку можна подати так:

a
(1)
12 =

a12a34 − a14a32
a34

,

яка повнiстю вiдповiдає загальнiй формулi за змiстом i вiдображає
процес перерахунку як рiзницю добуткiв елементiв, якi стоять на
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дiагоналях прямокутника. Причому перший добуток завжди має
за множника елемент, який перераховується.

Тобто усi елементи неголовних рядкiв перераховуються за пра-
вилом прямокутника, яке вiдповiдає (7.18).

Одержали матрицю коефiцiєнтiв системи, еквiвалентної вихi-
днiй. У цiй матрицi 4-й стовпець буде складатися з 1 на мiсцi (3, 4)
i нулiв на усiх iнших мiсцях.

Таблиця 7.11– Запис матрицi A пiсля перерахунку елемента a34
x1 x2 x3 x4 B KC

1 a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 0 b

(1)
1

∑(1)
1

2 a
(1)
21 a

(1)
22 a

(1)
23 0 b

(1)
2

∑(1)
2

3 a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
33 1 b

(1)
3

∑(1)
3

4 a
(1)
41 a

(1)
42 a

(1)
43 0 b

(1)
4

∑(1)
4

Запам’ятовуємо головний рядок в окрему матрицю i викидаємо
його i головний стовпець iз подальшого процесу. Позначимо матри-
цю з головних рядкiв через U :

U =
(
a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
31 1 b

(1)
3

∑(1)
3

)
.

Розрахункова таблиця набере вигляду таблицi 7.12.

Таблиця 7.12– Розрахункова таблиця
x1 x2 x3 B KC

1 a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 b

(1)
1

∑(1)
1

2 a
(1)
21 a

(1)
22 a

(1)
23 b

(1)
2

∑(1)
2

3 a
(1)
41 a

(1)
42 a

(1)
43 b

(1)
4

∑(1)
4

Знову обираємо найбiльший за модулем елемент матрицi коефi-
цiєнтiв. Нехай це буде a(1)41 . Головним рядком є рядок № 3 таблицi,
головним стовпцем є стовпець № 1 таблицi 7.12.

Перераховуємо коефiцiєнти вiдповiдно до наведених вище за-
гальних формул. Одержимо нову таблицю 7.13

82



Таблиця 7.13– Перерахунок коефiцiєнтiв
x1 x2 x3 B KC

1 0 a
(2)
12 a

(2)
13 b

(2)
1

∑(2)
1

2 0 a
(2)
22 a

(2)
23 b

(2)
2

∑(2)
2

3 1 a
(2)
42 a

(2)
43 b

(2)
4

∑(2)
4

Заносимо головний рядок у матрицю U i видаляємо головний
рядок i стовпець iз таблицi

U =

(
a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
31 1 b

(1)
3

∑(1)
3

1 a
(2)
42 a

(2)
43 0 b

(2)
4

∑(2)
4

)
.

Таблиця набере вигляду:

x2 x3 B KC

1 a
(2)
12 a

(2)
13 b

(2)
1

∑(2)
1

2 a
(2)
22 a

(2)
23 b

(2)
2

∑(2)
2

Черговий максимальний за модулем елемент призначимо на a(2)23 .
Головний рядок – 2, стовпець – 3.

Перерахована за формулами (7.17) i (7.18) таблиця набирає ви-
гляду 7.14

Таблиця 7.14– Розрахункова таблиця пiсля перерахунку за форму-
лами (7.17) i (7.18)

x2 x3 B KC

1 a
(3)
12 0 b

(3)
1

∑(3)
1

2 a
(3)
22 1 b

(3)
2

∑(3)
2

Поповнюємо U :

U =

 a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
31 1 b

(1)
3

∑(1)
3

1 a
(2)
42 a

(2)
43 0 b

(2)
4

∑(2)
4

0 a
(3)
22 1 0 b

(3)
2

∑(3)
2

 .

Видаляємо головнi рядок i стовпець:
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x2 B KC

1 a
(3)
12 b

(3)
1

∑(3)
1

Поповнюємо U :

U =


a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
31 1 b

(1)
3

∑(1)
3

1 a
(2)
42 a

(2)
43 0 b

(2)
4

∑(2)
4

0 a
(3)
22 1 0 b

(3)
2

∑(3)
2

0 1 0 0 b
(4)
1

∑(4)
1

 .

Матриця U , складена з головних рядкiв, має структуру трику-
тної матрицi. В разi перестановки рядкiв i стовпцiв i перенумерацiї
змiнних матриця набере явно трикутного вигляду. Тобто ми викона-
ли прямий хiд методу виключення змiнних, тобто прогонку вниз.

Останнiй рядок матрицi U вiдповiдає рiвнянню x2 = b
(4)
1 .

Пiдставляємо значення x2 в рiвняння, яке вiдповiдає рядку 3:

x3 = b
(3)
2 − a

(3)
22 x2.

З другого рядка

x1 = b
(2)
2 − a

(2)
42 x2 − a

(2)
43 x3.

З першого рядка

x4 = b
(2)
3 − a

(1)
31 x1 − a

(1)
32 x2 − a

(1)
33 x3.

Розв’язок системи – X = (x1;x2;x3;x4).

Зауваження! Звертаємо увагу на те, що в разi невиродже-
ностi матрицi коефiцiєнтiв ненульовий елемент знайдеться на
кожному кроцi. В iншому випадку detA = 0 i система не є ви-
значеною. В цьому разi необхiдно зробити аналiз стовпця пра-
вих частин системи. Якщо хоча б проти одного нульового рядка
матрицi коефiцiєнтiв стоїть ненульове значення правої частини
– СЛАР несумiсна, якщо усiм нульовим рядкам вiдповiдають
нульовi значення правих части – система невизначена, має ба-
зиснi та вiльнi змiннi, матриця коефiцiєнтiв базисних змiнних
набрала трикутного вигляду, та частина матрицi коефiцiєнтiв,
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якi залишилися не зведеними до трикутної матрицi, є коефiцi-
єнтами вiльних змiнних. Отже, з останньої таблицi можна ви-
писати загальний розв’язок невизначеної системи.

Якщо зробити порiвняльний аналiз методу головного елементу
стовпця та методу головного елементу матрицi, то можна помiтити,
що перший метод є частинним випадком другого за умови, що най-
бiльший елемент завжди буде в крайньому лiвому стовпцi таблицi
(матрицi), яка пiдлягає перетворенню на черговому кроцi методу.

Метод Гауса – Жордана (метод повного виключення)
вiдрiзняється вiд методу Гауса тим, що шляхом еквiвалентних пе-
ретворень квадратна матриця коефiцiєнтiв СЛАР зводиться до оди-
ничної. Це означає, що вихiдна СЛАР зводиться до системи, в якої
кожне рiвняння визначає лише одну змiнну.

Алгоритм методу Жордана – Гауса (з вибором головного еле-
менту стовпця) можна подати так:

1 П. 1 – п. 2 повнiстю збiгаються з алгоритмом методу Гауса.

2 Цей пункт можна подати так: перший (головний) стовпець, почи-
наючи з 2-го елемента заповнюємо «0». Всi елементи неголовних
рядкiв таблицi розраховуються за методом прямокутника (7.18).

3 Перевiряємо стовпець КС.

4 Обираємо найбiльший за модулем елемент у 2-му стовпцi серед
елементiв iз номерами 2, 3, . . . , n. Пересуваємо рядок з макси-
мальним елементом на друге мiсце.

5 Елемент a(1)22 , 2-й рядок i 2-й стовпець – головнi. Дiлимо головний
рядок на головний елемент – формула (7.17).

6 Головний стовпець заповнюємо «0» всюди, окрiм a
(2)
22 = 1 . Усi

елементи неголовних рядкiв розраховуємо за (7.18).

7 Перевiряємо стовпець КС.

Для довiльного i-го рядка:

8 Обираємо найбiльший за модулем елемент у i-му стовпцi серед
елементiв iз номерами i, i+1, . . . , n. Пересуваємо рядок iз макси-
мальним за модулем елементом на i-те мiсце.
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9 Елемент a(i−1)
ii , i-й рядок та i-й стовпець – головнi. Дiлимо голов-

ний рядок на головний елемент – формула (7.17).

10 Головний стовпець заповнюємо «0» всюди, окрiм a
(i)
ii = 1. Усi

елементи неголовних рядкiв розраховуємо за (7.18).

11 Перевiряємо стовпець КС.

12 Пiсля виконання 4n крокiв алгоритму одержуємо результат у ви-
глядi таблицi з n рядками та n + 2-ма стовпцями. В n + 1 – му
стовпцi стоять компоненти розв’язку системи, у n + 2-му – кон-
трольна сума.

Ще однiєю модифiкацiєю методу Гауса є метод прогонки, який
застосовується для трьох дiагональних матриць.
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Лекцiя 8

Прямi методи розв’язання СЛАР.
LU-розкладання квадратної невиродженої

матрицi, алгоритм Краута, алгоритм
Холецького

Прямi методи розв’язання СЛАР

8.1 LU-розкладання квадратної невиродженої
матрицi

Здебiльшого неможливо одержати рiшення диференцiальних рiв-
нянь у частинних похiдних в аналiтичному виглядi за допомогою
елементарних або спецiальних функцiй. Тому важливо чисельне
розв’язання диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних, яке
дає можливiсть одержати розв’язок у виглядi значень шуканої фун-
кцiї у визначених точках координат для визначених моментiв часу
(часових прошаркiв). Найчастiше використовують для цього метод
сiток, або метод скiнченних рiзниць.

Дуже широке застосування в чисельних схемах задач лiнiйної
алгебри з невиродженими квадратними матрицями A має розкла-
дання такої матрицi на 2 трикутнi: нижню трикутну матрицю L та
верхню трикутну матрицю U .

Визначимо нижню трикутну матрицю L з одиничною головною
дiагоналлю, щоб вище дiагоналi були розмiщенi нульовi елементи, а
нижче дiагоналi – ненульовi елементи, значення яких одержанi пiд
час приведення матрицi.

Визначимо верхню трикутну матрицю U , на головнiй дiагоналi
якої розмiщенi ненульовi та неодиничнi елементи, а нижче дiагоналi
– нульовi елементи

A = L · U,

L =


l11 0 0 0
l21 l22 0 0
. . . . . . . . . . . .
ln1 ln2 . . . lnn

 ; U =


1 u12 . . . u1n
0 1 . . . u2n
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 . (8.1)

Таке подання A застосовується для розв’язання СЛАР, обчи-
слення визначникiв, обертання квадратних матриць тощо, де L –
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нижня трикутна матриця; а U – верхня трикутна матриця, усi дiа-
гональнi елементи якої дорiвнюють 1.

Називається таке розкладання квадратної невиродженої матри-
цi LU-розкладанням i базується на еквiвалентних перетвореннях
методу Гауса.

Нагадаємо, що внаслiдок прямого ходу методу Гауса ми одер-
жуємо верхню трикутну матрицю

U =


1 u12 . . . u1n
0 1 . . . u2n
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 =


1 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n

0 1 . . . a
(1)
2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 . (8.2)

Зауваження! Головна дiагональ матрицi L складається з дi-
агональних елементiв матрицi Гаусовських перетворень, тобто

lii = a
(i−1)
ii , i = 1, n. (8.3)

Iснує декiлька алгоритмiв розкладання. Розглянемо 2 з них.

8.2 Алгоритм Краута

Основна iдея методу Краута, або LU -розкладання полягає в то-
му, що це своєрiдний перезапис методу Гауса. Суть у цьому, що
можна явно видiлити два етапи, зокрема один робить перетворення
над матрицею A системи, iнший — з вектором правих елементiв b.

Для полегшення узагальнення алгоритму на матрицю n×n роз-
глянемо частинний випадок для невиродженої A4×4.

Нехай розкладання iснує, тобто

L =


l11 0 0 0
l21 l22 0 0
l31 l32 l33 0
l41 l42 l43 l44

 ; U =


1 u12 u13 u14
0 1 u23 u24
0 0 1 u34
0 0 0 1

 .
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Тодi

A =


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
al41 a42 a43 a44

 = LU =

=


l11 0 0 0
l21 l22 0 0
l31 l32 l33 0
l41 l42 l43 l44

 ·


1 u12 u13 u14
0 1 u23 u24
0 0 1 u34
0 0 0 1

 =

=


l11 l11u12 l11u13 l11u14
l21 l21u12 + l22 l21u13 + l22u23 l21u14 + l22u24
l31 l31u12 + l32 l31u13 + l32u23 + l33 l31u14 + l32u24 + l33u34
l41 l41u12 + l42 l41u13 + l42u23 + l43 l41u14 + l42u24 + l43u34 + l44

 .

1 Якщо зiставити початкове значення A i результат добутку, то
можна визначити, що

1-й стовпець матрицi L дорiвнює 1-му стовпцю A, тобто

li1 = ai1, i = 1, 4(i = 1, n).

2 Порiвняння перших рядкiв дає нам спiввiдношення

a1j = l11u1j , j = 2, 3, 4; (j = 2, n).

З цього спiввiдношення знаходимо u1j – перший рядок U

uij =
a1j
l11

, j = 2, 3, 4; (j = 2, n).

3 З порiвняння других стовпцiв маємо спiввiдношення

ai2 = li1u12 + li2, i = 2, 3, 4; (i = 2, n).

Отже, можемо знайти елементи 2-го стовпця L:

li2 = ai2 − li1u12, i = 2, 3, 4; (i = 2, n).
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4 Прирiвнюючи 3-тi рядки, починаючи з третiх елементiв, одержи-
мо спiввiдношення:

a2j = l21u1j + l22u2j , j = 3, 4; (j = 3, n).

звiдси визначаються елементи другого рядка U :

u2j =
1

l22
(a2j − l21u1j), j = 3, 4; (j = 3, n).

Так, прирiвнюючи по черзi спочатку стовпцi, потiм рядки вихi-
дного виглядуA i добутку LU , одержуємо всi елементи трикутних
матриць.

Загальнi формули побудови елементiв трикутних матриць розкла-
дання A = LU такi:

li1 = ai1;

u1j =
a1j
l11

;

lij = aij −
j−1∑
k=1

likukj , i ⩾ j,

uij =
1

lii

(
aij −

i−1∑
k=1

likukj

)
, i < j. (8.4)

�
ПРИКЛАД 1

Виконати LU -розкладання матрицi A за методом Краута.

A =

 10 −7 0
−3 6 2
5 −1 5

 .

�� ��Розв’язування
Загальний вигляд трикутних матриць розкладання

L =

 l11 0 0
l21 l22 0
l31 l32 l33

 ; U =

 1 u12 u13
0 1 u23
0 0 1

 .

Застосовуємо формули алгоритму Краута (8.4) для заповнення трикутних
матриць значеннями для вихiдних даних.
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1 Для першого стовпця L беремо перший стовпець A

L =

 10 0 0
−3 l22 0
5 l32 l33

 .

2 Обчислюємо перший рядок U :

u12 =
a12
l11

=
−7

10
= −0.7;u13 =

a13
l11

=
0

10
= 0.

Отже,

U =

 1 −0.7 0
0 1 u23
0 0 1

 .

3 Використовуючи знайденi значення, розрахуємо другий стовпець L:

li2 = aij −
j−1∑
k=1

likukj = ai2 −
1∑

k=1

likuk2, i = 2, 3(i ⩾ j) ⇒

l22 = a22 − l21u12 = 6− (−3) · (−0.7) = 6− 2.1 = 3.9;

l32 = a32 − l31u12 = −1− 5 · (−0.7) = −1 + 3.5 = 2.5.

Маємо

L =

 10 0 0
−3 3.9 0
5 2.5 l33

 .

4 Розраховуємо елементи 2-го рядка U , тобто елемент u23:

u23 =
1

lii

(
aij −

i−1∑
k=1

likukj

)
=

1

l22
(a23−l21u12) =

1

3.9
(2−(−3)·0) = 2

3.9
≈ 0.513.

Отже,

U =

 1 −0.7 0
0 1 0.513
0 0 1

 .

5 Розраховуємо третiй стовпець L, тобто l33:

l33 = a33−
2∑

k=1

l3kuk3 = a33− l31u13− l32u23 = 5−5 ·0−2.5 ·0.513 ≈ 3.718.

Маємо

L =

 10 0 0
−3 3.9 0
5 2.5 3.718

 .
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Одержали двi трикутнi матрицi

L =

 10 0 0
−3 3.9 0
5 2.5 3.718

 ;U =

 1 −0.7 0
0 1 0.513
0 0 1

 ,

добуток яких є матриця A.
Перевiрка:

A = LU =

 10 0 0
−3 3.9 0
5 2.5 3.718

·

 1 −0.7 0
0 1 0.513
0 0 1

 =

 10 −7 0
−3 6 2.0007
5 −1 5.0005

 .

Елементи вихiдної A i розрахованої A як добуток трикутних матриць збi-
глись з точнiстю до 0.001, тобто з точнiстю до округлень.

8.3 Алгоритм Холецького

Алгоритм Холецького застосовують для симетричних знакопо-
зитивних невироджених матриць A. Iнша назва методу – метод
квадратного кореня.

Симетричну знакопозитивну невироджену матрицю можна роз-
класти на двi трикутнi матрицi, якi є транспонованими одна вiдно-
сно одної. Тобто

A = LLT .

Фактично, достатньо обчислити лише трикутну матрицю L. Iн-
шу матрицю одержуємо транспонуванням. Для доступностi пере-
творень розглянемо знову матрицю A4×4.

Розглядається матриця A – симетрична знакопозитивна матри-
ця.

A =


a11 a21 a31 a41
a21 a22 a32 a42
a31 a32 a33 a43
al41 a42 a43 a44

 .

Вважаємо, що iснують матрицi

L =


l11 0 0 0
l21 l22 0 0
l31 l32 l33 0
l41 l42 l43 l44

 ; LT =


l11 l21 l31 l41
0 l22 l32 l42
0 0 l33 l43
0 0 0 l44

 .
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такi, що A = LLT , тобто

A =


l11 0 0 0
l21 l22 0 0
l31 l32 l33 0
l41 l42 l43 l44

 ; LT =


l11 l21 l31 l41
0 l22 l32 l42
0 0 l33 l43
0 0 0 l44

 =

=


l211 l11l21 l11l31 l11l41
l11l21 l221 + l222 l21l31 + l22l32 l21l41 + l22l42
l11l31 l21l31 + l22l32

∑3
i=1 l

2
3i

∑3
i=1 l3il4i

l11l41 l21l41 + l22l42
∑3

i=1 l3il4i
∑3

i=1 l
2
4i

 .

Тодi можна розрахувати lij , i ≥ j:

1 Розраховуємо лiвий верхнiй елемент

l211 = a11 ⇒ l11 =
√
a11.

2 Розраховуємо 1-й стовпець L:

ai1 = l11li1 ⇒ li1 =
ai1
l11
, i = 2, 3, 4.

3 Розраховуємо дiагональний елемент 2-го стовпця l22:

a22 = l221 + l222 ⇒ l22 =
√
a22 − l221.

4 Розраховуємо iншi пiддiагональнi елементи 2-го стовпця:

a32 = l21l31 + l22l32 ⇒ l32 =
1

l22
(a32 − l21l31);

a42 = l21l41 + l22l42 ⇒ l42 =
1

l22
(a42 − l21l41).

5 Розраховуємо дiагональний елемент 3-го стовпця l33:

a33 = l231 + l232 + l233 ⇒ l33 =
√
a33 − l231 − l232.

6 Розраховуємо iншi пiддiагональнi елементи 3-го стовпця. Це еле-
мент l43:

a43 = l31l41 + l32l42 + l33l43 ⇒ l43 =
1

l33
(a43 − l31l41 − l32l42).
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7 Розраховуємо дiагональний елемент 4-го стовпця l44:

a44 = l241 + l242 + l243 + l244 ⇒ l44 =
√
a44 − l241 − l242 − l243.

Узагальнення алгоритму може бути таким:

1 У кожному стовпцi на першому кроцi обчислюється дiагональний
елемент, потiм усi iншi елементи стовпця, якi стоять пiд дiаго-
нальним.

2 Формули обчислення елементiв першого стовпця:

l11 =
√
a11; li1 =

ai1
l11
, i = 2, n. (8.5)

3 Формула обчислення дiагональних елементiв iнших стовпцiв

lii =

√√√√aii −
i−1∑
j=1

l2ij , i = 2, n. (8.6)

4 Формула обчислення елементiв j-го стовпця, якi стоять пiд дiа-
гональним (i > j)

lij =
1

ljj

(
aij −

j−1∑
k=1

ljklik

)
, j = 2, n− 1; i = j + 1, n. (8.7)

�
ПРИКЛАД 2

Виконати розкладання матрицi A за методом Холецького

A =

 9 6 −3
6 5 −2
−3 −2 10

 .

�� ��Розв’язування
Матриця симетрична, дiагональнi мiнори

M1
1 = 9 > 0;M12

12 = 9 > 0;M123
123 = ∆ = 81 > 0.
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Отже, матриця позитивно визначена. Можемо застосовувати метод Хо-
лецького (метод квадратного кореня) (8.5–8.7). Будуємо матрицю L:

l11 =
√
a11 =

√
9 = 3; l21 =

a21
l11

=
6

3
= 2; l31 =

a31
l11

=
−3

3
= −1;

l22 =
√
a22 − l221 =

√
5− 4 = 1; l32 =

1

l22
(a32 − l21l31) = −2− 2 · (−1) = 0;

l33 =
√
a33 − l231 − l232 =

√
10− 1− 0 = 3.

Одержали

L =

 3 0 0
2 1 0
−1 0 3

 ;LT =

 3 1 −1
0 1 0
0 0 3

 .

Перевiрка: 3 0 0
2 1 0
−1 0 3

 ·

 3 1 −1
0 1 0
0 0 3

 =

 9 6 −3
6 5 −2
−3 −2 10

 = A.

Застосування LU-розкладання матрицi для задач лiнiй-
ної алгебри

1 Обчислення визначника квадратної невиродженої матри-
цi A. Розглянемо розкладання (8.1) квадратної невиродженої ма-
трицi A.

Очевидно, що

detA = det(L · U) = detL · detU.

Зi структури матрицi U випливає, що detU = 1, отже,

detA = detL = Πn
i=1lii. (8.8)

Якщо згадаємо зв’язок елементiв lii з еквiвалентними перетворе-
ннями методу Гауса), то ще одним записом формули обчислення
визначника квадратної не виродженої матрицi A буде

detA = Πn
i=1a

(i−1)
ii , (8.9)

де iндекс (i− 1) є iндексом кроку еквiвалентних перетворень Га-
уса.

95



2 Розв’язання СЛАР. Нехай для матрицi коефiцiєнтiв A вiдоме
LU -розкладання. Тодi система набере вигляду

L · U ·X = B.

Якщо позначити U · X = Y , то одержимо СЛАР L · Y = B з
трикутною матрицею коефiцiєнтiв. З цiєї системи звичайною Га-
усовською прогонкою вниз знаходимо Y :

y1 =
b1
l11

; yi =
1

lii

bi − i−1∑
j=1

lijyj

 , i = 2, n. (8.10)

Далi розв’язуємо СЛАР U · X = Y , використовуючи прогонку
догори:

xn = yn;xi = yi −
n∑

j=i+1

uijyj , i = n− 1, 1.

3 Обертання матрицi A. Якщо матриця A є квадратною не ви-
родженою матрицею, то для неї iснує єдина матриця A−1 така,
що AA−1 = A−1A = E.

Позначимо елементи матрицi A−1 через xij , i = 1, n, j = 1, n.

Для наочностi будемо знову розглядати матрицi розмiром
4× 4.

Розглянемо бiльш докладно добуток AA−1 :


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 ·


x11 x12 x13 x14
x21 x22 x23 x24
x31 x32 x33 x34
x41 x42 x43 x44

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Це матричне рiвняння можна розглянути як 4 СЛАР з рiзними
правими частинами, якi складають стовпцi матрицiE i векторами-
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x1j x2j x3j x4j j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 KC
1 a11 a12 a13 a14 1 0 0 0

∑
1

2 a21 a22 a23 a24 0 1 0 0
∑

2

3 a31 a32 a33 a34 0 0 1 0
∑

3

4 a41 a42 a43 a44 0 0 0 1
∑

1

невiдомими, якi складають стовпцi матрицi A−1:

S1 :


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 ·


x11
x21
x31
x41

 =


1
0
0
0

 ;

S2 :


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 ·


x12
x22
x32
x42

 =


0
1
0
0

 ;

S3 :


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 ·


x13
x23
x33
x43

 =


0
0
1
0

 ;

S4 :


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 ·


x14
x24
x34
x44

 =


0
0
0
1

 .

Для зручностi перетворення чотирьох систем можна їх поєднати
в однiй таблицi.

У разi розкладання матрицi A = L · U обернена матриця

A−1 = U−1L−1,

тобто можна побудувати процедуру обертання верхньої та ни-
жньої трикутних матриць i обернену до A знайти як їх добуток.
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Лекцiя 9

Iтерацiйнi методи розв’язання СЛАР

9.1 Iтерацiйнi методи розв’язання СЛАР

У теорiї чисельного розв’язання СЛАР вiдомо, що прямi мето-
ди розв’язання СЛАР є ефективними для систем порядку n ⩽ 103.
Для систем бiльшого порядку Гаусовськi розрахунки стають громi-
здкими. Одним iз класiв методiв розв’язання СЛАР з 103 < n ⩽ 106

є клас iтерацiйних методiв.

9.2 Метод простих iтерацiй

Згадаємо принцип побудови iтерацiйного процесу для нелiнiй-
них рiвнянь.

Якщо за невiдому рiвняння взяти вектор X = (x1, x2, . . . , xn)
T

лiнiйного векторного просторуRn, то iтерацiйний процес розв’язання
системи рiвнянь як матричного рiвняння вигляду

AX = B (9.1)

може бути поданий у загальному виглядi:

X(k+1) = Fk(X
(0), X(1), . . . , X(k)), (9.2)

де функцiя Fk у загальному випадку може бути функцiєю, що зале-
жить вiд вигляду матрицi коефiцiєнтiв A i вектора правих частин
B, усiх попереднiх наближень X(0), X(1), . . . , X(k) i вiд номера iте-
рацiї k.

Критерiй збiжностi iтерацiйного процесу для матричного рiвня-
ння буде виглядати так:

q

1− q
||X(k+1) −X(k)|| < ε, (9.3)

де q – параметр, який визначається для певного методу, 0 < q < 1.
Будемо називати iтерацiйний метод розв’язання СЛАР методом

першого порядку, якщо функцiя Fk залежить лише вiд останньо-
го наближення, тобто X(k+1) = Fk(X

k) i стацiонарним методом,
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якщо функцiя не залежить вiд k, тобто Fk = F . У цьому разi iте-
рацiйний процес набирає вигляду

X(k+1) = Fk(X
k) (9.4)

з критерiєм зупинення (9.3).
Якщо задача полягає в розв’язаннi лiнiйної системи рiвнянь, то

функцiя F (X) набирає лiнiйного вигляду та iтерацiйне рiвняння
для стацiонарного методу першого порядку буде таким:

X(k+1) = C(X(k)) + P, (9.5)

де C,P – матрицi чисел розмiром n× n та n× 1 вiдповiдно.
У цьому разi правильними будуть оцiнки, що випливають iз сти-

скуючих властивостей матричного оператора C у разi, якщо
||C|| ⩽ q < 1.

||X(k+1) −X⋆|| ⩽ ||C||
1− ||C||

||X(k+1) −X(k)||, (9.6)

||X(k+1) −X⋆|| ⩽ ||C||k||X(0) −X⋆||. (9.7)

Отже, за критерiй зупинення стацiонарного методу беруть нерiв-
нiсть

||C||
1− ||C||

||X(k+1) −X(k)|| ⩽ ε. (9.8)

Критерiєм зупинення нестацiонарного процесу є нерiвнiсть

||X(k+1) −X(k)|| ⩽ ε. (9.9)

Виходячи з наведеного критерiю i загальної теорiї побудови збi-
жного стацiонарного iтерацiйного процесу збiжностi методу iтера-
цiй розв’язання СЛАР, необхiдно виконання умови, накладеної на
норму матрицi

||C|| ⩽ q < 1. (9.10)

За норму матрицi C можна взяти

||C|| = max
j=1,n

n∑
i=1

|cij |або||C|| = max
i=1,n

n∑
j=1

|cij |.
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Висновок: стацiонарний метод першого порядку реалiзує iте-
рацiйний процес, заданий рекурентною формулою (9.5) з критерiєм
зупинення (9.8). Iтерацiйний процес збiгається до точного розв’язку
за умови (9.10) для будь-якого початкового значення X(0).

Розглянемо тепер бiльш детально побудову складових процесу
(9.5) для методу простих iтерацiй (методу Якобi).

Метод простих iтерацiй розв’язання СЛАР (метод Яко-
бi).

Розглядаємо систему з n рiвнянь та n невiдомих:
a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn = b2;
. . .
an1x1 + an2x2 + . . . annxn = bn.

(9.11)

Обмеженнями, що накладає на систему побудова iтерацiйного
процесу є умови detA ̸= 0 та aii ̸= 0, тобто матриця не вироджена
i дiагональнi елементи не дорiвнюють нулю.

Якщо умови виконанi, то можемо з кожного рiвняння виразити
вiдповiдну компоненту вектора невiдомих X.

x1 = −a12
a11
x2 − . . .− a1n

a11
xn + b1

a11

x2 = −a21
a22
x1 − . . .− a2n

a22
xn + b2

a22
. . . . . . . . .

xn = − an1
ann

x1 − an2
ann

x2 − . . .+ bn
ann

.

(9.12)

Якщо ввести позначення cij =i ̸=j −aij
aii
, cii = 0; pi = bi

aii
, то цю

систему можна подати матричним рiвнянням

x = D · x+ C.

Взявши за початкове наближення довiльний векторX(0) (напри-
клад, за початкове наближення часто беруть вектор P ), ми можемо
одержати з цього матричного рiвняння iтерацiйний процес

X(k+1) = C(X(k)) + P, k = 0, 1, 2, . . . (9.13)

Формулу (9.16) можна використовувати для обчислення iтерацiйної
формули, тобто значення кожного нового (k + 1)-го наближення
розв’язку системи рiвння обчислюватиме попереднє:

x(k+1) = D · xk + C.
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За початкове наближення оберемо вектор x((0)) = C.
Iтерацiйний процес вважається завершеним, якщо виконується

умова
||x(k+1) − x(k)||

x(k)
⩽ ε. (9.14)

Достатня умова збiжностi методу iтерацiй: процес iтерацiї для си-
стеми лiнiйних рiвнянь збiгається до єдиного її розв’язку, якщо ко-
жна норма матрицi D є меншою за одиницю, тобто

||D|| < 1.

Збiжнiсть цього процесу буде забезпечена, якщо

n∑
i=1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ ⩽ q < 1, j = 1, n або

n∑
j=1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ ⩽ q < 1, i = 1, n

(випливає з (9.6)). Також умови збiжностi будуть виконанi в разi,
якщо

|aii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |, i = 1, n. (9.15)

Це означає, що СЛАР має сенс розв’язувати методом простих iте-
рацiй у разi, коли дiагональнi елементи матрицi коефiцiєнтiв систе-
ми за модулем бiльшi, нiж сума модулiв усiх iнших коефiцiєнтiв у
вiдповiдному рядку. Вектор правих частин на збiжнiсть впливу не
має.

�
ПРИКЛАД 1

Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь методом простих iте-
рацiй з точнiстю ε = 10−4

−4x1 + 0.5x2 − 1.5x3 − x4 = −1.67
0.55x1 + 6x2 + 2.4x3 + 1.3x4 = 3.15
0.33x1 − 0.52x2 + 3x3 + 0.21x4 = −0.21
−0.22x1 + 0.98x2 − 2.5x3 + 5x4 = 5.54

.

�� ��Розв’язування
Запишемо систему в табличному виглядi

101



x1 x2 x3 x4 B

-4 0.5 -1.5 -1 -1.67
0.55 6 2.4 1.3 3.15
0.33 -0.52 3 0.21 -0.21
-0.22 0.98 -2.5 5 5.54

Перевiряємо критерiй збiжностi методу iтерацiй:

0.5 + 1.5 + 1 = 3 < 4; 0.55 + 2.4 + 1.3 = 4.25 < 6;

0.33 + 0.52 + 0.21 = 1.06 < 3; 0.22 + 0.98 + 2.5 = 3.7 < 5.

Одержали, що в кожному рядку сума модулiв недiагональних елементiв
менша за модуль дiагонального елементу. Отже, метод Якобi буде збi-
жним за будь-якого наближення X(0).

Будуємо iтерацiйний процес згiдно з (9.12), результат занесемо до та-
блицi (9.1). У верхнiй рядок будемо вносити значення невiдомих з попе-

Таблиця 9.1– Iтерацiйний процес згiдно з (9.12)
PPPPPPPPPX(k+1)

X(k)

x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3 x

(k)
4 P

x
(k+1)
1 0 0.125 -0.375 -0.25 0.4175
x
(k+1)
2 -0.092 0 -0.4 -0.217 0.5256
x
(k+1)
3 -0.11 0.173 0 -0.07 -0.0697
x
(k+1)
4 0.044 -0.196 0.5 0 1.1087

редньої iтерацiї, в перший стовпець – розрахованi значення невiдомих у
поточнiй iтерацiї.

За нульове наближення вiзьмемо вектор P (таке наближення можна
одержати з мiркувань, що перед нульовою iтерацiєю вектор розв’язкiв
наближався вектором Θ).

Iтерацiя k = 1 подана в таблицi(9.2).
Одержали вектор розв’язкiв першої iтерацiї

X(1) = (0.2322; 0.275;−0.1021; 0.9892)T .

Визначаємо вiдхилення розв’язкiв нульової та першої iтерацiй:

∆(1)X = (|P −X
(1)
i |) = (0.1853; 0.2506; 0.0324; 0.1195).
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Таблиця 9.2– Iтерацiя k = 1
PPPPPPPPPX(1)

X(0)

0.4175 0.5256 -0.0697 1.1087 P

0.2322 0 0.125 -0.375 -0.25 0.4175
0.275 -0.0917 0 -0.4 -0.217 0.5256

-0.1021 -0.11 0.173 0 -0.07 -0.0697
0.9892 0.044 -0.196 0.5 0 1.1087

Таблиця 9.3– Iтерацiя k = 2
PPPPPPPPPX(2)

X(1)

0.2322 0.275 -0.1021 0.9892 P

0.2428 0 0.125 -0.375 -0.25 0.4175
0.3308 -0.0917 0 -0.4 -0.217 0.5256
-0.1168 -0.11 0.173 0 -0.07 -0.0697
1.0139 0.044 -0.196 0.5 0 1.1087

Перевiряємо точнiсть наближення:

||X(1) −X(0)|| = max (0.1853; 0.2506; 0.0324; 0.1195) = 0.2606 > 10−4.

Задана точнiсть не задовольняється.
Переходимо до наступної iтерацiї.
Iтерацiя k = 2 подана в таблицi (9.3).
Одержали вектор розв’язкiв другої iтерацiї:

X(2) = (0.2428; 0.3308;−0.1168; 1.0139)T .

Визначаємо вiдхилення розв’язкiв нульової та першої iтерацiй:

∆(2)X = (|P −X
(2)
i |) = (0.0107; 0.0558; 0.0147; 0.0247).

Перевiряємо точнiсть наближення:

||X(2) −X(1)|| = max (0.2428; 0.3308;−0.1168; 1.0139) = 0.0558 > 10−4.

Задана точнiсть не задовольняється.
Виконуючи обчислення за такою схемою, одержимо, що

X(6) =


0.24993
0.32996
−0.11005
1.00008

 ;X(7) =


0.2499
0.33000
−0.1100
0.99998

 ; ∆(7)X =


6.33E − 05
4.66E − 05
4.1E − 05
9.29E − 05

 ;
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max(∆xi) = 9 · 10−5 < 10−4.

тобто для заданої точностi ε = 10−4 iтерацiйний процес збiгся за 7 iтера-
цiями.

Iз розглянутого приклада видно, що процес розв’язання системи
методом Якобi збiгається не так вже й швидко.

Однiєю з рiзновидiв методу простих iтерацiй, який у багатьох
випадках (але НЕ ЗАВЖДИ!!!) прискорює iтерацiйний процес, є
метод Зейделя.

9.3 Метод Зейделя розв’язання СЛАР

Метод Зейделя так само, як i метод Якобi є стацiонарний iтера-
цiйний метод. Головна iдея методу Зейделя полягає в тому, що пiд
час чергової iтерацiї k+1 в iтерацiйному процесi (9.10), розраховую-
чи компоненти вектора невiдомих X(k+1) для обчислення i-ї компо-
ненти вектора беруть векторX = (xk+1

1 ;xk+1
2 ; ...;xk+1

i−1 ;x
k
i ;x

k
i+1; ...;x

k
n),

тобто
x
(k+1)
1 = −a12

a11
xk2 − . . .− a1n

a11
xkn + b1

a11

x
(k+1)
2 = −a21

a22
x
(k+1)
1 − a23

a22
xk3 . . .− a2n

a22
xkn + b2

a22
. . . . . . . . .

x
(k+1)
n = − an1

ann
x
(k+1)
1 − an2

ann
xk+1
2 − . . .− ann−1

ann
xk+1
n−1 +

bn
ann

.

(9.16)

Критерiї збiжностi i зупинення методу Зейделя збiгається з кри-
терiєм методу простих iтерацiй (9.10) i (9.8) вiдповiдно.

Зазвичай метод Зейделя збiгається швидше, нiж метод простих
iтерацiй i навiть iнколи збiгається для систем, для яких метод про-
стої iтерацiї є розбiжним. Але не завжди. Iснують приклади i про-
тилежних ситуацiй, коли для однiєї СЛАР розбiжний iтерацiйний
процес за методом Зейделя є збiжним за методом простих iтерацiй.

Збiжнiсть або розбiжнiсть методу Зейделя й методу простих iте-
рацiй залежить лише вiд вигляду матрицi коефiцiєнтiв.

�
ПРИКЛАД 2

Розв’язати систему з прикладу 4 за методом Зейделя зi зберiганням то-
чностi наближення ε = 10−4.
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�� ��Розв’язування
Обґрунтування правомiрностi застосування методу Зейделя для розв’я-

зання цiєї СЛАР беремо з попереднього прикладу.
Як i в попередньому прикладi iтерацiйний процес (9.16) має складовi

PPPPPPPPPX(k+1)

X(k)

x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3 x

(k)
4 P

x
(k+1)
1 0 0.125 -0.375 -0.25 0.4175
x
(k+1)
2 -0.092 0 -0.4 -0.217 0.5256
x
(k+1)
3 -0.11 0.173 0 -0.07 -0.0697
x
(k+1)
4 0.044 -0.196 0.5 0 1.1087

За нульове наближення знову обираємо

X(0) = P = (0.4175; 0.5256;−0.0697; 1.1087).

Iтерацiя k = 1 подана в таблицi (9.5). Одержали вектор наближення
до розв’язку

X(1) = (0.2322; 0.2920;−0.1222; 1.0006).

Похибка

∆(1) = (0.1853; 0.2336; 0.0525; 0.1081); max∆(1) = 0.2336 > 10−4.

Точнiсть не задовольняється.
Iтерацiя k = 2 подана в таблицi (9.5).
Одержали вектор наближення до розв’язку

X(2) = (0.2497; 0.3348;−0.1092; 0.9996).

Похибка

∆(2) = (0.0175; 0.0428; 0.0131; 0.0011); max∆(1) = 0.0428 > 10−4.

Точнiсть не задовольняється. Похибка зменшилася, але точнiсть не задо-
вольняється.

Переходимо до наступної iтерацiї.
Виконуючи обчислення за такою схемою, одержимо, що

X(4) =


0.24997
0.3300
−0.1100
0.99997

 ;X(5) =


0.25002
0.33000
−0.1100
1.0000

 ; ∆X =


2.4E − 05
1.4E − 05
2.0E − 06
2.99E − 06

 ;
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Таблиця 9.4– Iтерацiя k = 1
PPPPPPPPPX(1)

X(0)

0.4175 0.5256 -0.0697 1.1087 P

x
(1)
1 =0.2322 0 0.125 -0.375 -0.25 0.4175

X 0.2322 0.5256 -0.0697 1.1087
x
(1)
2 =0.2919 -0.0917 0 -0.4 -0.217 0.5256

X 0.2322 0.29197 -0.0697 1.1087
x
(1)
3 =-0.12224 -0.11 0.1733 0 -0.07 -0.0697

X 0.2322 0.29197 -0.12224 1.1087
x
(1)
4 =1.0005 0.044 -0.196 0.5 0 1.1087

Таблиця 9.5– Iтерацiя k = 2
PPPPPPPPPX(2)

X(1)

0.2322 0.2920 -0.1222 1.0006 P

x
(2)
1 =0.2497 0 0.125 -0.375 -0.25 0.4175

X 0.2497 0.5256 -0.0697 1.1087
x
(2)
2 =0.3348 -0.0917 0 -0.4 -0.217 0.5256

X 0.2497 0.3348 -0.0697 1.1087
x
(2)
3 =-0.1092 -0.11 0.1733 0 -0.07 -0.0697

X 0.2497 0.2248 -0.1092 1.1087
x
(2)
4 =0.9996 0.044 -0.196 0.5 0 1.1087

max
i=1,4

(∆xi) = 2.4 · 10−5 < 10−4,

тобто метод Зейделя для заданої точностi ε = 10−4 iтерацiйний збiгся за
5 iтерацiй на вiдмiну вiд 7 методу Якобi.
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Лекцiя 10

Чисельнi методи розв’язання систем
нелiнiйних рiвнянь

10.1 Поставлення задачi

Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь – це лише окремий випа-
док систем рiвнянь. На практицi розв’язування задач моделювання
приводить переважно до систем нелiнiйних рiвнянь. Системи n лi-
нiйних рiвнянь з n невiдомими x1, x2, . . . , xn у загальному випадку
прийнято записувати в такий спосiб:

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

. . . . . .
fn(x1, x2, . . . , xn) = 0,

(10.1)

де f1, f2, . . . , fn – будь-якi функцiї незалежних змiнних, зокрема й
нелiнiйнi щодо невiдомих.

Якщо

x =


x1
x2
. . .
xn


вектор-стовпець розмiрностi n з елементами xi(x ∈ Rn),

F (x) =


f1(x)
f2(x)
. . .
fn(x)


вектор-функцiя розмiрностi n, елементами якої є функцiї

fi(x) = fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, n, (F : Rn ⇒ Rn),

то систему (10.1) можна записати у векторному виглядi

F (x) = 0. (10.2)
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Розв’язати систему (10.2) – означає знайти таке x⋆ ∈ Rn, для якого
F (x⋆ = 0), тобто fi(x⋆1, x⋆2, . . . , x⋆n) = 0∀i = (1, n).

Бiльшiсть математичних моделей рiзних процесiв i явищ запи-
суються в загальному випадку у виглядi (10.2), тому ця задача має
величезне практичне значення.

Система нелiнiйних рiвнянь може не мати розв’язкiв, мати єди-
ний розв’язок, скiнченну чи нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв. Пи-
тання щодо кiлькостi розв’язкiв повинно ухвалюватися для кожної
конкретної задачi окремо.

Одним iз найбiльш простих алгоритмiв її розв’язку є метод Нью-
тона.

10.2 Метод Ньютона

Математичним пiдґрунтям методу є лiнеаризацiя функцiй
f1, f2, . . . , fn шляхом розкладання в ряд Тейлора в околi точки по-
чаткового наближення до розв’язку системи рiвнянь i нехтування
всiма членами ряду, окрiм лiнiйних щодо приростiв змiнних.

Для однiєї змiнної ряд Тейлора в околi певної точки x = x0
виглядає як :

f(x) = f(x0) +
1

1!
(x− x0)f

′(x0) +
1

2!
(x− x0)

2f ′′(x0) + (10.3)

+ . . .+
1

n!
(x− x0)

nf (n)(x0).

Для функцiй f1, f2, . . . , fn системи рiвнянь (10.1) вiзьмемо лише
лiнiйну частину (до другої похiдної) розкладання в ряд Тейлора в
околi точки x(0) = {x(0)1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n } :

fi(x1, x2, . . . , xn) = fi(x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n ) + (x1 − x

(0)
1 )

∂

∂x1
fi(x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n ) +

+(x2 − x
(0)
2 )

∂

∂x2
fi(x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n ) + . . .+ (xn − x(0)n )

∂

∂xn
fi(x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n )

Уведемо позначення для змiнних:
∆x

(0)
i = (xi−x(0)i ) – прирiст i-тої змiнної, fi – значення i-тої фун-

кцiї, Fij∂/∂x0fi(
(0)
1 ,

(0)
2 , . . . ,

(0)
n ) – значення першої частинної похiдної

функцiї fi за змiнною xj .
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Пiсля перетворення дiстанемо систему лiнiйних рiвнянь порядку
n щодо приросту змiнних ∆xj :

F ′
11∆x1 + F ′

12∆x2 + . . .+ F ′
1n∆xn = −f1;

F ′
21∆x1 + F ′

22∆x2 + . . .+ F ′
2n∆xn = −f2;

. . . . . . . . .

F ′
n1∆x1 + F ′

n2∆x2 + . . .+ F ′
nn∆xn = −fn; (10.4)

або в матричнiй формi
F11 F12 . . . F1n

F21 F22 . . . F2n

. . . . . . . . . . . .
Fn1 Fn2 . . . Fnn

 ·


∆x1
∆x2
. . .
∆xn

 =


−f1
−f2
. . .
−fn

 . (10.5)

У скороченому виглядi можна записати (F ′)(∆x) = −(f), де матри-
ця значень частинних похiдних (F ′) називається матрицею Якобi,
чи якобiаном системи рiвнянь.

Розв’язок цiєї системи (за умови det(F ′) ̸= 0) надає вектор вiд-
хилень до початкового наближення ∆x = −(F ′) · (−1) · (f). Додава-
ння його до вектора початкового наближення надає новi, уточненi
значення змiнних:

x(1) = x(0) +∆x(0). (10.6)

Продовжуючи iтерацiйний процес, дiстанемо новi наближення розв’язкiв
системи лiнiйних рiвнянь за скороченою формулою

x(k+1) = x(k) +∆x(k) (10.7)

або у загальному виглядi

x(k+1) = x(k) − F−1(x(k)) · f(x(k)); (10.8)

де F−1(x(k)) – обернена матриця Якобi F ′ для наближення
x(k) = {x(k)1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n , . . .}, k = 0, 1, 2, . . . . Отже, метод Ньютона

будує iтерацiйну послiдовнiсть {x(k)}, (x(k) ∈ Rn), k = 0, 1, 2, . . .,
наближень розв’язку x⋆ (початкове наближення x0 задається) за
такою iтерацiйною формулою:

x(k+1) = x(k) − [F ′(x(k))]−1 · F (x(k)); (10.9)
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F ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

. . . ∂f1(x)
∂xn

. . . . . . . . .
∂fn(x)
∂x1

. . . ∂fn(x)
∂xn

 (10.10)

матриця Якобi, тобто F ′(x(k)) – матриця розмiрностi n× n.
Процес (10.7–10.9) триває доти, поки не виконається умова

||F (x(k))|| < ε,

де ε – задана точнiсть розв’язку задачi (10.2).
Iдея метода Ньютона полягає в тому, що на k-й iтерацiї (x(k)) –

поточне наближення розв’язку) таке наближення розв’язку x(k+1)
розмiщене, як розв’язок системи лiнiйних рiвнянь:

Fk(x) = 0, (10.11)

де Fk(x) ≡ F (x(k)) + F ′(x(k))(x − x(k)) (першi два члени розклада-
ння в ряд Тейлора функцiї F (x) в околi точки x(k), тобто система
(10.11) є лiнеаризацiєю (лiнiйним наближенням) системи (10.2).

Оскiльки система (10.11) лiнiйна вiдносно x, то її розв’язок може
бути знайдений аналiтично:

Fk(x) = F (x(k)) + F ′(x(k))(x− x(k)) = 0 (10.12)

або
F ′(x(k))(x− x(k)) = −F (x(k)). (10.13)

Iз застосуванням оберненої матрицi

(x− x(k)) = −[F ′(x(k))]−1 · F (x(k)), (10.14)

звiдси i одержуємо розв’язок системи (10.4)

x = x(k) − [F ′(x(k))]−1 · F (x(k)). (10.15)

Якщо послiдовнiсть {x(k)}, k = 0, 1, 2, . . ., побудована згiдно з (10.9),
збiгається, то за достатньо загальних умов швидкiсть її збiжностi
буде квадратичною, тобто

||x(k+1) − x⋆|| ≤M · ||x(k)˘x⋆||2,

починаючи з деякого k, де M – деяка додатна константа.
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Частиннi похiднi, потрiбнi для розрахунку матрицi Якобi, мо-
жна обчислити аналiтично або ж, якщо це неможливо чи то важко,
дiставати за формулами наближеного диференцiювання.

Умови збiжностi методу Ньютона для систем нелiнiйних рiв-
нянь дослiджували вiдомi вченi: Канторович, Островський, Вiл-
лерс, Стенiн. Узагальнюючи їхнi дослiдження, можна вважати за
достатнi умови збiжностi розв’язкiв систем нелiнiйних рiвнянь ме-
тоду Ньютона такi:

1 Матриця Якобi для початкового наближення F ′(x(0)) повинна ма-
ти обернену матрицю F−1 з нормою, меншою за певну величину
A, тобто

||F−1(x(0))|| ≤ A. (10.16)

2 Норма добутку оберненої матрицi Якобi на вектор заданих фун-
кцiй f(x) повинна мати значення, менше за певну величину :

||F−1(x(0)) · f(x(0))|| ≤ B. (10.17)

3 Значення матрицi Якобi для частинних похiдних другого порядка
мають задовольняти умовi:

n∑
k=1

∣∣∣∂2fi(x)
∂xj∂xk

∣∣∣ ≤ C, (10.18)

де i, j = 1, 2, . . . , n – певнi значення наближень розв’язкiв системи
рiвнянь в околi точки (0).

4 Сталi величини A,B i C мають задовольняти умовi

2 · n ·A ·B · C ≤ 1. (10.19)

Основними недолiками метода Ньютона є:

• збiжнiсть лише для достатньо близьких до розв’язку початко-
вих наближень x(0);

• висока трудомiсткiсть методу, оскiльки на кожнiй iтерацiї не-
обхiдно обчислювати матрицi F ′(x(k)) i [F ′(x(k))]−1.
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Основною перевагою методу Ньютона є висока швидкiсть збiжно-
стi.

Необхiдно зазначити, що в методi Ньютона формулу (10.9) мо-
жна записати у виглядi

x(k+1) = x(k) + h(k),

де h(k) = −[F ′(x(k))]−1 ·F (x(k)). Проте пiд час практичної реалiзацiї
методу вектор h(k) ефективнiше обчислювати як розв’язок системи
лiнiйних рiвнянь вигляду

F ′(x(k)) · h = −F (x(k)).

Алгоритм розв’язування системи нелiнiйних рiвнянь за методом
Ньютона виглядає так:

1) обираємо початкове наближення (0) = {(0)1 ,
(0)
2 , . . .

(0)
n };

2) обчислюємо матрицю Якобi (F ′) – значення частинних похiдних
F ′
ji для обраного наближення (k) (k – номер кроку iтерацiї);

3) розв’язуємо систему лiнiйних рiвнянь (10.6) щодо приростiв змiн-
них ∆x(k) = −(F ′)−1 · (x(k)) · f(x(k));

4) до вектора наближення (k) додаємо вектор приростiв змiнних
∆x(k) та дiстаємо нове наближення (k + 1) = (k) + ∆x(k);

5) перевiряємо умову завершення процесу розв’язування системи
рiвнянь. Якщо умови не досягнуто, то значення k збiльшуємо на
одиницю i повторюємо процедуру з п. 2, iнакше процес iтерацiї
зупиняємо.

�
ПРИКЛАД 1

Розв’язати систему нелiнiйних рiвнянь з точнiстю ε = 0.001. Вiдокремити
коренi графiчно. Знайти розв’язок системи рiвнянь на iнтервалах: x ∈
[−1.2;−1.0]; y ∈ [−0.2; 0.0] {

x+ x2 + y2 = 0.1;
y + 2xy = 0.1.
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�� ��Розв’язування
Для локалiзацiї кореня системи рiвнянь на заданому iнтервалi побу-

дуємо графiки функцiй x+x2+y2−0.1 = 0 та y+2xy−0.1 = 0, як подано
на рисунку 10.1.
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 x+x2+y2=0,1
 y+2xy=0,1

Рисунок 10.1– Графiчний розв’язок системи рiвнянь

Перепишемо сиcтему у виглядi f(x) = 0 та знайдемо якобiан{
x+ x2 + y2 − 0.1 = 0;
y + 2xy − 0.1 = 0.

Тодi

f(x) =

(
x+ x2 + y2 − 0.1
y + 2xy − 0.1

)
; W (x) =

(
1 + 2x 2y
2x 1 + 2x

)
.

За методом Ньютона кожне наступне наближення вектора коренiв шука-
ють так:

x(k+1) = x(k) +∆x(k); ∆x(k) = −[W (x(k))]−1f(x(k))

з умовою виходу ||∆x(k)|| < ε.
Початкове наближення для заданого iнтервалу x(0) = (−1;−0.1).
Умови збiжностi методу Ньютона:

2nABC ≤ 1,
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де

||W−1(x(0))|| ≤ A,

||W−1(x(0))f(x(0))|| ≤ B,
n∑

k=1

∣∣∣∣∂2fi(x(0))∂xj∂xk

∣∣∣∣ ≤ C.

Для нашого випадку A = 2.8;B = 0.03;C = 2;n = 2.
Отже, умова збiжностi методу виконується, а саме

2nABC = 2 · 2 · 2.8 · 0.03 · 2 = 0.67 < 1,

тому метод сходиться.
На 9-й iтерацiї за методом Ньютона одержали такi результати:

x ≈ −1.0854; y ≈ −0.0854.
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