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Лекцiя 13

Полiноми та дiї над ними. Схема Горнера

13.1 Полiноми вiд однiєї змiнної

Означення 1 Формальним степеневим рядом вiд змiнної x iз
коефiцiєнтими iз кiльця R (або, iншими словами, над кiльцем R,
над кiльцем коефiцiєнтiв R) є вираз вигляду

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · =

∞∑
i=0

aix
i, ai ∈ R, i = 0, 1, · · · . (13.1)

ai ∈ R називають коефiцiєнтами ряду. Коефiцiєнт a0 називають
вiльним членом. За домовленiсть вважають x0 = 1; a0x

0 = a0.

Два ряди збiгаються тодi й лише тодi (за визначенням), коли в
них однаковi вiдповiднi коефiцiєнти.

Доданки ряду з нульовими коефiцiєнтами можна не писати. Якщо
всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то ряд позначають символом 0.

�
ПРИКЛАД 1

Вираз

2 + 3x+ 4x2 + 5x3 + · · · =
∞∑

n=0

(n+ 2)xn

є формальним степеневим рядом iз вiльним членом 2. Коефiцiєнтом при
x14 є 16.

Означення 2 Полiномом або многочленом, називають вираз
виду

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an, (13.2)

де ai ∈ P (P -числове поле), а x – незалежна змiнна, величини ai
називають коефiцiєнтами полiнома, а вирази aixn−i – членами або
мономами полiнома f(x), при цьому n− i – ступенем монома.
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Якщо a0 ̸= 0, то n називають ступенем полiнома й позначають
deg f , а a0x

n – його старшим членом. Коефiцiєнт an називають
вiльним членом.

Полiном f(x) = 0 називають нульовим; його ступiнь не визна-
чено. Полiноми 1-, 2-, 3-го ступенiв називають лiнiйними, квадра-
тними й кубiчними вiдповiдно. Полiноми нульового ступеня разом
iз нульовим многочленом називають константами.

�
ПРИКЛАД 2

Вираз

1 + 5x+ 25x2 + 125x3 + · · ·+ 5nxn + · · · =
∞∑

n=0

5ixi

є степеневим рядом над кiльцем цiлих чисел iз вiльним членом 1. Цей
ряд не є многочленом, оскiльки в ньому нескiнченно багато ненульових
доданкiв. 125x3 є одним iз одночленiв цього ряду.

Ряд
−12x7 − 7x3 + x2

є многочленом над кiльцем цiлих чисел степеня 7 iз нульовим вiльним
членом, старшим членом (мономом, одночленом, доданком) −12x7 i стар-
шим коефiцiєнтом −12.

З означення 2 видно, що полiном має кiнцеве число коефiцiєн-
тiв. Коефiцiєнти полiнома утворюють нескiнченну послiдовнiсть, у
якiй лише кiнцеве число елементiв вiдмiнне вiд 0. Означення полi-
нома вимагає, щоб у послiдовностi його коефiцiєнтiв хоча б один
був вiдмiнний вiд 0.

Для полiномiв f(x), g(x) нерiвнiсть deg f < deg g виконується у
двох випадках:

1) якщо f(x) = 0, g(x) ̸= 0;

2) f(x), g(x) ̸= 0 i їх степенi порiвнюються вiдповiдно.

Степiнь полiнома може дорiвнювати 0. Полiноми нульового степеня
подано ненульовими дiйсними числами.
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13.2 Дiї над полiномами

Означення 3 Полiноми f(x), g(x) називають рiвними, якщо во-
ни мають однаковi степенi та, крiм того, їх коефiцiєнти при одна-
кових степенях змiнної x рiвнi мiж собою.

На множини R[x] можна визначити операцiї додавання та мно-
ження. Цi операцiї будуть визначенi також, як вiдповiднi операцiї
на числових множинах.

Нехай вiдомi многочлени

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n,

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bm−1x

m−1 + bnx
m.

Для кожного k ≥ 0 визначимо число ck за допомогою рiвностi

ck = ak + bk. (13.3)

Якщо p = max(m,n), то легко зрозумiти, що ck = 0, якщо k > p.
Означення 4 Полiном

s(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1 + ckx
k,

де коефiцiєнти ci визначенi рiвнiстю 13.3, називають сумою полiно-
мiв f(x) та g(x).

З Означення 4 випливає така нерiвнiсть:

deg s ≤ max(deg f,deg g).

Ця нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть, якщо:

або deg f ̸= deg g, або deg f = deg g,

але an ̸= −bn; в iншому разi нерiвнiсть стає строгою.
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�
ПРИКЛАД 3

Знайти суму полiномiв

f(x) = 3x4 − 7x2 + x− 3, g(x) = 2x3 + 5x2 + 3x− 2.�� ��Розв’язування

f(x) + g(x) = 3x4 + 2x3 + (−7 + 5)x2 + (1 + 3)x+ (−3 + (−2)) =

= 3x4 + 2x3 − 2x2 + 4x− 5.

Означення 5 Полiном

−f(x) = −a0 − a1x− a2x
2 − · · · − an−1x

n−1 − anx
n

називають протилежним до полiнома (13.2).
Використовуючи властивостi операцiї додавання на множинi R,

нескладно переконатися в тому, що визначена операцiя додавання
має властивостi асоцiативностi та комутативностi, нульовий полi-
ном є нейтральним елементом вiдносно додавання та, крiм того,

f(x) + (−f(x)) = 0.

Щоб увести добуток двох многочленiв, для кожного невiд’ємного
цiлого k визначимо число

dk =
∑

i+j=k

a− ibj . (13.4)

dn+m = anbm ̸= 0 i dl = 0, якщо l > n+m.
Означення 6 Полiном

p(x) = d0 + d1x+ d2x
2 + · · ·+ dm+n−1x

m+n−1 + dm+nx
m+n,

де коефiцiєнти di, визначенi рiвнiстю (13.4), називають добутком
полiномiв f(x), g(x).
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�
ПРИКЛАД 4

Знайти добуток полiномiв

f(x) = 2x2 − x+ 1, g(x) = 3x− 1.�� ��Розв’язування

f(x) · g(x) = (2x2 − x+ 1) · (3x− 1) =

= 2x2 · 3x+ (−x) · 3x+ 1 · 3x+ 2x2 · (−1) + (−x) · (−1) + 1 · (−1) =

= 6x3 − 3x2 + 3x− 2x2 + x− 1 = 6x3 − 5x2 + 4x− 1.

Операцiї додавання та добутку мають такi властивостi:

1) f(x) + g(x) = g(x) + f(x) – комутативнiсть додавання;

2) f(x)g(x) = g(x)f(x) – комутативнiсть добутку;

3) f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x) – асоцiативнiсть дода-
вання;

4) f(x)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(x) – асоцiативнiсть добутку;

5) f(x)(g(x) + h(x)) = f(x)g(x) + f(x)h(x) – дистрибутивнiсть.

Доведемо, наприклад, асоцiативнiсть добутку полiномiв.
Якщо, крiм полiномiв

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an i g(x) = b0x
m + b1x

m−1 + · · ·+ bm

є ще полiном

h(x) = c0x
t + c1x

t−1 + · · ·+ ct, ct ̸= 0,

10



тодi коефiцiєнтом при xn+m+t−i, i = 0, n+m+ t у добутку [f(x)g(x)]h(x)
буде елемент

∑
j+m=i

 ∑
k+i=j

akbi

 cm =
∑

k+l+m=i

akblcm,

а в добутку f(x)[g(x)h(x)] - рiвне йому число

∑
j+k=i

ak

 ∑
l+m=j

blcm

 =
∑

k+l+m=i

akblcm.

Легко бачити, що в P [x] константа 0 (i лише вона) є нейтральним
елементом вiдносно додавання, тобто для будь-якого f(x) ∈ P [x]
справедливо f(x) + 0 = f(x).

Операцiя вiднiмання виводиться як операцiя, обернена до до-
давання, а саме рiзницею або полiномом, одержаним у результатi
вiднiмання полiномiв f(x) i g(x), називають такий полiном:

h(x) = g(x)− f(x),що f(x) + h(x) = g(x).

У P [x] константа 1(й лише) є нейтральним елементом вiдносно
добутку, тобто для будь-якого f(x) ∈ P [x] виконується f(x) · 1 =
f(x).

Для полiнома f(x) ∈ P [x] зворотним називають такий полiном
h(x), що h(x) · f(x) = 1.

Обернений полiном, якщо вiн iснує, позначають як 1/f(x). Iз
твердження deg(1/f(x)) = deg f(x), звiдки одержуємо, що оберне-
ний полiном iснує тодi й лише тодi, коли deg f(x) = 0, тобто f(x)–
нульова константа.

Операцiю дiлення вводять як операцiю, обернену операцiї добу-
тку, а саме операцiю дiлення, або полiном, одержаний в результатi
дiлення нацiло g(x) на f(x), називають такий полiном:

h(x) = g(x)/f(x), що f(x)h(x) = g(x).

11



�
ПРИКЛАД 5

Знайти полiном f(x) = a0 + a1x+ a2x
2, якщо

f(1) = 1; f(2) = 2; f(3) = 3.�� ��Розв’язування
Для знаходження багаточлена потрiбно визначити його коефiцiєнти

a0, a1, a2. З умови задачi для коефiцiєнтiв маємо систему лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь  a0 + a1 + a2 = 1,

a0 + 2a1 + 4a2 = 2,
a0 + 3a1 + 9a2 = 3.

Знайдемо розв’язок СЛАУ методом Гауса. Для цього здiйснюємо ряд по-
слiдовних виключень.

1) З першого рiвняння a0 = 1− a1 − a2 пiдставляємо до другого a0 + a1 + a2 = 1,
a1 + 3a2 = 1,
a0 + 3a1 + 9a2 = 3.

2) З другого рiвняння a1 = 1− 3a2 пiдставимо в третє a0 + a1 + a2 = 1,
a1 + 3a2 = 1,
2a2 = 0.

3) Використовуючи «зворотний» хiд, знаходимо коефiцiєнти

a0 = 0; a1 = 1; a2 = 0.

Шуканий полiном має вигляд f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 = x.

13.3 Дiлення полiнома з остачею

Нехай f(x), g(x) – будь-якi полiноми над полем P. Будемо гово-
рити, що g(x) дiле f(x) (позначення g(x)|f(x)), якщо

f(x) = q(x)g(x),

12



де q(x) – деякий полiном.
Наприклад, полiном нульового степеня дiлить будь-який полi-

ном. Але не завжди один полiном дiлить iнший. У зв’язку iз цим
важливе значення має твердження, що називають теоремою про дi-
лення з остачею.

ТЕОРЕМА 13.1 Теорема про дiлення з остачею

Нехай f(x), g(x) – будь-якi полiноми над полем P, g(x)– нену-
льовий полiном. Тодi iснує однозначно визначенi полiноми q(x)
та r(x) такi, що

f(x) = q(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x).

Полiноми q(x) та r(x) називають вiдповiдно часткою вiд дiлення
та остачею вiд дiлення. Остача вiд дiлення може бути нульовим
полiномом.

Доведення. Позначимо степенi полiномiв f(x), g(x) через n та m
вiдповiдно. Доведемо спочатку iснування полiномiв q(x) та r(x). За-
фiксуємо полiном g(x), а полiном f(x) буде змiнюватися довiльним
чином.

Якщо n < m, то

f(x) = 0 · g(x) + f(x),

звiдки випливає, що q(x) = 0; r(x) = f(x).

Нехай n ≥ m. Ураховуючи, що полiноми f(x) та g(x) записанi за
спаданням степеня, позначимо через a0 та b0 їх старшi коефiцiєнти.

Для доведення застосуємо iснування полiномiв q(x) та r(x) ме-
тодом математичної iндукцiї.

При n = m

r(x) = f(x)− a0
b0
g(x). (13.5)

Оскiльки степенi полiномiв f(x) та a0b−1
0 g(x) рiвнi мiж собою, а

їх старшi коефiцiєнти спiвпадають, тодi deg r(x) = deg g(x). Якщо з
рiвностi 13.5 виразити полiном f(x), то стане зрозумiлим, що частка
дорiвнює a0b−1

0 , а остача дорiвнює r(x).

13



Нехай n > m. припустимо, що для будь-якого полiнома степеня,
менше n, частка та остача вiд дiлення на g(x) iснують. Розглянемо
полiном

h(x) = f(x)− a0
b0
xn−mg(x). (13.6)

Нескладно зрозумiти, що deg h(x) < deg f(x) = n, тому до полiнома
h(x) застосуємо правило iндукцiї. Отже, знайдуться такi полiноми
v(x) та r(x), для яких

h(x) = v(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x) (13.7)

iз рiвностей (13.6) та (13.7) легко отримати, що

f(x) =
(
a0b− 0−1xn−m + v(x)

)
g(x) + r(x).

Отже, iснування частки та остачi вiд дiлення f(x) та g(x) доведено.
Тепер перевiримо єдинiсть частки та остачi вiд дiлення. Припус-

тимо, що iснують полiноми q(x), v(x), r(x), s(x) такi, що

f(x) = q(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x), (13.8)

f(x) = v(x)g(x) + s(x), deg s(x) < deg g(x), (13.9)

Вiднiмаючи з рiвностi (13.8) рiвнiсть (13.9), пiсля перетворень, при-
ходимо до рiвностi

r(x)− s(x) = (v(x)− q(x))g(x), deg s(x) < deg g(x), (13.10)

Припустимо, що r(x) та s(x) рiзнi. Тодi полiном r(x) − s(x) ну-
льовий, тобто v(x) − q(x) теж нульовий полiном. Оскiльки пiд час
множення степенi полiномiв додають, то спепiнь (v(x) − q(x))g(x)
не менше, нiж степiнь g(x). З iншого боку, степiнь полiномiв r(x) та
s(x) строго менше степенi g(x); такiй самiй нерiвностi задовольняє
й степiнь рiзницi r(x)− s(x), тобто, рiвнiсть (13.10) неможлива.

Отже, припущення про те, що r(x) та s(x) – рiзнi полiноми,
привело до протирiччя i довели, що r(x) = s(x). Оскiльки кiльце
полiномiв не мiстить дiльникiв нуля, та g(x) ̸= 0, з рiвностi (13.10)
випливає, що полiном v(x)− q(x) нульовий, тобто v(x) = q(x).
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�
ПРИКЛАД 6

Необхiдно полiном f(x) = 2x3 + x2 + 3x − 5 подiлити з остачею на
полiном g(x) = x2 + x− 1.�� ��Розв’язування

Запишемо розрахунки зручним способом (дiлення «кутом» для нату-
ральних чисел):

2𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 5

2𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ െ 2𝑥

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 1

-𝑥ଶ ൅ 5𝑥 െ 5

-𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1

6𝑥 െ 6

2𝑥 െ 1

Отже, у результатi маємо

2x3 + x2 + 3x− 5 = (2x− 1)(x2 + x− 1) + (6x+ 6),

частка та остача вiд дiлення 2x− 1 та 6x− 6, вiдповiдно.

Алгоритм дiлення полiнома на полiном аналогiчний до алгори-
тму дiлення числа на число стовпчиком або кутом, а саме:

1) записати дiлене в рядок, зокрема всi степенi змiнної (тi, якi вiд-
сутнi, записати з коефiцiєнтом 0);

2) записати в «куточку» дiльник, зокрема всi степенi змiнної;

3) щоб знайти перший доданок (одночлен) у неповнiй частцi, потрiб-
но старший одночлен дiленого подiлити на старший одночлен
дiльника;

4) одержаний перший доданок частки помножити на весь дiльник i
результат записати пiд дiленим, причому однаковi ступенi змiн-
ної записати один пiд одним;

5) вiд дiленого вiдняти одержаний добуток;

6) до одержаного залишку застосувати алгоритм починаючи з пунк-
ту 1;
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7) алгоритм завершено, коли одержана рiзниця матиме степiнь, мен-
ше, нiж степiнь дiльника. Це – остача вiд дiлення.

13.4 Схема Горнера

Розглянемо простий алгоритм, за допомогою якого довiльний
полiном f(x) можна подiлити з остачею на лiнiйний двочлен x− c.

Застосовуючи Теорему 13.1, запишемо

f(x) = g(x)(x− c) + r(x), (13.11)

де g(x) – частка, а r(x) – остача вiд дiлення. Зрозумiло, що

deg g(x) = deg f(x)− 1.

Нехай

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

g(x) = b0x
n + b1x

n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn.

Якщо полiном g(x) пiдставити в праву частину рiвняння (13.11),
розкрити дужки та привести подiбнi члени, одержимо рiвнiсть

f(x) = b0x
n + (b1 − cb0)x

n−1 + · · ·+ (bn−1 + cbn−2)x+ (r(x)− cbn−1).
(13.12)

Порiвнюючи коефiцiєнти полiномiв, що стоять у лiвiй та правiй
частинах рiвняння (13.12), одержимо

a0 = b0,
a1 = b1 − cb0,

. . . . . . . . . . .
an−1 = bn−1 − cbn−2

an = r(x)− cbn−1.

(13.13)

Iз використанням певних перетворень, маємо

b0 = a0,
b1 = a1 + cb0,

. . . . . . . . . . .
bn−1 = an−1 + cbn−2

r(x) = an + cbn−1.

(13.14)
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Рiвнiсть (13.14) дозволяє послiдовно вiднiмати коефiцiєнти част-
ки та остачi вiд дiлення. Алгоритм, що ґрунтується на застосуваннi
рiвностi (13.14) часто називають схемою Горнера.

�
ПРИКЛАД 7

Iз застосуванням схеми Горнера, подiлити полiном f(x) = x4+3x2−2x
на двочлен x+ 2.�� ��Розв’язування

Позначимо через g(x) = b0x
3+b1x

2+b2x+b3 та r(x) вiдповiдно, частку
та остачу вiд дiлення. Iз використанням (13.14) маємо

b0 = a0 = 1,
b1 = a1 + cb0 = −2,
b2 = a2 + cb1 = 7,
b3 = a3 + cb2 = −16,
r(x) = a4 + cb3 = 32.

(13.15)

Цi розрахунки зручно записувати у виглядi таблицi

1 0 3 -2 0
c = −2 1 -2 7 -16 32

Спосiб заповнення таблицi показано далi:

1) У першому рядочку записуємо всi коефiцiєнти полiнома f(x).

2) На початку другого рядка для зручностi записуємо число c.

3) Далi послiдовно, почимнаючи з другої клiтинки, заповнюємо другий
рядок (див. рiвностi (13.15)).

Зауваження! Якщо необхiдно виконати дiлення на двочлен
g(x) = ax + b, його перетворюють до виду q(x) = a(x + b/a), то-
дi

f(x) = (ax+ b)g(x) + r(x) = a

(
x+

b

a

)
g(x) + r(x).
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Звiдси видно, що роздiливши за схемою Горнера f(x) на (x− (−b/a)),
ми знайдемо a·g(x). Тодi шукану частку g(x) одержуємо, подiливши
знайдене на a. Остача вiд дiлення не змiниться.

Елемент c кiльця K називають коренем полiнома f(x), якщо
f(c) = 0.

ТЕОРЕМА 13.2 Теорема Безу

Полiном f(x) дiлиться на лiнiйний двочлен x− c у кiльцi K[x]
тодi й лише тодi, коли c – його корiнь.

Доведення. Нехай f(x) дiлиться на x−c, тобто f(x) = (x−c)g(x).
Тодi f(c) = 0.

Нехай f(c) = 0. Тодi в рiвностi f(x) = (x − c)g(x) + r(x) буде
r = f(c) = 0, тобто f(x) = (x− c)g(x).

ТЕОРЕМА 13.3

Число коренiв ненульового полiнома не перевищує його ступе-
ня.

Доведення. Доведемо це твердження за допомогою iндукцiї за
рiвнем полiнома. Полiном нульового ступеня взагалi не має коренiв,
так що для нього твердження теореми справедливе.

Припустимо тепер, що твердження теореми справедливе для
всiх полiномiв степеня n − 1, i доведемо його для будь-якого по-
лiнома f(x) степеня n. Припустимо, мiркуючи вiд зворотного, що
x1, x2, . . . , xm – коренi полiном f(x), причому m > n. За теоре-
мою Безу, f(x) дiлиться на x − x1, тобто f(x) = (x − x1)g(x), де
g(x)– деякий полiном степеня n − 1. Елементи x2, . . . , xm кiльця
K є коренями полiнома g(x). Насправдi, при i = 2, . . . ,m, маємо:
f(x1) = (xi − x1)g(xi). Оскiльки xi − x1 ̸= 0, а кiльце K немає
дiльникiв нуля, то g(xi) = 0.

Отже, полiном g(x) має не менше нiж m− 1 коренiв, що супере-
чить припущенню iндукцiї, оскiльки deg g(x) = n− 1 < m− 1.
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Лекцiя 14

Найбiльший спiльний дiльник.
Алгоритм Евклiда

Означення 1 Полiномом (многочленом, багаточленом) степеня
n називають функцiю вигляду

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (14.1)

де an, an?1, . . . , a1, a0 коефiцiєнти полiнома, an ̸= 0, x – змiнна;
n — максимальний степiнь входження змiнної x з ненульовим кое-
фiцiєнтом у функцiю.

Якщо коефiцiєнти полiнома є дiйсними числами, то кажуть, що
полiном заданий у множинi R[x]. Якщо коефiцiєнти комплекснi, то
в множинi C[x].

Для уособлення полiномiальної функцiї її часто позначають Pn(x),
де n – показник степеня полiнома.

Означення 2 Коренем полiнома називають значення змiнної
x = α, якщо f(α) = 0.

14.1 Основна теорема алгебри

ТЕОРЕМА 14.1 Основна теорема алгебри

Комплексний полiном степеня n > 0 має рiвно n комплексних
коренiв, з урахуванням кратностi.

Iнакше кажучи, його можна розкласти на n лiнiйних множникiв

Pn(α) = an(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn), (14.2)

α1, α2, . . . , αn ∈ C - коренi полiнома.
Якщо x = α є коренем полiнома, то Pn(α) = (x − α) · Qn−1(x),

тобто полiном Pn(x) без остачi дiлиться на бiном x − α) . Полiном
Qn−1(x) = bn−1x

n−1+bn−2x
n−2+. . .+b−1x+b0 носить назву частки

вiд дiлення Pn(x) на x− α.
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У разi, коли деяке значення змiнної x = c не є коренем полiнома,
дiлення полiнома набирає вигляду

Pn(c) = (x− c) ·Qn−1(x) + r1, (14.3)

де Qn−1(x) – неповна частка вiд дiлення Pn(x) на x−c, r1 -– число,
остача вiд дiлення Pn(x) на x− c, r1 ∈ C.

Розглянемо (14.3) бiльш детально.

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 =
= (x− c)(bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 + . . .+ b− 1x+ b0) + r1.

(14.4)

Для обчислення значення полiнома в точцi x = c достатньо пiд-
ставити це значення у полiном. Iз правої частини (14.4) бачимо, що
Pn(c) = r1.

Отже, значення полiнома в довiльнiй точцi x = c дорiвнює
остачi вiд дiлення полiнома Pn(x) на бiном x− c.

14.2 Розкладання полiнома за степенями бiнома x− c

Задача полягає у розкладеннi полiнома (14.1) за степенями бi-
нома x− c, тобто подати полiном у виглядi

Pn(x) = pn(x− c)n + pn−1(x− c)n−1 + . . .+ p1(x− c) + p0.

Для дiлення Pn(x) на бiном x− c застосуємо схему Горнера.
Звернемо увагу, що в комiрках другого стовпчика з першої до

передостанньої стоять коефiцiєнти неповної частки Qn−1(x). Це по-
лiном зi степенем на 1 меншим, нiж у вихiдного полiнома. Його теж
можна роздiлити на x− c, використовуючи схему Горнера. Процес
дiлення Qn−1(x) на x− c можна подати так:

Qn−1(x) = (x− c) ·Mn−2(x) + r2, (14.5)

Mn−2 = dn−2x
n−2 + dn−1x

n−1 + . . . + dd1x + d0 – неповна частка,
r2 ∈ C – остача вiд дiлення Qn−1(x) на x − c. Коефiцiєнти для
Mn−2(x) беруть iз вiдповiдної схеми Горнера.

Пiдставимо (14.5) у (14.3):

Pn(x) = (x− c) · ((x− c) ·Mn−2(x) + r2) + r1 = (14.6)
(x− c)2 ·Mn−2(x) + (x− c) · r2 + r1
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Процес розкладання виконуємо до полiнома V1 = an(x − c) + rn.
Розкладання кожного разу пiдставляємо до Pn(x). На кiнцевому
етапi матимемо розкладання

Pn(x) = an(x− c)n + (x− c)n−1rn + (x− c)n−2rn−1 + . . .+

+(x− c)2r3 + (x− c)r2 + r1. (14.7)

Тобто коефiцiєнти розкладання будуть такi:

pn = an; pn−1 = rn; . . . ; p1 = r2; p− 0 = r1.

�
ПРИКЛАД 1

Розкласти за степенями бiнома x− 2i полiном

P4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7.�� ��Розв’язування
Складемо схему Горнера дiлення P4(x) на бiном x−2i подано в таблицi

1: Отже,

Таблиця 1 – Коефiцiєнти дiлення полiнома P4(x) на бiном x− 2i за
схемою Горнера

1 -2 1 -5 7
c = 2i 1 -2+2i -3-4i 3-6i 19+6i

P4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7 =

= (x− 2i)(x3 − (2− 2i)x2 − (3 + 4i)x+ 3− 6i) + 19 + 6i.

Застосуємо схему Горнера для Q3(x) = x3 − (2− 2i)x2 − (3 + 4i)x+3− 6i,
(таб. 2).

Отже,

x3 − (2− 2i)x2 − (3 + 4i)x+ 3− 6i =

= (x− 2i)(x2 − (2− 4i)x− 11− 8i) + 19− 28i.
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Таблиця 2 – Коефiцiєнти дiлення полiнома Q3(x) на бiном x− 2i
за схемою Горнера

1 -2+2i -3-4i 3-6i
c = 2i 1 -2+4i -11-8i 19-28i

Пiдставимо розкладанняQ3(x) до P4(x)

P4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7 =

= (x− 2i)(x3 − (2− 2i)x2 − (3 + 4i)x+ 3− 6i) + 19 + 6i =

= (x− 2i)
(
(x− 2i)(x2 − (2− 4i)x− 11− 8i) + 19− 28i

)
+ 19 + 6i =

= (x− 2i)2(x2 − (2− 4i)x− 11− 8i) + (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i.

Застосуємо схему Горнера для M2(x) = x2 − (2− 4i)x− 11− 8i (таб. 3):

Таблиця 3 – Коефiцiєнти дiлення полiнома M2(x) на бiном x− 2i
за схемою Горнера

1 -2+4i -11-8i
c = 2i 1 -2+6i -23-12i

M2(x) = (x− 2i)(x− 2 + 6i)− 23− 12i.

Пiдставимо розкладання M2(x) до P4(x)

P4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7 =

= (x− 2i)2(x2 − (2− 4i)x− 11− 8i)+

+ (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i =

= (x− 2i)2 ((x− 2i)(x− 2 + 6i)− 23− 12i)+

+ (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i =

= (x− 2i)3(x− 2 + 6i)− (x− 2i)2(23 + 12i)+

+ (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i.

Застосуємо схему Горнера для V1(x) = x− 2 + 6i (таб. 4):

V1(x) = (x− 2i) · 1− 2 + 8i.
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Таблиця 4 – Коефiцiєнти дiлення полiнома V1(x) на бiном x− 2i за
схемою Горнера

1 -2+6i
c = 2i 1 -2+8i

Пiдставимо розкладання V1(x) до P4(x)

P4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7 =

= (x− 2i)3(x− 2 + 6i)− (x− 2i)2(23 + 12i)+

+ (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i =

= (x− 2i)3 ((x− 2i)− 2 + 8i)− (x− 2i)2(23 + 12i)+

+ (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i =

= (x− 2i)4 − (x− 2i)3(2− 8i)− (x− 2i)2(23 + 2i)+

+ (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i.

Одержали розкладання полiнома P4(x) за степенями бiнома x− 2i

x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7 = (x− 2i)4 − (x− 2i)3(2− 8i)−
−(x− 2i)2(23 + 2i) + (x− 2i)(19− 28i) + 19 + 6i.

Коефiцiєнти розкладання

p4 = 1; p3 = −2 + 8i; p2 = −23− 12i; p1 = 19− 28i; p0 = 19 + 16i.

Процес розкладання можна позбавити громiздких викладок, якщо по-
мiтити, що коефiцiєнтами розкладання є остачi в кожному розкладаннi
полiномiв за схемою Горнера.

Для наочностi процесу доцiльно всi схеми об’єднати в одну.
Об’єднана схема Горнера репрезентована в таблицi 5
Iз таблицi 5 бачимо, що коефiцiєнти розкладання полiнома за степеня-

ми x−2i розташованi в останнiх комiрках кожного рядка та є коефiцiєнта-
ми бiля степенiв x−2i, розмiщених у порядку зростання згори донизу.

14.3 Похiдна полiнома

Означення 3 Нехай f(x) – полiном над полем P [x] характе-
ристики 0, де f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0. Похiдною
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Таблиця 5 – Об’єднана схема Горнера дiлення полiнома P4(x) на
бiном x− 2i

1 -2 1 -5 7
c = 2i 1 -2+2i -3-4i 3-6i 19+6i
c = 2i 1 -2+4i -11-8i 19-28i
c = 2i 1 -2+6i 23-12i
c = 2i 1 -2+8i
c = 2i 1

полiнома f(x) називається полiном

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ 2a2x+ a1 + 0.

Оскiльки характеристика поля P дорiвнює 0, то похiдна вiд по-
лiнома n-ї (n > 0) є полiном n− 1 степеня.

ТЕОРЕМА 14.2

Нехай f(x), g(x) ∈ P [x], тодi

1) (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x);

2) (f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

3) (fk(x))′ = kfk−1f ′(x).

14.4 Обчислення похiдних полiнома в точцi x = c

Задача полягає в обчисленнi значення похiдних полiнома (14.1)
до n-ї включно в точцi x = c.

Iз попередньої задачi маємо розкладання полiнома Pn(x) за сте-
пенями бiнома x− c (14.7)

Pn(x) = an(x− c)n + (x− c)n−1rn + (x− c)n−2rn−1 + . . .+

+ (x− c)2r3 + (x− c)r2 + r1.
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Для одержання значень похiдних полiнома до n-ї включно в точцi
x = c запишемо розкладання функцiї в ряд Тейлора в околi точки
x = c i порiвняємо два розкладання.

Ряд Тейлора для будь-якої безкiнечно диференцiйованої функцiї
f(x) в околi точки x = c має такий вигляд

f(x) = f(c)+
f ′(c)

1!
(x− c)+ f ′′(c)

2!
(x− c)2+ . . .+ f (n)(c)

n!
(x− c)n+ . . . ,

де f(c), f ′(c), . . . , f (n)(c) – значення функцiї та її похiдних у точцi
x = c.

У нашому прикладi Pn(x) є функцiя, диференцiйована n разiв,
отже, для неї ряд Тейлора набере вигляду

Pn(x) = Pn(c)+
P ′
n(c)

1!
(x−c)+P

′′
n (c)

2!
(x−c)2+. . .+P

(n)
n (c)

n!
(x−c)n+. . . ,

(14.8)
де Pn(c), P

′
n(c), . . . , P

(n)
n (c) – значення полiнома та його похiдних у

точцi x = c.
Порiвняємо (14.7) та (14.8)

an(x− c)n + (x− c)n−1rn + (x− c)n−2rn−1 + . . .+

+ (x− c)2r3 + (x− c)r2 + r1 =

P
(n)
n (c)

n!
(x− c)n +

P
(n−1)
n (c)

(n− 1)!
(x− c)n−1 + . . .+

+
P ′′
n (c)

2!
(x− c)2 +

P ′
n(c)

1!
(x− c) + Pn(c).

З порiвняння можна записати таке

Pn(c) = r1;P
′
n(c) = r2;

P ′′
n (c)

2!
= r3 ⇒ P ′′

n (c) = 2! · r3;

P
(n−1)
n (c)

(n− 1)!
= rn−1 ⇒ P (n−1)

n (c) = (n− 1)! · rn;

P
(n)
n (c)

n!
= an ⇒ P (n)

n (c) = n! · an;
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�
ПРИКЛАД 2

Обчислити значення похiдних полiнома з прикладу 1

P4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 7

до 4-ї включно в точцi x = 2i.�� ��Розв’язування
Розглянемо об’єднану схему Горнера з прикладу 1. В останнiй комiрцi

кожного рядка маємо значення ri, i = 1, 4.

r1 = 19 + 6i ⇒ P4(2i) = r1 = 19 + 6i;
r2 = 19 + 28i ⇒ P ′

4(2i) = 19 + 28i;
r3 = −23− 12i ⇒ P ′′

4 (2i) = 2! · (−23− 2i) = −46− 24i;
r4 = −2 + 8i ⇒ P III

4 (2i) = 3! · (−2 + 8i) = −12 + 48i;
a5 = 1 ⇒ P IV

4 (2i) = 4! = 24.

14.5 Подiльнiсть полiномiв

Нехай f(x) i g(x) полiноми з F [x], причому g(x) ̸= 0. Полiном
f(x) дiлиться на g(x), якщо для деякого q(x) ∈ F [x] маємо

f(x) = q(x)g(x),

тобто остача при дiленнi f(x) i g(x) дорiвнює нулю.
Властивостi

1) Якщо f(x)
...g(x) i g(x)

...h(x), то f(x)
...h(x).

2) Якщо f(x)
...g(x) i h(x)

...g(x), то (f(x) + h(x))
...g(x).

3) Якщо f(x)
...g(x) i f(x)h(x)

...g(x) для будь-якого h(x).

4) Будь-який полiном дiлиться на довiльну ненульову константу.

5) Якщо f(x)
...g(x) i f(x)

...cg(x) з ненульовою константою c.
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6) Щоб полiном f(x) дiлився на полiном g(x) того ж степеня, необ-
хiдно i достатньо, щоб f(x) = cg(x) для деякої константи c.

7) Для того, щоб f(x)
...g(x) i g(x)

...h(x), то f(x)
...h(x), необхiдно й

достатньо, щоб f(x) = cg(x) для деякої константи c.

Означення 4 Полiном d(x) називають спiльним дiльником f(x)

i g(x), якщо d(x)
...f(x) i d(x)

...g(x).
Означення 5 Загальний дiльник d(x) називають найбiльшим,

якщо вiн дiлиться на будь-який iнший спiльний дiльник полiномiв
f(x) та g(x).

ТЕОРЕМА 14.3

Для будь-яких f(x), g(x) ∈ F [x], одночасно не рiвних нулю, їх
найбiльший спiльний дiльник визначений однозначно з точнi-
стю до множника c, де c - довiльна ненульова константа.

Доведення. Доведемо, що якщо НСД iснує, то вiн визначений
з точнiстю до множника c. Якщо d(x), d1(x) – найбiльшi спiльнi

дiльники полiномiв f(x) та g(x), то d1(x)
...d(x) i d(x)

...d1(x), за вла-
стивiстю 7, маємо, що d(x) = cd1(x) для деякої константи c.

Для подальшого доведення застосуємо алгоритм Евклiда.

14.6 Алгоритм Евклiда

Для доведення iснування НСД наведемо алгоритм Евклiда зна-
ходження НСД. Якщо f(x) ̸= 0, а g(x) = 0, nj pf як найбiль-
ший спiльний дiльник можна взяти f(x). Тому, можна вважати,
що g(x) ̸= 0.

Роздiлимо f(x) на g(x), у частцi одержимо q1(x), у остачi – r1(x).
Якщо r1(x) ̸= 0, то роздiлимо g(x) на r1(x), у частцi одержимо q2(x),
в остачi – r2(x), тощо. Обчислення продовжують доти, доки на де-
якому кроцi s обчислений у результатi чергового подiлу залишок
rs+1(x) не буде нульовим. Доведемо, що rs(x) є найбiльшим спiль-
ним дiльником полiномiв f(x) та g(x).
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Маємо

f(x) = q1(x)g(x) + r1(x), (1)
g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x), (2)
r1(x) = q3(x)r2(x) + r3(x), (3)
. . .
rs−3(x) = qs−1(x)rs−2(x) + rs−1(x), (s− 1)
rs−2(x) = qs(x)rs−1(x) + rs(x), (s)
rs−1(x) = qs+1(x)rs, (s+ 1)

З останньої рiвностi випливає, що rs−1(x)
...rs(x). Тому в правiй

частинi передостанньої рiвностi перший доданок дiлиться на rs(x).
Оскiльки другий доданок, так само дiлиться на rs(x), то й права
частина дiлиться на rs(x), тому на rs(x) дiлиться й лiва частина
цiєї рiвностi, тобто rs−2(x).

Розглядаючи цi рiвностi знизу вгору, приходимо до висновку,
що на rs(x) дiляться всi правi та лiвi частини всiх рiвностей, тобто

f(x)
...rs(x) та g(x)

...rs(x), тобто rs(x) – спiльний дiльник полiномiв
f(x) та g(x).

Покажемо, що будь-який спiльний дiльник d(x) полiномiв f(x)

та g(x) є дiльником полiнома rs(x). Оскiльки f(x)
...d(x) i g(x)

...d(x),

то одержуємо, що r1(x)
...d(x). Далi, оскiльки g(x)

...d(x) i r1(x)
...d(x), то

i r2(x)
...d(x). Розглядаючи далi цi рiвностi зверху вниз, приходимо

до висновку, що rs(x)
...d(x).

ТЕОРЕМА 14.4

Нехай f(x), g(x), d(x) – ненульовi полiноми з F [x] та d(x) – НСД
полiномiв f(x) та g(x). Тодi знайдуться такi u(x) та v(x) з F [x],
що

u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x).

Причому deg u(x) < deg g(x), а deg v(x) < deg f(x). Полiноми
u(x) та v(x) називають коефiцiєнтами Безу.
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�
ПРИКЛАД 3

У кiльцi R[x] полiномiв iз дiйсними коефiцiєнтами знайти найбiльший
спiльний дiльник полiномiв

f(x) = x4 + 3x3 − x2 − 4x− 3, g(x) = 3x3 + 10x2 + 2x− 3�� ��Розв’язування
Подiливши f(x) на g(x), одержуємо:

x4+3x3−x2−4x−3 = (3x3+10x2+2x−3)

(
1

3
x− 1

9

)
+

(
−5

9
x2 − 25

9
x− 10

3

)
.

Для зручностi помножимо отриманий залишок на 9/5. При цьому подаль-
шi остачi також збiльшаться на деякi числа, вiдмiннi вiд нуля, що не-
суттєво при знаходженнi найбiльшого спiльного дiльника, оскiльки вiн
знаходиться з точнiстю до константи.

Виконавши друге дiлення, маємо, що:

3x3 + 10x2 + 2x− 3 = (x2 + 5x+ 6)(3x− 5) + (9x+ 27).

Одержану остачу вiд дiлення подiлимо на 9 i виконаємо третє дiлення.
У результатi одержуємо, що

x2 + 5x+ 6 = (x+ 3)(x+ 2).

Оскiльки остача вiд дiлення дорiвнює нулю, то НСД = x+ 3.

Лiнiйне уявлення найбiльшого спiльного дiльника полiномiв мож-
на знаходити двома способами: за допомогою алгоритму Евклiда
чи методом невизначених коефiцiєнтiв. Алгоритм Евклiда дає та-
кож спосiб знаходження полiномiв u(x) i v(x) з теореми про лiнiйне
представлення НСД(f, g). Зауважимо, що

r0 = u0f + v0g, u0 = 1, v0 = −q0;
r1 = u1f + v1g, u1 = −q1, v1 = q0q1 + 1;

r2 = r0 − r1q2 = f(u0 − u1q2) + g(v0 − v1q2), тобто
r2 = fu2 + gv2, u2 = −u1q2 + u0, v2 = −v1q2 + v0;

r3 = fu3 + gv3, u3 = −u2q3 + u1, v3 = −v2q3 + v1.
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Продовжуючи, iндуктивно одержимо для k > 2

rk = fuk + gvk, uk = −uk−1qk + uk−2, vk = −vk−1qk + vk−2.

I нарештi для d = rn

d = fun + gvn, un = −un−1qn + un−2, vn = −vn−1qn + vn−2.

�
ПРИКЛАД 4

Знайти лiнiйний вираз найбiльшого спiльного дiльника d(x) полiномiв
f(x) i g(x) з прикладу 3.�� ��Розв’язування

Результати дiлення з остачею, виконанi пiд час розв’язання прикладу,
показують, що

f(x) =

(
1

3
x− 1

9

)
g(x)−5

9
(x2+5x+6), g(x) = (3x−5)(x2+5x+6)+9(x+3).

Звiдси знайдемо

x2 + 5x+ 6 =
9

5
f(x) +

1

5
(3x− 1)g(x),

x+ 3 =
1

9
g(x)− 1

9
(3x− 5)(x2 + 5x+ 6) =

=
1

5
(3x− 5)f(x) +

1

9
g(x)− 1

45
(3x− 5)(3x− 1)g(x) =

=
1

5
(3x− 5)f(x)− 1

5
(x2 − 2x)g(x).

Отже,

u(x) =
1

5
(3x− 5), v(x) = −1

5
(x2 − 2x).

На практицi лiнiйний вираз полiнома h(x) зручнiше шукати не за
допомогою алгоритму Евклiда, а методом невизначених коефi-
цiєнтiв.

Запишемо шуканi полiноми u(x) i v(x) в загальному виглядi з
певними невiдомими коефiцiєнтами. Прирiвнюючи коефiцiєнти при
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однакових степенях x у рiвностi h = uf + vg, одержимо систему
рiвнянь для коефiцiєнтiв полiномiв u та v. Цi рiвняння будуть лi-
нiйними.

Для застосування цього методу необхiдно заздалегiдь знати оцiн-
ки ступенiв багаточленiв u та v (iнакше ми не знатимемо, у якому
загальному виглядi їх записати).

�
ПРИКЛАД 5

Знайти лiнiйний вираз полiнома h = x− 2 через полiноми

f = x2 + 2, g = x3 + x− 1.�� ��Розв’язування

Цi полiноми мають рiзнi коренi (коренi першого полiнома рiвнi ±
√
2i,

цi коренi не є коренями другого полiнома, у чому можна переконатися
безпосередньою перевiркою) i, за теоремою Безу мають рiзнi розкладання
на лiнiйнi множники виду ax+ b. Тому вони взаємно простi.

Тодi шуканий лiнiйний вираз iснує, причому багаточлени u i v можна
знаходити у виглядi u = a0x

2 + a1x + a2, v = b0x + b1. Прирiвнюючи
коефiцiєнти в разi однакових степенiв x у рiвностi (a0x2 + a1x+ a2)(x

2 +
2) + (b0x+ b1), одержуємо такi спiввiдношення:

a0 +b0 = 0
a1 +b1 = 0

2a0 +a2 +b0 = 0
2a1 −b0 +b1 = 1

2a2 −b1 = −2.

Звiдси знаходимо: a0 = 1; a1 = 0; a − 2 = −1; b0 = −1; b1 = 0, тобто
u = x2 − 1, v = −x.

Iнодi пiд час складання лiнiйних рiвнянь для коефiцiєнтiв полiномiв
u, v зручнiше не прирiвнювати коефiцiєнти в разi однакових степенiв x,
а надавати x рiзнi значення, розв’язуючи одержану систему рiвнянь. На-
даючи x значення 0;±1;±2, одержуємо систему рiвнянь виду

2a2 −b0 = −2
3a0 +3a1 +3a2 +b0 +b1 = −1
3a0 −3a1 +3a2 +3b0 −3b1 = −3
24a0 +12a1 +6a2 +18b0 +9b1 = 0
24a0 −12a1 +6a2 +22b0 −11b1 = −4.
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Розглянемо ще один приклад

�
ПРИКЛАД 6

Знайти лiнiйне представлення НСД (f, g) = x+ 1 для полiномiв

f = x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 та g(x) = x4 − 1.�� ��Розв’язування
Будемо шукати з умови, що fu+ gv = d функцiї u та v так:

u = ax2 + bx+ c; v = ex3 + kx2 + lx+m,

(x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1)(ax2 + bx+ c) + (x4 − 1)(ex3 + kx2 + lx+m) = x+ 1.

Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти, одержуємо систему

при x7 a+ e = 0,
при x6 a+ b+ k = 0,
при x5 a+ b+ c+ l = 0,
при x4 a+ b+ c+m = 0,
при x3 a+ b+ c− e = 0,
при x2 a+ b+ c− k = 0,
при x1 b+ c− l = 1,
при x = 0 c−m = 1,


Розв’язуючи систему, одержуємо, що

a = −1

3
; b = 0; c =

2

3
; e =

1

3
; k =

1

3
; l = −1

3
;m = −1

3
.

Отже, лiнiйне представлення НСД (f, g) = x + 1 для полiномiв f = x5 +
x4 + x3 + x2 + x+ 1 та g(x) = x4 − 1 набуває вигляду

u(x) =
1

3
(−x2 + 2); v(x) =

1

3
(x3 + x2 − x− 1).
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14.7 Взаємно простi полiноми

Означення 6. Полiноми f(x), g(x) називають взаємно прости-
ми, якщо

НСД(f(x), g(x)) = c, c ̸= 0 = const.

Оскiльки НСД двох полiномiв визначається лише з точнiстю до
множника нульового степеня, то можна вважати, що f(x) та g(x) –
взаємно простi, якщо

НСД(f(x), g(x)) = 1.

Згiдно з теоремою 14.4 u(x), v(x) такi, що

f(x) · u(x) + g(x) · v(x) = 1,

де deg u(x) < deg g(x); deg v(x) < deg f(x) для взаємно простих по-
лiномiв.

Властивостi взаємно простих полiномiв

1) Якщо (f(x), g(x)) = 1 та (f(x), h(x)) = 1, то (f(x), g(x)h(x)) = 1.

2) Якщо (f(x), g(x)) = 1 i добуток f(x)h(x) дiлиться на g(x), то
h(x) дiлиться на g(x).

3) Якщо f(x) дiлиться на полiноми g(x) та h(x) i (g(x), h(x)) = 1,
то f(x) дiлиться на добуток g(x)h(x).

4) Якщо (f(x), g(x)) = h(x) ̸= 0, то
(
f(x)
h(x) ,

g(x)
h(x)

)
= 1.

Полiноми f1(x), . . . , fs(x), s > 2 називають взаємно простими,
якщо їх

НСД(f1(x), . . . , fs(x)) = 1.

Полiноми f1(x), . . . , fs(x), s > 2 називають попарно взаємно про-
стими, якщо кожнi два з них є взаємно простими.

Якщо многочлени попарно взаємно простi, то вони всi взаємно
простi. Обернене твердження неправильне.
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Лекцiя 15

Вiддiлення кратних коренiв.
Рацiональнi дроби

15.1 Вiддiлення кратних коренiв

15.1.1 Кратнi коренi полiномiв

Означення 1 Нехай k ∈ N . Елемент c поля F називають k –
кратним коренем полiнома f(x) ∈ F [x]], якщо f(x) дiлиться в кiльцi
F [x] на (x− c)k i не дiлиться на (x− c)k+1. Коренi кратностi >1 на-
зивають кратними, а 1-кратнi коренi – простими. Якщо k = 2 або
k = 3, то c називають подвiйним або потрiйним коренем полiнома
f(x).

ТЕОРЕМА 15.1

Полiном f(x) степеня n > 0 над полем F має в цьому полi
не бiльше n коренiв з урахуванням їх кратностей, тобто якщо
c1, . . . , cm – рiзнi коренi полiнома f(x) у полi F i їх кратностi
дорiвнюють, вiдповiдно k1, . . . , km, то k1 + . . .+ km ≤ n.

Твердження. Корiнь c полiнома f(x) ∈ F [x] є простим тодi й
лише тодi, коли c не є коренем його похiдної f ′(x), тобто f ′(c) ̸= 0.

15.1.2 Незвiднi множники полiнома та його похiдної

Означення 2 Полiном p(x) називають розкладним, якщо його
можна представити у виглядi добутку p(x) = g(x) · h(x) так, щоб
обидва множники мали додатнiй степiнь: deg g; deg h > 0.

Якщо ж таке розкладення неможливе, то цей полiном p(x) на-
зивають нерозкладним, або незвiдним.

Означення 3 Ненульовий полiном p(x) є незвiдним, якщо в
будь-якому розкладаннi p(x) = g(x) · h(x) один iз множникiв є ста-
лим.

Розкладнiсть i незвiднiсть полiнома залежить вiд того, над яким
полем цей полiном розглядають.
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ТЕОРЕМА 15.2

Якщо p(x) – незвiдний полiном i p′(x) ̸= 0, то

НСД(p(x), p′(x)) = 1.

Доведення.
Нехай d = (p(x), p′(x)). Тодi p(x) = d(x)q(x) та p′(x) = d(x)r(x)

для деяких полiномiв q(x) та r(x).
Якщо deg q(x) = 0, то

deg p(x) = deg d(x)q(x) = deg d(x) + deg q(x) =

= deg d(x) ≤ deg p(x) ≤ deg p(x)− 1.

Одержане протирiччя показує, що deg q(x) ̸= 0 i тому q(x) /∈ F [x].

Отже, d(x) ∈ F [x]. Оскiльки d ̸= 0, можна зробити висновок, що
d(x) асоцiюється з 1.

Означення 4 Кажуть, що кiльце з 1 має характеристику 0,
якщо не iснує ненульових натуральних чисел n iз властивiстю

n · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

Твердження. Нехай F – поле характеристики 0. Якщо елемент
c ∈ F [x] є k – кратним коренем полiнома f(x) ∈ F [x], то c є (k − 1)
– кратним коренем полiнома f ′(x).

Наслiдок. Нехай f(x) ∈ F [x] – полiном над полем F [x] харак-
теристики 0. Множина кратних коренiв у полi F [x] полiнома f(x)
спiвпадає з множиною усiх коренiв у полi F [x] полiнома

d(x) = (f(x), f ′(x)).

Доведення. Для довiльного елемента c ∈ F [x] рiвнiсть
f(c) = f ′(c) = 0 можлива тодi й лише тодi, коли двочлен (x − c)
дiлить i f(x) i f ′(x). А це рiвносильно тому, що (x− c) дiлить d(x),
тобто d(c) = 0.
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15.1.3 Задача розкладання полiнома
на незвiднi множники

Розв’язання задачi розкладання полiнома на незвiднi множники
ґрунтується на таких твердженнях:

1) будь - який полiном першого степеня є незвiдним;

2) якщо полiном p(x) є незвiдним, то незвiдним буде будь-який по-
лiном ap(x), a ∈ R;

3) якщо f(x) – довiльний полiном, а p(x) – незвiдний, то або f(x)
дiлиться на p(x), тобто (f(x), p(x)) = p(x), або полiноми f(x) та
p(x) є взаємно простими, тобто (f(x), p(x)) = a, a ∈ R;

4) якщо добуток двох полiномiв f(x) та g(x) дiлиться на незвiдний
полiном p(x), то обов’язково або f(x), або g(x) дiлиться на p(x).

Наслiдки тверджень: якщо полiном f(x) iз дiйсними коефi-
цiєнтами двома способами розкладено на незвiднi множники

f(x) = p1(x)p2(x) . . . ps(x) = q1(x)q2(x) . . . ql(x), s ≤ n, l ≤ n,

то s = l ≤ n.
Пiсля вiдповiдного впорядкування правильними будуть такi рiв-

ностi:

p1(x) = a1q1(x); p2(x) = a2q2(x); . . . ; ps(x) = alql(x)

де a1, a2, . . . , al ∈ R.
Останнє твердження забезпечує єдинiсть розкладання полiно-

ма f(x) на незвiднi множники. З урахуванням того, що деякi не-
звiднi множники можуть входити до розкладання полiнома f(x)
неоднократно, таке єдине подання матиме вигляд

f(x) = apk11 (x)pk22 (x) . . . pkss (x), s ≤ n, a ∈ R.

У зв’язку з тим, що в розкладаннi врахована кратнiсть входжен-
ня незвiдних полiномiв, розв’язання задачi розкладання на незвiднi
множники почнемо iз задачi розкладання на кратнi множники
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15.1.4 Алгоритм розкладання полiнома
на кратнi множники

Будемо вважати, що в розкладання f(x) полiноми входять iз
кратностями вiд 1 до n включно. Позначимо

• через P(x) добуток усiх полiномiв, якi входять у f(x) iз кра-
тнiстю 1. Полiноми, що входять до P1(x), можуть мати степенi
вiд 1 до n;

• через P2(x) добуток усiх полiномiв, якi входять у f(x) з крат-
нiстю 2.

• . . . . . . . . .

• через Pn(x) добуток усiх полiномiв, якi входять у f(x) з крат-
нiстю n.

Тодi початкове розкладання полiнома f(x) на кратнi множники ма-
тиме такий вигляд:

f(x) = P 1
1 · P 2

2 · . . . · Pn
n (15.1)

На першому етапi знайдемо максимальну кратнiсть полiномiв, що
входять до розкладання f(x). Позначимо її s ≤ n.

Етап 1

1. Знаходимо похiдну вiд f(x) = P 1
1 · P 2

2 · . . . · Pn
n за змiнною x

f ′(x) = P 2
2 · . . . · Pn

n + 2P 1
1 · P 2

2 · . . . · Pn
n+

+ nP 1
1 · P 2

2 · . . . · Pn−1
n = P 1

2 · . . . · Pn−1
n ·Q1(x),

де Q1(x) – полiном, що залишився в дужках пiсля винесення
спiльного множника.

2. Знаходимо НСД мiж f(x) i f ′(x)

(f(x), f ′(x)) = d1(x) = P2 · P 2
3 · . . . · Pn−1

n .

Степiнь d1(x) менший за степiнь f(x).
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3. Знаходимо похiдну вiд d1(x) = P2 · P 2
3 · . . . · Pn−1

n за змiнною x

d′1(x) = P 2
3 · . . . · Pn−1

n + 2P 1
2 · P3 · . . . · Pn−1

n +

+ (n− 1)P 1
2 · P 2

3 · . . . · Pn−2
n = P 1

3 · . . . · Pn−2
n ·Q2(x).

4. Знаходимо НСД мiж d1(x) i d′1(x)(
d1(x), d

′
1(x)

)
= d2(x) = P 1

3 · . . . · Pn−2
n .

Степiнь d2(x) менший за степiнь d1(x).

5. . . . . . . . . .

6. Знаходимо похiдну вiд ds−1(x) = Ps · P 2
s+1 · . . . · Pn−s

n за змiнною
x

d′s−1(x) = 1.

7. Знаходимо НСД мiж ds−1(x) i d′s−1(x):(
ds−1(x), d

′
s−1(x)

)
= ds(x) = 1.

Процес знаходження спiльних дiльникiв закiнчено.
Максимальна кратнiсть входження полiномiв у розкла-

данняf(x) становить s.
Розкладання можна записати бiльш точно:

f(x) = P 1
1 · P 2

2 · . . . · P s
s .

Водночас P s+1
s+1 · P s+2

s+2 · . . . · Pn
n = 1 – добуток ненульових полiномiв

нульового степеня.
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Етап 2
Видiляємо зi знайдених спiльних дiльникiв добуток складових

Pi у першому степенi

1. E1 =
f(x)

d1(x)
=
P 1
1 · P 2

2 · . . . · P s
s

P2 · . . . · P s−1
s

= P1 · P2 · . . . · Ps;

2. E2 =
d1(x)

d2(x)
=
P2 · P 2

3 · . . . · P s−1
s

P3 · . . . · P s−2
s

= P2 · . . . · Ps;

. . . . . . . . .

S − 1. Es−1 =
ds−2(x)

ds−1(x)
=
Ps−1 · P 2

s

Ps
= Ps−1 · Ps;

S. Es =
ds−1(x)

ds(x)
=
Ps

1
= Ps.

На останньому кроцi другого етапу знайшли полiном, який є до-
бутком полiномiв, що входять у розкладання f(x) з кратнiстю s –
Ps(x).

Етап 3
Дiленням Ei−1/Ei, i = 1, s знаходимо складовi Pi(x), i = 1, s− 1

у розкладаннi полiнома f(x) на кратнi множники

1. P1 =
E1

E2
=
P1 · P2 · . . . · Ps

P2 · . . . · Ps
;

2. P2 =
E2

E3
=
P2 · . . . · Ps

P3 · . . . · Ps
;

. . . . . . . . .

S − 1. Ps−1 =
Es−1

Es
=
Ps−1 · Ps

Ps
.

Розкладання на кратнi множники вiдбулося. Залишилося перевiри-
ти, чи є полiноми Pi(x) i = 1, s незвiдними для x ∈ R.

�
ПРИКЛАД 1

Вiдокремити кратнi множники полiнома

f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4.

39



�� ��Розв’язування
Етап 1

1. Знаходимо похiдну вiд f(x) = P 1
1 · P 2

2 · P 3
3 · P 4

4 · P 5
5 · P 6

6 за змiнною x,
скоротивши результат на 6

f ′(x) = x5 − 4x3 − 2x2 + 3x+ 2.

2. Знаходимо НСД мiж f(x) i f ′(x)

𝑥଺ െ 6𝑥ସ െ 4𝑥ଷ ൅ 9𝑥ଶ ൅ 12𝑥 ൅ 4

𝑥

𝑥ହ െ 4𝑥ଷ െ 2𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2
𝑥଺ െ 4𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥

-2𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 10𝑥 ൅ 4

െ

: ሺെ2ሻ

𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2

Перша остача r1 = x4 + x3 − 3x2 − 5x− 2.

𝑥଺ െ 6𝑥ସ െ 4𝑥ଷ ൅ 9𝑥ଶ ൅ 12𝑥 ൅ 4

𝑥 െ 1

𝑥ହ െ 4𝑥ଷ െ 2𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2

𝑥଺ െ 4𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥

-2𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 10𝑥 ൅ 4

െ

: ሺെ2ሻ

𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2
𝑥ହ ൅ 𝑥ସ െ 3𝑥ଷ െ 5𝑥ଶ െ 2𝑥

െ

‐𝑥ସ െ 𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2
‐𝑥ସ െ 𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2

0

െ

r2 = 0, тодi

(f(x), f ′(x)) = d1(x) = x4 + x3 − 3x2 − 5x− 2 = P2 · P 2
3 · P 3

4 · P 4
5 · P 5

6 .

3. Знаходимо похiдну вiд d1(x)

d′1(x) = 4x3 + 3x2 − 6x− 5.

4. Знаходимо НСД мiж d1(x) i d′1(x)

𝑥 ൅ 1

4𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 െ 5

െ

െ

𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2

4𝑥ସ ൅ 4𝑥ଷ െ 12𝑥ଶ െ 20𝑥 െ 8
х4

4𝑥ସ ൅ 3𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ െ 5𝑥

𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ െ 15𝑥 െ 8х4

4𝑥ଷ െ 24𝑥ଶ െ 60𝑥 െ 32

4𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 െ 5

‐27𝑥ଶ െ 54𝑥 െ 27: ሺെ27ሻ
𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 1
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Перша остача r1 = x2 + 2x+ 1.

𝑥 ൅ 1

4𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 െ 5

െ

െ

𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2

4𝑥ସ ൅ 4𝑥ଷ െ 12𝑥ଶ െ 20𝑥 െ 8
х4

4𝑥ସ ൅ 3𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ െ 5𝑥

𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ െ 15𝑥 െ 8х4

4𝑥ଷ െ 24𝑥ଶ െ 60𝑥 െ 32

4𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 െ 5

‐27𝑥ଶ െ 54𝑥 െ 27: ሺെ27ሻ

𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 14𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 െ 5

4𝑥 െ 54𝑥ଷ ൅ 8𝑥ଶ ൅ 4𝑥
െ

-5𝑥ଶ െ 10𝑥 െ 5
-5𝑥ଶ െ 10𝑥 െ 5

െ

0

r2 = 0.

(d1(x), d
′
1(x)) = d2(x) = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2 = P3 · P 2

4 · P 3
5 · P 4

6 .

5. Знаходимо похiдну вiд d2(x)

d′2(x) = 2(x+ 1) ∼ x+ 1.

6. Знаходимо НСД мiж d2(x) i d′2(x)

(d2(x), d
′
2(x)) = d3(x) = x+ 1 = P4 · P 2

5 · P 3
6 .

7. Знаходимо похiдну вiд d3(x) = x+ 1 за змiнною x

d′3(x) = 1.

8. Знаходимо НСД мiж d3(x) i d′3(x)

(d3(x), d
′
3(x)) = d4(x) = 1 = P5 · P 2

6 .

Процес знаходження спiльних дiльникiв закiнчено.
Максимальна кратнiсть входження полiномiв у розкладання f(x) ста-

новить s = 4.
Розкладання можна записати бiльш точно

f(x) = P 1
1 · P 2

2 · P 3
3 · P 4

4 .

Водночас P ·
5P

6
6 = 1 – добуток ненульових полiномiв нульового степеня.

Етап 2
Видiляємо зi знайдених спiльних дiльникiв добуток складових Pi у

першому степенi.

1. Дiлимо полiном на перший НСД: f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 +9x2 +12x+4
на d1(x) = x4 + x3 − 3x2 − 5x− 2.
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‐𝑥ହ െ 3𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ ൅ 11𝑥ଶ ൅ 12𝑥 ൅ 4

െ

‐𝑥ହ െ 𝑥ସ ൅ 3𝑥ଷ ൅ 5𝑥ଶ ൅ 2𝑥
െ

‐2𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 10𝑥 ൅ 4
‐2𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 10𝑥 ൅ 4

െ

0

E1 =
P 1
1 · P 2

2 · P 3
3 · P 4

4

P2 · P 2
3 · P 3

4

= P1 · P2 · P3 · P4 = x2 − x− 2.

2. Дiлимо d1(x) = x4 + x3 − 3x2 − 5x− 2 на d2(x) = (x+ 1)2.
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-𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1

6𝑥 െ 6
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𝑥଺ െ 6𝑥ସ െ 4𝑥ଷ ൅ 9𝑥ଶ ൅ 12𝑥 ൅ 4 𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2

𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2𝑥଺ ൅ 𝑥ହ െ 3𝑥ସ െ 5𝑥ଷ െ 2𝑥ଶ

‐𝑥ହ െ 3𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ ൅ 11𝑥ଶ ൅ 12𝑥 ൅ 4

െ

‐𝑥ହ െ 𝑥ସ ൅ 3𝑥ଷ ൅ 5𝑥ଶ ൅ 2𝑥
െ

‐2𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 10𝑥 ൅ 4
‐2𝑥ସ െ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 10𝑥 ൅ 4

െ

0

𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2

𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2

𝑥ଶ൅2𝑥 ൅ 1

𝑥ସ ൅ 2𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ

‐𝑥ଷ െ 4𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 2
‐𝑥ଷ െ 2𝑥ଶ െ 𝑥

െ

െ

െ2𝑥ଶ െ 4𝑥 െ 2
െ2𝑥ଶ െ 4𝑥 െ 2

0

െ

E2 =
d1(x)

d2(x)
=
P2 · P 2

3 · P 3
4

P3 · P 2
4

= P2 · P3 · P4 = x2 − x− 2.

3.

E3 =
d2(x)

d3(x)
=
P3 · P 2

4

P4
= P3 · P4 =

(x+ 1)2

x+ 1
= x+ 1.

4.

E4 =
d3(x)

d4(x)
=
P4

1
= P4 = x+ 1.

Незвiдний полiном x+1 входить до розкладання полiнома у 4-му степенi.
Етап 3
Дiленням Ei−1/Ei, i = 1, 4 знаходимо складовi Pi(x), i = 1, 3 в розкла-

даннi полiнома f(x) на кратнi множники.

1.

P1 =
E1

E2
=
P1 · P2 · P3 · P4

P2 · P3 · P4
=
x2 − x− 2

x2 − x− 2
= 1.
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2.

P2 =
E2

E3
=
P2 · P3 · P4

P3 · P4
=
x2 − x− 2

x+ 1
= x− 2.

3.
P3 =

E3

E4
=
Ps−1 · Ps

Ps
=
x+ 1

x+ 1
= 1.

Розкладання на кратнi множники вiдбулося.

f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4 = (x− 2)2(x+ 1)4.

Полiном розклали й на кратнi, i на незвiднi множники, оскiльки бiноми,
на якi вiдбулося розкладання, є незвiдними полiномами.

Коренями даного полiнома будуть числа α1,2 = 2;α3,4,5,6 = −1.

15.2 Рацiональнi дроби

Рацiональним дробом називають вираз виду

Pn(x)

Qm(x)
,

де Pn(x), Qm(x) – полiноми степеня n i m вiдповiдно та Qm(x) ̸= 0.
Якщо для рацiонального дробу виконується n ≥ m, то дрiб нази-

вають неправильним, якщо n < m – дрiб називається правильним.
Серед рацiональних дробiв видiляють 4 типи найпростiших дро-

бiв:

1.
A

x− x0
; A, x0 ∈ R;

2.
A

(x− x0)k
; k ≥ 2, k ∈ N,A, x0 ∈ R;

3.
Ax+B

x2 + x+ q
; A,B, p, q ∈ R, D < 0;

4.
Ax+B

(x2 + x+ q)r
; r ≥ 2; r ∈ N ;A,B, p, q ∈ R, D < 0;
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15.2.1 Алгоритм розкладання дробу на найпростiшi дроби

1. Якщо n ≥ m, необхiдно видiлити цiлу частину, подiливши полi-
ном Pn(x) на полiном Qm(x)

Pn(x)

Qm(x)
=M(x) +

R(x)

Qm(x)
,

де M(x) – полiном-частка (цiла частина); R(x)
Qm(x) – правильний

дрiб.

2. Розкласти Qm(x) на множники:

Qm(x) = (x− a)k(x− b)s . . . (x2 + px+ q)r, k, s, . . . , r ∈ N.

3. Якщо розкладання знаменника має такий вигляд, то дрiб R(x)
Qm(x)

можна подати у виглядi суми найпростiших дробiв

R(x)

Qm(x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ . . .+

Ak

(x− a)k
+

+
B1

x− b
+

B2

(x− b)2
+ . . .+

Bs

(x− b)s
+ . . .+

+
C1x+D1

x2 + px+ q
+ . . .+

Crx+Dr

(x2 + px+ q)r
,

де A1, A2, . . . , Ak;B1, B2, . . . , Bk;C1, . . . Cr;D1, . . . Dr – невизначе-
нi коефiцiєнти, якi необхiдно знайти.

4. Для знаходження коефiцiєнтiв привести праву частину рiвностi
до спiльного знаменника, який дорiвнюватиме знаменнику поча-
ткового дробу, тобто Qm(x).

5. Прирiвняти чисельники дробiв.

6. Обчислити значення невизначених коефiцiєнтiв A1, A2, . . . та iн-
шi. Для обчислення даних коефiцiєнтiв використовують такi ме-
тоди:

а) метод невизначених коефiцiєнтiв: полiноми в лiвiй та
правiй частинах рiвностi записати в стандартному виглядi та
прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях чисельника;
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б) метод часткових значень: надати довiльнi значення змiн-
ної (зручнiше використовувати значення x = a;x = b тощо)
та одержати рiвностi для вихiдних коефiцiєнтiв;

в) комбiнування методiв а) та б).

7. Пiдставити одержанi числовi значення коефiцiєнтiв у рiвнiсть,
що й буде шуканим розкладанням.

Розглянемо

Qn(x) = Cn(x−a1)α1 . . . (x−ak)αk(x2+p1x+q)
β1 . . . (x2+psx+qss)

βs ,

де
∑k

m=1 αm + 2
∑S

j=1 βj = n, Qn(x) – полiном n–ого степеня вiд x,
Cn – константа.

ТЕОРЕМА 15.3

Якщо Pm(x) та Qn(x) – полiноми степеня m i n вiдповiдно,
причому m < n та коефiцiєнти цих полiномiв дiйснi числа, то

Pm(x)

Qn(x)
=

Aα1
1

(x− a1)α1
+

Aα1−1
1

(x− a1)α1−1
+ . . .+

Aαk
k

(x− ak)αk
+

A
(1)
k

x− ak
+

+
Bβ1

1 x+Dβ1
1

(x2 + px+ q1)β1
+ . . .+

B
(1)
1 x+D

(1)
1

(x2 + px+ q1)
+ . . .+

+
BβS

S x+DβS
S

(x2 + pSx+ qS)βS
+ . . .+

B
(1)
S x+D

(1)
S

(x2 + pSx+ qS)

Усi коефiцiєнти розкладання є дiйсними числами та визнача-
ються однозначно.

�
ПРИКЛАД 2

Репрезентувати дрiб у виглядi найпростiших дробiв

x2

x4 − 16
.
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�� ��Розв’язування

x2

x4 − 16
=

x2

(x− 2)(x+ 2)(x2 + 4)
=

A

x− 2
+

B

x+ 2
+
Cx+D

x2 + 4
=

=
A(x+ 2)(x2 + 4) +B(x− 2)(x2 + 4) + (Cx+D)(x− 2)(x+ 2)

(x− 2)(x+ 2)(x2 + 4)
.

Два полiноми однаковi тодi й лише тодi, коли однаковi коефiцiєнти при
однакових степенях x.

x = 2 : 4 = 32A ⇒ A = 1/8;
x = −2 : 4 = −32B ⇒ B = −1/8;
x = 0 : 0 = 8A− 8B − 4D ⇒ D = 1/2;
x = 1 : 1 = 15A− 5B − 3C − 3D ⇒ C = 0.

Отже,
x2

x4 − 16
=

1

8(x− 2)
− 1

8(x+ 2)
+

1

2(x2 + 4)
.
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Лекцiя 16

Побудова полiнома найменшого степеня.
Iнтерполяцiя

16.1 Побудова полiнома найменшого степеня

Оберненою для сiм’ї задач про iснування та визначення коренiв
полiномiв є задача побудови полiнома за вiдомими коренями.

Доведено, що полiноми n -го степеня, визначенi на множинi
комплексних чисел C[x], мають, точно n коренiв. Причому кiлькiсть
дiйсних коренiв або збiгатиметься iз загальною кiлькiстю коренiв n,
або буде меншою за n на парне число.

З огляду на такий факт, можна зробити висновок, що n дiйсних
коренiв належать до полiнома мiнiмального степеня n.

Спосiб побудови коефiцiєнтiв такого полiнома дає теорема Вi-
єта.

ТЕОРЕМА 16.1 Теорема Вiєта

Нехай x1, x2 – коренi квадратного тричлена x2 + bx + c. Тодi
справедливi формули Вiєта:

x1 + x2 = −b, x1x2 = c.

ТЕОРЕМА 16.2 Обернена теорема Вiєта

Нехай для чисел x1 та x2 виконуються спiввiдношення

x1 + x2 = −b, x1x2 = c.

Тодi x1 та x2 є коренями квадратного тричлена x2 + bx+ c.

Теорему Вiєта та обернену до неї можна сформулювати й для
полiномiв третього та бiльш високого степеня.
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ТЕОРЕМА 16.3

Нехай α1, α2, . . . , αn – коренi полiнома n–го степеня

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0.

Тодi справедливi формули Вiєта:

an−1

an
= (−1)1(α1 + α2 + . . .+ αn);

an−2

an
= (−1)2(α1α2 + α1α3 + . . .+ αn−1αn);

an−3

an
= (−1)3(α1α2α3 + α1α2α4 + . . .+ αn−2αn−1αn);

. . . . . . . . .
a1
an

= (−1)n−1(α1α2 . . . αn−1 + α1α2 . . . αn−2αn + . . .+

+ α2α3 . . . αn);
a0
an

= (−1)nα1α2 . . . αn.

. (16.1)

(лiва частина k-ї рiвностi являє собою суму всiляких добуткiв,
що складаються з рiзних елементiв з набору {α1, α2, . . . , αn}.)

Якщо полiном заданий на множинi C[x], то, крiм n дiйсних ко-
ренiв, полiном може мати парну кiлькiсть комплексних коренiв i
тому загальний степiнь полiнома буде бiльшим за n.

Якщо полiном має кратнi коренi, то кожен корiнь рахують у
теоремi Вiєта стiльки разiв, якою є його кратнiсть.

Отже, якщо задати n дiйсних коренiв полiнома, можна за фор-
мулами Вiєта побудувати зведений (an = 1) полiном n – го

P (x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0.

Помноживши зведений полiном на довiльну сталу A ∈ R, одержи-
мо сукупнiсть асоцiйованих полiномiв найменшого степеня, тобто
полiномiв, якi можна одержимо один з одного множенням на сталу
(полiном нульового степеня).
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�
ПРИКЛАД 1

Вiдомо, що числа 1, 2, -1, 4, 3 є коренями полiнома. Побудувати полi-
ном найменшого степеня, що має такi коренi. Побудувати всi асоцiйованi
до нього полiноми.�� ��Розв’язування

Розглянемо формули Вiєта для п’яти коренiв. Маємо n = 5.

a4 = (−1)1(α1 + α2 + α3 + α4 + α5) = −(α1 + α2 + α3 + α4 + α5);

a3 = (−1)2(α1α2 + α1α3 + α1α4 + α1α5 + α2α3 + α2α4 + α2α5+

+ α3α4 + α3α5 + α4α5).

Кiлькiсть доданкiв a3 повинна дорiвнювати кiлькостi сполучень з 5 по 2
C2

5 = 5 · 4/2! = 10. Вимога виконана.

a2 = (−1)3(α1α2α3 + α1α2α4 + α1α2α5 + α1α3α+α1α3α5+

+ α1α4α5 + α2α3α4 + α2α3α5 + α2α4α5 + α3α4α5).

Кiлькiсть доданкiв a2 повинна дорiвнювати кiлькостi сполучень з 5 по 3
C3

5 = 5 · 4 · 3/3! = 10. Вимога виконана.

a1 = (−1)4(α1α2α3α4 + α1α2α3α5 + α1α2α4α5+

+ α1α3α4α5 + α2α3α4α5).

Кiлькiсть доданкiв a1 повинна дорiвнювати кiлькостi сполучень з 5 по 4
C4

5 = 5 · 4 · 3 · 4/4! = 5. Вимога виконана.

a0 = (−1)5α1α2α3α4α5.

Пiдставивши у виведенi формули коренi, одержимо коефiцiєнти зведеного
полiнома

a4 = −9; a3 = 25; a2 = −15; a1 = −26; a0 = 24.

Запишемо зведений полiном

P (x) = x5 − 9x4 + 25x3 − 15x2 − 26x+ 24.

Перевiримо, чи правильно знайденi коефiцiєнти

P (1) = 1− 9 + 25− 15− 26 + 24 = 0,
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отже x = 1 – корiнь полiнома;

P (2) = 25 − 9 · 24 + 25 · 23 − 15 · 22 − 26 · 2 + 24 = 0,

отже x = 2 – корiнь полiнома;
Аналогiчно перевiряють iншi коренi: -1, 4, 3.
Зведений полiном найменшого степеня побудований правильно.
Усi асоцiйованi полiноми можна записати так:

aP (x) = a · (x5 − 9x4 + 25x3 − 15x2 − 26x+ 24),∀a ∈ R.

16.2 Iнтерполяцiйний полiном

Розглянемо таблицю чисел

x0 x1 . . . xn
y0 y1 . . . yn

Означення 1. Полiном f(x) ∈ C[x] степеня не вище n, що за-
довольняє умовам f(xj) = yj (j = 0, 1, . . . , n) називають iнтерпо-
ляцiйним полiномом, що належить до iнтерполяцiйної таблицi.

16.2.1 Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа

Задача iнтерполяцiї передбачає обчислення невiдомих значень
функцiї шляхом набуття зваженого середнього значення функцiї
у вiдомих сусiднiх точках. За лiнiйної iнтерполяцiї використовують
вiдрiзок прямої, що проходить через двi точки. Тангенс кута нахилу
прямої мiж точками (x0; y0) i (x1; y1) дорiвнює

m = (y1 − y0)/(x1 − x0).

Формулу прямої, що використовує тангенс кута нахилу в точцi (x0; y0)
можна записати у виглядi

y = P (x) = y0 +
(y1 − y0)(x− x0)

x1 − x0
(16.2)
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Якщо розкласти формулу (16.2), то в результатi одержимо полiном
порядку ≤ 1. Обчислюючи P (x) в точках x0 i x1 одержимо вiдпо-
вiдно точки y0 i y1

P (x0) = y0 + (y1 − y0)(0) = y0;

P (x1) = y0 + (y1 − y0)(1) = y1.
(16.3)

Для знаходження iнтерполяцiйного полiнома можна використа-
ти дещо iнший спосiб, а саме записати P (x) як

y = P1(x) = y0
x− x1
x0 − x1

+ y1
x− x0
x1 − x0

(16.4)

Кожний член у правiй частинi (16.4) включає лiнiйний множник,
тому сума є полiномом степеня ≤ 1. Позначимо вiдношення в (16.4)
вiдповiдно через

L1,0(x) =
x− x1
x0 − x1

; L1,1(x)
x− x0
x1 − x0

(16.5)

Обчислення показують, що L1,0(x0) = 1; L1,0(x1) = 0; L1,1(x0) = 0;
L1,1(x1) = 1. У такий спосiб полiном P1(x) (16.4) також проходить
через цi двi точки:

P1(x0) = y0(1) + y1(0); P1(x1) = y0(0) + y1(1). (16.6)

Члени L1,0(x) i L1,1(x) називають коефiцiєнтами полiнома Лагран-
жа, що ґрунтуються на вузлах x0 i x1. Отже, можна записати (16.4)
у виглядi суми

P1(x) =
1∑

k=0

ykL1,k(x). (16.7)

Загалом можна побудувати iнтерполяцiйний полiном Лагранжа Pn(x)
степеня не бiльше нiж n, що проходить через n + 1 точку (x0; y0) i
(x1; y1), . . ., (xn; yn) i має вигляд:

Pn(x) =
n∑

k=0

ykLn,k(x). (16.8)

51



де Ln,k – коефiцiєнти многочлена Лагранжа, що ґрунтуються на
заданих вузлах

Ln,k =
(x− x0)(x− x2) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0)(xk − x2) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
.

(16.9)
Або ввiвши позначення для добуткiв можна записати

Ln,k =

∏n
j=0,j ̸=k(x− xj)∏n
j=0,j ̸=k(xk − xj)

(16.10)

Для кожного фiксованого k коефiцiєнти полiнома Лагранжа Ln,k(x)
володiють властивостями

Ln,k =

{
1, j = k
0, j ̸= k.

(16.11)

ТЕОРЕМА 16.4

Для будь-якої таблицi iнтерполяцiї iнтерполяцiйний полiном
iснує i єдиний.

Доведення
Iснування. Легко бачити, що полiном (16.9) є iнтерполяцiйним

для таблицi.
Єдинiсть. Нехай f(x), g(x) – два iнтерполцiйнi полiноми, що

вiдповiдають однiй iнтерполяцiйнiй таблицi. Розглянемо полiном
h(x) = f(x) − g(x). Маємо h(xj) = 0, (j = 0, 1, . . . , n). Отже, по-
лiном h(x) степеня, що не перевищує n, має не менше n+1 коренiв.
Одержуємо, що h(x) = 0, тобто f(x) = g(x).

�
ПРИКЛАД 2

Побудувати iнтерполяцiйний полiном за таблицею з використанням
iнтерполяцiйного полiному Лагранжа�� ��Розв’язування
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xj 1 2 3

yj −6 −6 −4

За формулою (16.9) маємо

P2(x) = −6· (x− 2)(x− 3)

(1− 2)(1− 3)
−6· (x− 1)(x− 3)

(2− 1)(2− 3)
−4· (x− 1)(x− 2)

(3− 1)(3− 2)
= x2−3x−4.

Наслiдки. Нехай F — деяке пiдполе поля C. Для будь-яких
полiномiв f(x) i g(x) з F [x]

f(x) = g(x) ⇐⇒ ∀c ∈ F f(c) = g(c).

16.2.2 Iнтерполяцiйний полiном Ньютона

Розглянемо ще один спосiб знаходження iнтерполяцiйного полi-
нома методом Ньютона. Iнтерполяцiйний полiном для таблицi шу-
каються у виглядi

Pn(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + . . .+

+ cn(x− x0) . . . (x− xn−1).
(16.12)

Послiдовно вважаючи, що x = xj(j = 0, 1, . . . , n), знаходимо c0,
c1, . . ., cn.

На вiдмiну вiд полiнома Лагранжа, полiном Ньютона володiє
рекурентною властивiстю, тобто полiном степеня n Pn(x) можна
просто одержати за полiномом степеня n− 1 Pn−1(x) за допомогою
рекурентного спiввiдношення

Pn(x) = Pn−1(x) + cn(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1) (16.13)

Ця властивiсть буває досить корисною на практицi, коли будують
декiлька полiномiв P1(x), P2(x), . . ., Pn(x), щоб вибрати той, який
задовольняє конкретнi потреби.
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�
ПРИКЛАД 3

Методом Ньютона побудувати iнтерполяцiйний полiном за таблицею
iнтерполяцiї з прикладу 2.�� ��Розв’язування

Шукаємо полiном у виглядi

Pn(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1).

Вважаючи, що x = x0, одержуємо −6 = c0.
Вважаючи, що x = x1, одержуємо −6 = −6 + c1(2− 1), звiдки c1 = 0.
Вважаючи , що x = x2, одержуємо −4 = −6+0·(2−1)+c2(3−1)(3−2),

звiдки c2 = 1.
Отже, Pn(x) = −6 + (x− 1)(x− 2) = x2 − 3x− 4.

Для ефективного обчислення коефiцiєнтiв iнтерполяцiйного по-
лiнома f(x) у формi Ньютона введемо так званi роздiленi рiзницi.

Нехай f(x) – iнтерполяцiйний полiном, побудований за табли-
цею, а c0, c1, . . . , cn – деякi числа з F .

Роздiленою рiзницею першого порядку називають величину

f(c0, c1) =
f(c0)− f(c1)

c0 − c1
. (16.14)

Роздiленою рiзницею другого порядку називають

f(c0, c12) =
f(c0, c1)− f(c1, c2)

c0 − c2
. (16.15)

Узагалi, роздiлена рiзниця k-го порядку визначається через роз-
дiлену рiзницю (k − 1)–го порядку так:

f(c0, c1, . . . , ck) =
f(c0, c1)− . . .− f(ck−1, ck)

c0 − ck
. (16.16)

Зауважимо, що оскiльки f(x0) = y0, тобто x0 є коренем полiнома
f(x)−y0, то f(x, x0) є полiномом i степiнь цього полiнома на 1 менше
степеня f(x).
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Аналогiчно, f(x, x0, x1) також є полiном i його степiнь на 1 мен-
ший вiд степеня f(x, x0), тощо. Нарештi, f(x, x0, x1, . . . , xn) = 0. Iз
визначення роздiлених рiзниць одержуємо

f(x) = f(x0) + (x− x0)f(x, x1),

f(x, x0) = f(x0, x1) + (x− x1)f(x, x0, x1),

f(x, x0, x1) = f(x0, x1, x2) + (x− x2)f(x, x0, x1, x2),

i так далi, звiдки

f(x) = f(x0) + (x− x0)f(x0, x1) + (x− x0)(x− x1)f(x0, x1, x2)+

+ . . .+ (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f(x0, x1, . . . , xn).

(16.17)

Оскiльки iснує єдине представлення полiнома f(x), одержуємо, що
коефiцiєнти cj– роздiленi рiзницi, а саме:

cj = f(x0, x1, . . . , xj) (j = 0, 1, . . . , n).

�
ПРИКЛАД 4

Побудувати iнтерполяцiйний полiном f(x) за таблицею

xj −3 −1 1 2
yj 8 6 4 18

�� ��Розв’язування
При n = 3 iнтерполяцiйний полiном Ньютона буде мати вигляд

Pn(x) = y0 + (x− x0)f(x0;x1) + (x− x0)(x− x1)f(x0;x1;x2)+

+ (x− x0)(x− x1)(x− x2)f(x0;x1;x2;x3)

Перш нiж приступати до заповнення таблицi, розпишемо роздiленi
рiзницi.
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Роздiленi рiзницi 1-го порядку

f(x0;x1) =
y1 − y0
x1 − x0

=
6− 8

−1 + 3
= −1;

f(x1;x2) =
y2 − y1
x2 − x1

=
4− 6

1 + 1
= −1;

f(x2;x3) =
y3 − y2
x3 − x2

=
18− 4

2− 1
= 14.

Роздiленi рiзницi 2-го порядку

f(x0;x1;x2) =
f(x1;x2)− f(x0;x1)

x2 − x0
=

−1 + 1

1 + 3
= 0;

f(x1;x2;x3) =
f(x2;x3)− f(x1;x2)

x3 − x1
=

14 + 1

2 + 1
= 5;

Роздiленi рiзницi 3-го порядку

f(x0;x1;x2;x3) =
f(x1;x2;x3)− f(x0;x1;x2)

x3 − x0
=

5− 0

2 + 3
= 1.

Складемо таблицю роздiлених рiзниць у виглядi таблицi (1).

Таблиця 1 – Таблиця роздiлених рiзниць

j xj yj k = 1 k = 2 k = 3

0 x0 = −3 y0 = 8 -1 0 1
1 x1 = −1 y1 = 6 -1 5
2 x2 = 1 y2 = 4 14
3 x3 = 2 y3 = 18

Отже, одержуємо iнтерполяцiйний полiном

P3(x) = 8 + (−1) · (x+ 3) + 0 · (x+ 3)(x+ 1) + 1 · (x+ 3)(x+ 1)(x− 1) =

= 8− x− 3 + (x+ 3)(x2 − 1) = 5− x+ x3 + 3x2 − x− 3 =

= x3 + 3x2 − 2x+ 2.
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Лекцiя 17

Найпростiшi задачi аналiтичної геометрii.
Дiї над векторами

Аналiтична геометрiя вивчає геометричнi об’єкти засобами ал-
гебри та математичного аналiзу. Засновниками аналiтичної геоме-
трiї є П’єр Ферма та Рене Декарт. Декартом було розроблено метод
координат, що лежить в основi аналiтичної геометрiї.

17.1 Координати на прямiй

Числова вiсь – це пряма з обраним напрямком, початком вiд-
лiку (початком координат) та одиницею вимiрювання (масштабом)
(рис. 17.1). Як вiдомо зi шкiльного курсу математики, мiж дiйсни-

𝑥𝑥10
𝑀

Рисунок 17.1 – Числова вiсь

ми числами та точками числової прямої можна встановити взаємно
однозначну вiдповiднiсть. Дiйсне число, що вiдповiдає положенню
точки на числовiй осi є координатою точки .

Положення кожної точки на числовiй осi OX однозначно визна-
чається її координатою x i навпаки, кожнiй точцi вiдповiдає єдина
координата x ∈ R, де R – це множина дiйсних чисел. Точки числової
прямої ототожнюються з дiйсними числами, що їм вiдповiдають.

Вiдстань на прямiй. Нехай точки та на прямiй мають коор-
динати a та b вiдповiдно (рис. 17.2).

𝑥𝐵ሺ𝑏ሻ𝐴ሺ𝑎ሻ0

Рисунок 17.2 – Вiдстань мiж точками A й B

Вiдстань ρ мiж точками A й B це довжина вiдрiзка [A,B], що
з’єднує цi точки.
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Для вiдстанi ρ(a, b) мiж точками (a) та (b) вiдповiдає формула
(17.1):

ρ(A,B) =

{
b− a, b ≥ a,
a− b, b < a

⇐⇒ ρ(A,B) = |a− b|,∀a, b ∈ R. (17.1)

Властивостi вiдстанi

1) Невiд’ємнiсть: ∀A,B ρ(A,B) ≥ 0; ρ(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B.

2) Симетричнiсть: ∀A,B ρ(A,B) ≥ ρ(B,A).

3) Нерiвнiсть трикутника: ∀A,B, ρ(A, ) ≤ ρ(A,B) + ρ(B,C).

�
ПРИКЛАД 1

Користуючись поняттям вiдстанi, знайти дiйснi числа, що задоволь-
няють

1) рiвняння |x+ 5| = 4,

2) нерiвностi |x+ 10| < |x− 6|.�� ��Розв’язування
1) Запишемо рiвняння, користуючись поняттям вiдстанi:

|x+ 5| = 4 ⇔ ρ(x;−5) = 4.

Потрiбно знайти на осi OX точки, вiдстань вiд яких до точки з коорди-
натою x = −5 дорiвнює 4. Цими точками будуть x = −9 або x = −1.

2) Запишемо нерiвнiсть, користуючись поняттям вiдстанi:

|x+ 10| < |x− 6| ⇔ ρ(x,−10) < ρ(x, 6)

. Тобто на осi OX потрiбно знайти такi точки, вiдстань вiд яких до то-
чки з координатою x = −10 менше, нiж вiдстань до точки з координатою
x = 6. Цiй умовi задовольняють точки, що лежать лiвiше вiд середини
вiдрiзка[10; 6], а саме точки, що належать iнтервалу x ∈ (−∞;−2).
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17.2 Координати на площинi

Iснують рiзнi системи координат на площинi: декартовi прямо-
кутнi, косо-кутнi, полярнi. Розглянемо прямокутну декартову та по-
лярну системи координат.

Декартовi прямокутнi координати
Означення 1 Координатною площиною OXY називають пло-

щину з взаємно перпендикулярними числовими осями OX – вiсь
абсцис i OY – вiсь ординат. Початок вiдлiку (початок до ординат)
лежить на перетинi координатних осей, одиницi вимiру на осях OX
i OY однаковi (рис. 17.3).

𝑥𝐵ሺ𝑏ሻ𝐴ሺ𝑎ሻ0

0 1
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Рисунок 17.3 –
Координатна

площина

Надалi розглядатимемо прямокутну пра-
ву систему координат OXY , коли поворот
вiд осi OX до осi OY вiдбувається проти го-
динникової стрiлки на кут π/2. Якщо найко-
ротший поворот вiд осi OX до осi OY вiдбу-
вається за годинниковою стрiлкою, систему
координат називають лiвою.

НехайM1,M2 – проєкцiї точкиM на коор-
динатнi осi.

Означення 2 Декартовими прямокут-
ними координатами точки називають коор-

динати проєкцiй точки M на координатнi осi: координата M1(x) –
абсциса, координата M2(y) – ордината точки M .

Мiж безлiччю точок площини R2 i безлiччю впорядкованих пар
рацiональних чисел iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть. Поло-
ження кожної точки на площинi однозначно визначається її коор-
динатами (x, y) i навпаки, кожнiй точцi вiдповiдає єдина впоряд-
кована пара – її координати (x, y).

17.3 Найпростiшi задачi аналiтичної геометрiї
на площинi

Вiдстань мiж точками
Данi двi точки M1(x1, y1) та M2(x2, y2). Щоб знайти вiдстань

ρ(M1,M2) = |M1M2|, застосуємо теорему Пiфагора (рис. 17.4 a))

ρ2(M1,M2) = |x1 − x2|2 + |y1 − y2|2.
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Тодi вiдстань ρ(M1,M2) знайдемо за формулою (17.2)

ρ(M1,M2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2. (17.2)
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Рисунок 17.4 – a) вiдстань мiж точками; b) дiлення вiдрiзка в
заданому вiдношеннi

Дiлення вiдрiзка в заданому вiдношеннi
Данi двi точки M1(x1, y1) та M2(x2, y2). Необхiдно знайти коор-

динати точки M(x, y), що дiлить вiдрiзок M1M2 у вiдношеннi

λ =
|M1M |
|MM2|

.

Нехай прямаM1M2 проходить через точкиM1(x1, y1) таM2(x2, y2).
Пряма M1M2 не паралельна осi OY (рис. 17.4 b)).

За теоремою Фалеса

λ =
|M1M |
|MM2|

=
|P1P |
|PP2|

=
|x− x1|
|x2 − x|

=
x− x1
x2 − x

. (17.3)

Знаки модуля в рiвностi (17.3) опущенi, оскiльки при x1 < x2 вико-
нується x− x1 > 0; x2 − x > 0; при x1 > x2 виконується x− x1 < 0,
x2 − x < 0. Звiдси

x =
x1 + λx2
1 + λ

. (17.4)

Якщо прямаM1M2 паралельна осi OY , то x = x1 = x2 i формула
(17.4) також виконується.
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Аналогiчно

y =
y1 + λy2
1 + λ

. (17.5)

Отже, координати точки, що дiлить вiдрiзок у заданому вiдно-
шеннi мають вигляд (17.6):

x =
x1 + λx2
1 + λ

; y =
y1 + λy2
1 + λ

. (17.6)

Наслiдок. Координати середини вiдрiзка дорiвнюють напiвсумi
координат кiнцiв вiдрiзка λ = 1:

x =
x1 + x2

2
; y =

y1 + y2
2

. (17.7)

Зауваження. Якщо вiдношення довжин задано у виглядi

|M1M |
|MM2|

=
λ1
λ2

(рис. 17.5), то, пiдставляючи λ = λ1/λ2 у (17.6), одержимо:

x =
λ2x1 + λ1x2
λ1 + λ2

; y =
λ2y1 + λ1y2
λ1 + λ2

. (17.8)
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Рисунок 17.5 – Подiл вiдрiзка у вiдношеннi

Площа трикутника.
Площа трикутникаABC з вершинамиA(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) :

S =
1

2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)| =

=
1

2
|[(x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1)]|

(17.9)
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або

S = ±1

2

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

 . (17.10)

Умовою того, що точки A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) лежать на
однiй прямiй, може слугувати рiвнiсть нулю площi вiдповiдного
трикутника, тобто

x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2) = 0

або

S = ±1

2

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

 = 0.

17.4 Елементи векторної алгебри

У рiзних дисциплiнах використовують скалярнi та векторнi ве-
личини. Скалярна величина визначається одним числом, наприк-
лад, масою, об’ємом, температурою. Векторна величина характери-
зується не лише числом, а й напрямом, наприклад, силою, швидкi-
стю, прискоренням. Векторна алгебра вивчає геометричнi вектори
та операцiї над ними.

Означення 3 Вектор – це спрямований вiдрiзок (рис. 17.6 a)).
Позначають вектор a⃗,

−−→
AB, а його довжину |⃗a|, |

−−→
AB|.
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Рисунок 17.6 – a) вектор ; b) колiнеарнi вектори; c) рiвнi вектори

Означення 4 Якщо вектори паралельнi однiй прямiй, то їх на-
зивають колiнеарними.
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На рисунку (17.6 b)) вектори a⃗, b⃗, c⃗ – колiнеарнi, водночас ве-
ктори a⃗ та b⃗ спрямованi в один бiк (спiвнаправленi), а вектори b⃗ та
c⃗ – у рiзнi боки. Записують це так: a⃗ ↑↑ b⃗, c⃗ ↑↓ b⃗.

Означення 5 Одиничний вектор, спiвнаправлений iз вектором
a⃗ називають його ортом a⃗0.

Зауваження.

a⃗ ↓↓ b⃗⇔ a⃗0 = b⃗0;

a⃗ ↓↑ b⃗⇔ a⃗0 = −b⃗0;
a⃗0 = a⃗ · 1

|⃗a| .

Означення 6 Вектори, паралельнi однiй площинi, називають
компланарними.

Означення 7 Два вектори називають рiвними, якщо вони ма-
ють однаковi довжини, колiнеарнi та однаково спрямованi.

На рисунку (17.6 c)) у паралелограмi ABCD вектори
−−→
AB i

−−→
DC

– рiвнi, оскiльки
−−→
AB ↑↑

−−→
DC i |

−−→
AB| = |

−−→
DC|, а вектори

−−→
CB та

−−→
AD

нерiвнi, оскiльки
−−→
CB ↑↓

−−→
AD.

17.5 Лiнiйнi операцiї над векторами

До лiнiйних операцiй належать додавання, вiднiмання векторiв,
множення вектора на число.

Додавання векторiв
Для додавання двох векторiв a⃗ та b⃗ вiдкладемо вiд точки (рис.

17.7 a)) вектор
−−→
AB, рiвний a⃗, потiм вiд точки вiдкладемо вектор

−−→
BC, рiвний b⃗. Тодi вектор

−→
AC називають сумою векторiв a⃗ та b⃗. Це
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Рисунок 17.7 – Додавання векторiв
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правило складання двох векторiв називають правилом трикутни-
ка.

Для додавання двох векторiв можна також користуватися пра-
вилом паралелограма: вiд якоїсь точки вiдкласти вектори

−−→
AB = a⃗

та
−−→
AD = b⃗i побудувати паралелограм ABCD (рис. 17.7 b)). Тодi

вектор
−→
AC дорiвнює a⃗+ b⃗.

Додавання бiльше двох векторiв проводять за правилом бага-
токутника. Наприклад, для додавання чотирьох векторiв a⃗, b⃗, c⃗, d⃗
(рис.17.8 a)) вiд довiльної точки A вiдкладаємо вектор

−−→
AB = a⃗, по-

тiм з точки B вiдкладаємо вектор
−−→
BC = b⃗, iз точки C вiдкладаємо−−→

CD = c⃗, iз точки D вiдкладаємо вектор
−−→
DE = d⃗.
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Рисунок 17.8 – a) додавання бiльше двох векторiв; b) вiднiмання
векторiв

Тодi вектор AE (спрямований iз початку першого вектора до
кiнця по останньому) дорiвнює a⃗+ b⃗+ c⃗+ d⃗.

Вiднiмання векторiв
Для побудови вектора a⃗− b⃗ з довiльної точки O вiдкладемо век-

тори
−→
OA = a⃗ та

−−→
OB = b⃗, (рис. 17.8 b)). Тодi вектор рiзницi a⃗ − b⃗

є вектор
−−→
BA, що з’єднує кiнцi векторiв a⃗ та b⃗ i спрямований до

вектора a⃗. Добуток вектора на число.
Означення 8 Добутком ненульового вектора a⃗ на число λ на-

зивають вектор b⃗, позначається λa⃗, такий, що

1) |⃗b| = |λ| · |⃗a|;
2) b⃗ ↑↑ a⃗, якщо λ ≥ 0;

3) b⃗ ↑↓ a⃗, якщо λ < 0.
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ТЕОРЕМА 17.1

Вектори a⃗ та b⃗ колiнеарнi, якщо ∃λ ̸= 0, λ ∈ R, та a⃗ = λ · b⃗.

a⃗||⃗b⇔,∃λ ∈ R, a⃗ = λ · b⃗.

Доведення
Нехай a⃗||⃗b

1) якщо a⃗ ↓↓ b⃗, скористаємось означенням та властивостями ортiв,
розглянемо вектор

λ · b⃗ = |⃗a|
|⃗b|

· b⃗ = |⃗a| · b⃗0 = |⃗a| · |a⃗0| = a⃗,

оскiльки a⃗ ↓↓ b⃗ =⇒ a⃗0 = b⃗0.

2) якщо a⃗ ↓↑ b⃗, розглянемо вектор

λ · b⃗ = −|⃗a|
|⃗b|

· b⃗ = −|⃗a| · b⃗0 = |⃗a| · |a⃗0| = a⃗,

оскiльки a⃗ ↓↑ b⃗ =⇒ a⃗0 = −b⃗0.

Нехай ∃λ ̸= 0, λ ∈ R, a⃗ = λ · b⃗. Тодi за означенням добутку
вектора на число вектори a⃗ та b⃗ колiнеарнi.

З означення добутку вектора на число випливають властивостi
цього добутку

1) λ · a⃗ = a⃗ · λ;

2) (λ1 + λ2) · a⃗ = a⃗ · λ1 + a⃗ · λ2;

3) λ · (⃗a+ b⃗) = λ · a⃗+ λ · b⃗.

17.6 Лiнiйна залежнiсть та незалежнiсть векторiв

Означення 9 Лiнiйною комбiнацiєю системи векторiв a⃗1,
a⃗2, . . . , a⃗n називають вектор λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λna⃗n, де λi – числа,
i = 1, n.
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Означення 10 Система векторiв {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n} – лiнiйно за-
лежна, якщо iснують числа λi ∈ R, одночасно не рiвнi нулю, такi,
що справедлива рiвнiсть λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λna⃗n = 0⃗.

Означення 11 Систему векторiв {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n} називають лi-
нiйно незалежною, якщо їх лiнiйна комбiнацiя дорiвнює нулю то-
дi й лише тодi, коли всi коефiцiєнти в цiй лiнiйнiй комбiнацiї рiвнi
нулю.

Iншими словами, для лiнiйно незалежної системи векторiв ви-
конується рiвносильнiсть

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λna⃗n = 0⃗ ⇔ λ1 = λ2 = . . . = λn = 0. (17.11)

ТЕОРЕМА 17.2

Будь-якi два вектори, що лежать на прямiй, лiнiйно незалежнi.

Доведення. Нехай a⃗ та b⃗ лежать на однiй прямiй ⇒ a⃗ та b⃗
колiнеарнi за означенням. Тодi за теоремою 17.1 iснує k ̸= 0 таке,
що

a⃗ = k · b⃗⇒ a⃗+ (−k) · b⃗ = 0 ⇒ ∃λ1 = 1;λ2 = −k;λ2 ̸= 0,

що виконує умову визначення добутку вектора на число ⇒ вектори
a⃗ та b⃗ – лiнiйно залежнi.

Висновок: на прямiй може бути лише один лiнiйно незалежний
вектор.

ТЕОРЕМА 17.3

Будь-якi два не колiнеарнi вектори на площинi лiнiйно незале-
жнi.

Доведення. Пiдемо вiд оберненого: вектори a⃗ та b⃗ неколiнеар-
нi, але система векторiв a⃗ та b⃗ лiнiйно залежна ⇒ за означенням
лiнiйної комбiнацiї системи векторiв ∃λ1, λ2, одночасно ̸= 0, такi,
що λ1 · a⃗+ λ2 · b⃗ = 0..
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Нехай λ2 ̸= 0, тодi λ2⃗b = −λ1a⃗. Тодi

b⃗ = −λ1
λ2

· a⃗⇒ b⃗ = k · a⃗⇒

за теоремою 17.1 a⃗||⃗b, що суперечить умовi. Отже, наше припущення
неправильне. Звiдси можна зробити висновок, що вектори a⃗ та b⃗
лiнiйно незалежнi, що i потрiбно було довести.

ТЕОРЕМА 17.4

Будь-який вектор на площинi може бути представлений у виг-
лядi лiнiйної комбiнацiї двох неколiнеарних векторiв.

Доведення Нехай a⃗ ̸= 0, b⃗ ̸= 0, a⃗ не є колiнеарним b⃗.
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Рисунок 17.9 – Рисунок до
теореми 17.4

Покажемо, що ∀c⃗ ∈ R2, який ле-
жить у тiй самiй площинi, що вектори
a⃗ та b⃗ може бути репрезентований у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв a⃗
та b⃗.

Приведемо три вектори до загаль-
ного початку O добудуємо a⃗ та b⃗ так,
щоб вектор c⃗ був дiагоналлю парале-
лограма, побудованого на векторах a⃗

та b⃗ (рис. 17.9).
За правилом паралелограма c⃗ =

−−→
OA1 +

−−→
OB1. Оскiльки b⃗||

−−→
OA1,

то за теоремою 17.1 ∃λ1 ̸= 0, що
−−→
OA1 = λ1⃗b; a⃗||

−−→
OB1 =⇒ за теоремою

17.1 ∃λ2 ̸= 0, що
−−→
OB1 = λ2a⃗. Тодi

c⃗ = λ1⃗b+ λ2a⃗, (17.12)

що й потрiбно було довести.
Наслiдок. Будь-якi три компланарнi вектори лiнiйно залежнi.
Висновок: на площинi може бути максимально два лiнiйно не-

залежнi вектори.
Рiвнiсть (17.12) називають розкладанням векторiв за системою

лiнiйно незалежних векторiв.
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ТЕОРЕМА 17.5

У тривимiрному просторi будь-який вектор можна подати у
виглядi лiнiйної комбiнацiї трьох некомпланарних векторiв.

Iз теореми 17.5 випливає, що чотири вектори лiнiй залежнi в три-
вимiрному лiнiйному просторi.

Висновок: у тривимiрному просторi може бути максимально
три лiнiйно незалежних вектори.

17.7 Базис. Розкладання вектора за базисом

Означення 12. Базисом простору називають сукупнiсть мак-
симального числа лiнiйно незалежних векторiв даного простору.

Очевидно, базисiв у просторi нескiнченно багато.
Означення 13 Система векторiв утворює базис деякого про-

стору, якщо:

1) система лiнiйно незалежна;

2) будь-який вектор даного простору можна подати у виглядi лi-
нiйної комбiнацiї векторiв цiєї системи.

Той факт, що вектори e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n утворюють базис записують
так: {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}.

Означення 14 Упорядкований набiр коефiцiєнтiв λ1, λ2, . . . , λn
у розкладаннi вектора за базисом (у лiнiйнiй комбiнацiї)

a⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + . . .+ λne⃗n

називають координатами даного вектора a⃗ в даному базисi
{e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}.

У R1 базис утворює будь-який вектор {e⃗1} ∈ R1. Отже, будь-
який вектор

a⃗ = λ1 · e⃗1. (17.13)

У R2 базис утворює будь-яка пара двох неколiнеарних векторiв
{e⃗1, e⃗2} ∈ R2. Значить, будь-який вектор

a⃗ = λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2. (17.14)
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У R3 базис утворює будь-яка впорядкована трiйка некомпланар-
них векторiв {e⃗1, e⃗2, e⃗3} ∈ R3. Отже, будь-який вектор

a⃗ = λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2 + λ3 · e⃗3. (17.15)

Означення 15 Якщо довжини базисних векторiв дорiвнюють
одиницi, то базис називають нормованим.

Означення 16 Якщо всi вектори базису взаємно перпендику-
лярнi, то базис називають ортогональним.

Означення 17 Базис, у якого базиснi вектори нормованi та ор-
тогональнi, називають ортонормованим.

Означення 18 Систему координат з ортонормованою базою на-
зивають декартовою прямокутною системою координат. Скороче-
но –ДПСК.

У ДПСК базиснi вектори прийнято позначати

• для R1 – {⃗i},

• для R2 – {⃗i, j⃗},

• для R3 – {⃗i, j⃗, k⃗}.

За теоремою 17.5 будь-який вектор тривимiрного простору мож-
на представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв iз базису {⃗i, j⃗, k⃗},
тобто для будь-якого вектора a⃗,

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗,

де впорядкована трiйка чисел (ax, ay, az) є координатами вектора a⃗
в базисi {⃗i, j⃗, k⃗}.

Довжина вектора через його координати
Нехай a⃗ = (ax, ay, az). Iз геометричних мiркувань, вектор є дi-

агоналлю прямокутного паралелепiпеда, побудованого на векторах
базису {⃗i, j⃗, k⃗}, отже, його довжина в квадратi дорiвнює сумi ква-
дратiв лiнiйних розмiрiв.

|⃗a| =
√
a2x + a2y + a2z. (17.16)
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17.8 Напрямнi косинуси вектора. Орт-вектор
у координатнiй формi

Нехай у ДПСК кут мiж векторами a⃗ та i⃗ дорiвнює α, b⃗ та j⃗
дорiвнює β, c⃗ i k⃗ дорiвнює γ або

(⃗â,⃗i) = α, (⃗â,⃗j) = β, (⃗â,⃗k) = γ.

Оскiльки координати вектора – це його проєкцiї на вiдповiднi ба-
зиснi вектори, то

ax = |⃗a| cosα;
ay = |⃗a| cosβ; (17.17)
az = |⃗a| cos γ.

Означення 19. Косинуси cosα, cosβ, cos γ у виразi (17.18) назива-
ють напрямними косинусами вектора a⃗.

Якщо вiдомi координати вектора a⃗ = (ax, ay, az) , то з формул
(17.18) слiдують формули для обчислення напрямних косинусiв

cosα =
ax
|⃗a|

; cosβ =
ay
|⃗a|

; cos γ =
az
|⃗a|
. (17.18)

Оскiльки |⃗a0| = 1 та a⃗0 = (cosα, cosβ, cos γ), то зв’язок мiж напрям-
ними косинусами вектора

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1. (17.19)

17.9 Лiнiйнi операцiї над векторами в координатнiй
формi

Уведення базису та поняття координат вектора в деякому базисi
дозволяє перейти вiд геометричного задання вектора до задання
його числами (координатами) – аналiтичного способу задання
вектора.

Аналiтичний спосiб задання вектора дозволяє вирiшувати зав-
дання з геометрiї, фiзики, механiки тощо, засобами алгебри.

За означенням, координати – коефiцiєнти в розкладаннi вектора
по базису {e⃗1, e⃗2, e⃗3}, тодi

a⃗ = λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2 + λ3 · e⃗3.
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Записуватимемо: a⃗ = (λ1, λ2, λ3).
Координати однозначно визначають положення вектора в про-

сторi. Найчастiше розглядатимемо координати вектора в ДПСК.

ТЕОРЕМА 17.6

Два вектори рiвнi тодi й лише тодi, коли рiвнi їх вiдповiднi
координати.

ТЕОРЕМА 17.7

Нехай вектор a⃗ = (λ1, λ2, λ3) заданий координатами в деякому
базисi {e⃗1, e⃗2, e⃗3}. Тодi ka⃗ = (kλ1, kλ2, kλ3), k ∈ R.

Пiд час множення вектора на скаляр кожну коор-
динату множать на цей скаляр.

Доведення. За умовою a⃗ = λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2 + λ3 · e⃗3. Застосуємо
властивостi лiнiйних операцiй над векторами. Матимемо

ka⃗ = k(λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2 + λ3 · e⃗3).

Тодi за означенням координат, як коефiцiєнтiв у розкладаннi за
базисом, упорядкований набiр чисел (kλ1, kλ2, kλ3) є координатами
вектора ka⃗, що й потрiбно було довести.

ТЕОРЕМА 17.8

Нехай вектори a⃗ = (λ1, λ2, λ3) та b⃗ = (λ′1, λ
′
2, λ

′
3) заданi коорди-

натами в деякому базисi {e⃗1, e⃗2, e⃗3}. Тодi

a⃗+ b⃗ = (λ1 + λ′1, λ2 + λ′2, λ3 + λ′3).

Пiд час додавання двох векторiв їх вiдповiднi коорди-
нати додають.
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Доведення. За умовою

a⃗ = λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2 + λ3 · e⃗3 та b⃗ = λ′1 · e⃗1 + λ′2 · e⃗2 + λ′3 · e⃗3.

Скористайтеся властивостями лiнiйних операцiй над векторами. Бу-
демо мати

a⃗+ b⃗ = λ1 · e⃗1 + λ2 · e⃗2 + λ3 · e⃗3 + λ′1 · e⃗1 + λ′2 · e⃗2 + λ′3 · e⃗3 =
= (λ1 + λ′1) · e⃗1 + (λ2 + λ′2) · e⃗2 + (λ3 + λ′3) · e⃗3.

Тодi за визначенням координат як коефiцiєнтiв у розкладаннi за
базисом упорядкований набiр чисел (λ1 + λ′1, λ2 + λ′2, λ3 + λ′3) є ко-
ординатами вектора a⃗+ b⃗, що й вимагалося довести.

ТЕОРЕМА 17.9

Нехай a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz). Якщо a⃗||⃗b, то

ax
bx

=
ay
by

=
az
bz
. (17.20)

У колiнеарних векторiв координати пропорцiйнi.

Доведення. За умовою a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz) i a⃗||⃗b, тодi
за теоремою 17.1 ∃k ̸= 0, таке, що a⃗ = k · b⃗, тобто

(ax, ay, az) = k(bx, by, bz)

або за теоремою 17.7 (ax, ay, az) = (kbx, kby, kbz). Звiдси за теоремою
17.6

ax = kbx, ay = kby, az = kbz,=⇒
ax
bx

= k,
ay
by

= k,
az
bz

= k =⇒

=⇒ ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

= k.

що й потрiбно було довести.
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�
ПРИКЛАД 4

Визначити колiнеарнi вектори серед векторiв a⃗ = (1, 2,−3), b⃗ = (2, 4, 6)
i c⃗ = (3, 6,−9).�� ��Розв’язування

Для координат векторiв a⃗ та b⃗ маємо

1

2
=

2

4
̸= −3

6
,

отже вектори a⃗ та b⃗ не колiнеарнi.
Для координат векторiв a⃗ та c⃗ маємо

1

3
=

2

6
̸= −3

−9
⇒ a⃗||⃗c.

�
ПРИКЛАД 5

Знайти вектор x⃗ ↑↓ a⃗ такий, що |x⃗| =
√
21, де a⃗ = (2, 4,−8).�� ��Розв’язування

За умовою

x⃗ ↑↓ a⃗(k < 0) ⇒ x⃗ = ka⃗⇒ x⃗ = (2k, 4k,−8k).

Тодi
|x⃗| =

√
4k2 + 16k2 + 64k2 або |x⃗| =

√
84k2.

Оскiльки |x⃗| =
√
21, то 2

√
21|k| =

√
21 ⇒ |k| = 1/2.

З умови маємо k < 0?k = −1/2 ⇒ x⃗ = (−1;−1; 4).
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Лекцiя 18

Добутки векторiв: скалярний, векторний,
мiшаний. Геометричний та фiзичний змiст

18.1 Проєкцiя вектора на вiсь

Нехай у просторi задана вiсь l, тобто спрямована пряма.
Означення 1 Проєкцiєю точки на вiсь l називають основу M1

перпендикуляра MM1, опущеного з точки на вiсь.
Точка M1 – точка перетину осi c площиною, що проходить через

точку перпендикулярно до осi (рис. 18.1 a).
Якщо точка лежить на осi l, то проєкцiя точки на вiсь збiгає-

ться з M . Нехай
−−→
AB – довiльний вектор (

−−→
AB ̸= 0). Позначимо через

𝑀ଵ

𝑀

𝐴ଵ 𝐵ଵ

𝐴 𝐵

𝑙 𝑙

a) b)

Рисунок 18.1 – a) проєкцiя точки на вiсь; b) проєкцiя вектора на вiсь

A1 i B1 проєкцiї на вiсь l, вiдповiдно, початку i кiнця вектора
−−→
AB

i розглянемо вектор
−−−→
A1B1 (рис. 18.1 b).

Означення 2 Проекцiєю вектора
−−→
AB на вiсь l називають дода-

тне число |
−−−→
A1B1|, якщо вектор

−−−→
A1B1 i вiсь l однаково спрямованi,

i вiд’ємне число −|
−−−→
A1B1|, якщо вектор

−−−→
A1B1 i вiсь l протилежно

спрямованi.
Якщо точки A1 та B1 збiгаються (

−−−→
A1B1 = 0⃗), то проекцiя векто-

ра
−−→
AB дорiвнює 0.
Проєкцiю вектора

−−→
AB на вiсь l позначають так: npl

−−→
AB. Якщо

вектор
−−→
AB = 0⃗ або

−−→
AB ⊥ l, то npl

−−→
AB = 0.
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Кут φ мiж вектором a⃗ i вiссю l (або кут мiж двома векторами)
зображений на (рис. 18.2).

𝑀ଵ

𝑀

𝐴ଵ 𝐵ଵ

𝐴 𝐵

𝑙 𝑙

𝑙

𝑎ത

𝑎ത

𝑎ଵ

𝜑

Рисунок 18.2 – Кут φ мiж
вектором a⃗ i вiссю l

Очевидно, що 0 ≤ φ ≤ π.
Розглянемо деякi основнi

властивостi проєкцiй.
Властивiсть 1. Проєкцiя

вектора a⃗ на вiсь l дорiвнює до-
бутку модуля вектора a⃗ на коси-
нус кута φ мiж вектором i вiс-
сю, тобто

npl = |⃗a| · cosφ.

Доведення
Якщо φ =

(̂⃗a, l) < π
2 , то

npla⃗ = +|a⃗1| = |⃗a| · cosφ.

Якщо φ =
(̂⃗a, l) > π

2 (φ ≤ π), то

npla⃗ = −|a⃗1| = −|⃗a| · cos(π − φ) = |⃗a| cosφ.

Якщо φ =
(̂⃗a, l) = π

2 , то

npla⃗ = 0 = |⃗a| · cosφ.

Наслiдок 1. Проєкцiя вектора на вiсь додатна (вiд’ємна), якщо
вектор утворює з вiссю гострий (тупий) кут, i дорiвнює нулю, якщо
цей кут – прямий.

Наслiдок 2. Проєкцiї рiвних векторiв на ту саму вiсь рiвнi мiж
собою.

Властивiсть 2. Проєкцiя суми кiлькох векторiв на одну й ту
саму вiсь дорiвнює сумi їх проєкцiй на цю вiсь.

Доведення
Нехай, наприклад, d⃗ = a⃗+ b⃗+ c⃗. Маємо
npl = +|d⃗1| = |⃗a1|+ |⃗b1|+ |⃗c1|, тобто за (рис. 18.3):

npl(⃗a+ b⃗+ c⃗) = npla⃗+ npl⃗b+ nplc⃗.
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Рисунок 18.3 – Рисунок до властивостi 2

Властивiсть 3. Пiд час множення вектора a⃗ на число λ його
проєкцiю на вiсь також множать на це число, тобто.

npl(λ · a⃗) = λ · npla⃗.

Доведення
При λ > 0 маємо

npl(λ · a⃗) = |λa⃗| · cosφ = λ · |⃗a| · cosφ = λ · npla⃗.

При λ < 0 маємо

npl(λ · a⃗) = |λa⃗| · cos(π − φ) = −λ · |⃗a| · (− cosφ) = λ · npla⃗.

Властивiсть справедлива i для λ = 0.
Висновок: Отже, лiнiйнi операцiї над векторами приводять до

вiдповiдних лiнiйних операцiй над проєкцiями цих векторiв.

18.2 Скалярний добуток двох векторiв

Означення 3. Скалярним добутком двох векторiв називають
число, що дорiвнює добутку довжин цих векторiв на косинус кута
мiж ними.

(⃗a, b⃗) = |⃗a| · |⃗b| · cos( ̂⃗a, b⃗). (18.1)
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Зауваження. Оскiльки проєкцiя вектора a⃗ на вектор b⃗ за озна-

ченням дорiвнює |⃗a| cos( ̂⃗a, b⃗), проєкцiя вектора b⃗ на вектор a⃗ за озна-

ченням дорiвнює |⃗b| cos( ̂⃗a, b⃗), то

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · npa⃗⃗b = |⃗b| · np⃗
b
a⃗. (18.2)

Алгебраїчнi властивостi скалярного добутку

ТЕОРЕМА 18.1

a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗.

Доведення
Маємо

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos( ̂⃗a, b⃗),
b⃗ · a⃗ = |⃗b| · |⃗a| · cos( ̂⃗a, b⃗) ⇒ a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗.

ТЕОРЕМА 18.2

(λa⃗) · b⃗ = a⃗ · (λ⃗b) = λ(⃗a · b⃗).

Доведення
На основi формули (18.2) та за властивостями проєкцiї вектора

на вектор, одержимо:

(λa⃗) · b⃗ = |⃗b| · np⃗
b
(λa⃗) = λ|⃗b| · np⃗

b
a⃗ = λ(⃗a · b⃗).

Аналогiчно

|⃗a| · npa⃗(λ⃗b) = λ|⃗a| · npa⃗⃗b = λ(⃗a · b⃗) ⇒ (λa⃗) · b⃗ = a⃗ · (λ⃗b) = λ(⃗a · b⃗).
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ТЕОРЕМА 18.3

a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗.

Висновок: iз теорем (18.1–18.3) можна зробити висновок, що в разi
розкривання дужок у скалярному добутку виконуються правила як
пiд час множеннi полiномiв.

18.2.1 Геометричнi властивостi скалярного добутку

ТЕОРЕМА 18.4 Умова перпендикулярностi

a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0.

Доведення

1. Нехай a⃗ ⊥ b⃗⇒ cos(
̂⃗
a, b⃗) = cos 90◦ = 0 ⇒

⇒ a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| cos( ̂⃗a, b⃗) = 0.

2. Нехай a⃗ · b⃗ = 0, тобто |⃗a| · |⃗b| cos( ̂⃗a, b⃗) = 0. Тодi

а) якщо |⃗a| = 0, то a⃗ = 0⃗ ⇒ a⃗ · b⃗ = 0 ⇒ a⃗ ⊥ b⃗;

б) якщо |⃗b| = 0, то b⃗ = 0⃗ ⇒ a⃗ · b⃗ = 0 ⇒ a⃗ ⊥ b⃗;

в) якщо cos(
̂⃗
a, b⃗) = 0, то (

̂⃗
a, b⃗) = cos 90◦ ⇒ a⃗ ⊥ b⃗.

ТЕОРЕМА 18.5

Скалярний квадрат вектора a⃗2, скалярний добуток вектора на
себе, дорiвнює квадрату свого модуля.

Доведення
Очевидно, a⃗2 = |⃗a||⃗a| cos 0◦ = |⃗a|2 :

a⃗2 = |⃗a|2. (18.3)
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Iз формули (18.3) випливає ще один спосiб обчислення довжини
вектора:

|⃗a| =
√
a⃗2. (18.4)

Зауваження. Формулу (18.4) застосовують у разi геометричого
способу задання вектора.

18.2.2 Скалярний добуток у координатах

ТЕОРЕМА 18.6

Нехай у ДПСК a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz).
Тодi
a⃗ · b⃗ = axbx + ayby + azbz.

Доведення
За умовою a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗; b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗

Обчислимо a⃗ · b⃗ = (ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗) · (bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗).
Скористаємося алгебраїчними та геометричними властивостями

скалярного добутку, при цьому матимемо

axbx(⃗i · i⃗) + axby (⃗i · j⃗) + axbz (⃗i · k⃗) + aybx(⃗j · i⃗) + ayby (⃗j · j⃗)+

+ aybz (⃗j · k⃗) + azbx(k⃗ · i⃗) + azby(k⃗ · j⃗) + azbz(k⃗ · k⃗) =
= axbx + ayby + azbz.

що й потрiбно було довести.
Зауваження. Умова перпендикулярностi у координатнiй формi

a⃗ ⊥ b⃗⇔ axbx + ayby + azbz = 0. (18.5)

18.2.3 Застосування скалярного добутку

Геометричне застосування

1) Перевiрка перпендикулярностi векторiв.

a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ або a⃗ ⊥ b⃗⇔ axbx + ayby + azbz = 0.
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2) Обчислення кута мiж векторами.

Оскiльки a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos( ̂⃗a, b⃗), то

cos(
̂⃗
a, b⃗) =

a⃗ · b⃗
|⃗a| · |⃗b|

⇒ cos(
̂⃗
a, b⃗) =

axbx + ayby + azbz√
a2x + a2y + a2z ·

√
b2x + b2y + b2z

.

3) Знаходження проєкцiї вектора на вектор.

Оскiльки a⃗ · b⃗ = |⃗a| · npa⃗⃗b⇒ npa⃗⃗b =
a⃗·⃗b
|⃗a| ⇒ в координатах:

npa⃗⃗b =
axbx + ayby + azbz√

a2x + a2y + a2z

.

4) Нерiвнiсть Кошi.

Оскiльки a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos( ̂⃗a, b⃗) та | cos( ̂⃗a, b⃗)| ≤ 1, то

a⃗ · b⃗ ≤ |⃗a| · |⃗b| ⇒ axbx+ayby+azbz ≤
√
a2x + a2y + a2z ·

√
b2x + b2y + b2z.

�
ПРИКЛАД 2

Вектори a⃗, b⃗, c⃗ задовольняють умовi a⃗+ b⃗+ 2c⃗ = 0⃗.
Обчислити

µ = (⃗a, b⃗) + (⃗b, c⃗) + (c⃗, a⃗),

якщо |⃗a| = 1, |⃗b| = 4, |⃗c| = 2.�� ��Розв’язування

Оскiльки −c⃗ = a⃗+ b⃗+ c⃗, то

4 = c⃗2 = (−c⃗,−c⃗) = (⃗a+ b⃗+ c⃗, a⃗+ b⃗+ c⃗) =

= a⃗2 + b⃗2 + c⃗2 + 2(⃗a, b⃗) + 2(⃗b, c⃗) + 2(c⃗, a⃗) =

= 1 + 16 + 4 + 2µ.

Отже, µ = −17/2.
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�
ПРИКЛАД 3

Довжини ненульових векторiв a⃗ та b⃗ рiвнi. Знайти кут мiж векторами,
якщо вiдомо, що вектор p⃗ = a⃗+ 3⃗b та q⃗ = 5a⃗+ 3⃗b ортогональнi.�� ��Розв’язування

Оскiльки p⃗ ⊥ q⃗, то

0 = (p⃗, q⃗) = (⃗a+ 3⃗b, 5a⃗+ 3⃗b) =

= 5a⃗2 + 18(⃗a, b⃗) + 9⃗b2 = 5|⃗a|2 + 18|⃗a||⃗b| cosφ+ 9|⃗b|2.

Ураховуючи, що |⃗a| = |⃗b| ≠ 0, знаходимо cosφ = −7/9, тобто

φ = − arccos(7/9).

Фiзичне застосування
Обчислення роботи сили, що дiє при прямолiнiйному

перемiщеннi.
Нехай матерiальна точка перемiщується прямолiнiйно з точки 0

у точку пiд дiєю сили F⃗ . Тодi, якщо вектор S⃗ =
−→
OA – перемiщен-

ня матерiальної точки, а кут мiж векторами F⃗ i S⃗ дорiвнює α, то
робота A, яку здiйснює ця сила, знаходиться за формулою

A = |F⃗ | · |S⃗| cosα = F⃗ · S⃗,

тобто робота A дорiвнює скалярному добутку сили на вектор пере-
мiщення.

Обчислення роботи рiвнодiючої сили.

A = (F⃗1 + F⃗2 + . . .+ F⃗n) · S⃗.

18.3 Векторний добуток векторiв

Означення 4 Упорядковану трiйку некомпланарних векторiв
називають правою, якщо пiд час спостереження з кiнця третього
вектора на площину, що визначається першими двома векторами,
найкоротший поворот вiд першого вектора до другого вiдбувається
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проти годинникової стрiлки (в додатному напрямку) i лiвiй, якщо
цей поворот вiдбувається за годинниковою стрiлкою (у вiд’ємному
напрямку) (рис. 18.4).

𝑎ଵ

𝑎ଶ

𝑎ଷ

𝑎ଵ

𝑎ଶ

𝑎ଷ

a) b)

Рисунок 18.4 – a) лiва трiйка некомпланарних векторiв; b) права
трiйка некомпланарних векторiв

Означення 5 Векторним добутком векторiв a⃗ та b⃗ називають
вектор c⃗, що задовольняє наступним умовам (рис. 18.5):

1. c⃗ ⊥ a⃗ та c⃗ ⊥ b⃗, тобто c⃗ ⊥ площинi векторiв a⃗ та b⃗;

2. упорядкована трiйка векторiв (⃗a, b⃗, c⃗) - права;

3. |⃗c| = |⃗a| · |⃗b| sin( ̂⃗a, b⃗).
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𝑥

𝑦

𝑧

a) b)

Рисунок 18.5 – Векторний добуток векторiв

Зауваження. Першi двi умови визначають напрям векторно-
го добутку, третя умова – довжину вектора векторного добутку.
Позначають векторний добуток так: c⃗ = a⃗× b⃗ або [⃗a, b⃗] = c⃗.
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18.3.1 Алгебраїчнi властивостi векторного добутку

ТЕОРЕМА 18.7

Векторний добуток антикоммутативний, тобто

a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗. (18.6)

Доведення. Оскiльки вектори a⃗× b⃗ i −(⃗b× a⃗) перпендикулярнi
площинi, що проходить через вектори a⃗ та b⃗, то цi вектори лежать на
однiй прямiй, тобто є колiнеарними. Крiм того, a⃗×b⃗ i −(⃗b×a⃗) мають
за означенням однаковi модулi (площа паралелограма лишається
незмiнною).

Трiйка векторiв a⃗, b⃗, a⃗ × b⃗ є правою, трiйка векторiв a⃗, b⃗, b⃗ × a⃗ –
лiвою. Отже, вектори a⃗× b⃗ i −(⃗b× a⃗) спрямованi протилежно. Тодi
a⃗× b⃗ = −(⃗b× a⃗), що й потрiбно було довести.

ТЕОРЕМА 18.8

Для будь-якого λ ∈ R та для будь-яких векторiв a⃗ та b⃗ справед-
ливi рiвностi

(λa⃗)× b⃗ = b⃗× (λa⃗) = λ(⃗a× b⃗). (18.7)

Iншими словами, векторний добуток асоцiативний вiдносно
скалярного множника.

ТЕОРЕМА 18.9

Векторний добуток має розподiльнi властивостi:

1. a⃗× (⃗b+ c⃗) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗;

2. (⃗a+ b⃗)× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗.
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�
ПРИКЛАД 4

Дано вектори a⃗ та b⃗. Виразити такi вектори через вектор c⃗

1. [⃗a+ b⃗, a⃗− b⃗];

2. [(⃗a+ b⃗)/2, b⃗− a⃗/2].�� ��Розв’язування

1. Спочатку доведемо, що [⃗a, a⃗] = 0⃗.

За теоремою 18.7 [⃗a, a⃗] = −[⃗a, a⃗], тодi 2[⃗a, a⃗] = 0⃗, а отже [⃗a, a⃗] = 0⃗.

Згiдно властивостi лiнiйностi векторного добутку, маємо:

[⃗a+ b⃗, a⃗− b⃗] = [⃗a, a⃗− b⃗] + [⃗b, a⃗− b⃗] =

= [⃗a, a⃗]− [⃗a, b⃗] + [⃗b, a⃗]− [⃗b, b⃗] =

= 0⃗− [⃗a, b⃗]− [⃗a, b⃗]− 0⃗ = −2c⃗.

2. Аналогiчно,

[(⃗a+ b⃗)/2, b⃗− a⃗/2] =
1

2
[⃗a, b⃗− a⃗/2] +

1

2
[⃗b, b⃗− a⃗/2] =

=
1

2
[⃗a, b⃗]− 1

4
[⃗a, a⃗] +

1

2
[⃗b, b⃗]− 1

4
[⃗b, a⃗] =

=
1

2
c⃗− 1

4
(−c⃗) = 3

4
c⃗.

Пiд час виконання прикладу використовували властивостi векторного до-
бутку.

18.3.2 Геометричнi властивостi векторного добутку

ТЕОРЕМА 18.10

a⃗ ∥ b⃗⇔ a⃗× b⃗ = 0⃗.
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Доведення
Необхiднiсть. Нехай вектори a⃗ ̸= 0⃗ i b⃗ ̸= 0⃗ є колiнеарними.

Покажемо, що векторний добуток дорiвнює нуль-вектору.
Справдi, оскiльки вектори a⃗ та b⃗ є колiнеарними, то кут α мiж

цими векторами дорiвнює нулю або 180◦. У цьому разi sinα = 0 а,
отже, |⃗a× b⃗| = 0 ⇒ a⃗× b⃗ = 0⃗.

Достатнiсть. Нехай a⃗× b⃗ = 0. Покажемо, що вектори a⃗ та b⃗ є
колiнеарними. Якщо якийсь iз векторiв a⃗ та b⃗ – нульовий, то вiн є
колiнеарним будь-якому вектору. Якщо a⃗ ̸= 0⃗ i b⃗ ̸= 0⃗, тодi з того,
що a⃗× b⃗ = 0 слiдує, що |⃗a× b⃗| = |⃗a| · |⃗b| · sinα = 0, але тодi рiвнiсть
можлива лише за умови, що sinα = 0, що означає колiнеарнiсть
векторiв a⃗ та b⃗.

Наслiдок. З теореми 18.10 випливає, що a⃗ × a⃗ = 0⃗ (векторний
квадрат вектора дорiвнює нуль-вектору).

ТЕОРЕМА 18.11

Площу паралелограма обчислюють як

S = |⃗a× b⃗|.

Модуль векторного добутку чисельно дорiвнює площi парале-
лограма, що побудований на векторах a⃗ та b⃗.

ТЕОРЕМА 18.12

S∆ =
1

2
· |⃗a× b⃗|.

�
ПРИКЛАД 5

Знайти векторний добуток векторiв ортонормованого базису.�� ��Розв’язування
За властивiстю колiнеарностi векторiв маємо:
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Рисунок 18.6 – a) векторний добуток векторiв ортонормованого базису;
b)векторний добуток векторiв

i⃗× i⃗ = 0⃗; j⃗ × j⃗ = 0⃗; k⃗ × k⃗ = 0⃗.

Розглянемо векторнi добутки i⃗× j⃗, j⃗×k⃗, k⃗× i⃗ (рис. 18.6 a). Для векторного
добутку i⃗ × j⃗ маємо, що паралелограм, побудований на векторах i⃗ i j⃗ –
квадрат зi стороною, рiвною одиницi.

Отже, площа квадрата дорiвнює одиницi. Вектор i⃗ × j⃗ перпендику-
лярний векторам i⃗ i j⃗, утворює з ними праву трiйку, а, отже, векторний
добуток i⃗×j⃗ є одиничний вектор, спрямований вздовж осi OZ вгору, тобто
i⃗× j⃗ = k⃗.

Аналогiчно знаходимо, що j⃗ × k⃗ = i⃗; k⃗ × i⃗ = j⃗.
За теоремою 18.7 (властивостi антикомутативностi векторного добут-

ку) маємо

j⃗ × i⃗ = −k⃗; k⃗ × j⃗ = −⃗i; k⃗ × i⃗ = j⃗.

Зауваження. Векторний добуток векторiв i⃗, j⃗, k⃗ можна визна-
чити за такою схемою (рис. 18.6 b).

Векторний добуток двох будь-яких сумiжних векторiв на колi є
наступний вектор зi знаком «+», якщо напрямок руху збiгається з
додатним напрямком (проти ходу годинникової стрiлки), та
«-», якщо рух збiгається з вiд’ємним напрямком (за годинниковою
стрiлкою).
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18.3.3 Векторний добуток у координатах

ТЕОРЕМА 18.13

Якщо вектори a⃗ i b⃗ заданi в ортонормованому базисi, то ко-
ординати їх векторного добутку в тому самому базисi можна
одержати, розкривши визначник∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ . (18.8)

Доведення
Нехай

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗; b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗

Помножимо вектори a⃗ i b⃗ векторним чином, розкриваючи дужки за
алгебраїчними властивостям (теореми 18.7, 18.8), а також, викори-
стовуючи результати векторного добутку векторiв ортонормованого
базису. Матимемо

a⃗× b⃗ = (ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗)× (bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗) =

= axbx⃗i× i⃗+ axby⃗i× j⃗ + axbz⃗i× k⃗ + aybxj⃗ × i⃗+

+ ayby j⃗ × j⃗ + aybz j⃗ × k⃗ + azbzk⃗ × i⃗+ azbyk⃗ × j⃗ + azbzk⃗ × k⃗ =

= i⃗(aybz − azby)− j⃗(axbz − azbx) + k⃗(axby − aybx).

Одержану формулу векторного добутку векторiв a⃗ i b⃗ в координат-
нiй формi можна записати так:

a⃗× b⃗ = i⃗

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣− j⃗ ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣+ k⃗ ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ . (18.9)
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18.3.4 Застосування векторного добутку

Геометричне застосування

1. Перевiрка колiнеарностi двох векторiв

a⃗ ∥ b⃗⇔ a⃗× b⃗ = 0⃗.

2. Визначення площi паралелограма

S = |⃗a× b⃗|.

модуль векторного добутку векторiв a⃗ i b⃗ дорiвнює площi пара-
лелограма, побудована на цих векторах.

3. Визначення площi трикутника

S∆ =
1

2
|⃗a× b⃗|.

Площа трикутника становить половину площi паралелограма,
побудованого на векторах a⃗ i b⃗.

Фiзичне застосування векторного добутку

1. Момент сили

Означення 6 Нехай тiло закрiплене у точцi A. У деякiй точцi
B цього тiла прикладена сила F⃗ . Моментом сили F⃗ вiдносно
точки називають вектор, рiвний

−−→
AB × F⃗ . Прийнято позначення

momAF⃗ =
−−→
AB × F⃗ ; MAF⃗ =

−−→
AB × F⃗ .

�
ПРИКЛАД 6

Дано точки (2; 1; 3); (0; 1; 3) i сила F⃗ (0; 4; 3). Визначити momBF⃗ .�� ��Розв’язування

Обчислимо
−−→
BA = (2, 0, 0). Скористаємося означенням моменту сили та

обчислимо його за формулою (18.8): momBF⃗ =
−−→
BA× F⃗ =
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Спосiб 1

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 0 0
0 4 3

∣∣∣∣∣∣ = i⃗(0 · 3− 0 · 4)− j⃗(2 · 3− 0 · 0) + k⃗(2 · 4− 0 · 0) =

= i⃗ · 0− j⃗ · 6 + k⃗ · 8 = −6⃗j + 8k⃗.

Спосiб 2

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 0 0
0 4 3

∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣ i⃗ k⃗
4 3

∣∣∣∣ = 6⃗j + 8k⃗.

Отже, координати вектора momBF⃗ = (0,−6, 8).

2. Лiнiйна швидкiсть обертання

Нехай точка точка твердого тiла обертається з кутовою швидкiс-
тю ω⃗ навколо нерухомої осi, тодi швидкiсть v⃗ точки визначають
формулою v⃗ = ω⃗ × r⃗, де r⃗ =

−−→
OM , O – деяка нерухома точка осi

l.

Три вектори можна перемножити:

1) a⃗ · b⃗ · c⃗ – вектор,

2) a⃗× b⃗ · c⃗ – число,

3) a⃗× b⃗× c⃗ – вектор.

18.4 Мiшаний добуток векторiв

Означення 7 Мiшаним або векторно-скалярним добутком упо-
рядкованої трiйки векторiв називають скалярний добуток одного iз
цих векторiв на векторний добуток двох iнших.

a⃗⃗bc⃗ = a⃗ · b⃗× c⃗.

Зауваження. Мiшаний добуток – число.

18.4.1 Геометричнi властивостi мiшаного добутку
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ТЕОРЕМА 18.14

Мiшаний добуток трьох некомпланарних векторiв дорiвнює
об’єму паралелепiпеда, побудованого на цих векторах, взятому
зi знаком «+», якщо цi вектори утворюють праву трiйку, та зi
знаком «-», якщо вони утворюють лiву трiйку.

ТЕОРЕМА 18.15

Мiшаний добуток трьох ненульових векторiв a⃗, b⃗, c⃗ дорiвнює
нулю тодi й лише тодi, коли вони компланарнi.

Доведення
Припустимо обернене: нехай a⃗× b⃗ · c⃗ i вектори a⃗, b⃗, c⃗ не є компла-

нарними. Тодi на них можна побудувати паралелепiпед з об’ємом
V ̸= 0. Але за теоремою 18.14 a⃗× b⃗· c⃗ = ±V , звiдки маємо a⃗× b⃗· c⃗ ̸= 0,
що суперечить припущенню. Значить, a⃗, b⃗, c⃗ компланарнi.

Нехай вектори a⃗, b⃗, c⃗ компланарнi. Тодi вектор a⃗× b⃗ буде перпен-
дикулярний площинi, у якiй лежать векториa⃗, b⃗, c⃗ i, отже, вектор
a⃗ × b⃗ перпендикулярний вектору c⃗. Значить, iз властивостей ска-
лярного добутку, матимемо a⃗ × b⃗ · c⃗ = 0, що й треба було довести.

18.4.2 Алгебраїчнi властивостi мiшаного добутку

ТЕОРЕМА 18.16

Мiшаний добуток не змiнюється при циклiчнiй перестановцi
його спiвмножникiв:

a⃗× b⃗ · c⃗ = b⃗× c⃗ · a⃗ = c⃗× a⃗ · b⃗.

Доведення
Правильнiсть рiвностi випливає з того, що в цьому разi не змi-

нюється нi об’єм паралелепiпеда, нi орiєнтацiя векторiв, що вiдпо-
вiдають ребрам паралелепiпеда.

90



ТЕОРЕМА 18.17

Мiшаний добуток не змiнюється в разi змiни мiсцями знакiв
векторного та скалярного множення

a⃗× b⃗ · c⃗ = a⃗ · b⃗× c⃗.

Доведення
Iз геометричного сенсу мiшаного добутку випливає, що a⃗× b⃗ · c⃗ =

±V та a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗× c⃗ · a⃗ = ±V. Знаки в правих частинах рiвностей
збiгаються, оскiльки трiйки векторiв a⃗, b⃗, c⃗ i b⃗, c⃗, a⃗ мають однакову
орiєнтацiю. Отже, a⃗× b⃗ · c⃗ = a⃗ · b⃗× c⃗.

ТЕОРЕМА 18.18

Мiшаний добуток змiнює свiй знак пiд час змiни мiсць будь-
яких двох векторiв-спiвмножникiв

a⃗⃗bc⃗ = −a⃗c⃗⃗b; a⃗⃗bc⃗ = −b⃗a⃗c⃗; a⃗⃗bc⃗ = −c⃗⃗ba⃗.

18.4.3 Мiшаний добуток у координатах

ТЕОРЕМА 18.19

Нехай упорядкована трiйка векторiв a⃗, b⃗, c⃗ задана в ортонормо-
ваному базисi. Тодi мiшаний добуток цих векторiв може бути
визначено за формулою

a⃗⃗bc⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Доведення
Обчислимо

a⃗× b⃗ = i⃗

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ .
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Тодi за визначенням a⃗⃗bc⃗ матимемо

a⃗⃗bc⃗ = a⃗× b⃗ · c⃗ = cx

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣− cy

∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣+ cz

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ . (18.10)

Розкладемо далi визначник∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
за елементами третього рядка∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ = a⃗×b⃗·c⃗ = cx

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣−cy ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣+cz ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ . (18.11)

Порiвнюючи одержанi рiвностi (18.10) та (18.11), прийдемо до фор-
мули

a⃗⃗bc⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ , (18.12)

що й треба було довести.

18.4.4 Застосування мiшаного добутку

1. Обчислення об’єму паралелепiпеда та пiрамiди

2. Вивчення можливого розташування трьох векторiв

(а) a⃗⃗bc⃗ = 0 ⇔ компланарнi (лiнiйно залежнi);

(б) a⃗⃗bc⃗ > 0 ⇔ не компланарнi (лiнiйно незалежнi), утворюють
праву трiйку;

(в) a⃗⃗bc⃗ < 0 ⇔ не компланарнi (лiнiйно незалежнi), утворюють
лiву трiйку.

3. Вивчення приналежностi чотирьох точок площинi

Нехай (x1, y1, z1); B(x2, y2, z2); C(x3, y3, z3); D(x4, y4, z4).
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a) b)

Рисунок 18.7 – a) V = |⃗a · b⃗ · c⃗|; b) V = 1
6 |⃗a · b⃗ · c⃗|

𝚤̅
𝚥 ̅
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𝑥
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𝑧

‐ +
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𝚥 ̅ 𝑘ത
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𝑏ത

𝑐̅

𝑎ത

𝑏ത

𝑐̅

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

Рисунок 18.8 – Умову належностi чотирьох точок однiй площинi

Точки будуть належати площинi лише тодi, коли вектори
−−→
AB;−→

AC;
−−→
AD будуть компланарними

−−→
AB

−→
AC

−−→
AD = 0.

З останньої рiвностi маємо умову належностi чотирьох точок
однiй площини (рис. 18.8):∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1
x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (18.13)

�
ПРИКЛАД 7

Дано вершини тетраедра A(0; 0; 2), B(3; 0; 5), C(1; 1; 0), D(4; 1; 2). Зна-
йти об’єм тетраедра та висоту, опущену з вершини D.�� ��Розв’язування
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За властивiстю мiшаного добутку, об’єм пiрамiди знаходимо так:

V =
1

6
|⃗a · b⃗ · c⃗|,

де a⃗ =
−−→
AB, b⃗ =

−→
AC, c⃗ =

−−→
AD.

Оскiльки,
−−→
AB = (3; 0; 3; ),

−→
AC = (1; 1;−2),

−−→
AD = (4; 1; 0), то

V =
∣∣∣1
6

∣∣∣∣∣∣
3 0 3
1 1 −2
4 1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣ = 1

2
.

Висоту h, опущену з вершини D знаходимо як

h = V/S∆ABC .

[
−−→
AB,

−→
AC] =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
3 0 3
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = (−3; 9; 3).

Тодi площа трикутника ABC

S =
1

2
|[
−−→
AB,

−→
AC]| = 3

√
11

2
.

Отже, висота h

h =
V

S∆ABC
=

1
2

3
√
11
2

=
1

3
√
11
.
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Лекцiя 19

Перетворення прямокутних координат
на площинi

19.1 Перетворення прямокутних декартових
координат

Нехай на площинi задано двi системи прямокутних декартових
координат Oxy та Ox′y′.

Точка O′ має координати (x0, y0) у системi OXY , вiсь O′x′ утво-
рює кут α з вiссю Ox.

Система координатOx′y′ одержана iз системиOxy за допомогою
паралельного перенесення точки в точку O′(x0; y0) та повороту на
кут α навколо точки O′ (рис. 19.1).

𝑂

𝑂′

𝑥଴

𝑦଴

𝑥𝑥

𝑦
𝑦 𝑀

𝛼

Рисунок 19.1 –
Перетворення прямокутних

декартових координат

Виведемо формули перетворення
координат, використовуючи засоби век-
торної алгебри.

Нехай M(x, y) та M(x′, y′) – коор-
динати точки в системах Oxy та Ox′y′

вiдповiдно.
Позначимо i⃗, j⃗, i⃗′, j⃗′ – орти вiдпо-

вiдних осей Ox, Oy, Ox′, Oy′.
Можемо записати

−−→
OM = x⃗i+ yj⃗;

−−→
OO′ = x− 0⃗i+ y0j⃗;
−−−→
O′M = x′i⃗′ + y′j⃗′.

(19.1)

.

З iншого боку,
−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−−→
O′M.

Помноживши векторну рiвнiсть (19.1) скалярно на орти i⃗ та
j⃗ почергово, та користуючись властивостями скалярного добутку,
одержуємо:

{
x(⃗i, i⃗) + y(⃗j, i⃗) = x0(⃗i, i⃗) + y0(⃗j, i⃗) + x′(i⃗′, i⃗) + y′(j⃗′, i⃗),

x(⃗i, j⃗) + y(⃗j, j⃗) = x0(⃗i, j⃗) + y0(⃗j, j⃗) + x′(i⃗′, j⃗) + y′(j⃗′, j⃗).
(19.2)
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Ураховуючи ортогональнiсть вiдповiдних осей та очевиднi рiв-
ностi

(i⃗′, i⃗) = (j⃗′, j⃗) = cosα;

(i⃗′, j⃗) = cos(π/2− α) = sinα;

(j⃗′, i⃗) = cos(π/2 + α) = − sinα.

(19.3)

одержуємо{
x · 1 + y · 0 = x0 · 1 + y0 · 0 + x′ cosα− y′ sinα;
x · 0 + y · 1 = x0 · 0 + y0 · 1 + x′ sinα+ y′ cosα;

(19.4)

Остаточно одержуємо{
x = x0 + x′ cosα− y′ sinα;
y = y0 + x′ sinα+ y′ cosα;

(19.5)

{
x = x0 + x′ cosα− y′ sinα;
y = y0 + x′ sinα+ y′ cosα;

(19.6)

Розглянемо частковi випадки

1) поворот осей координат на кут α без паралельного перенесення
((x0; y0) = (0; 0);O = O′) (рис. 19.2 a){

x = x′ cosα− y′ sinα;
y = x′ sinα+ y′ cosα;

(19.7)

Ураховуючи, що стару систему координат можна одержати з
нової повертанням на кут −α, тодi «старi» координати виража-
ються через «новi» так:{

x′ = x cosα+ y sinα;
y′ = −x sinα+ y cosα;

(19.8)

2) паралельне перенесення в точку O′(x0; y0) без повороту осей, кут
α = 0 (рис. 19.2 b): {

x = x0 + x′;
y = y0 + y′;

(19.9)
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𝑂
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a) b)

Рисунок 19.2 – a) поворот осей координаь на кут α; b) паралельне
перенесення осей координат

�
ПРИКЛАД 1

Нова система координат була одержана перенесенням початку коор-
динат у точку O′(2;−1) та поворотом на кут α = arccos 4

5 .

1) записати формули, що виражають новi координати через старi. Знайти
новi координати точки A′, якщо вiдомi її старi координати A(6; 2);

2) записати формули, що виражають старi координати через новi. Знайти
старi координати точки B, якщо вiдомi її новi координати B′(5; 5).�� ��Розв’язування

1. Новi координати виражають через старi за формулами (19.8), попе-
редньо врахувавши паралельне перенесення в точку O′(a; b){

x′ = (x− a) cosα+ (y − b) sinα;
y′ = −(x− a) sinα+ (y − b) cosα;

α – кут повороту координатних осей.
Знаючи, що cosα = 4

5 , легко одержати, що sinα = 3
5 . Тодi новi коорди-

нати набувають вигляду{
x′ = 4

5 (x− 2) + 3
5 (y + 1);

y′ = − 3
5 (x− 2) + 4

5 (y + 1).

Тодi легко знайти координати точки A′ в новiй системi координат, пiд-
ставивши координати A(6; 2)OXY в попередню формулу.
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У результатi обчислень A′(5; 0)OX′Y ′ .

2. Старi координати виражають через новi за формулами (19.7), попере-
дньо врахувавши паралельне перенесення в точку O′(a; b){

x = x′ cosα− y′ sinα+ a;
y′ = x′ sinα+ y′ cosα+ b;

У нашому прикладi {
x = 4

5x
′ − 3

5y
′ + 2;

y = 3
5x

′ + 4
5y

′ − 1.

Тодi легко знайти координати точки B в старiй системi координат,
пiдставивши координати B′(5; 5)O′X′Y ′ в попередню формулу.
У результатi обчислень B(3; 6)OXY .

Отже, A′(5; 0)OX′Y ′ , B(3; 6)OXY .

19.2 Полярна система координат

У багатьох задачах аналiтичної геометрiї зручно використову-
вати полярнi координати.

Означення 1 Полярною пiввiссю називають промiнь iз обраним
напрямом, що виходить з полюса F (початок вiдлiку), та одиницею
вимiрювання.

𝜑
𝐹 1 𝜌

𝑀ሺ𝜌, 𝜑ሻ
𝜌

Рисунок 19.3 – Полярна
система координат

Означення 2 Полярним радiусом
точки називають вiдстань вiд точки
до полюса F : ρ = |FM |, ρ ∈ [0;∞).

Означення 3 Полярним кутом φ
точки називають направлений кут,
що вiдраховують проти годинникової
стрiлки вiд полярної осi до вектора−−→
FM .

Означення 4 Полярними коорди-
натами точки називають упорядковану пару (ρ, φ) (рис. 19.3).

Щоб мiж безлiччю точок площини та безлiччю впорядкованих
пар дiйсних чисел (ρ, φ) iснувала взаємно однозначна вiдповiднiсть,
полярний кут φ визначають iз точнiстю до доданка

2πk, k ∈ Z : φ ∈ [α;α+ 2π), α ∈ R.
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Зазвичай вважають φ ∈ [0; 2π) або φ ∈ [−π;π). Тодi положен-
ня кожної точки на площинi, крiм точки F – полюс, однозначно
визначається її полярними координатами (ρ, φ) i навпаки, кожнiй
точцi вiдповiдає єдина впорядкована пара – її координати (ρ, φ).

Для полюса ρ = 0, а кут φ не визначено однозначно та може
бути будь-яким числом.

Зв’язок мiж полярними та декартовими координатами
Нехай полюс F збiгається з початком координат точкою O, по-

лярна пiввiсь збiгається з додатною частиною осi OX у декарто-
вiй прямокутнiй системi OXY . Тодi для довiльної точки площини
M(x, y) виконується (рис. 19.4 a){

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ.

(19.10)

Полярний радiус
ρ =

√
x2 + y2. (19.11)

Для полярного кута φ можна записати (якщо цi вирази визначено)

tgφ =
y

x
; cosφ =

x√
x2 + y2

; sinφ =
y√

x2 + y2
. (19.12)

Якщо полярний кут φ ∈ [−π;π), то залежно вiд того, e якому

𝜑
𝑂 𝑥

𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜌

𝑥

𝑦

𝑦 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ⟷ ሺ𝜌, 𝜑ሻ

𝑂 𝑥ெ 𝑥

𝑦

𝜑

𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜌

𝐹

𝑦ெ

𝑦଴

𝑥଴

a) b)

Рисунок 19.4 – Зв’язок мiж полярними та декартовими координатами:
a) полюс F спiвпадає з O, b) полюс F не спiвпадає з O

квадрантi знаходиться точка M(x, y), кут φ може бути знайдений
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за однiєю з таких формул (якщо вирази визначено)

φ =


arctg y

x при x > 0,
sign y · π + arctg y

x , при x < 0,
sign y · π/2, при x = 0, y ̸= 0,

φ =

 arccos x√
x2+y2

при y ≥ 0,

− arccos x√
x2+y2

при y < 0,

φ =

 arcsin y√
x2+y2

при x ≥ 0,

sign y · π − arcsin y√
x2+y2

при x < 0,

Якщо полюс F не збiгається з точкою O, а має в системi OXY
координати F (x0, y0) (рис. 19.4 b), то{

x = x0 + ρ cosφ,
y = y0 + ρ sinφ,

{
ρ =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2,

tgφ = y−y0
x−x0

, при x ̸= x0.
(19.13)

�
ПРИКЛАД 2

Визначити, яку лiнiю становить рiвняння ρ = 2 sinφ.�� ��Розв’язування
Переходячи до прямокутної системи координат, за формулами (19.11)

та (19.12) маємо √
x2 + y2 = 2

y√
x2 + y2

,

тобто x2 + y2 − 2y = 0 або x2 + (y − 1)2 = 0.
Отже, дане рiвняння представляє коло радiусу 1 iз центром у точцi

(0; 1), що проходить через полюс О i дотикається полярної осi X.

Розглянемо декартову прямокутну, цилiндричну та сферичну
системи координат.

19.3 Декартовi прямокутнi координати

У тривимiрному просторi R3 розглянемо три взаємно перпен-
дикулярнi координатнi осi OX – вiсь абсцис, OY – вiсь ординат
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i OZ – вiсь аплiкат. Початок координат – точка O лежить на пе-
ретинi осей, одиницi вимiрювання всiх осей однаковi (рис. 19.5).

𝑥

𝑦

𝑧

𝑀ଶ

𝑀ଵ

𝑀ଷ

𝑁

𝑂
11

1

Рисунок 19.5 – Декартова
система координат в R3

Розглянемо прямокутну праву систе-
му координат Oxyz коли при поворо-
тi вiд осi OX до осi OY напрямок осi
OZвибирається за правилом «правого
гвинта» (правилом «буравчика»).

Триграннi кути, утворенi коорди-
натними площинами називають октан-
тами.

Нехай M1,M2,M3 – проєкцiї точки
M на координатнi осi.

Означення 5 Декартовими пря-
мокутними координатами точки на-

зивають координати проєкцiй точки M на координатнi осi: M1(x) –
абсциса точки , M2(y) – ордината, M3(x) – аплiката.

Мiж безлiччю точок простору R3 i безлiччю впорядкованих трi-
йок чисел iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть. Положення кож-
ної точки в просторi однозначно визначається її координатами
(x, y, z) i навпаки, кожнiй точцi вiдповiдає єдина впорядкована
трiйка – її координати (x, y, z) ∈ R3.

Вiдстань мiж точкамиM1(x1, y1, z1) iM2(x2, y2, z2) з просторової
теореми Пiфагора знаходимо як

ρ(M1,M2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

19.4 Цилiндрична система координат

Цилiндрична система координат у просторi – це з’єднання по-
лярної системи координат на площинi та декартової системи на пря-
мiй, перпендикулярнiй площинi. Нехай полярна вiсь лежить у де-
якiй площинi P . Положення довiльної точки M в просторi описує-
ться трьома координатами: (ρ, φ, h). Координати ρ та φ збiгаються
з полярними координатами на площинi P , точка N – проекцiя то-
чки M на площину P , h – координата проєкцiї точки M на вiсь,
перпендикулярну до площини P (рис. 19.6).
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Рисунок 19.6 –
Цилiндрична система

координат в R3

Щоб мiж безлiччю точок простору R3, ви-
ключаючи вертикальну вiсь, що проходить
через полюс, i безлiччю впорядкованих трi-
йок дiйсних чисел (ρ, φ, h) iснувало взаємно-
однозначна вiдповiднiсть, полярний кут φ ви-
значається з точнiстю до доданка 2πk
(k ∈ Z) : φ ∈ [α;α + 2π), α ∈ R. Зазвичай
вважають α = 0 або α = −π.

Для полюса F та вертикальної осi, що
проходить через полюс F , ρ = 0, а кут φ
не визначений однозначно й може бути будь-

яким числом iз промiжку [α;α+ 2π), α ∈ R.
Зв’язок мiж цилiндричними та декартовими координа-

тами
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Рисунок 19.7 – Зв’язок мiж
цилiндричними та

декартовими координатами

Нехай полярна вiсь збiгається з до-
датним напрямом осi OX у декартовiй
прямокутнiй системi Oxyz, полюс F
збiгається з початком координат точ-
кою O, площина P збiгається з площи-
ною OXY (рис. 19.7).

Для довiльної точки простору
M(x, y, z) можна записати

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,
z = h.

(19.14)

Звiдси, як i в разi полярних координат,
правильнi формули  ρ =

√
x2 + y2,

tgφ = y
x при x ̸= 0,

h = z.

(19.15)

Формули (19.15) виконуються за умови
ρ ≥ 0,
φ ∈ [α;α+ 2π),
h ∈ R.
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19.5 Сферична система координат

У сферичнiй системi координат у просторi R3 положення до-
вiльної точки у просторi описують трьома координатами: (r, φ, ψ).
Радiус r = |OM | – вiдстань вiд початку координат O до точки M ,
тобто довжина радiус-вектора

−−→
OM.

Кути φ та ψ характеризують положення точки M на сферi ра-
дiуса r.

Iснує два способи задання сферичних координат. Розглянемо
зв’язок мiж сферичними та декартовими координатами в обох ви-
падках.
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Рисунок 19.8 – a) сферична система координат; b) зв’язок мiж
сферичними та декартовими координатами

1. Кути φ та ψ вiдповiдають «довготi» та «широтi» пiд час опису
координат точки на земнiй кулi (рис. 19.8 a).

Нехай точка N – проєкцiя точки M на площину OXY ,
φ = ∠(OX;

−−→
ON) – спрямований кут мiж вiссю OX i

−−→
ON , ψ =

∠(
−−→
ON ;

−−→
OM) – спрямований кут мiж вектором

−−→
ON i

−−→
OM – радiус-

вектор точки M (рис. 19.8a).

Тодi
−−→
ON = r cosψ i

x = ρ cosφ cosψ,
y = ρ sinφ cosψ,
z = r sinψ.

 ρ =
√
x2 + y2 + z2,

tgφ = y
x при x ̸= 0,

ψ = arcsin(z/r).

(19.16)
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Формули (19.16) виконуються за умови
r ≥ 0,
φ ∈ [α;α+ 2π),
ψ ∈ [π/2;π/2].

2. Кут φ такий же, як θ = ∠(OZ;
−−→
OM – спрямований кут мiж вiссю

OZ та радiус-вектор точки M (рис.19.8b).

Тодi
−−→
ON = r sin θ i

x = ρ cosφ cos θ,
y = ρ sinφ sin θ,
z = r cos θ.

 ρ =
√
x2 + y2 + z2,

tgφ = y
x при x ̸= 0,

θ = arccos(z/r).

(19.17)

Формули (19.17) виконуються за умови
r ≥ 0,
φ ∈ [α;α+ 2π),
θ ∈ [0;π].

Зауваження. Не можна плутати координату ρ у цилiндричних
координатах – вiдстань вiд точки O до проєкцiї точки M на площи-
ну OXY та координату r у сферичних координатах – вiдстань вiд
точки O точки M .
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Лекцiя 20

Пряма на площинi

Означення 1 Рiвнянням лiнiї на площинi Oxy називають таке
рiвняння F (x, y) = 0 з двома змiнними, якому задовольняють ко-
ординати точок (x, y), що лежать на лiнiї, i лише вони. Змiннi x та
y називають координатами точок заданої лiнiї.

Зауваження. Рiвняння лiнiї дозволяє вивчення геометричних
властивостей лiнiї замiнити дослiдженням її рiвняння.

Зауваження. В аналiтичнiй геометрiї на площинi ми розгляда-
тимемо задачi двох типiв:

1) за рiвнянням лiнiї визначити її вид, геометричнi властивостi,
розташування на площинi;

2) знаючи геометричнi властивостi лiнiї, задати її аналiтично – рiв-
нянням чи системою рiвнянь, що пов’язують її координати.

Зауваження. В аналiтичнiй геометрiї провести пряму означає
описати її рiвнянням, що зв’язує координати точок цiєї прямої.�� ��Задача Необхiдно записати рiвняння прямої L, якщо вiдомi

координати точки M0(x0; y0) ∈ L та кут α = (L̂, OX), (рис. 20.1.)
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Рисунок 20.1 – Задання
прямої точкою та кутом

нахилу до осi OX

Для знаходження рiвняння прямої,
вiзьмемо довiльну точку M(x; y) ∈ L
та розглянемо трикутник ∆M0AM.

Для трикутника ∆M0AM :

tgα =
y − y0
x− x0

; tgα = k;

отже

M ∈ L⇔ k =
y − y0
x− x0

⇔ y−y0 = k(x−x0).
(20.1)

Рiвняння (20.1) можна записати у
виглядi y = kx+ (−kx0 + y0) або

y = kx+ b (20.2)
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Висновок: пряму на площинi можна задати точкою та кутом
нахилу до додатного напряму осi OX або його тангенсом (кутовим
коефiцiєнтом).

Означення 2 Рiвняння виду (20.2) називають рiвнянням пря-
мої з кутовим коефiцiєнтом k.

Означення 3 Якщо рiвняння лiнiї (L) має вигляд P (x, y) = 0,
де P – полiном n-ного степеня, то кажуть, що задана алгебраїчна
лiнiя n-го порядку.

Наприклад, пряма y = kx + b – лiнiя першого порядку, а пара-
бола y2 = ax2+ bx+ c, коло x2+ y2 = R2 – алгебраїчнi лiнiї другого
порядку.

Графiки ж логарифмiчних функцiй, тригонометричних функцiй
цiй тощо не є алгебраїчними лiнiями, їх називають трансцендентни-
ми лiнiями.

ТЕОРЕМА 20.1

Рiвняння
Ax+By + C = 0 (20.3)

задає пряму на площинi.

Доведення
У рiвняннi (20.3) можливi два випадки:

1) B = 0, тодi Ax + C = 0. Якщо = 0, то рiвняння (20.3) втрачає
сенс, тому очевидно, що A ̸= 0, отже x = −C

A – пряма, паралель-
на осi Y , тобто має вигляд x = a;

2) B ̸= 0, тодi (20.3) перетворюється на еквiвалентне рiвняння

By = −C −Ax; y = −A
B
x− C

B
.

Позначимо −A
B = k; −C

B = b, отже, маємо, що рiвняння (20.3)
набуває вигляду y = kx + b, яке задає рiвняння прямої на пло-
щинi.

Означення 4 Рiвняння Ax+By +C = 0 називають загальним
рiвнянням прямої на площинi.
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20.1 Способи задання прямої на площинi

Означення 5 Вектор, перпендикулярний данiй прямий, нази-
вають вектором нормалi даної прямої (нормальним вектором).

Позначається: n⃗, N⃗0, n⃗L.�� ��Задача Задання прямої точкою i вектором нормалi.
Необхiдно провести пряму L, що проходить через точкуM0(x0; y0),

перпендикулярно вектору нормалi n⃗(A;B) (рис. 20.2 a))�� ��Розв’язування
Вiзьмемо довiльну точку M(x; y) ∈ L, тодi

M0 ∈ L⇔M0M ⊥ n⃗⇔M0M · n⃗ = 0

векторне рiвняння шуканої прямої.

M0M = (x− x0; y − y0) ⇒M0M · n⃗ = A(x− x0) +B(y − y0).

Отже, одержали
A(x− x0) +B(y − y0) = 0 (20.4)

рiвняння, якому мають задовольняти координати довiльної точки
прямий.
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Рисунок 20.2 – a) задання прямої точкою та вектором нормалi;
b) задання прямої точкою та напрямним вектором

Доведемо, що це рiвняння справдi описує пряму. З (20.1) випли-
ває, що

Ax+By + (−Ax0 −By0) = 0.

Позначимо −Ax0 −By0 = C.
Отже, (20.1) рiвносильно Ax+By+C = 0 – загальному рiвнянню

прямої.
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За теоремою 20.1 воно визначає пряму на площинi.
Висновок: пряму на площинi можна задати точкою та нор-

мальним вектором.
Означення 6 Вектор, що має напрямок заданої прямої, нази-

вають напрямним вектором даної прямої.
Позначається: s⃗, q⃗, a⃗, S⃗L.�� ��Задача Задання прямої точкою i напрямним вектором.
Необхiдно провести пряму L на площинi, що проходить через

точку M0(x0; y0) у напрямку вектора S⃗(m;n) (рис. 20.2 b).�� ��Розв’язування
Нехай M(x; y) ∈ L, тодi за умовою колiнеарностi виконується

умова
M(x; y) ∈ L⇔M0M ∥ S⃗,

отже
x− x0
m

=
y − y0
n

. (20.5)

Одержали рiвняння, якому повиннi задовольняти всi точки за-
даної прямої.

Доведемо, що рiвняння (20.5) описує шукану пряму. Перепише-
мо рiвняння (20.5) за властивiстю пропорцiї n(x− x0) = m(y − y0).
Тодi рiвняння (20.5) рiвносильне n(x − x0) − m(y − y0) = 0 або
nx−my + (−nx0 +my0) = 0.

Позначимо n = A; −m = B; −nx0 +my0 = C.
Тодi рiвняння (20.5) набуває вигляду: Ax + By + C = 0. Тобто,

рiвняння (20.5) справдi задає пряму, а отже, i пряму L, що прохо-
дить через точку M0(x0; y0) у напрямку вектора S⃗(m;n).

Висновок: пряму на площинi можна задати точкою та напрям-
ним вектором.

Означення 7 Рiвняння
x− x0
m

=
y − y0
n

називають канонiчним рiвнянням прямої.
Зауваження. Якщо коефiцiєнт пропорцiйностi для кожної точ-

ки заданої прямої в рiвняннi (20.5) позначити через t будем мати:{ y−y0
n = t,

x−x0
m = t

, t ∈ R, або
{
x = x0 +mt,
y = y0 + nt.

(20.6)
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Одержуємо новий спосiб задання прямої.
Означення 8 Рiвняння (20.6) називають параметричним рiв-

нянням прямої.�� ��Задача Задання прямої двома точками.
Необхiдно провести пряму L через точки M1(x1; y1),M2(x2; y2)

(рис. 20.3a).�� ��Розв’язування

Вiзьмемо довiльну точку M(x; y) ∈ L. Вектор
−−−−→
M1M2 є напрям-

ним вектором заданої прямої
−−−−→
M1M2 = (x2 − x1; y2 − y1).

Значить, для прямої L можна скласти канонiчне або парамет-
ричне рiвняння:

M(x; y) ∈ L⇔
−−−→
M1M ∥

−−−−→
M1M2;

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (20.7)

Очевидно, рiвняння (20.7) має вигляд канонiчного (20.5), отже, воно
задає шукану пряму.

Висновок: пряму на площинi можна задати двома точками.
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Рисунок 20.3 – a) задання прямої двома точками; b) задання прямої
вiдрiзками на координатних осях�� ��Задача Задання прямої величинами вiдрiзкiв, що вiдсiкаю-

ться прямою на осях координат.
Необхiдно провести пряму, якщо вiдомi величини вiдрiзкiв, що

вiдсiкаються нею на координатних осях (рис. 20.3b), якщо a – ве-
личина вiдрiзка, що вiдсiкається прямою на осi OX; b – величина
вiдрiзка, що вiдсiкається прямою на осi OY .
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�� ��Розв’язування
З умови випливає, що точки M1(a; 0), M2(0; b) належать прямiй

L, отже, з формули (20.7) випливає рiвняння шуканий прямої

x− a

0− a
=
y − 0

b− 0
;

x− a

−a
=
y

b
⇒

x

a
+
y

b
= 1 (20.8)

Висновок: пряму, яка не проходить через початок координат, мож-
на задати величинами вiдрiзкiв, що вiдсiкаються нею на осях коор-
динат.

Означення 9 Рiвняння (20.8) називають рiвнянням прямої у
вiдрiзках на осях.

�
ПРИКЛАД 1

Для трикутника з вершинами (−3;−1), (1; 5), (7; 3) скласти рiвняння
медiани та висоти, що виходять з вершини B.�� ��Розв’язування

Необхiдно скласти рiвняння медiани як прямої, яка проходить через
точки B i M – середину сторони , а висоти – як прямої, що проходить
через точку B i перпендикулярнiй сторонi .

Медiана BM проходить через точку B та точку M – середину вiдрiзка
AC. Знайдемо координати точки M

xM =
−3 + 7

2
= 2; yM =

−1 + 3

2
= 1.

Тодi рiвняння медiани набуває вигляду

x− xB
xM − xB

=
y − yB
yM − yB

⇒ x− 1

2− 1
=
y − 5

1− 5
⇒ 4x+ y − 9 = 0.

Висота BH перпендикулярна сторонi AC. Запишемо рiвняння AC

x+ 3

7 + 3
=
y + 1

3 + 1
⇒ 2x− 5y + 1 = 0.

Напрямний вектор AC має координати: S⃗AC(5; 2).
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Оскiльки
−−→
BH(x− 1; y − 5) ортогональний S⃗, то

−−→
BH · S⃗ = 0 ⇒ (x− 1) · 5 + (y − 5) · 2 = 0.

Остаточно рiвняння для висоти BH: 5x+ 2y − 15 = 0.

20.2 Кут мiж прямими

На практицi часто доводиться вирiшувати й iншi завдання: за
рiвнянням прямої визначити її геометричнi властивостi.

Означення 10 За кут мiж прямими на площинi беруть один
iз сумiжних кутiв, утворених цими прямими пiд час їх перетину.

Залежно вiд способу задання прямої можна вивести формули
для обчислення кутiв мiж прямими.

1) Нехай прямi L1 та L2 заданi загальними рiвняннями

L1 : A1x+B1y + C1 = 0, L2 : A2x+B2y + C2 = 0,

тодi кут мiж прямими можна визначити, як кут мiж нормалями
до цих прямих

cos(L̂1, L2) = cos(̂⃗n1, n⃗2) =
n⃗1 · n⃗2

|n⃗1| · |n⃗2|
. (20.9)

2) Нехай прямi L1 та L2 заданi канонiчними рiвняннями

L1 :
x− x1
m1

=
y − y1
n1

; L2 :
x− x2
m2

=
y − y2
n2

.

У цьому разi кут мiж прямими можна визначити, як кут мiж їх
напрямними векторами:

cos(L̂1, L2) = cos(
̂⃗
S1, S⃗2) =

S⃗1 · S⃗2
|S⃗1| · |S⃗2|

. (20.10)

3) Нехай прямi заданi рiвняннями з кутовими коефiцiєнтами

L1 : y = k1x+ b1; L2 : y = k2x+ b2.

З геометричних мiркувань випливає, що φ = β − α (рис.20.4),
тодi

tgφ = | tg(β − α)| =
∣∣∣ tg β − tgα

1 + tg β · tgα

∣∣∣ = ∣∣∣ k2 − k1
1 + k2 · k1

∣∣∣. (20.11)
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Рисунок 20.4 – Кут мiж прямими

20.3 Взаємне розташування двох прямих

Нехай заданi двi прямi загальними рiвняннями

L1 : A1x+B1y + C1 = 0,

L2 : A2x+B2y + C2 = 0.

Прямi на площинi можуть збiгатися, бути паралельними, перетина-
тися.

1) L1 ≡ L2 ⇔ A1
A2

= B1
B2

= C1
C2

Доведення

Нехай L1 ≡ L2, отже, у загальних рiвняннях вiдповiднi коефi-
цiєнти матимуть один i той самий коефiцiєнт пропорцiйностi,
оскiльки рiвняння мають задавати одну й ту ж саму пряму, от-
же

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.

Нехай A1
A2

= B1
B2

= C1
C2
, тодi загальнi рiвняння задають одну й ту

ж саму пряму (рiвняння можна зробити однаковими).

2) Пряма L1 паралельна прямiй L2 – це рiвносильно рiвностi

A1

A2
=
B1

B2
̸= C1

C2
,

оскiльки в цьому разi n⃗1 ∥ n⃗2, але L1 не збiгається з L2.
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3) L1 ∩ L2 =M1 (∩ – перетин).

Нехай M1 – точка перетину прямих, отже n⃗1 не паралельний n⃗2.
Це рiвнозначно тому, що

A1

A2
̸= B1

B2

В пунктi 3 може виникнути завдання знаходження точки M1 –
точки перетину прямих або про кут мiж прямими. Оскiльки коорди-
нати точки перетину прямих повиннi задовольняти рiвнянням цих
прямих, то точку M1 можна знайти, розв’язавши систему рiвнянь:{

A1x+B1y + C1 = 0,
A2x+B2y + C2 = 0.

(20.12)

�
ПРИКЛАД 2

Знайти точку M , симетричну точцi A(2; 1) вiдносно прямої, що про-
ходить через точки B(−1; 7) та C(1; 8).�� ��Розв’язування

Спочатку запишемо алгоритм знаходження координат точки M

1) записати рiвняння прямої BC;

2) записати рiвняння прямої AA′, перпендикулярної до BC;

3) знайти координати точки перетину прямих BC i AA′, вiдкласти на
прямий AA′ з iншого боку прямої вiдрiзок A′M = ′A.

4) знайти координати точки M , яка буде симетричною точцi A вiдносно
прямої BC.

Тепер замiнимо кожну з дiй складанням рiвнянь та обчисленням ко-
ординат точок.

1) Запишемо рiвняння прямої BC у виглядi

x− xB
xC − xB

=
y − yB
yC − yB

⇒ x+ 1

1 + 1
=
y − 7

8− 7
⇒ x− 2y + 15 = 0.
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2) Запишемо рiвняння вектора
−−→
AA′(x−2; y−1), ортогональної до BC. На-

прямний вектор прямої BC має координати S⃗BC(2; 1). За властивiстю
ортогональних прямих

−−→
AA′ · S⃗BC = 0 ⇒ (x− 2) · 2 + (y − 1) · 1 = 0 ⇒

Рiвняння прямої AA′ має вигляд: 2x+ y − 5 = 0.

3) Щоб знайти точку перетину прямих AA′ та BC, необхiдно розв’язати
систему рiвнянь{

x− 2y + 15 = 0,
2x+ y − 5 = 0,

{
x = −1,
y = 7,

⇒ A′(−1; 7).

4) Знайдемо координати точки M , ураховуючи, що точка A′ – середина
вiдрiзка AM

xA′ =
xA + xM

2
; yA′ =

yA + yM
2

⇒

xM = 2xA′ − xA = 2 · (−1)− 2 = −4; yM = 2yA′ − yA = 2 · 7− 1 = 13.

Отже, координати точки M , симетричної точцi A вiдносно прямої BC
мають вигляд M(−4; 13).

20.4 Нормальне рiвняння прямої

𝑂 𝑥

𝑦

𝑀ሺ𝑥; 𝑦ሻ
𝑛ത

𝛼

𝑃

𝑙

Рисунок 20.5 – Нормальне рiвняння прямої

Нехай n⃗ – одиничний (тобто |n⃗| = 1) вектор нормалi, спрямова-
ний iз початку координат у бiк прямої та утворює з вiссю Ox кут
α, що вiдраховують проти годинникової стрiлки;
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p ≥ 0 – вiдстань вiд прямої до початку координат (0, 0).
Точка P – ортогональна проекцiя точки на пряму l(рис. 20.5).
Виведемо рiвняння прямої l.

n⃗ =
1

|OP |
·
−−→
OP ; n⃗ = (cosα; sinα).

Вiзьмемо будь-яку точку M(x; y) ∈ l;
−−→
OM =

−−→
OP +

−−→
PM.

Помножимо обидвi частини рiвняння скалярно на n⃗

(
−−→
OM, n⃗)︸ ︷︷ ︸

(x,y)·(cosα;sinα)

= (
−−→
OP, n⃗)︸ ︷︷ ︸
|
−−→
OP |=p

+(
−−→
PM, n⃗)︸ ︷︷ ︸

0

.

Тодi нормальне рiвняння прямої набуває вигляду

x cosα+ y sinα− p = 0. (20.13)

Зауваження. У загальному рiвняннi прямої (20.3)

Ax+By + C = 0

вектор нормалi N⃗(A; b) може бути визначено з точнiстю до постiй-
ного множника. Щоб перейти вiд загального рiвняння (20.3) до нор-
мального, потрiбно помножити (20.3) на нормуючий множник
µ = ± 1√

A2+B2
так, щоб µC < 0.

Тодi одинична нормаль

n⃗

(
A√

A2 +B2
,

B√
A2 +B2

)
= (cosα, sinα).

Якщо C = 0, то пряма проходить через початок координат (0, 0),
p = 0 та знак µ неважливий.

20.5 Вiдстань вiд точки до прямої

Знайдемо вiдстань d = d(M0, l) вiд точки M0(x0; y0) до прямої l
(рис. 20.6), заданої нормальним рiвнянням x cosα+ y sinα− p = 0.

Нехай (KM0) ⊥ l,K ∈ l. Тодi d = |
−−−→
KM0|.

−−−→
OM0 =

−−→
OP +

−−→
PK +

−−−→
KM0.
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Рисунок 20.6 – Вiдстань вiд точки до прямої

Помножимо скалярно обидвi частини рiвностi на n⃗
Ураховуючи, що

−−−→
OM0 = (x0; y0); n⃗ = (cosα; sinα), одержимо:

x0 cosα+ y0 sinα = p+ 0± |
−−−→
KM0|.

Якщо
−−−→
KM0 ↑↑ n⃗, то d = (

−−−→
KM0, n⃗).

Якщо
−−−→
KM0 ↑↓ n⃗, то d = −(

−−−→
KM0, n⃗).

d = |x0 cosα+ y0 sinα− p|. (20.14)

Отже, щоб знайти вiдстань вiд точки M0(x0; y0) до прямої
Ax + By + C = 0, потрiбно координати точки пiдставити в нор-
мальне рiвняння прямої, а також узяти абсолютну величину ре-
зультату

d =

∣∣∣∣∣Ax0 +By0 + C√
A2 +B2

∣∣∣∣∣. (20.15)

Зауваження. У разi пiдстановки координат точки M0 у вираз
Ax0 + By0 + C(C < 0), знак без модуля показує, iз якого боку вiд
прямої лежить точка M0

• якщо Ax0 + By0 + C < 0 – точка M0 знаходиться з тiєї самої
сторони вiд l, що й O(0, 0);

• якщо Ax0+By0+C > 0 – точка M0 знаходиться з iншого боку
вiд l, нiж O(0, 0).
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Зауваження. Щоб визначити, чи двi данi точки лежать по одну
або рiзнi сторони вiд прямої Ax+By + C = 0, потрiбно пiдставити
їх координати у вираз Ax+By+C. Якщо знаки в результатi пiдста-
новки збiгаються, точки лежать по одну сторону прямої. В iншому
випадку – по рiзнi боки.

�
ПРИКЛАД 3

Прямi l1 та l2 заданi загальними рiвняннями

l1 : A1x+B1y + C1 = 0;

l2 : A2x+B2y + C2 = 0.

Знайти рiвняння бiсектрис кутiв мiж цими прямими.�� ��Розв’язування
Будь-яка точка M(x, y), що лежить на однiй iз двох бiсектрис, рiвно-

вiддалена вiд прямих l1 та l2.
Записавши умову рiвностi вiдстаней до прямих, тобто, нормальнi рiв-

няння прямих l1 та l2 одержимо рiвняння двох бiсектрис.
Рiвняння бiсектрис мiж прямими:

A1x+B1y + C1√
A2

1 +B2
1

= ±A2x+B2y + C2√
A2

2 +B2
2

. (20.16)

20.6 Пучок прямих, що проходять через точку
перетину двох даних прямих

Заданi двi прямi

l1 : A1x+B1y + C1 = 0,

l2 : A2x+B2y + C2 = 0.

Розглянемо рiвняння

α(A1x+B1y + C1) + β(A2x+B2y + C2) = 0. (20.17)

α, β ∈ R;α2 + β2 ̸= 0.
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Рисунок 20.7 – Пучок прямих

Нехай точка M – точка перетину прямих l1 та l2, координати
якої невiдомi (рис. 20.7). Для ∀α, β рiвняння (20.17) визначає пряму,
оскiльки є рiвнянням першого степеня.

Якщо надати α та β конкретних значень, одержимо одну з пря-
мих пучка, що проходять через точку M .

Якщо α = 0, то це пряма l2, при β = 0 – це пряма l1.
Зауваження. Зазвичай обирають або α = 1, або β = 1, тим

самим виключаючи з пучка одну з прямих l2 або l1.
Пряма l2 належить пучку (20.17) при α = 0.
Якщо α = 1, рiвняння (20.17) не може мати вигляд

A2x+B2y + C2 = 0,

тобто пряма l2 не входить у пучок

(A1x+B1y + C1) + β(A2x+B2y + C2) = 0.

Аналогiчно, при β = 1, пряма l1 не входить в пучок

α(A1x+B1y + C1) + (A2x+B2y + C2) = 0.

Зауваження. Якщо прямi l1 та l2 паралельнi, одержимо «сi-
мейство » паралельних прямих.

�
ПРИКЛАД 4

Трикутник PQR заданий координатами своїх вершин: P (−1; 0),Q(1; 2),
R(2;−4).
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1. Написати рiвняння

а) сторiн трикутника,
б) висоти, проведеної з вершини Q,
в) медiани, проведеної з вершини P,
г) бiсектриси кута R,
д) описаного навколо трикутника PQR кола.

2. Знайти

а) внутрiшнiй кут QRP трикутника,
б) площу трикутника PQR.

3. Написати рiвняння прямої l, що проходить через точку перетину висо-
ти (QH) та медiани (PD), та паралельнiй сторонi (PQ) (не знаходячи
точки ).�� ��Розв’язування

𝑃

𝐾

𝑄

𝐻

𝐷

𝑀

𝑅

𝑙

Рисунок 20.8 – Рисунок до задачi 4

Для розв’язання задачi не обов’язково зображати трикутник на коор-
динатнiй площинi, достатньо намалювати довiльний трикутник
(рис. 20.8). Однак для контролю отриманих результатiв доцiльно все ж
таки зробити креслення, що вiдповiдає заданим координатам вершин.

1. а) запишемо рiвняння сторiн трикутника як прямих, що проходять
через двi заданi точки

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Зауважимо, що порядок точок неважливий. Для подальших роз-
рахункiв рiвняння прямих зручно записати у виглядi загальних
рiвнянь.
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(PQ): Нехай P (x1; y1), Q(x2; y2)

x− (−1)

1− (−1)
=
y − 0

2− 0
або x− y + 1 = 0;

(QR) :
x− 1

2− 1
=

y − 2

−4− 2
або 6x+ y − 8 = 0;

(PR) :
x− (−1)

2− (−1)
=

y − 0

−4− 0
або 4x+ 3y + 4 = 0;

б) для знаходження рiвняння висоти (QH) скористаємось рiвнянням
(20.4) прямою, що проходить через задану точку

A(x− x0) +B(y − y0) = 0,

та умовою перпендикулярностi прямих A1A2 +B1B2 = 0.
Оскiльки пряма (QH) проходить через точку Q, можемо записати

(QH) : A(x− 1) +B(y − 2) = 0.

Координати нормалi та прямої (QH) знайдемо з умови перпен-
дикулярностi (QH) i (PR), яке запишеться у виглядi 4A+3B = 0.
Ще раз пiдкреслимо, що координати нормалi визначаються з то-
чнiстю до постiйного множника. В цьому разi для виконання не-
обхiдної умови найпростiше покласти A = 3;B = −4.

Звiдси рiвняння висоти

(QH) : 3(x− 1)− 4(y − 2) = 0 або 3x− 4y + 5 = 0.

Зауваження. На практицi пiд час знаходження координат нор-
малi прямої A2x+B2y+C2 = 0, перпендикулярної заданiй прямiй
A1x+B1y+C1 = 0, для виконання умови A1A2+B1B2 = 0 зручно
вважати A2 = B1;B2 = −A1.

в) для знаходження рiвняння медiани (PD), знайдемо координати то-
чки D як середини вiдрiзка QR. Маємо

xD =
xQ + xR

2
=

3

2
; yD =

yQ + yR
2

= −1.

Отже, точка D має координати (3/2;−1).

Далi запишемо рiвняння прямої (PD), що проходять через двi за-
данi точки P i D

(PD) :
x+ 1

3/2 + 1
=

y

−1
або 2x+ 5y + 2 = 0;
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г) щоб знайти рiвняння бiсектриси (RK), скористаємося рiвняннями
для бiсектрис кутiв мiж прямими (20.16)

A1x+B1y + C1√
A2

1 +B2
1

= ±A2x+B2y + C2√
A2

2 +B2
2

.

Прирiвнюючи нормальнi рiвняння прямих (PR) та (QR), одержи-
мо:
4x+ 3y + 4

5
= ±6x+ y − 8√

37
⇔

√
37(4x+ 3y + 4) = ±5(6x+ y − 8).

Iз двох бiсектрис l1 i l2 кутiв мiж прямими (PR) та (QR)[
l1 : (4

√
37− 30)x+ (3

√
37− 5)y + 4

√
37 + 40 = 0,

l2 : (4
√
37 + 30)x+ (3

√
37 + 5)y + 4

√
37− 40 = 0

потрiбно вибрати ту, що лежить усерединi трикутника PQR. Для
цього скористаємося зауваженням, яке дозволяє визначити, чи ле-
жать двi данi точки по одну або рiзнi сторони вiд цiєї прямої.
Пiдставимо координати точок P iQ в лiву частину рiвняння прямої
l1:

P : (4
√
37− 30) · (−1) + (3

√
37− 5) · 0 + 4

√
37 + 40 = 70 > 0,

Q : (4
√
37− 30) · 1 + (3

√
37− 5) · 2 + 4

√
37 + 40 = 14

√
37 > 0.

Отже, точки P i Q лежать з одного боку прямої l1.
Значить, бiсектрисою кута R трикутника PQR є пряма l2;

д) знайдемо центр описаного кола як точку перетину серединних пер-
пендикулярiв до сторiн PQ та QR.
Нехай точка – середина сторони PQ. Її координати – напiвсума ко-
ординат кiнцiв вiдрiзка PQ: E(0; 1). Середина вiдрiзка QR – точка
D(3/2;−1) (знайденi ранiше).
Запишемо рiвняння прямих, що проходять через кожну iз цих то-
чок i перпендикулярних сторонам трикутника PQR. Для цього
скористаємося прийомом, розглянутим у пунктi б).
Позначимо lPQ, lQR – серединнi перпендикуляри вiдповiдних сто-
рiн. Тодi

lPQ : A1(x− 0) +B1(y − 1) = 0, (PQ) : x− y + 1 = 0,⇒
⇒ lPQ : x+ y − 1 = 0,

lQR : A2(x− 3/2) +B2(y + 1) = 0, (QR) : 6x+ y − 8 = 0,⇒
⇒ lQR : x− 6y − 15/2 = 0.
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Далi розв’яжемо систему{
x+ y − 1 = 0,
x− 6y − 15/2 = 0,

та знайдемо точку перетину серединних перпендикулярiв PQ i QR.
Позначимо її O. Її координати O(27/14; 13/14).
Радiус описаного кола дорiвнює вiдстанi вiд точки O до будь-якої
з вершин трикутника PQR.
За формулою вiдстанi мiж точками площини знаходимо

|OP | =
√
(27/14 + 1)2 + (−13/14)2 = 5

√
74/14.

Знаючи центр i радiус кола, запишемо рiвняння описаного навколо
трикутника PQR кола

(x− 27/14)2 + (y + 13/14)2 = 925/98.

2. а) щоб знайти кут QRP , скористаємося формулою для кутiв мiж пря-
мими

cosφ =
n⃗1 · n⃗2

|n⃗1| · |n⃗2|
=

|A1A2 +B1B2|√
A2

1 +B2
1 ·

√
A2

2 +B2
2

.

Знаючи рiвняння прямих (QR) та (PR), маємо

cosφ =
|6 · 4 + 1 · 3|√

62 + 12 ·
√
42 + 32

=
27

5
√
37
.

Отже, φ = arccos 27
5
√
37
.

б) площу трикутника можна знайти рiзними способами. Засобами
аналiтичної геометрiї це також можна зробити по-рiзному. Най-
менш трудомiстким є такий метод:

SPQR =
1

2
|PR| · |QH|.

|PR| знаходиться за формулою вiдстанi мiж точками площини, а
|QH| як вiдстань вiд точки Q до прямої (PR) за вiдповiдною фор-
мулою (20.15).
Маємо |PR| =

√
(−1− 2)2 + 42 = 5. Пiдставляючи координати то-

чки Q в нормальне рiвняння прямої (PR), одержимо:

|QH| = ρ(Q, (PR)) =
|4 · 1 + 3 · 2 + 4|

5
=

14

5
.

Отже,

SPQR =
1

2
· 5 · 14

5
= 7.
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3. На цьому прикладi покажемо зручнiсть використання поняття пучка
прямих, що проходять через точку перетину двох даних прямих.
Рiвняння висоти (QH) та медiани (PD) було знайдено ранiше.

(QH) : 3x− 4y + 5 = 0; (PD) : 2x+ 5y + 2 = 0.

Запишемо рiвняння пучка прямих, що проходять через точку перетину
прямих (QH) та (PD).
Координати точки при цьому знаходити не потрiбно. Покладемо β = 1
у рiвняннi пучка

α(A1x +B1y + C1) + β(A2x+B2y + C2) = 0,

виключивши тим самим iз цього пучка пряму (QH). Це правомiрно,
оскiльки пряма (QH) явно не є розв’язком задачi.
Маємо

α(3x−4y+5)+(2x+5y+2) = 0 або (3α+2)x+(−4α+5)y+5α+2 = 0.

Знайдемо параметр α з необхiдної в задачi умови паралельностi прямої
l та сторони (PQ) : x− y + 1 = 0.
Умова паралельностi прямих, заданих загальними рiвняннями, це про-
порцiйнiсть координат їх нормалей: A1

A2
= B1

B2
. Звiдки

3α+ 2 = 4α− 5 ⇔ α = 7

та рiвняння шуканої прямої:

l : 23x− 23y + 37 = 0.

Iз розглянутих прикладiв видно, що на практицi залежно вiд завдання
доцiльно використовувати ту чи iншу форму рiвняння прямої на площи-
нi.
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