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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ 

 

АР Автоматичний регулятор. 

АСР Автоматична система регулювання. 

АЧХ Амплітудно-частотна характеристика. 

АФХ Амплітудно-фазова характеристика. 

АФЧХ Амплітудно-фазова частотна характеристика. 

ВП Виконавчий пристрій. 

Д Давач. 

Д Диференціальний. 

ДЧХ Дійсна частотна характеристика. 

ЕОМ Електронна обчислювальна машина. 

ЕП Елемент порівняння. 

ЕРС Електрорушійна сила. 

І Інтегральний. 

ККД Коефіцієнт корисної дії. 

КП Корегувальний пристрій. 

ЛАЧХ Логарифмічна амплітудно-частотна  

характеристика. 

ЛНДР Лінійне неоднорідне диференціальне 

рівняння. 

ЛОДР Лінійне однорідне диференціальне рівняння. 

ЛФЧХ Логарифмічна фазочастотна характеристика. 

ЛЧХ Логарифмічна частотна характеристика. 

ММ Математична модель. 

ОК Об’єкт керування. 

П Пропорційний. 

ПД Пропорційно-диференціальний. 

ПІ Пропорційно-інтегральний. 

ПІД Пропорційно-інтегрально-диференціальний. 

ПК Пристрій керування. 

ППБ Підсилювально-перетворювальний блок. 

РО Регулювальний орган. 
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САК Система автоматичного керування. 

САР Система автоматичного регулювання. 

СК Система керування. 

ТАК Теорія автоматичного керування. 

ФЧХ Фазочастотна характеристика. 
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ВСТУП 

 

На сучасному етапі розвитку суспільства важливість 

певних чинників для прогресу набуває беззаперечного ста-

тусу. Серед таких чинників можна виділити збільшення 

продуктивності й ефективності праці, підвищення технічної 

потужності та продуктивності машин, підвищення вимог до 

точності та якості, складність і небезпечність технологічних 

процесів, а також зростання відповідальності за безпеку як 

людини, так і навколишнього середовища. Усі ці аспекти 

диктують потребу в подальшому розвитку автоматизації, 

головною метою якої є часткове або повне виключення лю-

дини з безпосередньої участі у виробничих процесах. 

Однією з головних складових автоматизації є сис-

теми автоматичного керування, а теоретичною базою для 

їхнього розроблення та дослідження є теорія керування, 

зокрема теорія автоматичного керування. Ця наука спеціа-

лізується на розробленні та вивченні методів і інструмен-

тів створення систем керування. 

Цей навчальний посібник є першою частиною курсу 

«Теорія автоматичного керування». Він спрямований на 

ознайомлення з основними поняттями лінійної теорії авто-

матичного керування, методами аналізу стійкості та якості 

систем керування. Цей матеріал призначено, насамперед, 

для здобувачів вищої освіти, які навчаються за спеціальні-

стю «Автоматизація, комп’ютерно-інтегровані технології 

та робототехніка». Здобуті знання становлять основу і є 

важливими для майбутньої роботи у сфері проєктування та 

експлуатації ефективних і якісних систем керування. 

Навчальний посібник складається з 16 тем теорети-

чного матеріалу для проведення лекційних занять, 8 тем 

для проведення практичних занять із прикладами розв’яза-

ння типових задач і 8 прикладами завдань для самостійної 

роботи здобувачів вищої освіти.  
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Тема 1 

ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ ТА КЛАСИФІКАЦІЯ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
 

1.1. Основні поняття та терміни 

Термін «керування» охоплює надзвичайно широке 

коло понять, що викликано різною природою об’єктів, на-

приклад, керування технологічним процесом, підприємст-

вом або державою. До того ж під поняттям «керування» 

йдеться також про командування військами, керування 

транспортними засобами (судном, літаком, автомобілем), 

диригування оркестром тощо. З цього погляду теорія авто-

матичного керування (ТАК) – це частина кібернетики, яка 

вивчає процеси використання інформації та керування в 

системах різної фізичної природи. 

Автоматизація виробництва – один із важливих 

чинників науково-технічного процесу, унаслідок якої від-

бувається інтенсифікація процесів виготовлення продукції 

та зменшення витрат енергетичних і матеріальних ресур-

сів. Сучасні системи керування мають складну багаторів-

неву (ієрархічну) структуру, у якій використовують обчис-

лювальні мережі різного рівня на основі ЕОМ і мікропро-

цесорних засобів. У цьому посібнику розглянуто локальні 

системи автоматичного регулювання, призначені для підт-

римання необхідних технологічних режимів, що характери-

зуються певним набором значень технологічних змінних, – 

температури, рівня, тиску, концентрації тощо. Розглянуто 

також питання оптимізації технологічних режимів, а також 

можливості пристосування (адаптації) систем до змінюва-

них умов роботи. Для складних технологічних об’єктів ро-

зробляють системи керування, які також мають достатньо 

складну структуру та розвинуті зв’язки між окремими час-

тинами (елементами). 
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Автоматика – технічна наука, яка розробляє прин-

ципи побудови автоматичних систем і необхідних для них 

засобів, методи аналізу та синтезу цих систем. 

Механізація – це заміна ручної праці машинною 

під час виконання робочих операцій. Наприклад, викори-

стання побутової м’ясорубки – це механізація, оскільки в 

цьому разі ручну (точніше «зубну») працю з подрібнення 

м’яса перекладено на механізм (м’ясорубку), проте функ-

ції керування процесом закріплено за людиною. Лише 

людина вирішує, коли почати крутити ручку, коли закін-

чити, з якою швидкістю, а також здійснює контроль без-

пеки процесу. 

Автоматизація – це часткове або повне передання 

(заміна) функцій керування від людини до будь-якого при-

строю (спеціалізованого пристрою або обчислювальної 

машини). 

Сукупність машин, знарядь праці, засобів механіза-

ції, за допомогою яких забезпечують робочі операції з пог-

ляду теорії керування, є об’єктом керування (ОК). 

Засоби керування – це сукупність пристроїв, що за-

безпечують операції керування. 

Сукупність засобів керування та об’єкта керування 

утворює систему керування (СК). 

Системи керування, у яких усі робочі операції та 

операції керування виконують без участі людини, називають 

системами автоматичного керування (САК). Як приклад 

можна навести систему автопілота, численні верстати-

автомати тощо. Варто зазначити, що практично всі проце-

си життєдіяльності біологічних істот є, фактично, автома-

тичними системами: підтримання температури тіла, тиску, 

складу крові тощо. 

Якщо частину операцій керування все ж таки пере-

дають людині (точніше сказати, залишають за людиною), 

це називають автоматизованою системою. Таких систем 
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у техніці величезна кількість – вони відрізняються лише 

ступенем участі людини в процесах керування – від майже 

повного до так званого режиму порадника. 

Автоматичні системи регулювання (АСР) – сукуп-

ність об’єкта та пристрою керування (автоматичного регу-

лятора), процес функціонування яких характеризують тим, 

що відомі задані значення регульованих координат xзд (t). 

Допускають також термін «системи автоматичного регу-

лювання» (САР). Далі буде подано, що в процесі регулю-

вання потрібно виконувати вимогу: x (t) → xзд (t), де x (t) – 

поточне значення регульованої координати. 

 

1.2. Основні елементи системи автоматичного 

керування 

Потреба в керуванні виникає тоді, коли нормальний 

перебіг процесу (робочих операцій) порушується внаслідок 

впливу на об’єкт керування різних зовнішніх або внутріш-

ніх збурень. У цьому разі необхідно зазначити, що таке 

збурення в технічних об’єктах більшою чи меншою мірою 

наявні завжди. 

Для здійснення керування й побудови ефективних 

систем керування необхідні знання двох видів: 

– конкретні знання про об’єкт керування (напри-

клад, про машину або технологічний процес), тобто про те, 

яким законам підпорядковуються процеси, що відбувають-

ся в ньому, або його поведінку; 

– знання принципів і методів керування, які дають 

можливість установити, що й (або) як потрібно змінювати 

в системі, щоб у кінцевому підсумку одержати бажаний 

результат, тобто зберегти нормальний перебіг процесу. 

У теорії автоматичного керування зазвичай вважа-

ють, що знання першого роду вже одержані, тобто матема-

тичний опис об’єкта керування відомий. 
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Керування технічним процесом – цілеспрямована 

діяльність, спрямована на досягнення бажаних результатів 

(одержання прибутку, мінімальної собівартості продукції, 

забезпечення її якості) на основі одержання та оброблення 

інформації про стан об’єкта та умови його роботи. У про-

цесі керування виконують набір операцій, які відповідають 

таким етапам: 

– збирання інформації про стан об’єкта та зовнішнє 

середовище; 

– аналіз та оброблення інформації; 

– ухвалення рішень на основі необхідної інформації; 

– реалізація керувальних впливів за допомогою тех-

нічних засобів. 

Об’єкт керування (регулювання, автоматизації, ке-

рований об’єкт) – технологічний процес, агрегат або ком-

плекс, призначений для здійснення впливу на сировину, 

матеріали для одержання продукту або напівпродукту. 

У складних системах керування об’єктом може бути виро-

бництво, підприємство, галузь промисловості. У будь-

якому разі для досягнення мети функціонування необхідно 

сформувати керувальні впливи, які компенсують небажані 

відхилення від обраного режиму. Зрозуміло, що об’єкти 

можуть бути різними, мати різне призначення, виконувати 

різні функції. Водночас систему керування створюють са-

ме для об’єкта, тому його властивості визначають основні 

характеристики системи керування – її структуру, функції, 

показники стійкості та якості. Отже, саме об’єкт визначає 

призначення системи керування, наприклад, автоматизова-

на система керування підприємством, автоматична система 

керування випарною установкою, автоматична система ре-

гулювання температури тощо (рис. 1.1). 
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Рисунок 1.1 – Схема об’єкта керування 

 

Для об’єктів керування можна виділити такі змінні 

об’єкта керування: 

– координати стану, які визначають стан об’єкта в 

будь-який момент часу, для АСР – це регульовані коорди-

нати Х = {х1, х2, ..., хn}; 

– вихідні змінні, які характеризують якість об’єкта 

керування. Схема об’єкта продукту, продуктивність 

об’єкта або узагальнені показники, наприклад, коефіцієнт 

корисної дії (ККД), питомі витрати матеріалів і енергії то-

що. Y = {y1, y2, …, yr}; 

– збурення – зовнішні та внутрішні чинники, напри-

клад, змінювання характеристик зовнішнього середовища, 

параметрів енергоносіїв, якості сировини тощо, вплив яких 

порушує роботу об’єкта, Z = {z1, z2, …, zL}; 

– керувальний вплив – цілеспрямовані змінювання 

матеріальних та енергетичних потоків, що спрямовані на 

компенсацію збурень z, U = {U1, U2, …, Um}. 

У складних системах керувальні впливи можуть пе-

редбачати змінювання структури або навіть кадрові перес-

тановлення. 

Вектори Y, X, Z, U можуть мати довільну кількість 

складових, а в частинному випадку – це скалярні величини. 

Автоматичний регулятор – технічний засіб, який 

реалізує керувальні впливи залежно від стану об’єкта та 



16 

зовнішнього середовища Uрег. = f (x, z, t). Автоматичний 

регулятор реалізують також програмним способом у мік-

ропроцесорних контролерах або ЕОМ. У складних систе-

мах функції керування виконують різні регулятори або 

спеціальні пристрої. 

До складу засобів керування зазвичай входять такі 

елементи: 

– вимірювальний (чутливий) елемент або давач для 

фіксації змін вихідної (рідше вхідної, що збурює) змінної 

та перетворення її в сигнал стандартного типу. Асортимент 

датчиків, їхні характеристики та принцип дії є предметом 

вивчення інших дисциплін; 

– пристрій керування (регулятор, пристрій, що ко-

ригує), який отримує сигнал від вимірювального елемента 

та формує за деяким певним законом вихідний сигнал, не-

обхідний для керування об’єктом. Часто пристрій керуван-

ня одночасно виконує роль підсилювача потужності; 

– виконавчий елемент (пристрій) дає можливість 

здійснювати вплив на об’єкт за допомогою зміни керува-

льної змінної. До таких пристроїв належать різні засувки, 

вентилі тощо, оснащені відповідними механізмами привода. 

Наведений склад засобів керування є характерним 

практично для будь-яких систем керування. Для прикладу 

розглянемо як об’єкт керування економіку держави. Тут 

вимірювальним елементом є органи державної статистики. 

Верховна Рада України формує закони, тобто є пристроєм 

керування. І, нарешті, реалізацію ухвалених законів забез-

печують виконавчі елементи – органи примусу на місцях: 

податкова інспекція, поліція, суд і прокуратура. 

 

1.3. Поняття функціональної та структурної схем 

Вивчення та аналіз складних систем автоматичного 

керування істотно полегшується, якщо її попередньо по-

думки розділити на більш прості (типові) елементи, вияви-



17 

ти фізичні взаємозв’язки між ними й відобразити ці взає-

мозв’язки схематично в будь-якій умовній формі. 

У теорії автоматичного керування здебільшого з ці-

єю метою використовують функціональні та алгоритмічні 

структури (функціональні та структурні схеми). Функціо-

нальні та структурні схеми складаються з умовних зо-

бражень елементів (зазвичай у вигляді прямокутників) і 

зв’язків між ними, зображуваних у вигляді ліній зі стріл-

ками, що показують напрямок передавання впливів. Кожна 

лінія відповідає одному сигналу або одному впливу. Біля 

кожної лінії зазначають фізичну величину, що характери-

зує цей вплив. 

Зазвичай спочатку складають функціональну схе-

му системи автоматичного керування, а потім – структу-

рну схему. 

Функціональна схема – це структура (схема), що ві-

дображає функції (цільові призначення) окремих частин 

системи автоматичного керування. Як частину функціона-

льної схеми системи розглядають функціональні пристрої. 

Назви пристроїв указують на виконання певних функцій, 

наприклад, давач, підсилювач, блок порівняння тощо. 

Структурна схема – це структура (схема), що являє 

собою сукупність взаємозв’язаних алгоритмічних ланок 

(частин алгоритмічної структури системи автоматичного 

керування відповідно до певного математичного або логіч-

ного алгоритму перетворення сигналу) й характеризує ал-

горитми перетворення інформації в системі. На схемах ал-

горитмічні ланки зображують прямокутниками, усередині 

яких записують відповідні оператори перетворення сигна-

лів (математичні вирази). Іноді замість операторів у фор-

мульному вигляді наводять графіки залежності вихідної ве-

личини від вхідної. Приклади функціональної та структур-

ної схем наведено на рисунках 1.2 та 1.3 відповідно. 
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ЕП ППБ КП ВП ОК

Д

xЗ (t) u(t)

z(t)

x(t)

-

Рисунок 1.2 – Приклад функціональної схеми САК: 

ЕП – елемент порівняння, КП – корегувальний пристрій; 

ППБ – підсилювально-перетворювальний блок; 

ВП – виконавчий пристрій; ОК – об’єкт керування; 

Д – давач 
 

xз (s)

-
Wо (s)

Wкз (s)

Wнс (s)
e (s) u(s) x(s)+

Рисунок 1.3 – Приклад структурної схеми САК 
 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Які основні поняття теорії автоматичного керу-

вання? 

2. Які основні елементи системи автоматичного ке-

рування? 

3. З яких основних впливів складається об’єкт ке-

рування? 

4. Які основні виходи є в об’єкта керування? 
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Тема 2 

ПРИНЦИПИ КЕРУВАННЯ ТА КЛАСИФІКАЦІЯ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

2.1. Фундаментальні принципи керування  

в техніці 

Знаючи властивості об’єкта керування (математич-

ний опис, математичну модель) та характеристики зовніш-

ніх впливів (збурень), можна спробувати розробити такий 

алгоритм (закон) керування, який забезпечив би необхідну 

якість функціонування системи. Проте математична мо-

дель об’єкта завжди наближено відображає його справжні 

властивості, а характеристики впливів, що збурюють, за-

звичай заздалегідь взагалі невідомі. З цієї причини такий 

підхід до створення систем керування є непродуктивним. 

Принципи керування, що використовують у техніці, 

є однією з ознак класифікації САК, визначених обсягом 

інформації, що використовує пристрій керування для фор-

мування керувальних впливів. Розрізняють принципи розі-

мкненого керування (пряме керування й керування за збу-

ренням), принцип зворотного зв’язку (керування за відхи-

ленням) і принцип комбінованого керування. 

Розімкнена САК – система, у якій не здійснюють 

контроль керованої змінної, тобто вхідними впливами її 

пристрою керування є лише зовнішні (такі, що задаються, 

та/або такі, що збурюють) впливи. 

Замкнена САК (зі зворотним зв’язком) – система, у 

якій вхідними впливами для її пристрою керування є як 

зовнішні (такі, що задають), так і внутрішні (вихідні змінні 

або змінні стану) впливи. Керувальний вплив у замкненій 

системі формується здебільшого у вигляді деякої залежності 

від величини, знаку та похідних відхилення фактичного 

значення керованої вихідної змінної від її заданого значення. 
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2.1.1. Принцип прямого розімкненого керування 

Функціональна схема прямого розімкненого керу-

вання має вигляд, поданий на рисунку 2.1, а алгоритм ро-

боти зображено у вигляді залежності (2.1) 

 

u (t) = U [xз (t)].  (2.1) 

 

ПК ОК
xз (t) u(t)

z(t)

x(t)

 
 

Рисунок 2.1 – Функціональна схема системи  

прямого розімкненого керування 

 

Оператор U встановлює функціональний зв’язок 

між впливом, що є заданим xз (t), і керувальним впли-

вом u (t), а сама система в цьому разі здійснює програмне 

керування (за заданим законом). Близькість значень xз (t) і 

x (t) забезпечується лише конструкцією та підбиранням за-

кону впливу пристрою керування (ПК). 

Системи такого типу працюють із достатньою ефек-

тивністю лише за умови, що вплив збурень z (t) на об’єкт 

незначний і всі елементи розімкненого ланцюга мають до-

сить стабільні характеристики. 

Прикладами таких систем є музична скринька (ша-

рманка), розподільний кулачковий механізм двигуна тощо. 

 

2.1.2. Принцип компенсації (керування за збуренням) 

У системах керування за збуренням (рис. 2.2) керу-

вальний вплив залежить як від збурювального впливу z (t), 

так і від задавального впливу xз (t), а алгоритм роботи по-

дають у вигляді (2.2) 
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u (t) = U [xз (t), z (t)].  (2.2) 

ПК ОКxз (t) u(t)

z(t)

x(t)

 
 

Рисунок 2.2 – Функціональна схема системи керування 

за збуренням 

 

Зазвичай розімкнені системи керування за збурен-

ням виконують функції стабілізації керованої величини. 

Перевагою розімкнених систем керування за збу-

ренням є їхня швидкодія: вони компенсують (звідси й назва 

компенсаційні) вплив збурення ще до того, як воно про-

явиться на виході об’єкта. Але ці системи застосовують 

лише тоді, коли на керовану величину впливають одне або 

два збурення і є можливість вимірювання цих збурень. 

Наприклад, порівняно не складно можна вимірюва-

ти температуру, витрату води, струм навантаження генера-

тора. Тому якщо ці величини впливають на об’єкт як збу-

рення, то зазвичай намагаються компенсувати їхній вплив 

за допомогою додаткової системи або ввести в основну си-

стему керування об’єктом сигнал, пов’язаний із таким 

впливом. 

Класичним прикладом керування за збуренням є 

схема компаундування генератора постійного струму 

(рис. 2.3), що забезпечує незмінність вихідної напруги під 

час коливання струму навантаження. Тут обмотку компа-

ундування якірного ланцюга генератора під’єднано так, 

що зменшення, наприклад, струму навантаження призво-

дить до збільшення сумарної напруги збудження Uзб, а це, 

зі свого боку, – до відновлення колишнього значення 

струму. 
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Рисунок 2.3 – Електрична схема системи керування  

генератором постійного струму 

 

Загальним недоліком розглянутих вище принципів 

розімкненого керування є незалежність керувальної змінної 

від стану об’єкта керування, тобто від величини вихідної 

координати. Характер регулювальних впливів залежить від 

властивостей об’єкта лише тією мірою, якою вони врахо-

вані під час створення пристрою керування. Тому в разі 

змінення властивостей об’єкта керування або за умови по-

яви інших неврахованих впливів, що збурюють, фактичне 

значення вихідної змінної може значно відрізнятися від 

необхідного. 

Розімкнені системи працюють за «балістичним» 

принципом. Так, стрілець, прицілюючись у мішень, може 

зробити поправку на чинники збурень: вітер, швидкість 

цілі тощо, але після пострілу вплинути на результат уже не 

в змозі. 

Здебільшого під час практичного застосування не-

має вичерпної та достовірної інформації ні про властивості 

об’єкта керування, ні про характеристики впливів, що збу-

рюють, і тому розімкнені системи керування виявляються 

малоефективними. Значно частіше застосовують більш 

конструктивно складні, але й більш ефективні замкнені 

системи. 
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2.1.3. Принцип зворотного зв’язку (керування  

за відхиленням) 

У замкнених системах використовують принцип 

зворотного зв’язку, наведений на рисунку 2.4. 

 

ЕП ПК ОК

Д

xз (t) u(t) x(t)

-

ε (t)

xзз (t)

 
 

Рисунок 2.4 – Функціональна схема замкненої системи  

з керуванням за відхиленням зворотного зв’язку 

 

На відміну від розімкнених систем, у замкнених си-

стемах обов’язково є вимірювальний елемент (давач) Д і 

елемент порівняння ЕП. Давач забезпечує вплив вихідної 

(регульованої) змінної на характер керувального впливу, 

який формується залежно від величини й знака відхилення 

фактичного значення керованої величини x (t) від заданого 

значення xз (t). 
 

u (t) = U [ε (t)],  (2.3) 

 

де ε (t) = xз (t) – x (t) – сигнал похибки системи (сигнал не-

узгодженості). 

 

Тому замкнену систему часто називають системою 

керування за відхиленням. 

Сигнал xзз (t), зазвичай пропорційний вихідній змін-

ній x (t), порівнюють на елементі порівняння (ЕП) із зада-

ним значенням (або з деяким іншим, що подають ззовні) 

xз (t) і лише в разі виникнення неузгодженості ε (t) за зако-
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ном пристрою керування (ПК) формується сигнал керу-

вання u (t), який повинен бути таким, щоб забезпечити 

усунення цієї неузгодженості. 

Якщо вплив вихідної величини на вхід системи від-

бувається зі знаком «–», тобто так, щоб зменшити неузго-

дженість, це від’ємний зворотний зв’язок, інакше – додатний 

зворотний зв’язок. Останній не є характерним для систем 

керування. Додатний зворотний зв’язок зазвичай застосо-

вують у пристроях для генерації коливань. 

Велика перевага замкнених систем полягає в тому, 

що в них контролюють безпосередньо керовану (вихідну) 

величину й у такий спосіб через неї під час формування 

керувального впливу побічно враховують впливи всіх збу-

рень. Однак замкнені системи також мають такі недоліки: 

– унаслідок наявності ланцюга зворотного зв’язку в 

цих системах можуть виникати коливання, які в деяких 

випадках можуть призвести до непрацездатності системи; 

– принцип впливу замкнених систем допускає не-

бажані зміни керованої величини: спочатку результат 

впливу збурення повинен проявитися на виході, система 

«відчує» відхилення й лише потім виробить керувальний 

вплив, спрямований на усунення цього відхилення. Така 

«повільність» (запізнювання сигналу у прямому ланцюзі) 

знижує ефективність керування. 

Однак, незважаючи на наявність певних недоліків, 

цей принцип керування широко застосовують під час ство-

рення САК, оскільки він дає можливість надійно викону-

вати завдання керування в разі нестачі інформації. 

Прикладів замкнених систем дуже багато. Так, на-

приклад, забезпечення життєдіяльності живих організмів є 

класичним прикладом використання зворотного зв’язку в 

природі. Перші регулятори Ползунова й Уатта – також 

пристрої зі зворотним зв’язком. 
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2.1.4. Комбінований принцип керування 

Комбінована САК – система (рис. 2.5), у якій вхід-

ними впливами її пристрою керування (ПК) є зовнішні (за-

вдання та збурення) і внутрішні (зворотний зв’язок) впливи. 

 

ПК ОКxз (t) u(t)

z(t)

x(t)

 

Рисунок 2.5 – Функціональна схема  

комбінованої системи керування 
 

У комбінованих системах є такі два ланцюги (кана-

ли) впливу: за завданням (керуванням) і за збуренням, а 

керувальний вплив формують згідно із законом (2.4) 

 

u (t) = U1 [ε (t)] + U2 [z (t)],  (2.4) 
 

де U1 і U2 – закони створення керувального впливу за ка-

налом керування й за каналом збурення відповідно. 

 

Ефективність роботи комбінованої САК завжди ви-

ща, ніж у замкненій системі, що окремо функціонує, або 

розімкненій. 

 

2.2. Класифікація систем автоматичного  

керування 

Існує велика кількість систем автоматичного керу-

вання. Щоб якось розібратися в цьому різноманітті, наведе-

мо класифікацію САК за різними ознаками. Класифікацію 

САК залежно від виду структури (або принципу керуван-

ня) було розглянуто вище в п. 2.1. На рисунку 2.6 подано 

ще одну з можливих класифікацій САК. 
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Рисунок 2.6 – Приклад класифікації САК 

 

Класифікацію САК за основними ознаками наведе-

но нижче. 

1. За виглядом диференціальних рівнянь (математич-

ної моделі), що описують елементи систем керування, роз-

різняють такі системи: 

– лінійні САК – це системи, усі елементи яких опису-

ють лінійними диференціальними та/або алгебраїчними рів-

няннями, й для яких справедливий принцип суперпозиції; 

– нелінійні САК – це системи, у яких хоча б один 

елемент описують нелінійними диференціальними та/або 

алгебраїчними рівняннями. 

2. За кількістю вихідних координат об’єкта керу-

вання розрізняють такі системи: 

– одновимірні САК (скалярні), що мають одну вихі-

дну координату; 

– багатовимірні САК (векторні), що, зі свого боку, 

можуть поділятися на системи зв’язаного і незв’язаного 

керування. У системах зв’язаного керування окремі при-

строї керування з’єднані між собою зовнішніми зв’язками. 

Окрему САК, що входить до складу багатовимірної систе-
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ми, називають автономною, якщо керована нею вихідна 

змінна не залежить від значення інших керованих величин. 

3. За призначенням або за характером зміни завдан-

ня розрізняють такі системи: 

– системи автоматичної стабілізації, алгоритм керу-

вання яких містить припис підтримувати значення керова-

ної величини на заданому рівні з деякою точністю. До них 

належать найпоширеніші САК у промисловій автоматиці; 

– системи програмного керування, алгоритм керу-

вання яких містить припис змінювати керовану величину 

відповідно до наперед заданої функції часу. Прикладом 

програмної САК є система керування активною потужніс-

тю синхронного генератора на електричній станції протя-

гом доби за заданим графіком; 

– системи, що слідкують, алгоритм керування яких 

містить припис змінювати керовану величину відповідно 

до заздалегідь невідомої функції часу. 

У стабілізувальних, програмних і таких, що слідку-

ють, САК мета керування полягає в забезпеченні рівності 

або близькості керованої величини x (t) до її заданого зна-

чення xз (t). Такий особливий випадок керування назива-

ють регулюванням. Пристрій керування, що здійснює регу-

лювання, називають регулятором, а систему – системою ре-

гулювання. 

4. Залежно від виду сигналів, що діють у САК, їх 

поділяють на такі системи: 

– безперервні системи, у яких діють безперервні 

(аналогові) сигнали, визначені в кожен момент часу; 

– дискретні системи, у яких діє хоча б один дискре-

тний, визначений лише в окремі моменти часу сигнал. До 

дискретних систем відносять, наприклад, САК, що мають у 

своєму складі цифрові обчислювальні пристрої: мікропро-

цесори, контролери. Водночас дискретні системи поділя-

ють на імпульсні, релейні, цифрові; 
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– гармонійно модульовані системи. 

5. За характером використовуваної інформації про 

умови роботи системи розрізняють такі системи: 

а) САК з жорстким законом керування та структу-

рою (безпошукові), у яких керувальний вплив формують 

унаслідок порівняння дійсного значення керованої величи-

ни із завданням. Такі системи застосовують для керування 

порівняно нескладними об’єктами, характеристики яких 

досить добре вивчені й для яких заздалегідь відомо, як по-

трібно змінити керувальний вплив за певного відхилення 

керованої величини від заданого значення; 

б) САК із структурою й законом керування, який 

змінюється, (пошукові), у яких керувальний вплив форму-

ється за допомогою пробних керувальних впливів і пода-

льшого аналізу результатів цих впливів. Таку процедуру 

пошуку необхідного керувального впливу доводиться за-

стосовувати тоді, коли характеристики об’єкта керування 

змінюються або відомі не повністю. З цієї причини пошу-

кові системи називають ще системами з неповною інфор-

мацією. До таких систем належать: 

 системи керування з автоматичним налашту-

ванням параметрів; 

 самонавчальні системи; 

 системи, що самоорганізовуються. 

6. За ступенем залежності керованої величини в 

усталеному режимі від величини та вигляду збурення САК 

поділяють на такі системи: 

– статичні системи, у яких наявна залежність керо-

ваної величини в усталеному режимі від величини збу-

рення; 

– астатичні системи, у яких відсутня залежність керо-

ваної величини в усталеному режимі від величини збурення. 

7. Залежно від джерела енергії, за допомогою якого 

створюють керувальний вплив, розрізняють такі САК: 
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– прямої дії, у яких керувальний вплив створюють 

за допомогою енергії об’єкта керування. До них належать 

найпростіші системи стабілізації (рівня, витрати, тиску 

тощо), у яких вимірювальний елемент безпосередньо (на-

приклад, через важільну систему) впливає на виконавчий 

орган (заслінку, клапан тощо); 

– непрямої дії, у якій керувальний вплив створюють 

за допомогою додаткового джерела енергії. Таких систем 

під час практичного застосування є більшість. 

Запропонований перелік не вичерпує всіх можливо-

стей класифікації. Можна зазначити ще системи стаціона-

рні та нестаціонарні, із зосередженими та розподіленими 

параметрами, з детермінованим і стохастичним вхідним 

впливом тощо. 

 

2.3. Стійкість, якість, надійність 

Для оцінювання працездатності автоматичних сис-

тем керування використовують різні показники, але зага-

льними вимогами є такі: 

– стійкість – це необхідна, але не достатня умова, 

яка означає можливість повернення системи в початковий 

стан після того, як була порушена її рівновага. Для автома-

тичних систем регулювання це означає збіжність перехід-

них процесів, тобто обмежений час їхньої тривалості. Оці-

нювання стійкості АСР здійснюють на початкових етапах 

аналізу й синтезу, тому що нестійка система не може бути 

застосована. Зазвичай для забезпечення стійкості необхід-

но змінити структуру системи або значення параметрів її 

елементів, насамперед автоматичних регуляторів. Для реа-

льних систем потрібно забезпечувати також додаткову ви-

могу – запас стійкості під час роботи в різних умовах; 

– якість, що для АСР характеризується якістю пе-

рехідних процесів: відхилення від заданого режиму в ста-

тиці та динаміці, коливальність і тривалість перехідних 
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процесів. Зазвичай якість перехідних процесів оцінюють 

такими інтегральними показниками: 

 

      
  

 
       ,  (2.5) 

           

 
       ,  (2.6) 

 

де Δх = хз – х; 

tn – час перехідного процесу. 

 

Отже, оцінювання якості перехідних процесів АСР 

дає можливість оцінити її працездатність і можливість за-

стосування в конкретних умовах; 

– надійність, яку доповнюють додатковими вимогами 

щодо вартості, зручності науково-технічного рівня тощо. 

 

Питання для самоперевірки 

1. У чому полягає принцип прямого розімкненого 

керування? 

2. У чому полягає принцип компенсації? 

3. У чому полягає принцип зворотного зв’язку? 

4. У чому полягає комбінований принцип керування? 

5. За якими ознаками класифікують системи керу-

вання? 

6. Як класифікують системи керування за виглядом 

диференціальних рівнянь? 

7. Як класифікують системи керування за виглядом 

вихідних сигналів? 

8. Що називають стійкістю, якістю та надійністю 

автоматизованих систем керування? 
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Тема 3 

ПОНЯТТЯ МОДЕЛІ ТА МОДЕЛЮВАННЯ 

 

Для аналізу (дослідження поведінки) наявних сис-

тем керування й синтезу (створення) нових необхідна ная-

вність їхнього математичного опису (математичної моделі). 

Математичною моделлю динамічної системи називають 

сукупність математичних співвідношень, що однозначно 

описують розвиток процесів у системі в часі (часто нази-

вають «у русі»). Якщо таке співвідношення пов’язує лише 

вхідні та вихідні координати системи (об’єкта), то такі мо-

делі називають математичними моделями «вхід – вихід». 

У сучасній теорії керування поряд із моделями «вхід –

вихід» застосовують математичні моделі в просторі змін-

них стану – моделі у векторно-матричному поданні (більш 

детально буде розглянуто нижче). 

Ідея моделювання заснована на повній або частко-

вій подібності двох об’єктів однакової або різної природи. 

Подібними називають об’єкти, параметри (змінні) яких, що 

визначають їхній стан у будь-який момент часу й у будь-

якій точці, відрізняються в певну кількість разів. В об’єк-

тах із неповною подібністю подібними можуть бути не 

всі, а лише деякі, найбільш значущі параметри (змінні). 

Об’єкт, для якого знаходять або створюють подіб-

ний (тобто модель), називають об’єктом моделювання. 

Процес вивчення властивостей об’єкта за допомогою ана-

лізу або дослідження аналогічних властивостей його моде-

лі називають моделюванням. 

 

3.1. Основні види математичних моделей 

3.1.1. Фізичні та математичні моделі 

Розрізняють два види подібності об’єкта й моделі: 

фізичну та математичну. 
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Процеси, що відбуваються у фізично подібних об’єк-

тах, зазвичай мають однакову фізичну природу. Наприклад, 

хімічна реакція в колбі й аналогічний процес у багатотон-

ному реакторі; обтікання повітрям автомобіля й обтікання 

повітрям його моделі в аеродинамічній трубі тощо. 

Моделі, в основу яких покладено принципи фізич-

ної подібності, називають фізичними, а дослідження фізи-

чних моделей – фізичним моделюванням. 

Перевагою фізичного моделювання є природність 

досліджуваних процесів, недоліками – необхідність повно-

го комплексу вимірювань і витрат на побудову моделі, ін-

коли небезпека під час проведення експериментів, можли-

вість помилок під час перенесення результатів, одержаних 

під час дослідження моделі, на реальний об’єкт через вплив 

засобів вимірювання або зміну геометричних розмірів. 

Математично подібні об’єкти об’єднує (робить 

подібними) лише однаковість опису процесів математич-

ними співвідношеннями. У цьому разі фізична природа їх 

може бути різною. Тому моделі, засновані на математичній 

подобі, можуть бути найрізноманітнішими, зокрема й по-

даними у вигляді математичних виразів, які відображають 

фізичну сутність процесів в об’єкті моделювання. У ТАК 

застосовують два види моделей, заснованих на математич-

ній подобі: аналогові та математичні моделі. 

Ідея аналогових моделей і моделювання заснована на 

математичній подібності процесів, що відбуваються в еле-

ктричних ланцюгах, багатьох інших фізичних процесах і 

явищах. Тобто аналогова модель – це модель неповної по-

доби, вона подібна об’єкту лише своїм математичним опи-

сом. Аналогове моделювання зберігає всі риси досліджен-

ня фізичних моделей. 

Математична модель не має фізичної реалізації. 

Це, можна зауважити, віртуальна модель. Вона являє со-

бою одне або декілька математичних співвідношень, що 
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описують явища, які відбуваються в об’єкті моделювання. 

З цих причин математичне моделювання є дослідженням 

математичної моделі за допомогою багаторазового розв’я-

зання системи рівнянь за різних вихідних даних. 

Перевагами математичного моделювання є низька 

вартість досліджень, безпека проведення експериментів, 

можливість прогнозування поведінки процесів у гранич-

них станах; недоліками – складність і дорожнеча розроб-

лення моделі, необхідність глибоких знань фізичної та 

хімічної сутності процесів і гарної математичної підгото-

вки розробника. 

 

3.1.2. Аналітичні та експериментальні методи  

побудови математичних моделей 

Математичний опис системи керування залежно від 

її структури повинен складатися з математичного опису її 

складових: засобів керування (вимірювальних і виконав-

чих пристроїв, пристроїв керування (регуляторів)) і об’єкта 

керування. Зазвичай математичний опис елементів засобів 

керування через їхню стандартність відомий заздалегідь 

або є результатом проєктування системи керування. З об’єк-

том керування все значно складніше. Здебільшого матема-

тичний опис об’єктів керування існує, але через велику рі-

зноманітність технічних процесів таких випадків не так і 

багато. Та, навіть, наявні математичні моделі процесів із 

різних причин не завжди виявляються придатними для ви-

конання завдань керування. 

Завдання створення математичної моделі практи-

чно не можна формалізувати, тобто немає такого алгори-

тму або інструкції, дотримуючись якої будь-який охочий 

мав змогу розробити математичний опис будь-якого об’єкта. 

Деякою мірою це є мистецтвом. 

Розрізняють два методи створення математичних 

моделей: аналітичний і експериментальний. 
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Аналітичний (теоретичний) метод побудови мате-

матичних моделей ґрунтується на використанні фундамен-

тальних законів природи (термодинаміки, хімічної кінетики, 

законів збереження енергії, маси тощо). Для визначення 

коефіцієнтів (параметрів) таких моделей часто потрібні 

трудомісткі дослідження. Наприклад, є добре відомим 

співвідношення, що визначає перенесення енергії у формі 

теплоти (закон Фур’є)    
  

  
  . Однак для конкретного 

реального процесу величину λ необхідно визначати окремо 

(з довідників або експериментально). 

Експериментальний (статистичний) метод побудо-

ви математичних моделей заснований на обробленні екс-

периментальних даних, одержаних на об’єкті, унаслідок 

якого одержують емпіричні або напівемпіричні залежності, 

що пов’язують між собою змінні та параметри процесу, але 

зазвичай не відображають його фізичної сутності. Перевага 

такого підходу полягає в тому, що за мінімальних знань 

про сутність процесів удається одержати задовільний для 

цілей практичного застосування математичний опис, проте 

подальше його використання можливе лише у вузькому, 

обмеженому умовами проведених досліджень, діапазоні 

зміни координат. 

Наведений поділ не є суворим, тобто під час ство-

рення математичної моделі складних процесів можуть бути 

застосовані різні методи однаковою мірою. У цьому разі 

завжди необхідно пам’ятати, що математичний опис (мо-

дель) є відображенням властивостей об’єкта з більшою або 

меншою точністю. Тому не потрібно ототожнювати мо-

дель і об’єкт. 

Нижче буде наведено загальний огляд основних ви-

дів математичних описів. 
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3.1.3. Математичні моделі статики й динаміки 

Математична модель статики об’єкта керування 

не враховує його динамічних властивостей (тобто наявнос-

ті інерційності), навіть якщо вони йому притаманні, й опи-

сує залежності між вхідними та вихідними змінними в 

усталеному режимі. З формального боку математична мо-

дель статики не містить у своєму складі звичайних дифе-

ренціальних рівнянь (диференціальні рівняння в часткових 

похідних можуть бути наявними). Графічне подання мате-

матичної моделі статики називають статичною характе-

ристикою. 

Якщо математичний опис ураховує динамічні влас-

тивості об’єкта моделювання, то його називають матема-

тичною моделлю динаміки. У складі математичного опису 

такої моделі обов’язково наявні диференціальні рівняння 

першого й вищого порядків (якщо, звісно, об’єкт має інер-

ційні властивості). 

Отже, математичний опис статики є окремим ви-

падком математичного опису динаміки об’єкта, коли всі 

похідні за часом у диференціальних рівняннях дорівню-

ють нулю. 

 

3.1.4. Стаціонарні й нестаціонарні математичні 

моделі 

Зазвичай властивості системи керування (засобів та 

об’єкта керування), що виражаються в коефіцієнтах рівнянь 

математичного опису a (t), змінюються в часі. Наприклад, 

коефіцієнт теплопередавання в рівнянні математичного 

опису процесу теплообміну в трубчастому теплообміннику 

має властивість із часом зменшуватися в разі забруднення 

внутрішньої поверхні труб накипом. Такі процеси називають 

нестаціонарними. Нестаціонарні математичні моделі – це 

моделі, рівняння математичного опису яких містять коефі-

цієнти (параметри), залежні від часу. Моделювання таких 
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процесів є досить складним і вимагає використання особ-

ливих математичних методів. 

Однак здебільшого залежність коефіцієнтів від часу 

вкрай слабка (тобто вони змінюються, але досить повільно 

порівняно з часом процесів керування) й тому з достат-

ньою для практичного застосування точністю нею нехту-

ють. Такі об’єкти називають квазістаціонарними. 

Стаціонарними математичними моделями назива-

ють моделі, у рівняннях математичного опису яких міс-

тяться лише сталі коефіцієнти. 

 

3.2. Постановка задач аналізу та синтезу.  

Методика формалізованого опису елементів і систем 

Головними задачами теорії автоматичного керуван-

ня є такі: задачі аналізу та задачі синтезу. У завданні аналі-

зу задають систему та її параметри, а визначити необхідно 

властивості системи. У завданні синтезу задають вимоги, а 

необхідно створити систему, яка відповідала б цим вимо-

гам. Друга задача є більш складним і зазвичай не має одно-

значного розв’язку. Названі задачі розв’язують на основі 

математичного опису елементів і системи загалом, що дає 

можливість дослідити усталені та перехідні процеси в них. 

Одним із підходів одержання математичного опису систе-

ми є розбиття її на окремі ланки, для кожної з яких визна-

чають закономірності перетворення вхідного сигналу у ви-

хідний. У цьому разі виділення ланок здійснюють на підс-

таві зручності математичного опису. 

Під час формалізованого опису елементів і систем 

виконують такі положення: 

– систему розглядають як ланцюг взаємодійних (фі-

зично та інформаційно) елементів, які характеризуються 

можливістю передавати фізичні впливи та інформаційні 

сигнали в одному, чітко визначеному, напрямі; 
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– кожний конструктивний елемент системи розгля-

дають як перетворювач вхідного впливу у вихідну реакцію; 

– на основі апріорних даних щодо фізичної природи 

кожного елемента й закономірностей його функціонування 

складають математичну модель, яка відображає найбільш 

суттєві для цього випадку взаємозв’язки між вхідними та 

вихідними змінними елемента; 

– під час складання математичної моделі елементів 

або системи загалом завжди виникає необхідність деякої 

ідеалізації реальних фізичних процесів, певних спро-

щень фізичних закономірностей, відкидання другорядних 

чинників. Для цього необхідні глибокі знання процесу 

(об’єкта), фундаментальних законів та експериментальна 

перевірка. 

 

3.3. Лінійні й нелінійні математичні моделі.  

Лінеаризація 

Раніше було зазначено (див. п. 2.2), що реальні сис-

теми є нелінійними, й тому часто здійснюють операцію 

лінеаризації, тобто наближеної заміни нелінійних залежно-

стей лінійними. Розглянемо приклад лінеаризації статичної 

характеристики елемента, схему якого подано на рисун-

ку 3.1 а.  

У теорії автоматичного керування використовують 

аналітичні та графоаналітичні методи лінеаризації. Ста-

тичною характеристикою елемента або системи назива-

ють графічну залежність виходу від входу в статиці (в 

усталеному режимі). Саме статична характеристика дає 

можливість визначити коефіцієнт передавання, тобто про-

порційність відхилень вхідних і вихідних змінних. 

Лінеаризацію гладких (несуттєво нелінійних) стати-

чних характеристик можна здійснювати за методом доти-

чної (рис. 3.2) або малих відхилень. 
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Рисунок 3.1 – Схема елемента (а); статична лінійна  

характеристика (б); статична нелінійна характеристика (в) 

 
 

 

Рисунок 3.2 – Лінеаризація статичної характеристики  

методом дотичної 

 

Лінеаризація за методом дотичної полягає в розкла-

данні функції y (x) в інтервалі навколо деякої робочої точ-

ки x0 у ряд Тейлора та в подальшому урахуванні лише пер-

ших лінійних членів одержаного нескінченного ряду (3.1) 

 

                       ,  (3.1) 

 

де ẏ (x0) – значення похідної функції y (x) у заданій точці А 

з координатами x0 і y0. 
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Геометричний зміст такої лінеаризації полягає в за-

міні кривої y (x) дотичною ВС, що проведена до кривої в 

точці А (див. рис. 3.2). 

Під час аналізу систем керування зручно лінійні 

статичні характеристики розглядати у відхиленнях змін-

них x і y від значень x0 і y0, тобто Δy = y – y0 та Δx = x – x0 

(що відповідає перенесенню системи координат). Тоді ви-

раз (3.1) набуде такого вигляду: 

  

Δy = k · Δx,  (3.2) 

 

де k = ẏ (x0) – передатний коефіцієнт об’єкта (коефіцієнт 

підсилення), що характеризує його передатні (підсилюва-

льні) властивості в статичному режимі. 

 

Надалі всі висновки будуть стосуватися лише ліній-

них стаціонарних об’єктів (систем, елементів). 

Приклади лінеаризації статичних характеристик на-

ведено на рисунку 3.3. 
 

 

Рисунок 3.3 – Лінеаризація статичних характеристик  

методом дотичної (а) та січної (б) 

 

Якщо статичні характеристики задано графічно, то 

лінеаризовану характеристику можна одержати графічни-

ми методами. За методом дотичної проводять дотичну до 
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статичної характеристики в робочій точці А (U0, Х0) так, 

щоб ΔХ1 ≈ ΔХ2. Вона й буде лінійною статичною характе-

ристикою в робочому діапазоні U1, U2 (див. рис. 3.3 а). 

Якщо статична характеристика має вигляд, наведе-

ний на рисунку 3.3 б, то застосовують метод січних. Спо-

чатку проводять дотичну до статичної характеристики в 

робочій точці А так, щоб ΔХ1 ≈ ΔХ2, потім поділяють на-

впіл відрізки ΔХ1 та ΔХ2, а лінійною характеристикою буде 

пряма аb. Для лінійних статичних характеристик коефіці-

єнт передання набуде такого вигляду: 

 

  
  

  
     ,  (3.3) 

 

де α – кут нахилу прямої аb до осі абсцис. 

 

Здійснюючи лінеаризацію, необхідно оцінити точ-

ність заміни нелінійної характеристики лінійною. Напри-

клад, похибка лінеаризації під час використання методу 

дотичних буде найбільшою на кінцях робочого діапазону. 

Необхідно враховувати також, що лінеаризацію здійсню-

ють у робочій точці А, й під час змінення робочого режиму 

необхідно повторити лінеаризацію в новій робочій точці. 

 

3.4. Типові сигнали 

Під час дослідження елементів і систем аналізують 

проходження вхідних сигналів або, інакше кажучи, визна-

чають реакцію елемента або системи на вхідний сигнал. 

Для можливості порівняння властивостей систем у ТАК 

введено поняття «типові сигнали» і саме їх використову-

ють для такої мети. У цьому разі властивості елементів і 

систем оцінюють у часовій і частотній зонах, що дає мож-

ливість оцінити їхню поведінку в статиці й динаміці, тобто 

визначити їхні статичні й динамічні характеристики. 
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Залежно від характеру зміни сигналів за часом і фо-

рмою математичного подання розрізняють такі сигнали: 

– регулярні (детерміновані) сигнали, які змінюються 

за певним законом і описано конкретною функцією часу; 

– нерегулярні (випадкові) сигнали, які змінюються з 

часом випадково, значення в кожний момент часу є ймо-

вірним. 

До типових сигналів належать стандартні сигнали, 

які використовують під час теоретичних і експерименталь-

них досліджень. Їх описують простими математичними 

залежностями та нескладно відтворити. Використання ти-

пових (еталонних) впливів дає можливість уніфікувати ро-

зрахунки різних систем і порівнювати їхні передатні влас-

тивості. 

Основними видами типових регулярних сигналів 

є такі: 

– ступінчастий сигнал (рис. 3.4 а). Для такого сиг-

налу характерним є те, що він змінюється стрибкоподібно 

в момент часу t0 і зберігає своє значення впродовж експе-

рименту. Оскільки величина стрибка має умовну одиницю, 

тоді виконується умова (3.3). 

 

 
 

Рисунок 3.4 – Типові сигнали: а – ступінчастий; 

б – імпульсний; в – гармонійний 

 

Ступінчастий сигнал формують під час комп’ютер-

ного моделювання, а для реальних систем його величина, 

наприклад переміщення регулювального органу, має кін-
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цеве значення, а швидкість зміни (стрибок) обмежена. 

Одиничний ступінчастий сигнал, що подають у момент 

t = t1, позначають «1(t – t1)». Стрибкоподібний сигнал ви-

користовують для визначення часових характеристик. Він 

може імітувати змінювання збурення або сигналу завдан-

ня. Варто зазначити, що в реальних системах цей сигнал 

необхідно підтримувати впродовж всього експерименту, 

що часто призводить до неприпустимих порушень техно-

логічного режиму; 

– імпульсний сигнал (рис. 3.4 б) є одиничним імпу-

льсом, який має нескінченно велику висоту та нескінченно 

малу тривалість, а його площа дорівнює одиниці. Зазвичай 

імпульсний сигнал є певною ідеалізацією, яка в математиці 

відома як δ-функція Дірака 

 

      
      
      

           
 

  
.  (3.4) 

 

Зважаючи на залежність (3.5) 

 

     
     

  
   (3.5) 

 

можна побачити, що δ-функція – це похідна від одинично-

го стрибка. 

Неодиничний імпульс із площею а0 позначають 

«а0 δ(t)». Якщо одиничний імпульс діє в момент часу t = t1, 

то йому відповідає зміщена дельта-функція δ (t – t1). 

Основною властивістю дельта-функції є така: 

 

                  
 

  
,  (3.6) 

 

тобто неодинична імпульсна функція U (θ) δ (θ – t), одер-

жана як добуток довільної функції U (θ) на зміщену дель-
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та-функцію, існує лише в момент часу θ = t. Це означає, 

що дельта-функція має фільтрувальну або вихоплювальну 

властивість. Цей вираз можна також розглядати як розкла-

дення деякої функції U (t) на суму нескінченно великої кі-

лькості елементарних імпульсів вигляду U (θ) δ (θ – t), 

причому кожний елементарний імпульс діє лише в момент 

θ = t і має площу X (θ) dθ. У реальних системах імпульс 

має певну величину і тривалість, подану на рисунку 3.3 б 

пунктиром; 

– гармонійний сигнал, який відповідає такому сину-

соїдальному закону: 

 

            ,  (3.7) 
 

де Um – максимальне значення амплітуди; 

  
  

 
 – кругова частота, що може змінюватися від ну-

ля до нескінченності ∞; 

Т – період; 

     – лінійний сигнал, який змінюється за таким за-

коном: 

 

            ,  (3.8) 
 

де a1 – коефіцієнт, який характеризує швидкість збільшен-

ня сигналу U (t). 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Якими бувають основні види математичних мо-

делей у ТАК? 

2. У чому полягає постановка задач аналізу й синтезу? 

3. Що називають лінійною математичною моделлю? 

4. Що називають нелінійною математичною мо-

деллю? 
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Тема 4 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ  

ТА ПЕРЕДАТНА ФУНКЦІЯ 
 

4.1. Лінійні диференціальні рівняння  
автоматичних систем регулювання 

Для автоматичних систем регулювання основним ре-

жимом є динамічний, який характеризується змінюванням 

регулювальних координат Х за часом t. АСР увесь час пере-

буває під впливом збурень або змінюваного сигналу Хзд. 

Вигляд перехідного процесу залежить від сигналів, 

які його викликали, а також від властивостей об’єкта й ре-

гулятора. Отже, під час виконання задач аналізу та синтезу 

АСР необхідно мати математичні моделі елементів і сис-

тем загалом, а насамперед – їхні динамічні характеристи-

ки. Для цієї мети в теорії автоматичного керування вико-

ристовують диференціальні рівняння, передатні функції, 

частотні та часові характеристики. 

 

 
Рисунок 4.1 – Перехідні процеси в АСР: 

а) щодо збурення Z0; 

б) щодо зміни завдання Хзд; 

1 – коливальний процес; 

2 – аперіодичний процес 
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Загалом динамічні властивості одноконтурної АСР 

описують диференціальним рівнянням такого вигляду: 

 

     
   

           
     

          
  

  
       

   
   

        
     

          
  

  
       

    
   

   
     

     

     
     

  

  
    ,  (4.1) 

 

де x, U, z – координата стану (регульована координата) і 

вхідні змінні: керувальний вплив і збурення; 

ai, bi, ci – коефіцієнти. 

 

У рівнянні (4.1) необхідно врахувати чинник часу, 

тобто фактично всі змінні залежать від часу: x(t), U(t), z(t). 

Коефіцієнти диференціального рівняння називають пара-

метрами, значення яких визначено конструктивними та 

режимними особливостями об’єкта, наприклад, швидкістю 

перебігу процесів, константами теплоти, масообміну, хімі-

чних реакцій. Якщо розглядають нестаціонарні системи, то 

коефіцієнти диференціального рівняння залежать від часу: 

ai (t), bi (t), ci (t). 

 

4.1.1. Операторна форма 

Зручною формою запису рівняння (4.1) є операторна 

або символічна форма. Для цього вводять такий оператор: 

 
 

  
    

  

      .    (4.2) 

 

З урахуванням (4.2) диференціальне рівняння (4.1) в 

операторній формі набуде такого вигляду: 

 
                                          

                
                  (4.3) 
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або 

 

                            ,  (4.4) 
 

де D (p) – власний оператор; R1 (p), R2 (p) – оператори 

впливу. 

 

Лінійні диференціальні рівняння першого, другого, 

а часом і більш високих порядків записують у стандарт-

ній (канонічній) формі, коли вихідна координата та її похі-

дні розташовано в лівій частині рівняння, вхідні змінні – у 

правій частині, а коефіцієнт за х дорівнює одиниці. Напри-

клад, диференціальне рівняння першого порядку (n = 1) 

записують у такому вигляді: 

 

  
  

  
            .  (4.5) 

 

Для подання рівняння в стандартній формі поділимо 

вираз (4.5) на a0, тоді одержимо: 

 

 
  

  
          ,  (4.6) 

 

де   
  

  
 – стала часу; 

   
  

  
;    

  

  
 – коефіцієнти передавання за керува-

льним впливом і збуренням відповідно. 

 

Стандартна форма диференціального рівняння дає 

можливість оцінити деякі важливі показники елементів або 

всієї системи: стала часу T завжди має розмірність часу 

[с, хв.] і визначає інерційність системи, наприклад, трива-

лість перехідного процесу tn = (3 – 4)T. Коефіцієнти пере-

давання також мають важливий фізичний зміст: вони ви-

значають, наскільки змінилася вихідна величина під час 
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змінення вхідної на одиницю. Наприклад, якщо оцінюють 

зміни температури під час змінення подання пари, тоді ро-

змірність коефіцієнта передавання буде  
  

 

    
 . Часто керу-

вальний вплив оцінюють в одиницях переміщення регулю-

вального органу, його коефіцієнт передавання має розмір-

ність  
  

 

    
  (хРО – хід регулювального органу). 

Диференціальне рівняння (4.1) описує поведінку си-

стеми в динаміці, а його розв’язком є перехідні процеси за 

різних вхідних впливів і заданих початкових умов 

 

x(t) = xв (t) + xу т (t),  (4.7) 
 

де xв (t) – вільна складова, яка в стійких системах із часом 

зникає; вона є перехідною складовою; 

xуст (t) – змушена, усталена складова; вона відповідає 

значенню, до якого прямує x (t) під час t → ∞. 

 

Розв’язок диференціальних рівнянь знаходять за та-

ким алгоритмом: знаходження загального розв’язку одно-

рідного рівняння, частинного й загального розв’язку неод-

норідного рівняння та власне розв’язку з числовими зна-

ченнями сталих коефіцієнтів. Вільна складова xв (t) є 

розв’язком оператора D = 0 (4.4), який має n складових (n – 

порядок системи) 

 

 в        
   

   ,  (4.8) 
 

де Ci – сталі інтегрування; λ – корені полінома D. 

 

З диференціальних рівнянь можна одержати також 

рівняння статики, дорівнявши похідні до нуля (p = 0). Для 

рівняння (4.6) статична характеристика матиме такий ви-

гляд: 
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x = KuU + KzZ.  (4.9) 

 

4.1.2. Принцип суперпозиції 

Принцип суперпозиції (принцип накладання) полягає 

в тому, що кожна вхідна величина створює свою складову 

вихідної величини незалежно від характеру й наявності 

інших вхідних величин, а також початкових умов. Інакше 

кажучи, зміна вихідної величини y (t), що виникає внаслі-

док впливу на елемент суми вхідних сигналів xi (t), дорів-

нює сумі змін вихідних величин yi (t), викликаних кожним 

сигналом xi (t) окремо (рис. 4.2). 

 

 
 

Рисунок 4.2 – Принцип суперпозиції 

 

Принцип суперпозиції є справедливим (тобто вико-

нується) виключно для лінійних систем. 

 

4.2. Поняття передатної функції 

У теорії автоматичного керування зручною й най-

більш наочною формою визначення закономірностей пере-

творення вхідних сигналів є передатна функція. В опера-

торному вигляді – це відношення оператора впливу до вла-
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сного оператора, причому кількість передатних функцій 

дорівнює кількості вхідних сигналів 

 

      
     

    
 

                  

                  
,  (4.10) 

      
     

    
 

   
               

                  
,  (4.11) 

 

тобто 

 

      
    

    
       

    

    
.  (4.12) 

 

Передатні функції мають нулі (корені рівняння 

R (p) = 0) й полюси (корені рівняння D (p) = 0). На основі 

виразів (4.9)–(4.11) визначають таку фундаментальну за-

лежність: 

 

                         .  (4.13) 

 

Отже, передатні функції мають чіткий фізичний 

зміст: вони визначають, як перетворюється вхідний сигнал 

(передається із входу на вихід). Передатні функції зручно 

отримувати з диференціальних рівнянь в операторній фор-

мі, наприклад, рівняння (4.6) можна записати так: 

 

                         .  (4.14) 

 

Тоді 

 

      
  

    
        

  

    
.  (4.15) 
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4.2.1. Приклад одержання передатної функції 

Диференціальне рівняння, яке описує поведінку лі-
нійної стаціонарної динамічної системи, може бути запи-
сане в такій компактній операторній формі: 

 

                            ,  (4.16) 
 

де D (p) – власний оператор системи; 
Ri (p) – оператори впливу. 

 
Оскільки ми розглядаємо лише лінійні стаціонарні 

системи, для яких виконується принцип суперпозиції, то з 
метою дослідження доцільно розглядати реакцію системи 
окремо на сигнал керування й окремо на сигнал збурення 
(справедливо вважаючи, що реакція на сумарний сигнал 
буде дорівнювати сумі окремих реакцій). Інакше кажучи, 
можна спочатку досліджувати поведінку системи під 
впливом лише сигналу керування 

 

                   ,  (4.17) 

 
припускаючи, що збурення відсутнє, а потім, навпаки, 
вважаючи, що є лише зовнішнє збурення z (t), тобто 
 

                    .  (4.18) 

 
Якщо поділити праву та ліву частину рівнянь (4.17) 

і (4.18) на D (p), то одержимо такі рівняння відповідно: 
 

     
     

    
    ;      

     

    
    .  (4.19) 

 
У правих частинах цих виразів співвідношення пе-

ред змінними u (t) і f (t) визначають те, як впливають хара-
ктеристики системи D (p) і вхідні впливи Ri (p) на процес 
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перетворення цих змінних (взагалі – сигналів) у системі, 
унаслідок чого отримуємо вихідну змінну (сигнал) y (t); 
інакше кажучи, як передається відповідний сигнал на ви-
хід системи. З цієї причини співвідношення поліномів 
Ri (p) і D (p) називають передатними функціями за такими 
впливами: 

– за керувальним впливом u (t) (або за керуванням), 
що випливає із рівняння (4.17) 

 

      
     

    
 

    

          
   (4.20) 

 
– за збурювальним впливом z (t) (або за збуренням), 

що випливає з рівняння (4.18) 
 

      
     

    
 

 

          
   (4.21) 

 
Після ділення правої та лівої частин на D (p) рів-

няння (4.16) запишемо в такому вигляді: 
 

                           .  (4.22) 

 
4.2.2. Зв’язок передатної функції з перетвореннями 

Лапласа 

Поряд з операторною (символічною) формою запи-
су передатної функції використовують запис передатної 
функції у формі зображень Лапласа. Це є можливим, тому 
що зображення Лапласа похідних першого й вищих поряд-
ків змінної-оригіналу за нульових початкових умов (влас-
тивість диференціювання оригіналів) із точністю до позна-
чень збігається з її операторною формою запису. Порів-
няйте форми запису: 

– у символічній формі запису 
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– зображення Лапласа 
     

  
              

               . 
Якщо застосувати перетворення Лапласа до вхідної 

й вихідної змінних і за умови, що початкові умови є нульо-
вими, то, застосувавши властивість диференціювання ори-
гіналу, одержимо такі рівняння (для спрощення вважаємо, 
що збурення відсутні) 

 

  
      

   
      

     

  
          

     

  
     ; (4.23) 

   
                              ; 
    

                       ; 
    

    
 

    

          
          . 

 
Звідси випливає друге формулювання визначення 

передатної функції: передатною функцією називають від-
ношення зображення за Лапласом вихідної величини до 
зображення вхідної за нульових початкових умов. Зважаю-
чи, що зазвичай рух системи починають із стану спокою, 
то передатну функцію у формі зображень Лапласа можна 
одержати з операторної форми формальною заміною p на s. 
Однак варто завжди пам’ятати, що така схожість виключно 
зовнішня. Описаний підхід може бути застосовано лише 
для лінійних стаціонарних елементів (об’єктів, систем) і 
лише за нульових початкових умов. 

 

4.2.3. Нулі та полюси передатної функції 

Як бачимо з (4.19) і (4.20), передатна функція є від-
ношенням двох поліномів такого вигляду (у символьній 
формі запису): 

 

     
    

    
 

               

                
   (4.24) 
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Значення змінної p, за якої передатна функція W (p) 
обертається в нескінченність, називають полюсом переда-
тної функції. Очевидно, що полюсами передатної функції 
є корені (розв’язки полінома) власного оператора D (p). 

Значення змінної p, за якої передатна функція W (p) 
обертається в нуль, називають нулем передатної функції. 
Очевидно, що нулями передатної функції є корені (рішен-
ня) вхідного оператора (або оператора впливу) R (p). 

Якщо коефіцієнт an ≠ 0, то передатна функція не має 
нульового полюса (p = 0), й таку систему називають ста-
тичною. Значення передатної функції статичної системи за 
умови p = 0 (або за умови t = ∞), яке не дорівнює нулю 
k = W (0) = bm / an, називають передатним коефіцієнтом 
(або коефіцієнтом підсилення). На противагу статичним, 
астатичні системи характеризуються наявністю нульових 
полюсів (p = 0). 

Передатна функція, як і диференціальне рівняння, 
являє собою вичерпну характеристику системи (об’єкта). 
Однак якщо під час ненульових початкових умов власний 
оператор і оператор впливу мають однакові корені (множ-
ники, які можна скоротити), то за скороченою формою за-
пису передатної функції відновити початковий вигляд ди-
ференціального рівняння неможливо. 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Що називають диференціальним рівнянням? 
2. Для чого використовують диференціальні рівнян-

ня в ТАК? 
3. У чому полягає принцип суперпозиції? 
4. Що називають передатною функцією? 
5. Для чого в ТАК використовують операторну 

форму? 
6. Який зв’язок передатної функції з перетворення-

ми Лапласа? 
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Тема 5 

ЧАСОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
 

5.1. Часові характеристики: перехідна й імпульсна 

перехідна характеристики 

Часова характеристика – це реакція елемента або 

системи на типові вхідні сигнали – стрибкоподібний чи 

імпульсний (рис. 5.1). Часові функції є наочними, за їхнім 

виглядом можна оцінити загальні властивості елемента або 

системи, які визначають їхні динамічні особливості. З ма-

тематичного погляду часові характеристики є розв’язком 

диференціального рівняння, яке описує поведінку елемен-

та або системи залежно від виду зовнішнього сигналу (це 

визначають із правої частини диференціального рівняння) 

та початкових, зазвичай нульових, умов. Перехідну функ-

цію h (t) (рис. 5.1 а) визначають як зміну вихідної величи-

ни з часом під час подавання на вхід одиничного ступінча-

стого сигналу за нульових початкових умов. 

 

 
  а)     б) 
 

Рисунок 5.1 – Часові характеристики: 

а) перехідна функція h (t); 

б) імпульсна перехідна функція w (t) 
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Імпульсну перехідну функцію w (t) (рис. 5.1 б) ви-
значають як зміну вихідної величини з часом після подан-
ня на вхід сигналу у вигляді δ-функції. Цю характеристику 
називають також ваговою функцією, або функцією ваги. 

Перехідні характеристики можна одержати декіль-
кома способами: 

– з використанням методів операційного обчислен-
ня (перетворення Лапласа); 

– графоаналітичним методом (останнім часом не за-
стосовують); 

– експериментально у виробничих умовах на реаль-
ному об’єкті, якщо зафіксувати зміну вихідної змінної під 
час подавання на вхід ступінчастого впливу (наприклад, 
дуже швидке відкриття або закриття на деяку величину 
регулювального вентиля). Однак зазвичай такий вплив не є 
одиничним, тому одержану характеристику називають «кри-
ва розгону», або «розгінна характеристика». З кривої роз-
гону одержують перехідну характеристику нормуванням 
(поданням її у вигляді одиничного впливу). 

Форми одержуваних перехідних характеристик мо-
жуть бути різними, але з них можна виділити три найбільш 
типові форми (рис. 5.2): 

– аперіодична; 
– що сходиться або розходиться; 
– коливальна. 
 

 
 

Рисунок 5.2 – Типи перехідних процесів: 

1, 2 – аперіодичний; 3 – коливальний 
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Якщо на систему впливають декілька сигналів од-

ночасно, то, зважаючи на принцип суперпозиції, можна 

визначити перехідні характеристики для кожного впливу 

окремо. У тому разі, якщо вхідний ступінчастий вплив не 

одиничний, а збільшений в a разів, тобто a · 1 (t), де a –

 константа, то перехідна функція системи ha (t) = a · h (t). 

 

5.2. Класичний метод розв’язання лінійних  

неоднорідних диференціальних рівнянь із сталими  

коефіцієнтами 

Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рі-

вняння (ЛНДР) другого порядку 

 

                  (5.1) 

 

За теоремою про структуру розв’язання ЛНДР  

II порядку загальний розв’язок (5.1) складається із суми 

загального розв’язку відповідного йому лінійного однорід-

ного диференціального рівняння (ЛОДР) та часткового 

розв’язку. 

Отже, розв’яжемо ЛОДР II порядку зі сталими кое-

фіцієнтами 

 

              (5.2) 

 

за допомогою характеристичного рівняння 

 

          .  (5.3) 

 

Розглянемо три варіанти вибору загального розв’язку: 

1) якщо корені рівняння (5.3) дійсні та різні, то зага-

льний розв’язок записують у такому вигляді: 
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   ;  (5.4) 

 

2) якщо корені (5.3) дійсні й однакові, то загальний 

розв’язок подають у такому вигляді: 

 

             ;  (5.5) 

 

3) якщо корені (5.3) є комплексними ( 1, 2 =   ±   ), 

то загальний розв’язок наводять у такому вигляді: 

 

                      .  (5.6) 

 

У разі, коли права частина рівняння (5.1) є констан-

тою, частковий розв’язок (5.1) можна записати так: 

 

       ,  (5.7) 
 

де ӯ – загальний розв’язок відповідного ЛОДР. 

 

За відомих початкових умов знаходять першу та 

другу похідні, а потім разом із знайденою функцією у із 

невизначеними коефіцієнтами ci, початковими умовами 

підставляють у (5.1). 

 

5.3. Застосування перетворення Лапласа в теорії 

автоматичного керування 

Рівняння динаміки АСК у символічній формі мають 

такий вигляд: 

 
                               

          
                   ,   (5.8) 
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або 

 

                 .  (5.9) 

 

Для знаходження інтеграла функції y (t) потрібно 

розв’язати таке характеристичне рівняння: 

 

        
     

                . (5.10) 

 

Рівняння п’ятого та вище ступенів у радикалах не 

розв’язують, а розв’язання рівнянь третього та четвертого 

ступенів є громіздкими. Тому під час аналізу САК перехо-

дять від класичних методів розв’язання диференціальних 

рівнянь до їхніх розв’язань за допомогою перетворень 

Лапласа. 

Перетворення Лапласа – це функціональне перетво-

рення, за якого функцію дійсної змінної f (t) перетворюють 

на функцію комплексної змінної F (p). 

Функцію f (t) можливо перетворити за Лапласом, 

якщо вона визначена й однозначна для всієї зони, а також 

якщо виконується така умова: 

 

                      в   
 

 
.  (5.11) 

 

Функцію f (t) називають оригіналом, функцію F (p) –

 зображенням (за Лапласом). Перетворення оригіналу в 

зображення називають прямим перетворенням Лапласа і 

здійснюють за допомогою такого інтеграла: 

 

                
 

 
.  (5.12) 
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Перетворення зображення в оригінал називають 

зворотним перетворенням Лапласа і здійснюють за допо-

могою такого інтеграла: 

 

               
    

    
.  (5.13) 

 

Операції прямого та зворотного перетворень Лапла-

са позначають «L» і «L
–1

» відповідно. Зв’язок між оригіна-

лом і зображенням записують так: 

 

         .  (5.14) 

 

Таблиця 5.1 – Таблиця перетворень Лапласа 

f (t) (t > 0) F (p) = L [f (t)] 

1 (t) 1 / p 

δ (t) 1 

t 1 / p
2
 

t
n
 n! / p

n+1
 

e
at

 1 / (p – a) 

e
–at

 1 / (p + a) 

t · e
at

 1 / (p – a)
2
 

t
n
 · e

at
 n! / (p – a)

n+1
 

sin(ωt) ω / (p
2
 + ω

2
) 

cos(ωt) p / (p
2
 + ω

2
) 

sin(ωt + φ) [sin(φ) · p + cos(φ) · ω] / (p
2
 + ω

2
) 

cos(ωt + φ) [cos(φ) · p – sin(φ) · ω] / (p
2
 + ω

2
) 

e
at

 · sin(ωt) ω / [(p – a)
2
 + ω

2
] 

e
at

 · cos(ωt) (p – a) / [(p – a)
2
 + ω

2
] 

e
at

·sin(ωt + φ) [sin(φ) · (p – a) + cos(φ) · ω] / [(p – a)
2
 + ω

2
] 

e
at

·cos(ωt + φ) [cos(φ) · (p – a) – sin(φ) · ω] / [(p – a)
2
 + ω

2
] 

 

Тут n! – факторіал, що дорівнює n! = 1 · 2 · 3 · 4 ·…× 

× (n – 1) · n. 
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Варто зазначити, що вигляд оригіналу функцій, на-

ведених у таблиці 5.1, визначений лише для t > 0, тобто 

значення змінної t обмежені зоною додатних значень. Для 

від’ємних t значення функції х (t) дорівнює нулю. 

 

5.4. Застосування перетворення Лапласа для  

знаходження часових характеристик 

У задачах аналізу та синтезу використовують різні 

динамічні характеристики, тому важливо знати ще і 

зв’язок між ними, який є однозначним, тому що фактично 

він є відображенням однакових властивостей елемента або 

системи, але наведеній у різних формах. Водночас це дає 

можливість використовувати в конкретному завданні саме 

такі характеристики, які є найбільш зручними. Вище вже 

було зазначено, що перехідна функція h (t) є розв’язком 

диференціального рівняння. Зважаючи, що δ-функція й 

одиничний стрибок зв’язані між собою такою залежністю: 

 

          ,  (5.15) 

 

то справедливі також залежності 

 

                       
 

 
  (5.16) 

 

для зображення за Лапласом одиночного стрибка 

 

        
 

 
.  (5.17) 

Тому 

        
    

 
,  (5.18) 

         
    

 
 ,  (5.19) 

де L
–1

 – символ зворотного перетворення Лапласа. 
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Беручи до уваги, що 

 

         ,  (5.20) 

 

можна записати такий вираз: 

 

                           .  (5.21) 

 

Реакцію елемента або системи на довільний вхідний 

сигнал визначають за допомогою інтеграла згортки (інтег-

рала Дюамеля), який має такий вигляд: 

 

                            
 

 
, (5.22) 

                           . (5.23) 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Якими бувають часові характеристики системи 

в ТАК? 

2. Що називають перехідною характеристикою? 

3. Що називають імпульсною характеристикою? 

4. Як класичним методом розв’язувати диференціа-

льні рівняння? 

5. У чому полягає використання перетворень Ла-

пласа? 

6. Як застосовують перетворення Лапласа для зна-

ходження часових характеристик?  
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Тема 6 

ЧАСТОТНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ  

І ЇХНІХ ЕЛЕМЕНТІВ 
 

6.1. Поняття частотної характеристики 

Вище було розглянуто два типових вхідних впливи: 

одиничний ступінчастий та імпульсний. Третім найважли-

вішим видом типового вхідного впливу є гармонійний або, 

інакше кажучи, синусоїдальний вплив. Важливість і широ-

ке застосування його для дослідження систем керування 

обумовлено такими чинниками, що підтверджено теорети-

чними викладками і практичними дослідженнями: 

– практично всі реальні вхідні впливи, а отже, й ре-

акція на них елемента або системи можуть бути подані як 

сума гармонійних сигналів; 

– в усталеному режимі (тобто після завершення де-

якого часу після внесення збурення, необхідного для заве-

ршення перехідних процесів) лінійні елементи передають 

гармонійні сигнали без спотворень; 

– гармонійні сигнали нескладно й досить точно (але 

не завжди дешево) фізично реалізуються в процесі дослі-

джень на реальному об’єкті. 

Розглянемо поведінку системи під впливом гармо-

нійного сигналу. Нехай на вхід лінійного стаціонарного 

елемента (рис. 6.1 a) у момент часу t = 0 подано гармоній-

ний вплив із частотою ω і з початковою фазою φ1 

 

                 ,  (6.1) 
 

де xm, ω = 2πT і T – амплітуда, кутова частота й період ко-

ливань вхідного сигналу. 
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Після завершення перехідного процесу на виході 

елемента встановиться режим вимушених коливань, і вихі-

дна величина y (t) буде змінюватися за однаковим законом, 

що й вхідна x (t), але з іншою амплітудою ym й іншим фа-

зовим зсувом за часом щодо вхідного сигналу (рис. 6.2 б) 

 

                 .  (6.2) 

 

 

Рисунок 6.1 – Розуміння частотної характеристики 

 

Здійснивши аналогічні дослідження, але вже за ін-

шої частоти, можна переконатися, що амплітуда і фазовий 

зсув змінилися, тобто вони залежать від частоти. Повто-

рюючи подібні дослідження багаторазово для різних час-

тот, можна експериментально одержати таку залежність. 

Якщо відтворити аналогічні експерименти з іншим елеме-

нтом, то можна переконатися, що залежності змінних ym і 

φ2 від частоти інші. Отже, такі залежності можуть бути ха-

рактеристиками динамічних властивостей елементів. Такі 

характеристики називають частотними. 

Залежність відношення амплітуд вихідного та вхі-

дного сигналів від частоти      
  

  
 називають ампліту-

дно-частотною характеристикою (АЧХ) елемента (сис-

теми). АЧХ демонструє, як елемент пропускає зі входу на 

вихід сигнали різних частот. 

Залежність фазового зсуву (різниці фаз) між вхід-

ним і вихідним сигналами від частоти називають фазоча-
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стотною характеристикою (ФЧХ) елемента. ФЧХ де-

монструє, яке відставання або випередження вихідного 

сигналу за фазою щодо вхідного створює елемент на різ-

них частотах. 

Водночас частотні характеристики мають набагато 

більше значення, ніж просто реакція на гармонічний сиг-

нал. Особливого значення вони набули внаслідок наявності 

зв’язку з передатними функціями. 

Динамічні властивості досліджуваних елементів 

або систем визначають амплітудно-частотною А (ω), фа-

зочастотною φ (ω) й амплітудно-фазовою характеристи-

ками (рис. 6.2). 

 

 

Рисунок 6.2 – Частотні характеристики: 

а) амплітудно-частотна (АЧХ); 

б) фазочастотна (ФЧХ); 

в) амплітудно-фазова (АФХ) 

 

У разі збільшення частоти ω амплітудно-фазова ха-

рактеристика А (ω) → 0, тобто проявляються інерційні 

властивості елемента та системи. Чим менша інерційність, 

тим ширша А (ω), тобто більша смуга (діапазон) частот, що 

пропускаються. Часто існує резонансна частота, за якої 

АЧХ А (ω) має максимальне значення. 

Фазочастотна характеристика φ (ω) є від’ємною, 

тобто вихідні коливання відстають від вхідних за фазою. 
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6.2. Зв’язок частотних характеристик  
із передатними функціями 

Інтегральне перетворення Фур’є визначають таким 

виразом: 

 

                  
 

 
,  (6.3) 

 

де x (t) – будь-яка функція часу, що задовольняє умови 

застосування перетворення Фур’є. Її можна розглядати 

як окремий випадок перетворення Лапласа       

            
 

 
  якщо комплексний аргумент s = c0 + jω є 

уявним (абсциса збіжності c0). Такий підхід хоч і не є ма-

тематично обґрунтованим, однак здебільшого він цілком 

виправданий. 

 

Розглянемо динамічну систему, динаміку якої опи-

сують диференціальним рівнянням (6.4), у котрому для 

простоти не будемо враховувати змінну збурення f (t) 

 

  
      

   
   

     

  
       

     

  
     .  (6.4) 

 

Використовуючи властивість лінійності і властивість 

диференціювання перетворень Фур’є, які є аналогічними 

відповідним властивостям перетворень Лапласа, виконає-

мо перетворення Фур’є рівняння (6.4) за таких нульових 

початкових умов: 

 

                                

                ;  (6.5) 

 

                                      ;  (6.6) 

     

     
 

       

                
      .  (6.7) 
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У виразах (6.5)–(6.7) змінні Y (jω) та U (jω) назива-

ються Фур’є-перетворенням функцій y (t) та u (t), які набу-

вають сенсу спектральних характеристик, відповідних цим 

змінним сигналам, залежних від частоти ω. Відношен-

ня W (jω) поліномів називають частотною передатною 

функцією комплексної змінної (або просто частотною ха-

рактеристикою). Оскільки вона відображає відношення 

величин спектральних характеристик сигналів на виході та 

вході системи, то її часто називають комплексним коефіці-

єнтом підсилення. 

Порівнюючи вираз для передатної функції (4.23) із 

виразом (6.7), бачимо, що частотну характеристику можна 

одержати з передатної функції за допомогою формальної 

заміни комплексної змінної s на jω і навпаки. 

 

6.3. Комплексний передатний коефіцієнт  

підсилення. Амплітудно-фазова частотна характеристика 

системи 

За будь-якого значення частоти ω функція W (jω) 

буде комплексною, а отже, як будь-яке комплексне число 

може бути подана в такій показовій формі: 

 

       ( )         (6.8) 

 

Тут модуль A (ω) має значення амплітудно-

частотної характеристики, а аргумент Ψ (ω) – фазочас-

тотної характеристики. Як бачимо, частотна передатна 

функція в показовій формі поєднує в собі АЧХ і ФЧХ, то-

му її називають амплітудно-фазовою частотною функцією 

(АФЧХ). Оскільки АЧХ і ФЧХ є дійсними функціями час-

тоти ω, тому їх нескладно подати графічно (рис. 6.3). 
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Рисунок 6.3 – Амплітудно-фазова частотна характеристика 

 

Кожному фіксованому значенню частоти ωi відпо-

відає комплексне число W (jωi), яке на комплексній пло-

щині можна подати у вигляді вектора, що має довжину 

W (ωi) – модуль і кут повороту Ψ (ωi) – зсув фаз. Від’ємні 

значення зсуву фаз Ψ (ω), які відповідають відставанню ви-

хідного сигналу від вхідного за часом, відраховують за го-

динниковою стрілкою від додатного напрямку дійсної осі. 

У разі змінення частоти від нуля до нескінченності 

вектор АФЧХ W (jω) повертається навколо початку коор-

динат і одночасно змінюється його довжина. Крива, яку 

опише кінець цього вектора під час руху, і є АФЧХ. Кож-

ній точці частотної характеристики відповідає певне зна-

чення частоти. 

Проєкції вектора W (jω) на дійсну й уявну осі нази-

вають відповідно дійсною й уявною частотними характе-

ристиками та позначають U (ω) і V (ω). З урахуванням 

цього можна записати АФЧХ у такій алгебраїчній формі: 

 

                   (6.9) 

 

Характеристики U (ω) і V (ω) можуть бути одержані 

з частотної передатної функції (6.7) за допомогою нескла-
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дних перетворень. Як і для будь-якого комплексного числа 

або функції, зв’язок між АФЧХ у показовій формі запи-

су (6.8) та виразами для дійсної та уявної частотної харак-

теристики може бути подано у вигляді таких співвідно-

шень: 

 

                 ,  (6.10) 

          
    

    
.  (6.11) 

 

6.4. Логарифмічна амплітудно-фазова частотна 

характеристика 

Істотним недоліком розглянутих вище частотних 

характеристик є те, що графічно вони, особливо для систем 

високого порядку й у зоні високих частот, є кривими до-

сить складної форми з нерівномірним розподілом частот, 

що ускладнює їхню побудову та використання для аналізу 

систем. Цього недоліку значною мірою позбавлені логари-

фмічні частотні характеристики (ЛЧХ). 

Логарифмічною амплітудно-частотною характе-

ристикою (ЛАЧХ) називають криву, побудовану в логари-

фмічному масштабі частот (рис. 6.4) відповідно до такого 

виразу: 

 

                          .  (6.12) 

 

Логарифмічною фазочастотною характеристикою 

(ЛФЧХ) називають фазову частотну характеристику, побу-

довану в логарифмічному масштабі частот (див. рис. 6.4). 

Під час побудови ЛАЧХ і ЛФЧХ на осі абсцис відк-

ладають частоту в логарифмічному масштабі lg (ω), але на 

шкалу наносять фактичні значення частоти, тобто наявні 

одночасно дві шкали. Розташовують обидві характеристи-
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ки так, що вісь ординат ЛАЧХ і вісь ординат ЛФЧХ були 

сумісними, а вісь частот – спільною, для того, щоб змінен-

ня фази нескладно можна було порівняти зі зміненням ам-

плітуди. 

 

 

Рисунок 6.4 – Логарифмічна звичайна  

та асимптотична АФЧХ 

 

Величину L (ω) вимірюють у децибелах, а Ψ (ω) – у 

градусах або радіанах. Одиницями вимірювання логариф-

мічної осі частот є декади (рідше октави). 

Декадою називають інтервал частот, що відповідає 

зміні частоти в десять разів і такий, що дорівнює lg (10) = 1 

(октава – зміна частоти вдвічі). 

Бел (Б) – одиниця вимірювання співвідношення по-

тужностей двох сигналів. Один децибел (дБ) дорівнює 

0,1 Бел. Якщо потужність одного сигналу більша (менша) 

за потужність іншого сигналу в 10 разів, то ці потужності 

відрізняються на 1 Бел. Але оскільки потужність гармоніч-

ного сигналу пропорційна квадрату його амплітуди, то в 

разі застосування цієї одиниці для вимірювання відношен-

ня амплітуд перед логарифмом з’являється множник 2. 

Наприклад, якщо на певній частоті амплітуда A (ω) = 100, 
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то це означає, що потужності вхідного та вихідного сигна-

лів відрізняються у 100
2
 разів, тобто на 2 lg (100) = 4 Б або 

на 40 дБ, відповідно, і L (ω) = 20 lg (A (ω)) = 40 дБ. 

Крутизну нахилу АЧХ у напівлогарифмічному мас-

штабі вимірюють у децибелах на декаду (дБ/дек). 

Точка, що відповідає значенню частоти ω = 0, роз-

ташована зліва в нескінченності, оскільки lg (0) = – ∞. Тому 

під час практичного застосування вісь ординат проводять 

через будь-яку точку осі частот із тих лише міркувань, 

щоб була справа й частина ЛАЧХ, яку необхідно дослі-

джувати. 

Частоту ωзр, за якої ЛАЧХ перетинає вісь частот, що 

відповідає значенню A (ω) = 1, називають частотою зрізу 

системи. Інакше кажучи, за такої частоти амплітуда сиг-

налу на вході дорівнює амплітуді сигналу на виході. 

ЛАЧХ надає користувачеві такі переваги: 

– можливість охоплення в одному графіку найбільш 

широкого діапазону частот із однаково наочною зміною 

властивостей у різних діапазонах частот; 

– розтягування графіка вздовж логарифмічної осі 

частот надає йому асимптотичну властивість, тобто із 

достатньою для інженерних цілей точністю можна значні 

ділянки ЛАЧХ замінити прямими лініями – асимптотами, 

які завжди мають нахил, кратний 20 дБ/дек. 

 

Питання для самоперевірки 

1. Що називають частотними характеристиками? 

2. Якими бувають частотні характеристики? 

3. Який є зв’язок передатної функції з частотними 

характеристиками? 

4. Що називають логарифмічними частотними хара-

ктеристиками? 
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Тема 7 

ТИПОВІ ДИНАМІЧНІ ЛАНКИ  

ТА ЇХНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
 

7.1. Поняття типової динамічної ланки 

Часто буває так, що різні за своєю фізичною приро-

дою явища (процеси, об’єкти) можуть бути описані дифе-

ренціальними рівняннями однакового вигляду (структури, 

тобто вони мають однакову форму запису рівнянь, але з 

різними коефіцієнтами). З цієї причини їх можна вважати 

однаковими динамічними (але не фізичними) елементами 

(блоками). Так, наприклад, процес нагрівання печі з елект-

ричним підігрівом (рис. 7.1 а), зміна напруги на конденса-

торі електричного RC-ланцюга (рис. 7.1 б) і процес розіг-

нання електродвигуна (рис. 7.1 в) у першому наближенні 

можуть бути описані диференціальним рівнянням першого 

порядку такого виду: 

 

 
     

  
           ,  (7.1) 

 

де Т – стала часу, що визначає теплову, електричну або 

електромагнітну інерцію відповідного елемента; 

K – коефіцієнт підсилення (передавання) елемента в 

статичному режимі; 

u (t), y (t) – вхідна та вихідна змінні, які мають, як це 

бачимо з рисунка 7.1, різну фізичну природу. 

 

Такі елементи (об’єкти, процеси, явища), які мають 

різну фізичну природу, але подібний математичний опис, 

називають математично подібними. 

Незалежність математичного опису математично 

подібних елементів (об’єктів, процесів, явищ) від їхньої 

фізичної природи дає можливість під час розглядання 

(аналізу, дослідження) абстрагуватися від їхньої сутності й 
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розглядати їх як деякі абстрактні, ідеальні ланки (іноді на-

зивають «кібернетичні блоки»). Отже, надалі будемо розг-

лядати елемент (явище, процес, об’єкт) як деякий «чорний 

ящик», для якого встановлені (відомі) пов’язані причинно-

наслідковими зв’язками вхідні й вихідні сигнали. 

 

 
 

Рисунок 7.1 – Приклади динамічних пристроїв 

із математичним описом одного вигляду 

 

Різноманітність природних явищ спричиняє й різ-

номанітність ланок – від найпростіших до дуже складних. 

Однак зазвичай будь-яку складну систему можна навести 

як сукупність менш складних, з’єднаних між собою. Як 

приклад розглянемо динамічну систему – генератор пос-

тійного струму з незалежним збудженням, який виробляє 

струм і віддає його навантаженню, яке має активну та реак-

тивну складові (рис. 7.2 а). На рисунку 7.2 б подано прин-

ципову еквівалентну електричну схему генератора, а на ри-

сунку 7.2 в – його структурну схему. На останній схемі до-

бре бачимо, як пов’язані між собою й математично описані 
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окремі структурні елементи та процеси динамічної систе-

ми (зліва направо): обмотка збудження (ОЗб), процес ви-

никнення ЕРС (електрорушійної сили) генератора, якірний 

ланцюг генератора (М) й електричне навантаження (Zn), а 

також зв’язки між ними. Як можна побачити з цього прик-

ладу, виявляється краще розглядати властивості різних ча-

стин системи окремо; у цьому разі різноманітність матема-

тичних описів ланок зменшиться. 

 

 
 

Рисунок 7.2 – Приклад складної динамічної системи 

 

Якщо структура системи та взаємозв’язки між її 

елементами відомі, то завдання виділення окремих елемен-

тів не становить особливих труднощів. Однак іноді відо-

мим є лише загальний опис складної системи як самостій-

ної одиниці. 

Досвід доводить, що чим більш детальною є мате-

матична модель системи, тим вищий порядок диференціа-

льного рівняння. Передатні функції систем високого по-

рядку (зазвичай n > 4) виявляються громіздкими та незру-
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чними для аналізу. Щоб обійти таку проблему, передатну 

функцію складної системи подають у вигляді добутку про-

стих співмножників, порядок кожного з яких не перевищує 

двох (n ≤ 2). 

Нехай динамічну систему описують передатною 

функцією у вигляді відношення двох поліномів (так здебі-

льшого й відбувається), тобто у вигляді такого дробу: 

 

     
                

                
.  (7.2) 

 

Відомо, що будь-який правильний дріб можна пода-

ти у вигляді добутку простих співмножників (дробів) із 

поліномами в чисельнику і знаменнику не вище ніж друго-

го порядку. У цьому разі для подання будь-якої передатної 

функції можна використовувати обмежений набір елемен-

тів із математичним описом у вигляді таких виразів: 

 

     
 

    
 

 

           
                 , (7.3) 

 

де k, ν, T, τ, ξ – сталі величини, причому k > 0; 

ν – додатне або від’ємне ціле число; 

T > 0, τ > 0, 0 ≤ ξ < 1. 

 

Отже, приходимо до розуміння можливості подання 

будь-якої складної динамічної системи у вигляді сукупності 

більш простих (елементарних) підсистем (ланок) з обмеже-

ного набору, які в певний спосіб можуть бути пов’язані 

між собою. Такі найбільш прості підсистеми у складі будь-

якої складної динамічної системи, передатні функції яких 

мають вигляд простих дробів, називають типовими (або 

елементарними) динамічними ланками. 

Варто звернути увагу на те, що у випадку, наведе-

ному в прикладі на рисунку 7.2, кожній типовій ланці від-
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повідає реальний фізичний елемент або процес. Зазвичай 

це не є обов’язковою умовою, тобто ділення (або, інакше 

кажучи, декомпозиція) складної динамічної системи на су-

купність типових (елементарних) ланок може мати виклю-

чно умовний характер. 

У зв’язку з цим варто зазначити, що під час аналізу 

систем керування можуть виникати задачі двох видів: 

– задача структурного аналізу, тобто одержання 

передатної функції системи з типових ланок, у певний спо-

сіб пов’язаних між собою;  

– задача декомпозиції, тобто подання складної сис-

теми на підставі її передатної функції у вигляді сукупності 

більш простих підсистем (елементів, ланок). 

Типові (елементарні) ланки, крім зовнішніх ознак 

(подання передатної функції у вигляді найпростіших вира-

зів (7.3)), мають такі загальні властивості (рис. 7.3): 

– властивість одновимірності, що виражають у на-

явності лише однієї вхідної й однієї вихідної координати; 

– властивість односпрямованості, яка полягає в 

тому, що вихідна величина залежить від вхідних впливів, а 

зворотний вплив виходу на вхід відсутній. Приєднання до 

виходу такої ланки іншої ланки не змінює передатну фун-

кцію першої ланки (ідеалізація). 

 

 
 

Рисунок 7.3 – Зображення типової ланки 

 

Відповідно до переліку (7.3) розрізняють такі типові 

ланки: підсилювальну, інтегрувальну, реальну й ідеальну, 

таку, що диференціює, таку, що форсує, з інерційними вла-

стивостями, чистого запізнювання, аперіодичну першого 

та другого порядків і коливальну ланки, які з урахуванням 
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деяких загальних властивостей можна поділити на такі 

групи: 

1) статичні ланки, у яких статична характеристи-

ка відмінна від нуля. До них належать підсилювальні, 

аперіодичні, коливальні ланки, які (крім підсилювальної 

ланки) є фільтрами низької частоти і вносять від’ємний 

фазовий зсув; 

2) ланки, що диференціюють, у яких статична хара-

ктеристика дорівнює нулю. До них належать ідеальні та 

реальні ланки, що диференціюють. У їхню передатну 

функцію завжди входить співмножник s (у чисельнику), 

вони є фільтрами високої частоти та вносять додатний 

фазовий зсув; 

3) астатичні ланки, які не мають статичної характе-

ристики. До них належать ланки з інтегрувальними власти-

востями. У їхню передатну функцію завжди входить хоча б 

один співмножник вигляду 1 / s, вони є фільтрами низької 

частоти та вносять від’ємний фазовий зсув. 

Крім вищеназваних ланок, під час побудови струк-

турних схем складних систем керування використовують 

такі ланки: 

– арифметичні ланки, що здійснюють одну з ариф-

метичних операцій: додавання, віднімання, множення або 

ділення тощо; 

– логічні ланки, що здійснюють операції логічного 

додавання або множення тощо. 

 

7.2. Ідеальна підсилювальна ланка 

Підсилювальна ланка є єдиною з усіх типових ла-

нок, у якої відсутні інерційні (динамічні) властивості. Аль-

тернативними назвами цієї ланки є такі: пропорційна або 

безінерційна. Як приклади реалізації підсилювальної ланки 

(з певною мірою ідеалізації, оскільки в природі в чистому 

вигляді вони не трапляються) можна навести такі пристрої: 
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електронний підсилювач, «дитячу гойдалку», важільні ме-

ханізми, зубчасті й інші передачі (редуктори) тощо. 

Підсилювальна ланка миттєво й без спотворень пе-

редає вхідний сигнал із входу на вихід. Її описують прос-

тим лінійним рівнянням y (t) = k · u (t), з якого бачимо, що 

вихідний сигнал змінюється прямо пропорційно вхідному 

сигналу з коефіцієнтом підсилення k. 

Передатна функція такої ланки є константою 

W (s) = k. 

До частотних характеристик ідеальної підсилюва-

льної ланки належать такі: 

– амплітудно-фазова частотна характеристика 

(АФЧХ): W (jw) = k (рис. 7.4 а); 

– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні харак-

теристики відповідно: U (ω) = k; v (ω) = 0; 

– амплітудно-частотна (АЧХ) та фазочастотна хара-

ктеристики (ФЧХ): A(ω) = k; Ψ(ω) = 0; 

– логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-

ка (ЛАЧХ): L(ω) = 20 lg (k) (рис. 7.4 б). 

 

 
 

Рисунок 7.4 – Характеристики  

ідеальної підсилювальної ланки 

 

Частотні характеристики підсилювальної ланки не 

залежать від частоти, причому ФЧХ тотожно дорівнює ну-

лю, тобто в гармонійних коливаннях, поданих на вхід лан-

ки, на виході змінюється лише амплітуда в k разів, а фазо-
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вий зсув – відсутній. АФЧХ підсилювальної ланки є дода-

тним дійсним числом, і її графік являє собою точку на до-

датній дійсній півосі (див. рис. 7.4 а). 

Часовими характеристиками ідеальної підсилюва-

льної ланки є такі: 

– перехідна характеристика: h (t) = k ∙ 1 (t) (рис. 7.4 в); 

– імпульсна перехідна (вагова) функція: w (t) = δ (t). 

 

7.3. Ідеальна інтегрувальна ланка 

Інтегрувальні ланки характеризуються тим, що за 

умови сталого вхідного впливу величина вихідного сигна-

лу необмежено зростає. Таких ланок у природі не існує, 

оскільки будь-який сигнал є обмеженим. Як приклади реа-

льних пристроїв або процесів, які з деякими припущення-

ми можна вважати інтегрувальними ланками, можна наве-

сти такі: лічильники, що підсумовують витрату речовини 

або енергії, процес заряду конденсатора, процес заповнен-

ня ємності рідиною, електричний двигун, якщо за вихідну 

величину взяти число обертів вала тощо. 

Математичний опис інтегрувальної ланки є таким: 

     
 

  
        (в операторній формі запису       

 

  
          ), де Ti – стала часу інтегрування, яка визна-

чає швидкість зростання вихідного сигналу. З математич-

ного опису бачимо, що вихідний сигнал інтегрувальної 

ланки є інтегралом від вхідного. 

Передатна функція інтегрувальної ланки має такий 

вигляд:      
 

 
. 

До частотних характеристик ідеальної інтегрува-

льної ланки належать такі: 

– амплітудно-фазова частотна характеристика 

(АФЧХ):       
 

  
   

 

 
 (рис. 7.5 а); 
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– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні харак-

теристики відповідно:               
 

 
  

– амплітудно-частотна (АЧХ) та фазочастотна 

(ФЧХ) характеристики:      
 

 
        

 

 
  

– логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-

ка (ЛАЧХ) L (ω) = 20 lg (k) – 20 lg (ω) (рис. 7.5 б). 

Часовими характеристиками ідеальної інтегрува-

льної ланки є такі: 

– перехідна характеристика h (t) = k · t (рис. 7.5 в); 

– імпульсна перехідна (вагова) функція w (t) = k. 

 

 

Рисунок 7.5 – Характеристики  

ідеальної інтегрувальної ланки 

 

АЧХ інтегрувальної ланки є гіперболічною функці-

єю частоти, а ФЧХ від частоти не залежить, тому АФЧХ 

ланки являє собою уявну функцію частоти. Для додатних 

значень частоти її графік збігається з від’ємною уявною 

піввіссю (див. рис. 7.5 а). 

Розглядаючи ЛАЧХ (див. рис. 7.5 б), можна відзна-

чити такі дві характерні точки характеристики, які викори-

стовують у процесі побудови графіка: 

– за значенням логарифмічної амплітуди на частоті 

1 Гц визначають сталу часу інтегрування ланки (часто на-
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зивають коефіцієнтом добротності за швидкістю), тобто 

L (1) = 20 lg (k); 

– частоту зрізу ланки ωзр (точка перетину ЛАЧХ із 

віссю частот) чисельно дорівнює коефіцієнту добротності 

за швидкістю. 

Як бачимо з рисунка 7.5 в, під час подавання на вхід 

інтегрувальної ланки сталого сигналу, що не зникає (функ-

ції Хевісайда), вихідний сигнал збільшується до нескінчен-

ності зі сталою швидкістю, тобто перехідна функція за 

умови t → ∞ не має кінцевого значення. Такі ланки (й сис-

теми, до складу яких вони входять) називають ланками без 

самовирівнювання. Ця властивість є причиною принципо-

вої відмінності астатичних систем керування, що містять у 

собі інтегрувальні ланки, від статичних систем, які інтег-

рувальних ланок не містять, а перехідна функція завжди є 

обмеженою за величиною. 

 

7.4. Аперіодична ланка першого порядку 

Аперіодична ланка першого порядку поєднує в собі 

властивості підсилювальної та інтегрувальної ланок. Інтег-

рувальна складова зумовлює динаміку або інерційні влас-

тивості аперіодичної ланки, тому її ще називають інерцій-

ною. Прикладом таких ланок є будь-який електричний  

RC-ланцюжок, теплові об’єкти тощо. 

Математичний опис аперіодичної ланки в оператор-

ній формі запису має такий вигляд: (T · p + 1) · y (t) =  

= k · u (t). Як бачимо, ланку характеризують двома такими 

параметрами: 

T – сталою часу, яка характеризує його інерційні 

властивості; 

k – коефіцієнтом підсилення (передавання) в уста-

леному режимі роботи. 
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Передатна функція аперіодичної ланки має такий 

вигляд:      
 

    
. 

До частотних характеристик аперіодичної ланки 

першого порядку належать такі: 

– амплітудно-фазова частотна функція (АФЧХ): 

      
 

     
 

         

               
 

        

       
 (рис. 7.6 а); 

– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні функ-

ції (характеристики):      
 

       
       

    

       
 від-

повідно; 

– амплітудно-частотна (АЧХ) та фазочастотна 

(ФЧХ) характеристики:      
 

        
;       

          ); 

– логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-

ка (ЛАЧХ):                   (рис. 7.6 б). 

 

 
 

Рисунок 7.6 – Частотні характеристики аперіодичної ланки 

 

АФЧХ аперіодичної ланки першого порядку 

(див. рис. 7.6 а) являє собою (завжди!) півколо, яке почи-

нається на додатній дійсній півосі в точці, що дорівнює ко-

ефіцієнту підсилення k, має характерну точку    
 

 
 у сво-

їй нижній частині й закінчується в початку координат. 
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Звичайну ЛАЧХ подано на рисунку 7.6 б кривою 1. 

У разі практичного застосування зазвичай обмежуються 

побудовою асимптотичної ЛАЧХ, поданої на рисунку 7.6 б 

пунктирною лінією 2. 

Логарифмічна частотна характеристика на частоті 

сполуки    
 

 
 дорівнює   

 

 
  й асимптотично наближа-

ється до   
 

 
  за умови ω → ∞ і до нуля за умови ω → 0. 

Ці характеристики є однотипними для всіх аперіодичних 

ланок і в разі зміни сталої часу можуть бути одержані па-

ралельним зсувом уздовж осі частот. 

Часовими характеристиками аперіодичної ланки 

першого порядку є такі: 

– перехідна характеристика:            
 

   

(рис. 7.7 а); 

– імпульсна перехідна (вагова) функція:       

 
     

  
 

 

 
     . Відповідну їй характеристику подано на 

рисунку 7.7 б. 

Перехідна й імпульсна перехідна характеристики 

аперіодичної ланки є експонентами, отже, після закінчення 

певного часу (теоретично в нескінченності) вихідна вели-

чина з певною точністю досягає нового усталеного значен-

ня для перехідної характеристики або нульового значення 

для вагової характеристики. Такі ланки (системи) назива-

ють ланками із самовирівнюванням. Як бачимо з графіка 

рисунка 7.7 а, усталене значення вихідної змінної залежить 

від коефіцієнта підсилення k, а час перехідного процесу – 

від величини сталої часу T. 
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Рисунок 7.7 – Часові характеристики аперіодичної ланки 

 

За перехідною характеристикою нескладно визна-

чити параметри аперіодичної ланки першого порядку, до 

яких належать такі: 

– коефіцієнт підсилення k, що дорівнює h (∞); 

– стала часу T, за часом від точки перетину дотичної 

до перехідної характеристики в початковий момент часу 

(або в будь-який інший) з лінією усталеного значення 

(побудова дотичної – украй наближена операція, проте 

дає гарні результати під час оцінювання інерційних вла-

стивостей системи). 

Аперіодичні ланки в теорії автоматичного керуван-

ня мають особливе значення з таких причин: 

– вони значною мірою поширені в природі та техніці; 

– значна кількість процесів більш складного харак-

теру вдається з достатньою для практичного застосування 

точністю апроксимувати аперіодичною ланкою першого 

порядку, що істотно спрощує подальші дослідження. 

 

7.5. Аперіодична, коливальна та консервативна 

ланки другого порядку 

Аперіодична, коливальна та консервативна ланки 

другого порядку мають однаковий математичний опис у 

вигляді диференціального рівняння другого порядку 
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(T0
2
 · p

2
 + T1 + 1) · y (t) = k · u (t), поданого в операторній 

формі. У такому рівнянні завжди можна замінити змінні 

T = T0 й   
  

  
, унаслідок чого одержимо таке загальне рі-

вняння: 

 

                       .  (7.4) 

 

Вигляд ланки (аперіодична, коливальна або консер-

вативна), а також вигляд перехідного процесу за такого 

запису повністю визначено величиною ξ – коефіцієнтом 

демпфування: 

ξ ≥ 1 – аперіодична ланка першого порядку; 

0 < ξ <1 – коливальна ланка; 

ξ = 0 – консервативна ланка (T ≠ 0). 

Передатна функція ланки (7.4) загалом має такий 

вигляд: 

 

     
 

           
   (7.5) 

 

7.5.1. Аперіодична ланка другого порядку 

За умови ξ ≥ 1 характеристичне рівняння (знамен-

ник виразу (7.5)) має два дійсних корені a1 і a2, тому пере-

датну функцію ланки (7.5) можна завжди перетворити до 

такого вигляду: 

 

     
 

            
 

 

              
,  (7.6) 

 

де      
 

       
, тобто аперіодична ланка другого порядку 

фактично не є елементарною, а складається із двох аперіо-

дичних ланок першого порядку. 
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Отже, АФЧХ аперіодичної ланки другого порядку в 

показовій формі має вигляд (7.6). Звідси бачимо, що зага-

льний граничний зсув фаз збільшується вдвічі (до мінус 

180
0
) і годограф характеристики буде в 4 і 3 квадрантах. 

Загалом додавання кожної чергової аперіодичної ланки 

першого порядку збільшує інерційність системи та 

від’ємний зсув фаз на 90
0
. 

 

7.5.2. Коливальна ланка 

За умови 0 < ξ < 1 характеристичне рівняння (зна-

менник рівняння (7.5)) має два комплексно спряжених ко-

рені α ± jβ. З цієї причини подальше розкладання на прості 

множники стає неможливим в зоні дійсних чисел і тому 

коливальну ланку розглядають як елементарну. 

Частотна передатна функція (АФЧХ) після підста-

новки в (7.5) s = jω і нескладних перетворень набуде ви-

гляду       
 

              
, звідки можна одержати інші 

частотні характеристики: U (ω), V (ω), Ψ (ω) і A (ω). З огляду 

на громіздкість їх тут не наводимо. 

Один із графіків АФЧХ коливальної ланки подано 

на рисунку 7.8 а. Порівнюючи АФЧХ коливальної ланки та 

АФЧХ аперіодичної ланки першого порядку, можна помі-

тити, що для обох графіків характерне зменшення амплі-

туди зі збільшенням частоти від значення, що відповідає 

коефіцієнту підсилення аж до нуля (тобто вони виконують 

функцію фільтрів низьких частот), і притаманна наявність 

від’ємного фазового зсуву (динамічне запізнювання). 

Водночас наявні такі дві істотні відмінності: 

– граничний від’ємний фазовий зсув коливальної 

ланки вдвічі більший і становить –π. Можна помітити 

зв’язок граничного фазового зсуву з порядком полінома в 

знаменнику передатної функції: збільшення порядку на 

одиницю збільшує зсув на 2π (за незмінного полінома в 

чисельнику); 
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– АФЧХ коливальної ланки має ділянку, на якій ам-
плітуда має величину, більшу за початкове значення (яви-
ще резонансу). 

 

 

Рисунок 7.8 – Частотні характеристики коливальної ланки 
 

Характерна точка частоти сполуки    
 

 
 АФЧХ 

коливальної ланки розташована на перетині характеристи-
ки з уявною віссю. 

Логарифмічну АФЧХ подано на рисунку 7.8 б. Ви-
раз для логарифмічної амплітудно-частотної характерис-
тики має такий вигляд: 

 

          
 

                       
   (7.7) 

 

або 
 

                                       (7.8) 
 

Отже, можна одержати вираз для асимптотичної 
ЛАЧХ у такому вигляді: 

 

      
            у  в       

                     у  в       
   (7.9) 

 

Як бачимо, побудова асимптотичної ЛАЧХ майже 
не відрізняється від побудови ЛАЧХ аперіодичної ланки 
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першого порядку, за винятком нахилу другої асимптоти, 
який у цьому разі становить мінус 40 дБ/дек. 

Як і для аперіодичної ланки першого порядку, най-
більшу відмінність (похибку) асимптотичної ЛАЧХ від то-
чної спостерігають у зоні частоти сполуки ωс, причому во-
на збільшується із зменшенням коефіцієнта демпфування ξ 
та стає суттєвою за умови ξ < 0,3. 

Часовими характеристиками коливальної ланки 
є такі: 

– перехідна функція 

         
      

 
               , де   

 

 
; 

  
     

 
;         

     

 
. Характерний вигляд перехідної 

характеристики коливальної ланки подано на рисунку 7.9 а; 
– характерний вигляд імпульсної перехідної (ваго-

вої) характеристики подано на рисунку 7.9 б. 
 

 
Рисунок 7.9 – Часові характеристики коливальної ланки 

 

7.5.3. Консервативна ланка 

Консервативна ланка є виродженим випадком коли-
вальної ланки, для якої передатна функція (7.5) набуває 

вигляду      
 

      
. 

До частотних характеристик консервативної лан-
ки належать такі: 
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– амплітудно-фазова частотна характеристика 

(АФЧХ):       
 

         
 

 

       
 (рис. 7.10 а); 

– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні функції 

(характеристики) відповідно:      
 

               ; 

– амплітудно-частотна та фазочастотна функції (ха-

рактеристики):      
 

       
          

– логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-

ка (ЛАЧХ):                           (рис. 7.10 б). 
 

 
 

Рисунок 7.10 – Частотні характеристики 
консервативної ланки 

 

Варто зауважити, що на частоті сполуки   
 

 
 час-

тотна характеристика консервативної ланки має розрив. 
Перехідна характеристика консервативної ланки яв-

ляє собою графік гармонічних коливань, описуваних пере-
хідною функцією h (t) = k · (1 – cos (ωc t)), з частотою, що 
дорівнює частоті сполуки ωc. 

 

7.6. Ідеальна ланка, що диференціює 

Ланки, що диференціюють, це такі ланки, що реа-

гують лише на швидкість зміни вхідного сигналу, а не на 

його величину (відхилення). Наприклад, якщо вхідний сиг-

нал є сталим або збільшується зі сталою швидкістю, то ви-

хідний сигнал буде відсутнім або матиме стале значення. 

Ідеальних ланок, що диференціюють, у чистому вигляді 
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в природі не існує. Класичним прикладом наближення мо-

делі ланки, що диференціює, може бути послідовно під’єд-

наний в електричний ланцюг конденсатор, проте в реаль-

ному конденсаторі завжди існують струми витоку, які спо-

творюють ідеалізовану передатну функцію. 

Математичний опис такої ланки має вигляд у формі 

диференціального рівняння       
     

  
  і в операторній 

формі запису y (t) = k · p · u (t), з яких бачимо, що вихідний 

сигнал прямо пропорційний швидкості (тобто першій по-

хідній) зміни вхідного сигналу. 

Передатну функцію ідеальної ланки, що диферен-

ціює, записують так: W (s) = k · s. 

До частотних характеристик ідеальної ланки, що 

диференціює, належать такі: 

– амплітудно-фазова частотна функція (АФЧХ): 

                   (рис. 7.11); 

– дійсна та уявна амплітудні фазочастотні функції 

відповідно:       ;        ; 

– амплітудно-частотна (АЧХ) та фазочастотна 

(ФЧХ) функції:        ;       
 

 
; 

– логарифмічна амплітудно-частотна функція 

(ЛАЧХ):                        (див. рис. 7.11). 

 

 
Рисунок 7.11 – Частотні характеристики ідеальної ланки, 

що диференціює 
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Часовими характеристиками ідеальної ланки, що 

диференціює, є такі: 

– перехідна функція: h (t) = δ (t) (рис. 7.12); 

– імпульсна перехідна (вагова) функція:       

 
     

  
. 

 

 
 

Рисунок 7.12 – Перехідна характеристика ланки,  

що диференціює 

 

Аналізуючи АФЧХ ланки, що диференціює 

(див. рис. 7.11 а), можна помітити, що за умови ω → ∞ ам-

плітуда вихідного сигналу нескінченно збільшується, але 

будь-який реальний об’єкт під час практичного застосу-

вання фільтрує (не пропускає) високі частоти. Це підтвер-

джує, що в природі ідеальних ланок, що диференціюють, 

не може бути. Нездійсненність ідеальної ланки, що дифе-

ренціює, бачимо також із виразу для імпульсної перехідної 

функції, що дорівнює похідній від дельта-функції. 

 

7.7. Реальна ланка, що диференціює 

Якщо ланка реагує на похідну вхідного сигналу, але 

в цьому разі додатково має інерційні властивості, то така 

ланка є реальною ланкою, що диференціює, математичний 

опис якої в операторній формі запису такий: (T · p + 1) × 

× y (t) = k · u (t). Схожі ланки трапляються в природі. Як 
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приклад можна вже без припущень навести реальний елек-

тричний RC-ланцюг із конденсатором, під’єднаним послі-

довно. 

Передатну функцію реальної ланки, що диференці-

ює, записують так:      
  

    
. 

До частотних характеристик реальної ланки, що 

диференціює, належать такі: 

– амплітудно-фазова частотна функція (АФЧХ): 

      
   

     
 

  

        
   

 

 
         

 (рис. 7.13 а); 

– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні функ-

ції відповідно:      
    

       
;      

  

       
; 

– АЧХ і ФЧХ:      
  

        
;      

 

 
 

           ; 

– логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-

ка (ЛАЧХ):           
 

 
              (рис. 7.13 б). 

 

 
 

Рисунок 7.13 – Частотні характеристики реальної ланки, 

що диференціює 

 

Часовими характеристиками реальної ланки, що 

диференціює, є такі: 
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– перехідна функція      
 

 
     , яка має стрибок 

у початковий момент часу, такий, що дорівнює k / T, після 

чого сигнал затухає по експоненті (рис. 7.14); 
 

 
 

Рисунок 7.14 – Перехідна характеристика реальної ланки, 

що диференціює 
 

– імпульсна перехідна функція:       
 

       . 

 

7.8. Ідеальна ланка першого порядку, що форсує 

Ланкою, що форсує, називають ланку, що диферен-

ціює, з властивостями підсилювальної ланки з математи-

чним описом в операторній формі запису y (t) =  

= k (T · p + 1) · u (t), вихідний сигнал якої пропорційний як 

самому вхідному сигналу, так і його похідній. 

Передатну функцію ланки, що форсує, записують 

так: W (s) = k · (T · s + 1). 

До частотних характеристик ланки, що форсує, 

належать такі: 

– амплітудно-фазова частотна характеристика 

(АФЧХ):                (рис. 7.15 а); 

– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні функ-

ції відповідно:                   
– амплітудно-частотна та фазочастотна характерис-

тики:               ;                 
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– логарифмічна амплітудно-частотна характеристика 

(ЛАЧХ):                           (рис. 7.15 б). 

 

 
 

Рисунок 7.15 – Частотні характеристики ланки, що форсує, 

першого порядку 

 

Розглядаючи частотні характеристики ланки, що 

форсує, першого порядку можна помітити, що ця ланка 

деякою мірою є повною протилежністю аперіодичній ланці 

першого порядку, а саме: граничний зсув фаз 90º, але зі 

знаком «плюс», нахил асимптоти в зоні високих частот – 

20 дБ/дек, але з протилежним знаком. 

Часовими характеристиками ланки, що форсує, є 

такі функції: 

– перехідна функція h (t) = k · (T · δ (t) + 1 (t)) є су-

мою масштабованої дельта-функції й одиничного ступін-

частого сигналу; 

– імпульсна перехідна функція, яку визначають як 

похідну від перехідної функції; вона не має фізичної реа-

лізації. 

Частотні характеристики ланки, що форсує, дру-

гого порядку деякою мірою нагадують розглянуті вище 

(див. рис. 7.15 а) ланки першого порядку, однак додатний 

зсув фаз збільшується до 180°, а додатний нахил логариф-

мічної АЧХ у зоні високих частот стає таким, що дорівнює 

40 дБ/дек. 
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Ідеальних ланок, що форсують (як і таких, що ди-

ференціюють), у природі не існує – усі вони мають певною 

мірою інерційні властивості, що виражається в наявності 

інтегрувальної складової. Прикладом є ізодромна ланка, 

яку використовують у промислових регуляторах (ПІ-регу-

лятор), з таким математичним описом в операторній формі 

запису: p · y (t) = k · (τ · p + 1) u (t). 

 

7.9. Трансцендентні й ірраціональні ланки. Ланка 

чистого запізнювання 

Системи, що мають у своєму складі ланки із транс-

цендентними й ірраціональними передатними функціями, 

не є лінійними. Проте для їхнього дослідження часом можуть 

бути використані логарифмічні частотні характеристики. 

Найбільш поширеним прикладом трансцендентної 

ланки є ланка чистого (транспортного) запізнювання, сиг-

нал на виході якої з’являється без зміни, але з деяким запі-

зненням τ. Як приклади таких ланок можна навести пере-

міщення матеріалу вздовж транспортера, переміщення га-

зів і рідин уздовж довгих трубопроводів тощо. Зважаючи 

на їхню фізичну сутність, такі ланки часто називають лан-

ками транспортного запізнювання. 

Математичний опис ланки чистого запізнювання 

має такий вигляд: 

 

      
     у  в        

         у  в      
   

 

Передатну функцію ланки чистого запізнювання за-

писують так:           , де τ – час запізнювання. 

До частотних характеристик ланки чистого запіз-

нювання належать такі функції: 

– амплітудно-фазова частотна функція (АФЧХ): 

                            (рис. 7.16 а); 
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Рисунок 7.16 – Частотні характеристики ланки  

чистого запізнювання 

 

– дійсна та уявна амплітудно-фазові частотні функ-

ції відповідно:                            
– амплітудно-частотна та фазочастотна функції (ха-

рактеристики):                   
– логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-

ка (ЛАЧХ):              (рис. 7.16 б). 

Часовими характеристиками ланки чистого запіз-

нювання є такі: 

– перехідна функція: h (t) = k ∙ 1 (t – τ) (рис. 7.17); 

– імпульсна перехідна (вагова) функція: w (t) =  

= k ∙ δ (t – τ). 

 

 
 

Рисунок 7.17 – Перехідна характеристика ланки  

чистого запізнювання 
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У складі передатних функцій ірраціональних ланок 

наявні нелінійні ірраціональні операції, наприклад, взяття 

квадратного кореня. Прикладом ірраціональної ланки мо-

же бути передатна функція напівінерційної ланки першого 

порядку      
 

     
. 

Підсумовуючи типові динамічні ланки, доцільно 

навести їхні математичні описи у вигляді загальної табли-

ці 7.1. 

 

Таблиця 7.1 – Характеристика типових елементарних 

ланок 

№ 

пор. 

Ланка й перехідна 

функція 
Рівняння 

Передатна  

функція 

1 2 3 4 

1 

Аперіодична

 

 
  

  
           

 

    
 

2 

Підсилювальна

 

x = KU        

3 

Інтегрувальна

 

  
 

  
    

 

 

      
 

   
 

4 

Що диференціює
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Продовження таблиці 7.1 

1 2 3 4 

5 

Коливальна

 

  
 
   

   
  

    

  

  
  

       

      

 
 

  
         

 

6 

Із запізнюванням

 

                       

 

Питання для самоперевірки 

1. Що називають типовою динамічною ланкою? 
2. Якими бувають типові динамічні ланки? 
3. Що називають підсилювальною ланкою та чим її 

характеризують? 
4. Що називають інтегрувальною ланкою та чим її 

характеризують? 
5. Що називають аперіодичною ланкою першого 

порядку та чим її характеризують? 
6. Що називають аперіодичною ланкою другого по-

рядку та чим її характеризують? 
7. Що називають ланкою, що диференціює, та чим її 

характеризують? 
8. Що називають ланкою, що форсує, та чим її хара-

ктеризують?  
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Тема 8 

СТРУКТУРНІ СХЕМИ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ  

ТА МЕТОДИ ЇХНІХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 
 

8.1. Поняття структурної схеми та її складові 

Під час виконання аналізу та синтезу систем авто-

матичного керування часто застосовують структурний ана-

ліз, основними завданнями якого є такі: 

– вивчення впливу ланок і способів їхнього з’єдна-

ння на властивості системи загалом; 

– перетворення багатоконтурних структурних схем 

до еквівалентних одноконтурних схем із метою визначення 

передатних функцій для подальшого аналізу їхньої стійко-

сті та якості перехідних процесів. 

Структурна схема – це умовне графічне зображен-

ня САК (або її частини), на якому умовними знаками нано-

сять усі ланки, зовнішні впливи та зв’язки ланок між со-

бою. Структурну схему створюють на підставі аналізу пе-

редатної функції або функціональної схеми системи. 

В останньому випадку назву кожного елемента схеми за-

мінюють його математичним описом (передатною функці-

єю). Елемент структурної схеми не завжди відповідає еле-

менту функціональної схеми – він може відповідати декі-

льком елементам і навпаки. 

Головною перевагою структурної схеми, як і будь-

якого графічного зображення, є високий ступінь наочності. 
Елементами структурної схеми є ланки, що зобра-

жують у вигляді прямокутників (рис. 8.1 а), усередині яких 
записують передатну функцію ланки (рідше диференціаль-
не рівняння). Взаємозв’язки впливу на схемі зазначають 
лініями зв’язку зі стрілками, над якими вказують фізичну 
величину (змінну) yі (t) або її зображення за Лапласом Yі (s), 
як це подано на рисунку 8.1 б. Оскільки на ланку може 
впливати лише одна величина, то коли ланок декілька, ви-
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користовують арифметичну ланку – суматор (рис. 8.1 в) 
для додавання сигналів однакової фізичної природи та 
елемент порівняння (рис. 8.1 г) для віднімання. Точки на 
схемі, у яких відбувається розгалуження сигналу, назива-
ють вузлами (рис. 8.1 д). У кожній ланці сигнал поширю-
ється лише від входу до виходу. 
 

 
 

Рисунок 8.1 – Елементи структурної схеми САК 
 
Структурна схема демонструє будову САК, наяв-

ність зовнішніх впливів і точки їхнього прикладання, на-
прями поширення сигналів і вихідну величину. За структу-
рною схемою можна скласти математичний опис САК, 
тобто її передатну функцію, спираючись на передатні фун-
кції ланок. Наприклад, нехай є структурна схема деякої 
системи, наведеної на рисунку 8.2. Зображення вихідного 
сигналу за Лапласом, зважаючи на наявність суматора, до-
рівнює Y (s) = Y1 (s) + Y2 (s). Зображення сигналів на вихо-
ді кожної з динамічних ланок системи може бути визначе-
но як Y1 (s) = W1 (s) ∙ X1 (s) і Y2 (s) = W2 (s) ∙ X2 (s). 

 

 

Рисунок 8.2 – Приклад структурної схеми 
 
Підставивши ці останні вирази в перший, одержує-

мо співвідношення для визначення зображення вихідного 
сигналу з огляду на зображення вхідних сигналів і переда-
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тні функції: Y(s) = W1 (s) ∙ X1 (s) + W2 (s) ∙ X2 (s). Під час 
складання структурних схем САК необхідно дотримувати-
ся такого правила: починати складання структурної схеми 
необхідно із зображення сигналу завдання та розміщувати 
динамічні ланки, з яких складається прямий ланцюг систе-
ми, зліва направо до вихідної величини. Тоді зворотні 
зв’язки будуть спрямовані навпаки – справа наліво. 

 

8.2. Правила перетворення структурних схем 

8.2.1. Послідовне з’єднання ланок 

Знайдемо передатну функцію W (s) ланки (рис. 8.3 б), 

що є еквівалентною послідовному з’єднанню ланок W1 (s), 

W2 (s), …, Wn (s) (рис. 8.3 а). 

 

 
 

Рисунок 8.3 – Еквівалентне перетворення  

послідовного з’єднання ланок 

 

Зображення вихідних сигналів кожної ланки має та-

кий вигляд: 

 

                 ; 

                 ;  (8.1) 

… 

                 . 

 
Вихідний сигнал останньої ланки є вихідним сигна-

лом усієї системи, а еквівалентна передатна функція всієї 

системи за визначенням      
     

     
. За послідовного 
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з’єднання вихідний сигнал кожної попередньої ланки є 
вхідним для наступної ланки. Виконуючи послідовну підс-
тановку виразів (8.1) у вираз для передатної функції еквіва-
лентної ланки, одержимо таку шукану передатну функцію: 

 

     
     

     
 

             

     
 

               

     
     

                             
 
   . (8.2) 

 
Отже, передатна функція системи послідовно 

з’єднаних ланок дорівнює добутку передатних функції ла-
нок, що входять до такого з’єднання. 

 
8.2.2. Паралельне з’єднання ланок 

Знайдемо передатну функцію W (s) ланки (рис. 8.4 б), 
що є еквівалентною паралельному з’єднанню ланок W1 (s), 
W2 (s), …, Wn (s) (рис. 8.4 а). 

 

 
 

Рисунок 8.4 – Еквівалентне перетворення  
паралельного з’єднання ланок 

 

Зображення вихідних сигналів кожної ланки пара-
лельного з’єднання (рис. 8.4 а) з урахуванням X(s) = 
= X1 (s) = … = Xn (s) набуде такого вигляду: 

 

                ; 
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                ;  (8.3) 

  
                . 

 

За паралельного з’єднання вхідні сигнали всіх ланок 
є однаковими, а вихідний сигнал дорівнює сумі вихідних 
сигналів кожної з ланок. Тоді з урахуванням (8.2) можна 
записати такий вираз: 
 

Y(s) =                       

                                    

                             

           
 
   .    (8.4) 

 

Звідси випливає, що передатна функція паралельно-
го з’єднання ланок дорівнює сумі передатних функцій 
окремих ланок 
 

W(s)=
    

    
       

 
   .  (8.5) 

 
8.2.3. Зустрічно-паралельне з’єднання ланок 

Знайдемо передатну функцію W (s) ланки (рис. 8.5 б), 
що є еквівалентною зустрічно-паралельному з’єднанню 
ланок (ланка, що охоплена зворотним зв’язком) (рис. 8.5 а). 

 

 
 

Рисунок 8.5 – Еквівалентне перетворення  
зустрічно-паралельного з’єднання ланок 
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Зворотним зв’язком називають передавання сигналу 

з виходу ланки на її вхід, де його алгебраїчно складають із 

вхідним сигналом або віднімають від вхідного сигналу. 

Систему, охоплену зворотним зв’язком, називають замкне-

ною системою. Елементи системи від входу до виходу яв-

ляють собою прямий ланцюг із загальною передатною фу-

нкцією Wn (s). Якщо зворотний зв’язок розірвати, як це 

умовно подано на рисунку 8.5 а, то ланцюжок елементів 

від входу до точки розриву становить розімкнений ланцюг 

системи, що описують виразом Wp (s) = Wn (s) ∙ Wзз (s). 

Якщо сигнал зворотного зв’язку Y1 (s) віднімають 

від вхідного впливу (тобто надходить на суматор зі знаком 

«мінус», E (s) = X (s) – Y1 (s), то такий зворотний зв’язок 

називають від’ємним, якщо E (s) = X (s) + Y1 (s) – це дода-

тний зворотний зв’язок. 

Для одержання передатної функції зустрічно-пара-

лельного з’єднання з від’ємним зворотним зв’язком запише-

мо вирази для зображень вихідних сигналів кожної ланки 

 

              ;  (8.6) 

                ; 
               . 

 

Останнє рівняння в системі (8.6) часто називають 

рівнянням замикання системи. 

Виключивши проміжні величини методом підста-

новки, одержимо такий вираз: 

 

                             ;  (8.7) 

                                . 
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Оскільки передатна функція еквівалентної ланки W (s) 

є відношенням зображення вихідного сигналу за Лапла-

сом Y (s) до вхідного X (s), то остаточно одержимо таку пе-

редатну функцію: 

 

     
    

    
 

     

              
 

     

       
.  (8.8) 

 

Якщо зворотний зв’язок додатний, то внаслідок 

аналогічних перетворень можна одержати такий вираз: 

 

     
     

       
,  (8.9) 

 

який відрізняється лише знаком у знаменнику. 

За одиничного зворотного зв’язку, тобто коли 

Wзз (s) = 1, передатну функцію замкненої системи визна-

чають так: 

 

      
     

       
.  (8.10) 

 

8.2.4. Допоміжні правила перетворення структурних 

схем 

Часто під час перетворення структурної схеми скла-

дної системи за допомогою нескладних допоміжних перет-

ворень – перестановок удається звести її (або її частини) до 

однієї з типових схем-з’єднань елементів: послідовного, 

паралельного або зустрічно-паралельного. Такі операції 

підпорядковуються нескладним правилам і зведені в таб-

лиці 8.1. 

 

  



105 

Таблиця 8.1 – Допоміжні правила перетворення 

структурних схем 

№ 

пор. 
Операція Вихідна схема 

Перетворена  

схема 

1 

Переставлення 

вузлів  

розгалуження 

 

 

 

 

2 
Переставлення 

суматорів  

 

 

3 

Перенесення 

вузла 

розгалуження 

через 

ланку вперед 

 

 

 

 

4 

Перенесення 

вузла  

розгалуження 

через ланку 

назад 

 

 

 

 

5 

Перенесення 

суматора  

через ланку 

вперед 

 

 

 

 

6 

Перенесення 

суматора  

через ланку 

назад 

 

 

 

 
 

Основний принцип переставлення елементів струк-

турних схем полягає в тому, щоб усі вхідні та вихідні ве-

личини вихідної та перетвореної ділянок залишалися не-

змінними (тотожними). У цьому разі можуть утворюватися 
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ділянки нееквівалентності, що на кінцевий результат пе-

ретворення ніяк не впливає. 

 

8.3. Передатна функція типової одноконтурної  
системи автоматичного керування 

Під типовою одноконтурною системою автома-

тичного керування йдеться про систему, узагальнену стру-

ктурну схему якої наведено на рисунку 8.6. Замкнену сис-

тему називають одноконтурною, якщо під час її розмикан-

ня одержують ланцюжок із послідовно з’єднаних ланок без 

наявності паралельних з’єднань і зворотних зв’язків. 

 

 
 

Рисунок 8.6 – Структурна схема  

типової одноконтурної САК 

 

Розглянемо об’єкт керування з передатною функці-

єю Wo (s), який характеризують однією керованою вихід-

ною змінною Y (s), що необхідно стабілізувати на заданому 

рівні XЗ (s). На вихідну змінну Y (s) за допомогою об’єкта 

керування впливає збурення Zзб (s). Відхилення змінної Y (s), 

викликане таким збуренням, компенсують у системі цілес-

прямованою зміною керувального впливу U (s), який ство-

рює регулятор (пристрій керування) із передатною функці-

єю Wp (s). На вході регулятора діє сигнал неузгодженості 

(помилки) E (s), що формується внаслідок порівняння (ал-

гебраїчного підсумовування) завдання XЗ (s) і керованої 

величини Y (s), перетвореної в ланцюгові зворотного зв’яз-

ку відповідно до передатної функції Wзз (s). 
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Для типової одноконтурної САК, поданої на рисун-

ку 8.6, можна скласти декілька таких передатних функцій: за 

завданням, за збуренням і за відхиленням (за неузгодженості). 

Передатну функцію за завданням (за каналом впливу 

завдання) визначають як відношення зображення за Лапла-

сом вихідного сигналу Y (s) до зображення сигналу за-

вдання XЗ (s) за відсутності впливу збурення Zзб (s)  0 і з 

урахуванням правил структурних перетворень зустрічно-

паралельних з’єднань та від’ємності зворотного зв’язку 

подають у такому вигляді: 

 

       
    

     
 

          

                  
.  (8.11) 

 

За одиничного від’ємного зворотного зв’язку 

(Wзз (s) = 1) вираз (8.11) спрощують до такого вигляду: 

 

       
          

            
 

     

       
,  (8.12) 

 

де Wn (s) – передатна функція прямого ланцюга САК. 

 

Передатну функцію за неузгодженості (за помил-

кою) визначають як відношення зображення за Лапласом 

вихідного сигналу Y (s) до зображення сигналу неузгодже-

ності E (s) за відсутності впливу збурення Zзб (s)  0 та по-

дають у такому вигляді (без доведення): 

 

       
    

    
 

 

                  
.  (8.13) 
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Передатна функція за збуренням, що визначають як 

відношення зображення за Лапласом вихідного сигна-

лу Y (s) до зображення сигналу збурення Zзб (s) за відсутно-

сті впливу завдання XЗ (s), істотно залежить від місця прик-

ладання впливу збурення. Її не можна визначити загалом. 

Багатоконтурні системи керування (або системи 

підпорядкованого керування) у разі розмикання утворю-

ють паралельні з’єднання або мають зворотні зв’язки, які 

називають місцевими (внутрішніми) й можуть бути перех-

ресними. 

Для одержання передатної функції складної багато-

контурної системи керування необхідно, насамперед, перес-

тавленням вузлів і суматорів досягти виключення перехрес-

них зв’язків, а потім, використовуючи три основні правила 

перетворення структурних схем, перетворити її в типову 

одноконтурну САК. 

 

Питання для самоперевірки 

1. Що наносять на структурну схему САУ умовни-

ми знаками? 

2. У чому полягає головна перевага структурної 

схеми? 

3. Який елемент використовують у структурній 

схемі для підсумовування двох сигналів? 

4. Який елемент використовують у структурній 

схемі для порівняння двох сигналів? 

5. Яка передатна функція послідовно з’єднаних 

ланок? 

6. Яка передатна функція паралельно з’єднаних 

ланок? 

7. Яка передатна функція ланки, охопленої зворот-

ним зв’язком? 
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8. У чому полягає основний принцип, якого необ-

хідно дотримуватися під час переставлення елементів 

структурних схем? 

9. Які дії необхідно виконати під час переставлення 

вузлів структурної схеми? 

10. Що роблять, щоб структурну схему багатокон-

турної системи перетворити на структурну схему однокон-

турної САК? 
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Тема 9 

ОБ’ЄКТИ КЕРУВАННЯ ТА ЇХНІ ВЛАСТИВОСТІ 

 

У п. 1.2 було зазначено, що в широкому розумінні 

термін «об’єкт керування» може означати як елементарні 

процеси перетворення речовини та енергії, так і технологі-

чний комплекс або підприємство загалом. Тут розглянуто 

елементарні об’єкти автоматичного регулювання, для яких 

важливо підтримувати необхідний режим роботи із зада-

ними показниками стійкості та якості перехідних процесів. 

У задачах аналізу та синтезу використовують математичні 

моделі об’єктів у вигляді залежностей вихідної змінної 

(регульованої координати) від вхідних змінних. Для оці-

нювання властивостей об’єктів також застосовують різні 

динамічні характеристики. Математичні моделі об’єктів 

використовують для розроблення системи стабілізації тех-

нологічних режимів, оптимізації їх у статиці та динаміці. 

Один і той же самий об’єкт можна описати декількома ма-

тематичними моделями залежно від розв’язуваної задачі та 

ступеня деталізації моделей. Під час цього враховують такі 

особливості об’єктів, як зосередженість або розподіленість 

параметрів, нелінійність, нестаціонарність, запізнювання. 

Математичні моделі (ММ) статики об’єктів із зо-

середженими параметрами описують таким виразом: 

 

X = f (u, z, a),  (9.1) 
 

де f – вектор-функція; 

u, z – вхідні змінні (керування та збурення); 

а – вектор параметрів моделі, який ураховує особливос-

ті процесів, режимів і конструкції об’єкта. 

 

Зосередженість параметрів означає, що технологічні 

змінні в різних точках об’єкта мають однакові значення. 

Це можливо під час інтенсивного перемішуванні робочого 
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середовища об’єкта, наприклад, у мішалках. Вектор а в 

ММ у явному вигляді може бути відсутнім. 

Якщо значення змінних у різних точках об’єкта, на-

приклад у трубопроводі, відрізняються між собою, то ста-

тика враховує розподіленість параметрів 

 
  

  
           ,  (9.2) 

 

де l – просторова координата. 

 

Динаміку об’єкта із зосередженими параметрами 

описують таким диференціальним рівнянням: 

 
  

  
           .  (9.3) 

 

Тут беруть, що швидкість змінювання координати x 

у будь-якій точці об’єкта однакова. 

Динаміку об’єктів із розподіленими параметрами 

описують диференціальними рівняннями в частинних по-

хідних для урахування змінювання x за часом t та за прос-

торовою координатою l 

 

 
  

  
 
  

  
           .  (9.4) 

 

Для нестаціонарних об’єктів ураховують змінюван-

ня їхніх властивостей за часом, тоді диференціальні рів-

няння мають змінні коефіцієнти. 

 

9.1. Загальні властивості об’єктів регулювання 

Об’єкти мають різне призначення, у них протікають 

різні процеси, вони відрізняються конструкцією, але з пог-

ляду процесу керування ними можна виділити деякі зага-

льні особливості та властивості: 
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– самовирівнювання – властивість об’єкта перехо-

дити самостійно з одного рівноважного стану в інший під 

впливом певного вхідного сигналу, збурення. Прикладами 

можуть бути теплообмінні процеси, що під час змінювання 

навантаження самостійно переходять з одного стану рівно-

ваги в інший із різними температурами середовища, або 

збірники, у яких відбувається вільний витік рідини. Само-

вирівнювання – це наслідок внутрішнього від’ємного зво-

ротного зв’язку в стійкому об’єкті, що проявляється як 

вплив значення регульованої координати на приплив та 

(чи) витік речовини або енергії. Ця властивість об’єкта по-

легшує процес регулювання, зменшує відхилення регульо-

ваних координат; 

– інерційність, що проявляється в тривалості пере-

хідних процесів і яку оцінюють сталими часу Т. Як було 

зазначено вище, тривалість перехідного процесу можна 

визначити за таким виразом: tn = (3 – 4)Т; 

– ємність – кількість речовини або енергії, яку може 

накопичувати та витрачати об’єкт у процесі регулювання. 

Прикладом для гідравлічних об’єктів може бути маса ре-

човини, для теплових – кількість теплоти, для рухомих – 

момент інерції; 

– запізнювання – це час між надходженням вхідного 

сигналу та моментом появи вихідної змінної. Розрізняють 

транспортне (чисте) (τзп = 
 

 
, де l – довжина шляху, v –

 швидкість), перехідне або ємнісне запізнювання. 

Методи одержання математичних моделей об’єк-

тів можна поділити на деякі класи, унаслідок чого викори-

стовують такі математичні моделі (ММ): 

– аналітичні ММ (неформальні). Під час їхнього ви-

ведення використовують фундаментальні закони перетво-

рення речовини й енергії, тепло- й масообміну, гідродина-

міки тощо. Унаслідок цього отримують ММ, які описують 
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клас об’єктів, що є універсальними, і саме в цьому полягає 

їхня значущість і перевага порівняно з іншими моделями. 

Водночас одержання аналітичних ММ потребує розкриття 

природи та механізмів процесів, що призводять до громіз-

дких і незручних для використання математичних моделей. 

До того ж під час виведення аналітичних ММ не можна 

обійтися без певних спрощень, що зменшує цінність цих 

ММ. У теорії автоматичного керування аналітичні моделі 

розробляють для елементарних об’єктів і зводять до зруч-

ного вигляду, наприклад, до стандартної форми диферен-

ціальних рівнянь; 

– формальні моделі, для одержання яких використо-

вують метод «чорного ящика», коли не розкривають при-

роду процесів, що відбуваються в об’єкті, а шукають такі 

математичні залежності, які з прийнятною точністю опи-

сують зв’язок між вхідними та вихідними змінними. Фор-

мальні моделі отримують експериментальним шляхом і 

перевіряють їх методами комп’ютерного моделювання; 

– комбіновані моделі, які певною мірою об’єднують 

аналітичні та формальні методи, наприклад структуру мо-

делі, визначають завдяки вивченню природи об’єкта, а па-

раметри моделі оцінюють експериментально. 

Порядок одержання аналітичних ММ для елемен-

тарних об’єктів може бути таким: 

– вивчають загалом природу об’єкта, процеси, що 

відбуваються в ньому, визначають регульовані координа-

ти, збурення й можливі впливи керування, складають па-

раметричну схему. Кількість регульованих координат ви-

значає порядок математичної моделі; 

– складають рівняння матеріального й енергетично-

го балансів, визначають математичні моделі для розкриття 

складових цих балансів; 

  



114 

– виконують процедури лінеаризації нелінійних за-

лежностей, роблять припущення, які можуть спростити 

ММ, наприклад щодо зосередженості параметрів, сталих 

значень констант процесів тощо; 

– розглядають порушення балансів і роблять при-

пущення, що швидкість змінювання регульованих коорди-

нат пропорційна величині небалансу. Диференціальні рів-

няння зводять, за можливості, до стандартної форми; 

– аналізують одержані математичні моделі, скла-

дають структурні схеми, здійснюють комп’ютерне моде-

лювання. 

Аналітичні ММ мають бути адекватними (відповід-

ними) об’єкту та завданню, з необхідною точністю відтво-

рювати статичні та динамічні властивості, бути зручними, 

наочними та, за можливості, простими. 

Розглянемо приклади одержання аналітичних ММ 

елементарних об’єктів. 

 

Приклад 9.1. Нехай математичну модель збірника 

як об’єкта регулювання рівня Н наведено на рисунку 9.1 а. 

 

 
 

Рисунок 9.1 – Збірники рідини як об’єкти регулювання  

рівня H 
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Характерною особливістю роботи об’єкта є те, що 

витрату речовини з нього здійснюють насосом, продуктив-

ність якого не залежить від рівня Н. 

Матеріальний баланс визначає рівність потоків на 

вході та виході збірника так: 

 

        ;  (9.5) 

H = const. 

 

Порушення балансу призводить до змінювання рів-

ня рідини Н 

 

            
     

  
.  (9.6) 

 

Рівняння (9.6) записано у відхиленнях змінних від 

їхнього номінального (розрахункового) значення. Помно-

жимо рівняння (9.6) на величину 
  

    

 

 
      

    

 
     

  
 

  

    

      
  

    

       (9.7) 

 

або 

 

 
     

  
                ,  (9.8) 

 

де Т – стала часу; 

К1, К2 – коефіцієнти передавання; 

індекс «0» означає номінальне значення змінної (розра-

хунковий режим). 

 

Рівняння (9.8) відповідає елементарній інтегральній 

ланці. Під час одержання ММ було зроблено припущення, 

що площа поперечного перерізу збірника F за висотою є 



116 

сталою, інакше ММ необхідно доповнити рівнянням для 

визначення F = f (H). 

Структурна схема (рис. 9.2 а) складається із двох 

передатних функцій (інтегральних ланок), а часова харак-

теристика (рис. 9.2 б) доводить, що збірник не має самови-

рівнювання. 

 

 

Рисунок 9.2 – Структурна схема (а)  

та часова характеристика (б) збірника 

 

Приклад 9.2. Для збірника, схему якого подано на 

рисунку 9.1 б, рівняння матеріального балансу та його по-

рушення (9.5), (9.6) мають однаковий вигляд, але величина 

стоку Gст залежить від рівня і її визначають за допомогою 

рівнянням Бернуллі 
 

                ,  (9.9) 
 

де  – коефіцієнт витрати; 

fкл – площа поперечного перерізу клапана; 

g – прискорення вільного падіння. 

 

Залежність (9.9) є нелінійною, оскільки регульована 

координата розташована під знаком кореня та є добутком 

двох змінних Н і fкл. Лінеаризацію цього виразу можна 

здійснити за нульових умов, використовуючи таке рівняння: 
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 0 ·     .  (9.10) 

 

Унаслідок цього одержимо такий вираз: 

 

     
    

      
                  . (9.11) 

 

У (9.11) вираз                  одержано пі-

сля взяття похідної та множення чисельника і знаменника 

на    . 

Підставимо (9.11) у (9.6) 

 

     
    

      
                    

     

  
. (9.12) 

 

Зведемо вираз (9.12) до стандартного вигляду, для 

чого перенесемо регульовану координату ∆Н у ліву части-

ну й поділимо на коефіцієнт 
    

      
 

 
    

    

 
     

  
    

   

    

      
         

    

      (9.13) 

 

або остаточно 

 

  
     

  
                 .  (9.14) 

 

Структурну схему та часову характеристику збірни-

ка подано на рисунку 9.3. 
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Рисунок 9.3 – Структурна схема (а)  

та часова характеристика (б) збірника 

 

Головною особливістю цього об’єкта є наявність 

самовирівнювання, тобто здатність переходити самостійно 

в новий усталений стан після нанесення збурення. Наяв-

ність самовирівнювання в передатних функціях відображає 

одиниця в знаменнику. 
 

9.2. Поняття про типові моделі об’єкта 

Інколи під час математичного моделювання конкре-

тних апаратів можна скористатися типовими моделями, до 

яких зазвичай відносять такі моделі: 

– ідеального витіснення; 

– ідеального змішування; 

– однопараметричну дифузійну; 

– коміркувату; 

– комбіновані. 

Модель ідеального витіснення. За таку модель бе-

руть поршневу течію рідини без перемішування вздовж 

потоку за рівномірного розподілу речовини (енергії) у на-

прямку, перпендикулярному рухові. Час перебування всіх 

часток у системі є однаковим і дорівнює відношенню 

об’єму до об’ємної витрати рідини. Рівняння моделі має 

такий вигляд: 
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,  (9.15) 

 

де С – концентрація речовини;  

W – лінійна швидкість; 

Х – координата. 

 

Прикладом моделі ідеального витіснення є модель 

трубчастого апарату за відношення довжини труби до діа-

метра більшого за 100. 

Модель ідеального змішування. За таку модель бе-

руть рівномірний розподіл речовини (енергії) в потоці 

 
  в  

  
 

  

 
   в   в   ,  (9.16) 

 

де Vc – об’ємна швидкість потоку; V – об’єм системи. 

 

Прикладами моделі ідеального змішування є модель 

коротких трубопроводів, циліндричних апаратів з інтенси-

вним перемішуванням. 

Однопараметрична дифузійна модель. Її основою є 

модель ідеального витіснення, тобто поршневий потік, але 

за наявності зворотного перемішування, яке формально 

визначають законом дифузії. Під час складання моделі ро-

блять такі припущення: 

– зміна концентрації речовини (енергії) є непере-

рвною функцією координати (відстані); 

– концентрація в поперечному перерізі є незмінною; 

– об’ємна швидкість потоку та коефіцієнт поздовж-

нього перемішування не змінюється по довжині та перері-

зу потоку й набуває такого вигляду: 

 
  

  
    

  

  
    

   

   ,  (9.17) 
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де ДL – коефіцієнт турбулентного перемішування (дифузії), 

що знаходять експериментально. 

 

Прикладом однопараметричної дифузійної моделі є 

модель структури потоків в апаратах, не розділених на 

ступені (наприклад, у масообмінних апаратах із непере-

рвним контактом). 

Коміркувата модель. Відповідно до моделі апарат 

умовно поділяють на декілька послідовно з’єднаних комі-

рок, у кожній із них здійснюють повне перемішування по-

току, а перемішування між комірками відсутнє. Парамет-

ром такої моделі є кількість комірок. Прикладом комірку-

ватої моделі є каскад апаратів із мішалками. 

Комбіновані моделі. Під час математичного моде-

лювання апаратів із байпасними та циркуляційними пото-

ками, застійними зонами лише одну модель використати 

не вдається. Тому використовують деяке з’єднання типо-

вих моделей. 

Під час експериментального визначення статичних і 

динамічних характеристик об’єктів використовують стри-

бкоподібний, імпульсний або гармонічний вхідні сигнали. 

Часто багатоємнісні об’єкти з невідомими характеристи-

ками подають у вигляді простих передатних функцій, на-

приклад для об’єкта із самовирівнюванням (рис. 9.4 а), за-

дають таку структуру передатною функцією (9.18): 

 

     
 

    
          

  

  
,  (9.18) 

 

що відповідає послідовному з’єднанню аперіодичної ланки 

та ланки запізнювання. 

У точці перегину А проводять дотичну, що дає мо-

жливість одержати оцінки сталої часу Т та часу запізню-

вання τзn, а коефіцієнт передавання визначають за відно-

шенням ∆Х до ∆U, тобто за зміною вихідного сигналу (ре-
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гульованої координати) щодо вхідного. Властивості об’єк-

тів без самовирівнювання (рис. 9.4 б) можна оцінювати 

послідовним з’єднанням інтегральної ланки й ланки за-

пізнювання 

 

     
 

 
       ,  (9.19) 

 

де e – швидкість розігнання, e  tg; 
 

 
    – час розігнання. 

 

 

Рисунок 9.4 – Часові характеристики об’єктів: 

а) із самовирівнюванням; б) без самовирівнювання 

 

Використовують також інші передатні функції 

 

  
          

          
       

          

            
     

,  (9.20) 

 

для яких експериментально визначають кількість ланок n, 

коефіцієнти T і K. 

Одним із методів експериментального визначення 

характеристик об’єкта є пасивний метод, коли використо-

вують дані, що характеризують роботу об’єкта в режимі 
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нормальної експлуатації, без внесення додаткових сигна-

лів. Ці методи об’єднують в окремий напрям – ідентифі-

кацію. Використовують також спеціальні методи плану-

вання експериментів. 

 

Питання для самоперевірки 

1. Що називають математичною моделлю об’єкта? 

У чому полягають особливості математичних моделей 

об’єктів із зосередженими та розподіленими параметрами?  

2. Які загальні властивості мають об’єкти різної 

природи? 

3. Як класифікують математичні моделі об’єктів і 

яка методика одержання аналітичних моделей елементар-

них об’єктів? 

4. Якими є типові математичні моделі і яка зона їх-

нього застосування? 

5. Які особливості експериментальних методів ви-

значення динамічних характеристик об’єктів? Які переда-

вальні функції використовують для опису об’єктів? 
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Тема 10 

ЗАКОНИ КЕРУВАННЯ  

ТА АВТОМАТИЧНІ РЕГУЛЯТОРИ 

 

У попередніх розділах було визначено, що в авто-

матичних системах завжди формуються керувальні впли-

ви, спрямовані на забезпечення бажаного режиму функці-

онування об’єкта з урахуванням збурень, що діють, і хара-

ктеристик об’єкта й зовнішнього середовища. Пристрій 

керування, а в автоматичних системах керування – автома-

тичний регулятор повсякчас перетворює одержану інфор-

мацію в сигнал керування, який залежить загалом від від-

хилення ∆Х, збурення Z, а також від інтегральних показни-

ків і похідної регульованої координати. Таку залежність 

називають законом регулювання (керування). У теорії ав-

томатичного керування використовують два підходи до 

вибору та застосування автоматичних регуляторів: 

– визначення необхідного закону керування на підс-

таві властивостей об’єкта та вимог до якості системи. 

У цьому разі закон керування є математичною залежністю, 

яка може бути довільної форми будь-якої складності. У тех-

нічній літературі процедури одержання необхідного закону 

керування називають аналітичним конструюванням регу-

ляторів; 

– застосування типових законів керування. У цьому 

разі для конкретного випадку обирають один із них і здій-

снюють підбір параметрів (налаштування) для конкретних 

умов, тобто виконують параметричний синтез автоматич-

них регуляторів. 

Під час реалізації законів керування технічними за-

собами автоматичні регулятори можуть бути неперервними 

(аналоговими) та дискретними. У неперервних регуляторах 

вхідні та вихідні сигнали є неперервними функціями часу, у 

дискретних регуляторах, до яких належать релейні (пози-
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ційні), імпульсні та цифрові регулятори, вихідний сигнал 

має стрибкоподібну форму або є послідовністю імпульсів. 

До типових неперервних законів керування належать 

такі закони: 

– пропорційний (статичний) 

 

               (10.1) 
 

де Kрег – коефіцієнт передавання регулятора; 

ΔX = Xзд – X (t); 

 

– інтегральний (астатичний) 

 

         
       

  

 
;  (10.2) 

 

– диференціальний 

 

       
     

  
;  (10.3) 

 

– пропорційно-диференціальний 

 

               
     

  
;  (10.4) 

 

– пропорційно-інтегральний 

 

                 
       

  

 
;  (10.5) 

 

– пропорційно-інтегрально-диференціальний 

 

            
    

  
         

     

  

  

 
,  (10.6) 
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де Кд – коефіцієнт диференціювання, часом його заміню-

ють добутком Кд · Тд (Тд – час диференціювання); 

Ті – час інтегрування (ізодрому). 

 

Відповідно до наведених законів автоматичні регу-

лятори називають П-, І-, Д-, ПД-, ПІ- та ПІД-регуляторами. 

Ці закони керування та відповідні їм автоматичні регуля-

тори є певною мірою універсальними, тобто можуть бути 

застосовані до різних об’єктів, у різних системах. Універ-

сальність їм надає можливості змінювати в певних межах 

сталі коефіцієнти рівнянь (10.1)–(10.6), які називають па-

раметрами налаштування. Відповідно до цих параметрів 

налаштуваннями є такі параметри: Kрег,     
  , Кд, Ті. У су-

часних технічних засобах, зокрема в мікропроцесорних 

контролерах, передбачають можливість використання най-

більш універсального ПІД-регулятора, який може реалізу-

вати й більш прості закони, наприклад, за умови Ті → ∞ і 

Кд = 0 ПІД-регулятор перетворюється в П-регулятор. 

Як було зазначено раніше, динамічні властивості 

автоматичної системи регулювання визначають як за хара-

ктеристиками об’єкта, так і автоматичного регулятора. 

З рівнянь (10.1)–(10.6) бачимо, що типові закони керування 

можна описати елементарними ланками (підсилювальною, 

інтегральною, диференціальною) та їхнім сполученням. 

У цьому разі необхідно враховувати, що наведені залеж-

ності відображають ідеалізовані закони регулювання. 

У задачах аналізу та синтезу використовують передатні 

функції автоматичних регуляторів, які відповідають рів-

нянням (10.1)–(10.6): 

– пропорційний регулятор 

 

    
         ;  (10.7) 
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– інтегральний регулятор 

 

    
     

    
   

 
;  (10.8) 

 

– диференціальний регулятор 

 

    
         ;  (10.9) 

 

– пропорційно-диференціальний регулятор 

 

    
               ;  (10.10) 

 

– пропорційно-інтегральний регулятор 

 

    
           

    

      
;  (10.11) 

 

– пропорційно-інтегрально-диференціальний регу-

лятор 

 

    
            

    

      
     .  (10.12) 

 

Для кожного з цих регуляторів можна розглядати 

також часові та частотні характеристики, частину з них для 

прикладу наведено в таблиці 10.1. 

Аналізуючи процес регулювання з різними регуля-

торами, необхідно звернути увагу на такі головні показни-

ки, як точність, наприклад підтримання Хзд і тривалість пе-

рехідних процесів. 
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Таблиця 10.1 – Характеристики типових  

автоматичних регуляторів 

№ 

пор. 
Регулятор 

Перехідна функція, 

h (t) 
Частотна  

характеристика 

1 2 3 4 

1 Пропорційний 

  

2 Інтегральний 

 
 

3 Диференціальний 

 
 

4 
Пропорційно- 

інтегральний 
 

 

5 

Пропорційно-

інтегрально-

диференціальний 
  

6 
Пропорційно-

диференціальний 
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Пропорційний регулятор характеризують високою 

швидкодією, він практично безінерційний. Запишемо його 

рівняння в такому вигляді: 

 
     

  
     

     

  
.  (10.13) 

 

Отже, процес регулювання починається одразу: ко-

ли 
     

  
  0, тоді 

     

  
  0. Але процес регулювання закін-

чується, якщо 
     

  
 = 0, а це може бути за ∆Х = const, тобто 

X (t)  Хзд. Таке явище називають статичною похибкою 

∆Хст (рис. 10.1). 

 

 
 

Рисунок 10.1 – Перехідний процес у системі 

з П-регулятором 

 

У такій системі можлива множина станів рівноваги, 

тому її називають статичною. Саме цим і визначають зону 

застосування П-регуляторів: якщо статична похибка пере-

вищує допустиме значення, то такі регулятори не застосо-

вують. Особливо важливим є оцінювання процесу регулю-

вання під час різних навантажень об’єкта: у статичних сис-

темах ∆Хст збільшується під час збільшення навантаження 

(статична нерівномірність). 
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Аналогічно аналізують роботу інших регуляторів: 

– І-регулятор забезпечує в системі єдину точку рів-

новаги, але процес керування розпочинається пізніше, ніж 

із П-регулятором. Це можна бачити з виразу (10.14) 

 
     

  
     

     .  (10.14) 

 

У цьому разі єдина точка рівноваги можлива лише 

за умови ∆Х = 0, тобто X (t) = Xзд, відсутня статична похиб-

ка, система є астатичною. Водночас тривалість перехід-

ного процесу збільшується й, до того ж, І-регулятор не 

можна застосовувати на об’єктах без самовирівнювання; 

– Д-регулятор починає реагувати під час приско-

рення сигналу похибки 

 
     

  
   

      

   ,  (10.15) 

 

тобто процес регулювання розпочинається ще раніше, ніж 

у системі з П-регулятором, але закінчується перехідний 

процес за умови 
      

     , отже, Д-регулятор не реагує на 

стале відхилення ∆Х. Цей регулятор використовують лише 

як допоміжний пристрій для введення сигналу за похідною 

регульованої координати сигналу, що фокусує, який діє 

лише на початку перехідного процесу; 

– ПІ-регулятор розпочинає роботу так само швидко, 

як П-регулятор, але процес регулювання закінчується за 

умови ∆Х = 0, тому час перехідного процесу буде більшим, 

ніж у системі з П-регулятором. Параметри налаштування 

ПІ-регулятора можна визначити за його часовою характе-

ристикою (рис. 10.2). 

З рисунка 10.2 бачимо, що в точці t = 0      
    

  
, а 

Тi є проєкцією на вісь часу лінії, яка відповідає подвоєнню 
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(Крег · ∆Х), тому Ті ще називають часом подвоєння  

П-складової; 

 

 
 

Рисунок 10.2 – Часова характеристика ПІ-регулятора 

 

– ПІД-регулятор разом із ПІ-регулятором є най-

більш поширеними внаслідок того, що змінювання налаш-

тувань дає можливість застосовувати ці регулятори з найбі-

льшою ефективністю. У разі використання ПІД-регулятора 

можна забезпечити необхідну точність і тривалість перехі-

дного процесу, але знаходження оптимальних значень Крег, 

Ті, Кд є досить складним завданням. 

Під час комп’ютерного моделювання використову-

ють структурні схеми ПІ- та ПІД-регуляторів (рис. 10.3). 

Під час технічної реалізації автоматичних регулято-

рів типові закони керування формують завдяки введенню 

необхідних зворотних зв’язків, за винятком І-регулятора, 

який не має зворотного зв’язку. Для визначення типу зво-

ротного зв’язку автоматичний регулятор (АР) подають у 

вигляді двох частин із передатними функціями регулюваль-

ного блока Wрб (р) та зворотного зв’язку Wзз (p) (рис. 10.4). 
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Рисунок 10.3 – Структурні схеми: 

а) ПІ-регулятора; б) ПІД-регулятора 
 

 

Рисунок 10.4 – Структурна схема  

автоматичного регулятора 

 

У цьому разі передатна функція регулятора матиме 

такий вигляд: 

 

        
      

                 
  (10.16) 

 

або 

 

        
 

              
.  (10.17) 
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Якщо взяти досить великим коефіцієнт передавання 

регулятора (Крег → ∞), то можна записати таку передатну 

функцію: 

 

        
 

      
.  (10.18) 

 

Отже, властивості регулятора визначено характером 

зворотного зв’язку, звідки можна записати 

 

       
 

       
.  (10.19) 

 

Цей вираз дає можливість зробити такі висновки 

для різних автоматичних регуляторів щодо зворотних 

зв’язків у них: 

– П-регулятор описують такими виразами: 

 

       
 

    
,  (10.20) 

       
 

  
     ,  (10.21) 

 

що відповідає підсилювальній ланці, яка реалізує жорсткий 

від’ємний зворотний зв’язок; 

– ПІ-регулятор описують так: 

 

       
 

       
    

   

 

   

    

       
;  (10.22) 

  
    

  
     

  

    
 

     

  
.  (10.23) 

 

Це реальна диференціальна ланка, яка реалізує гну-

чкий від’ємний зворотний зв’язок (ізодромний). Характер-
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ною особливістю цього зворотного зв’язку є те, що з часом 

його вплив зменшується до нуля (Хзз → 0 за умови t → ∞); 

– ПД-регулятор 

 

    
 

           
 

 

    

  
  

     
   

;  (10.24) 

  

    
 

    

  
     

 

    
    .  (10.25) 

 

Цей зв’язок називають інерційним жорстким 

від’ємним зворотним зв’язком, який реалізує аперіодична 

ланка; 

– ПІД-регулятор 

 

    
 

       
    

    
      

 
 

        
    

  
       

  

 

  
    

    

  
    

                 
;  (10.26) 

  

    
   

     

      
    

  
     

  

    
 

     

  
.  (10.27) 

 

Цей зворотний зв’язок відповідає послідовному 

з’єднанню реальної диференціальної та аперіодичної ла-

нок, це інерційний гнучкий від’ємний зворотний зв’язок. 

Наведені закони керування відповідають ідеальним 

регуляторам, але реальні регулятори мають відхилення від 

наведених залежностей унаслідок неточного відтворення 

математичних моделей, можливі нелінійності тощо. Допу-

скають відхилення характеристик реальних регуляторів 

від ідеальних за модулем – до 100 %, а за фазою – до 15 % 

на робочій частині.  
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Питання для самоперевірки 

1. Які є типові закони регулювання, їхні рівняння, 

передавальні функції, часові та частотні характеристики 

автоматичних регуляторів? 

2. Які особливості процесів керування з різними ре-

гуляторами? Що називають органами налаштування авто-

матичних регуляторів?  

3. Основні параметри П-регулятора. Особливості 

роботи П-регулятора, параметри перехідних процесів. 

4. Основні параметри ПІ-регулятора. Особливості 

роботи ПІ-регулятора, параметри перехідних процесів. 

5. Основні параметри ПІД-регулятора. Особливості 

роботи ПІД-регулятора, параметри перехідних процесів. 

6. Що називають статичною похибкою? 

7. Чим характеризують зворотні зв’язки в автома-

тичних регуляторах? Які їхні рівняння й передавальні 

функції? 
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Тема 11 

АНАЛІЗ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

У теорії автоматичного керування розрізняють дві 

основні задачі: задачу аналізу та задачу синтезу систем. 

Під час розв’язання задачі аналізу вважають, що си-

стема керування існує й працездатна. Потрібно лише оці-

нити параметри якості процесу керування, які характери-

зують точність і плавність проходження перехідного про-

цесу. Через певні особливості задачу аналізу відносять до 

прямих задач, яка завжди має лише один розв’язок. 

Задача синтезу системи автоматичного керування є 

зворотною задачею. Вона полягає у визначенні алгоритму 

керування й виборі структури, що реалізує цей алгоритм, і 

параметрів, що задовольняють заданим показникам якості. 

Задача синтезу, на відміну від задачі аналізу, зазвичай має 

безліч розв’язків. 

Роботу будь-якої системи автоматичного керування 

оцінюють стійкістю та якістю керування. Питання стій-

кості системи автоматичного керування буде розглянуто 

дещо пізніше (див. п. 13.2). 

Поняття якості системи автоматичного керування 

охоплює оцінки її статичних і динамічних властивостей, 

виражених у кількісній формі, які називають показниками 

якості процесу керування. Такими показниками якості є 

точність в усталеному режимі (статична точність) і 

якість перехідного процесу (динамічна точність). 

Розглянемо структурну схему найпростішої типової 

системи автоматичного керування (рис. 11.1). За умови до-

вільної зміни сигналу завдання на вході g (t) сигнал на ви-

ході системи y (t) є загальним розв’язком диференціально-

го рівняння, що описує динаміку системи, і складається із 

двох доданків 
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y(t) = yв  (t) + yв  (t),  (11.1) 
 

де yвн (t) – вільна складова розв’язку, що для працездатних 

(стійких) систем із часом прямує до нуля; 

yвм (t) – вимушена складова розв’язку, вигляд і величина 

якої визначає сигнал завдання g (t). 

 

 
 

Рисунок 11.1 – Типова САК 

 

Відповідно до цього розрізняють дві групи показни-

ків якості роботи системи: 

– точність в усталеному режимі, яку оцінюють за 

наявністю та величиною помилки неузгодженості між за-

даним g (t) і фактичним усталеним значенням вихідної 

змінної yвм (t); 

– група показників якості перехідного процесу, які 

одержують за зовнішнім виглядом yвм (t). Єдиного показ-

ника якості перехідного процесу не існує. Для її оцінюван-

ня використовують або деяку множину окремих показни-

ків чи критеріїв, або формують узагальнені інтегровані по-

казники. 

 

11.1. Статична точність систем автоматичного 

керування 

Розглянемо показники якості, що характеризують 

вимушену складову помилки слідкування εвм (t) стійкої си-

стеми (див. рис. 11.1) під час порівняно повільного змінення 

сигналу g (t), що є характерним для слідкувальних систем і 

систем програмного керування. Усталену похибку неузго-

дженості системи визначають так: εвм (t) = g (t) – yвм (t). 
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Передатну функцію замкненої системи щодо поми-

лки неузгодженості, викликаної впливом завдання, одер-

жують у такому вигляді: 

 

       
    

    
 

 

      
.  (11.2) 

 

Вираз (11.2) завжди можна подати у вигляді відно-

шення поліномів 

 

       
    

      
,  (11.3) 

 

де поліноми R (s) і Q (s), які ніколи не перетворюються на 

нуль за умови s  0; 

N – кількість вільних інтеграторів (інтегрувальних ла-

нок, що не входять до будь-якого внутрішнього контуру), 

яка визначає тип системи керування, що буде подано нижче. 

 

З урахуванням рівняння (11.2) зображення за Лапла-

сом сигналу помилки неузгодженості можна записати так: 

 

     
 

      
                .  (11.4) 

 

Передатну функцію Wge (s) у (11.4) можна розкласти 

в ряд Тейлора за зростальними ступенями s поблизу точки 

s  0, що відповідає великим значенням часу (t → ), тобто 

значенню усталеної помилки під час заданого значен-

ня g (t). Тоді (11.4) набуде такого вигляду: 

 

             
 

  
   

    
 

  
          . (11.5) 

 

Якщо Wge (s) є дробово-раціональною функцією 

(тобто має вигляд відношення двох поліномів, що здебіль-
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шого й буває під час практичного застосування), то розк-

ладання можна виконати діленням чисельника на знамен-

ник, розміщуючи члени за зростанням ступенів. 

Перейшовши в (11.5) від зображень до оригіналів, 

одержимо вираз для помилки як функцію вхідного сигналу 

завдання 

 

 в             

     

  
 

 

  
  

      

   
    

 
 

  
  

      

   
.  (11.6) 

 

Коефіцієнти C0, C1, C2, …, Cm називають коефіцієн-

тами помилок. Їх визначають за формулами розкладання 

функції Wge (s) у ряд Тейлора як часткові похідні такого 

вигляду: 

 

              
;  (11.7) 

    
      

  
 
   

       
        

    
   

. 

 

Якщо g (t)  1 (t) (тобто сигнал є незмінним), то всі 

похідні 
     

  
  

      

       
      

     . Тоді C0 = Wge (0)  а 

  
     

  
  

 

  
  

      

       
 

  
  

      

        

З урахуванням (11.6) C0 набуває значення усталеної 

помилки в замкненій системі (оскільки g (t)  1 (t)). 

Якщо g (t)  t (тобто сигнал є лінійним), то 
     

  
  , 

а всі інші похідні дорівнюють нулю. Тоді C0 = Wge (0)    

  
       

  
 
   

, a 
 

  
  

      

       
 

  
  

      

      тощо. 

Коефіцієнт C0 називають коефіцієнтом статичної 

або позиційної помилки; коефіцієнт C1 – коефіцієнтом 
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швидкісної помилки; C2 – коефіцієнтом помилки щодо при-

скорення. 

Зауваження 1. Часто передатна функція замкненої 

системи є складною для диференціювання, тоді коефіцієн-

ти помилок можна визначити за такою рекурентною фор-

мулою: 

 

   
 

  
            

 
    ,  (11.8) 

де ar – коефіцієнти полінома в знаменнику; за умови r  n 

ar  0 (n – порядок полінома знаменника); 

a0 – вільний член; 

bk – коефіцієнти полінома в чисельнику; за умови k  m 

bk  0 (m – порядок полінома чисельника). 

 

Зауваження 2. Використовуючи наведену вище ме-

тодику, можна одержати коефіцієнти помилок щодо зов-

нішнього збурення. За такої умови зміниться лише вигляд 

передатної функції системи. 

Зауваження 3. Величину усталеної помилки мож-

на визначити із властивостей перетворень Лапласа, ви-

користовуючи теорему щодо кінцевого значення (грани-

чну теорему)  

 

 в                  (11.9) 

 

за умови, що межа існує, тобто похибка εв (t) має кінцеве 

значення (обмежена). 

Систему, у якій будь-який (навіть незмінній) зовні-

шній вплив g (t) створює помилку в усталеному режимі, 

називають статичною. У статичних системах відсутні ін-

тегрувальні ланки, а коефіцієнт C0 (а також, можливо, й 

інші) є відмінним від нуля. 
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Систему, яка незмінний зовнішній вплив g (t)  const 

(або додатково ще й лінійний, квадратичний та інші впли-

ви) відтворює без помилки в усталеному режимі, назива-

ють астатичною. Зовнішньою ознакою астатичної систе-

ми є наявність у її складі інтегрувальних ланок. Кількість 

інтегрувальних ланок визначає порядок астатизму. У сис-

темах з астатизмом 1-го порядку є одна інтегрувальна 

ланка; коефіцієнт C0  0, а всі інші коефіцієнти – відмінні 

від нуля. У системах з астатизмом 2-го порядку наявні дві 

інтегрувальні ланки; коефіцієнти C0  C1  0, а інші коефі-

цієнти – відмінні від нуля. Зі збільшенням порядку астати-

зму (кількості інтегрувальних ланок) збільшується кіль-

кість коефіцієнтів помилок таких, що дорівнюють нулю, 

тобто все більш складні вхідні сигнали відтворюються сис-

темою без помилки, але водночас усе важче стає забезпе-

чити її стійкість і якість керування в динаміці. 

Якщо на систему додатково до завдання впливає і 

збурення, то астатизм системи істотно залежить від місця 

під’єднання інтегрувальної ланки. За такої умови система, 

астатична за каналом завдання, може бути статичною за 

збуренням або навпаки. 

 

11.2. Динамічна точність систем автоматичного 

керування 

Точність систем автоматичного керування в перехі-

дному режимі оцінюють за допомогою прямих і непрямих 

показників (критеріїв) якості. 

Прямі показники якості визначають за кривою пере-

хідного процесу, що виникає в системі за типового зовніш-

нього впливу (зазвичай за перехідною характеристикою). 

Непрямі показники якості визначають, використо-

вуючи частотні характеристики системи або розміщення 

коренів характеристичного рівняння. 
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Перехідний процес у динамічній системі залежить 

не лише від її властивостей, але й від характеру прикладе-

ного зовнішнього впливу. Для можливості порівняння ди-

намічних характеристик різних систем керування викорис-

товують типові впливи: одиничний східчастий, імпульсний 

або гармонійний. Під час практичного застосування для 

аналізу здебільшого використовують одиничний східчас-

тий вплив, що забезпечує найбільш складні умови випро-

бування системи, оскільки знаючи показники якості систе-

ми в таких умовах, можна бути впевненими, що в інших, 

більш легких умовах, якість її роботи буде кращою. 

З часом важливість прямих показників якості значно 

збільшилося. Це обумовлено тим, що розроблені й набули 

широкого використання потужні засоби комп’ютерного 

моделювання систем керування, які дають можливість 

просто, точно та швидко розрахувати перехідні характери-

стики практично будь-якої системи, й тому непрямі показ-

ники якості зараз більшою мірою відіграють ілюстрати-

вну роль. 

На рисунку 11.2 продемонстровано різні типи перехі-

дних процесів системи керування, що є реакцією на зміну 

сигналу завдання у вигляді ступінчастого впливу g (t)  1 (t). 

Розрізняють коливальні (1), аперіодичні (2) та монотонні (3) 

перехідні процеси. 

 

 

Рисунок 11.2 – Типи перехідних процесів 
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Розглянемо основні прямі показники якості керу-

вання щодо типової одноконтурної системи керування 

(див. рис. 11.1) під час ступінчастої зміни впливу завдан-

ня g (t) (рис. 11.3). За початок відліку для керованої вели-

чини y (t) узято значення y (0), тобто те, яке було до по-

дання ступінчастого впливу. 

 

 
 

Рисунок 11.3 – Перехідний процес системи керування  

за каналом впливу завдання 

 

Використовують такі показники якості: 

– перерегулювання σ – величина, що дорівнює від-

ношенню першого максимального відхилення ymax1 керо-

ваної величини y (t) від її усталеного значення y () до 

усталеного значення 

 

  
          

    
     

  

    
      .  (11.10) 

 

Якість керування вважають задовільною, якщо пере-

регулювання не перевищує 30–40 %. Однак у деяких систе-

мах перерегулювання може бути взагалі неприпустиме; 

– тривалість перехідного процесу (час регулюван-

ня) tp – інтервал часу від моменту початку дії ступінчасто-

го впливу до моменту, після якого відхилення керованої 
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(вихідної) величини y (t) від нового усталеного значен-

ня y () стане меншим за деяке задане число δ, тобто до 

того моменту, після якого виконується така умова: 

 

             .  (11.11) 

 

Здебільшого під час практичного застосування ве-

личину δ беруть такою, що дорівнює 5 % (для особливо 

точних систем вона може бути меншою) від усталеного 

значення y () [δ  0,05 y ()]. Необхідно пам’ятати, що в 

статичних системах (як подано на рисунку 11.3) нове уста-

лене значення не досягає заданого, тобто існує статична 

помилка. 

Розглянуті вище два показники якості перехідних 

процесів прийнятні для будь-якого типу перехідних процесів. 

Для коливальних процесів додатково до цього іноді 

застосовують такі показники: 

– ступінь загасання, що визначають за формулою 

 

  
     

  
   

  

  
,  (11.12) 

 

яка визначає інтенсивність загасання коливального проце-

су в системі. Інтенсивність загасання вважають задовіль-

ною, якщо ψ  0,75  0,95. 

Застосовувати формулу (11.12) для визначення сту-

пеня загасання перехідного процесу безпосередньо за ви-

дом перехідної характеристики для систем, що описуються 

диференціальними рівняннями, вищими за другий поря-

док, необхідно з обережністю, оскільки в таких системах 

не зберігається сталою різниця двох сусідніх амплітуд ко-

ливань. Однак, як доводить досвід, з практичного погляду 

системи з однаковою величиною ψ мають схожі перехідні 

процеси, незалежно від виду математичного опису; 
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– коливальність N – кількість переходів керованої 

величини y (t) з огляду на її усталене значення y () за час 

перехідного процесу tp. Припустимим значенням під час 

практичного застосування є 3–4 коливання; 

– частота коливань   
  

 
, де Т – період коливань; 

– час наростання перехідного процесу tн – це час до 

перетину графіка y (t) з лінією усталеного значення y (); 

– час досягнення першого максимуму tм. 

Для перехідних процесів, викликаних зовнішнім 

впливом збурення f (t) на об’єкт керування (рис. 11.4), тобто 

для перехідних процесів, у яких із плином часу вертаються 

до початкового стану, вводять такі показники якості: 

– тривалість перехідного процесу (час регулюван-

ня) tn визначають за методикою, аналогічною розглянутій 

вище; 

– перерегулювання σ (коливання) визначають як ве-

личину, що дорівнює відношенню другого (від’ємного) 

максимального відхилення A2 керованої величини y (t) від 

усталеного значення y () до першого максимального від-

хилення A1 

 

  
  

  
     

  

       
      ;  (11.13) 

 

– динамічний коефіцієнт регулювання RД – величи-

на, що дорівнює відношенню першого максимального від-

хилення yм до передатного коефіцієнта підсилення об’єкта 

керування k0 

 

   
  

  
      .  (11.14) 

 

Коефіцієнт RД свідчить, наскільки ефективний 

вплив регулятора на об’єкт керування. 
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Рисунок 11.4 – Перехідний процес системи керування  
за каналом збурення 

 
Два головних показники якості – перерегулювання σ і 

тривалість перехідного процесу tp тісно пов’язані між собою. 
Обидва вони залежать від параметрів системи, але найбільш 
сильно – від передатного коефіцієнта k розімкненої системи. 
Причому із збільшенням цього коефіцієнта максимальне від-
хилення вихідної змінної (перерегулювання) за каналом збу-
рення завжди зменшується, а максимальне відхилення за  
каналом завдання завжди збільшується (рис. 11.5), також 
зазвичай збільшується і тривалість перехідного процесу. 
Знаходження оптимального компромісу між цими двома су-
перечливими тенденціями є однією із задач синтезу САК. 

 

 
 

Рисунок 11.5 – Вплив параметрів системи  
на перехідні процеси 
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Прямі показники якості найбільш зручно викорис-

товувати тоді, коли перехідну характеристику («криву роз-

гону») можна одержати експериментально на реальному 

об’єкті керування або за допомогою імітаційного моделю-

вання на ЕОМ на підставі наявної математичної моделі. 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Які існують два основних завдання ТАК? 

2. За якими двома основними показниками оціню-

ють роботу будь-якої САК? 

3. Які дві групи показників якості процесу управ-

ління використовують для стійких систем? 

4. Чим оцінюють точність САК в усталеному режимі? 

5. За якою складовою розв’язку диференціального 

рівняння визначають якість перехідного процесу САК? 

6. Як називають систему, у якій незмінний зовніш-

ній вплив створює помилку в усталеному режимі? 

7. Як називають систему, у якій незмінний зовніш-

ній вплив відтворюють без помилки в усталеному режимі?  

8. Як називають систему, у якій є хоча б одна інтег-

рувальна ланка? 

9. Як називають систему, у якій відсутні інтегрува-

льні ланки? 

10. У яких системах (статичних або астатичних) ві-

дсутня помилка за незмінного впливу завдання на вході? 
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Тема 12 

НЕПРЯМІ ПОКАЗНИКИ ЯКОСТІ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

Найбільш вичерпне уявлення про якість перехідно-

го процесу дає перехідна характеристика. Однак іноді під 

час розроблення систем автоматичного керування виникає 

потреба мати уявлення про деякі показники якості перехі-

дного процесу без побудови перехідної характеристики, а 

за деякими непрямими ознаками, які можна визначити 

більш просто та за якими можна безпосередньо знайти 

зв’язок між прямими показниками якості та значеннями 

параметрів системи керування. Такі ознаки називають не-

прямими показниками якості перехідного процесу, серед 

яких широкого застосування набули частотні й кореневі 

показники. 

 

12.1. Частотні показники якості перехідного  

процесу 

Застосування частотних показників якості засноване 

на можливості оцінювання якості перехідного процесу за 

частотними характеристиками завдяки наявності прямої 

аналітичної залежності між перехідною характеристи-

кою h (t) та дійсною U (   або уявною V (ω) частотними 

характеристиками для мінімально-фазових систем. 

Відомо, що розкладання в ряд Фур’є одиничного 

ступінчастого впливу може бути подано у вигляді додатку 

сталої складової та нескінченної кількості синусоїд часто-

тою ω й амплітудою 
  

  
 під час змінювання ω від нуля до 

нескінченності ∞ 

 

     
 

 
 

 

 
 

    

 
  

 

 
.  (12.1) 
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Якщо такий сигнал подати на вхід динамічної сис-

теми, то кожній частоті вхідних синусоїдальних коливань 

 в  
    

  

   
       буде відповідати гармонічне коливання 

на виході з тією самою частотою, але зі зміненими амплі-

тудою та фазою, залежними від властивостей системи та 

вираженими в їхній амплітудно-частотній A (ω  і фазочас-

тотній φ (ω) характеристиках, тобто 

 

 в  
    

      

   
             .  (12.2) 

 

Результуюче значення вихідної величини (підсумо-

вування вихідних сигналів за всіма частотами) є перехід-

ною характеристикою (властивість суперпозиції) 

 

     
    

 
 

 

 
 

    

 
              

 

 
 (12.3) 

 

і з урахуванням того, що                       

                           , а                

                          одержимо 

 

     
    

 
 

 

 
 

    

 

 

 

           

  
 

 
 

    

 
         

∞

 
     (12.4) 

 

Оскільки ступінчастий вплив 1 (t) подають у момент 

часу t = 0 за умови t < 0, то маємо такі вирази: 

 

      ;                  ; 

                 .   (12.5) 
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Рівняння (12.4) у разі підстановки (t = –t) набуде та-

кого вигляду: 

 

  
    

 
 

 

 
 

    

 
          

 

 
 

    

 
         

 

 

 

 
. (12.6) 

 

Віднімаючи від (12.4) вираз (12.6), одержимо таке 

рівняння для визначення вихідного сигналу за умови t > 0 

 

     
 

 
 

    

 
         

 

 
.  (12.7) 

 

Аналогічним способом можна виразити перехідну 

характеристику через уявну частотну функцію V (ω) 

 

          
 

 
 

    

 
         

 

 
.  (12.8) 

 

Здебільшого під час практичного застосування для 

одержання перехідної характеристики використовують 

формулу (12.7). Вираз для дійсної частотної характеристи-

ки U (ω) (ДЧХ) часто є складною функцією, інтегрування 

якої можливо лише наближено за допомогою чисельних 

методів на ЕОМ або з використанням попередньої апрок-

симації U (ω) у вигляді суми трапецій або трикутників 

(графоаналітичний метод побудови перехідного процесу). 

Водночас наявність функціонального зв’язку (12.7) 

дає можливість за виглядом дійсної частотної характерис-

тики (рис. 12.1) скласти попереднє наближене уявлення 

про якість перехідного процесу, що можна виразити у ви-

гляді таких властивостей: 

– властивість лінійності. Якщо ДЧХ можна подати 

у вигляді суми Ui (ω), тобто             
   , то й пере-
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хідний процес також можна подати сумою складових 

            
 

 
  

    

 
         

 

 
 
   

 
   ; 

 

 
 

Рисунок 12.1 – Дійсна амплітудно-частотна характеристика 

 

– усталене значення перехідної характеристики 

                визначають початковим значенням 

ДЧХ, тобто U (0) = h (∞); 

– початкове значення перехідної характеристики 

визначають кінцевим значенням ДЧХ, тобто      
                          ; 

– відповідність масштабів по осі ординат для 

U (ω) та h (t). Якщо помножити значення U (ω) на сталий 

множник α (рис. 12.2 а), то значення h (t) також множиться 

на α (рис. 12.2 б); 

– відповідність масштабів по осі абсцис для U (ω) 

та h (t). Якщо аргумент ω ДЧХ U (ω) помножити на сталий 

множник α (рис. 12.3 а), то аргумент перехідної характерис-

тики t змінюється у зворотній пропорції (t / α) (рис. 12.3 б); 
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Рисунок 12.2 – Відповідність масштабів по осі ординат 
 

 
 

Рисунок 12.3 – Відповідність масштабів по осі абсцис 
 

– розриви безперервності ДЧХ, які свідчать про те, 
що система перебуває на межі стійкості, зокрема: 

а) якщо розрив безперервності відбувається на ча-
стоті ω = 0 – це аперіодична межа стійкості, яка відповідає 
наявності нульового полюса; 

б) якщо розрив безперервності відбувається на ча-
стоті ω ≠ 0 – це коливальна межа стійкості, що відповідає 
наявності лише уявних коренів характеристичного рівнян-
ня системи; 

– гострий пік ДЧХ на частоті ω1 свідчить про ная-
вність на перехідній характеристиці повільно загасаючих 
коливань із частотою ω1 (див. рис. 12.1); 
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– умовою монотонного перебігу перехідного процесу 
є додатність, безперервність і неопуклість ДЧХ, тобто 

        
     

  
    (пунктирна крива на рисунку 12.1); 

– наявність на перехідній характеристиці перерегу-

лювання σ  ≤ 18 % відповідає додатній незростальній ДЧХ, 

тобто        
     

  
  ; 

– наявність на ДЧХ максимуму Umax (ω) відповідає 

перехідному процесу з перерегулюванням σ ≤ σmax, де ве-

личину σmax визначають за такою формулою: 
 

     
                   

    
      .  (12.9) 

 
Якщо на ДЧХ ще є й мінімум Umin (ω), то перерегу-

лювання σmax набуде такого виразу: 
 

     
                                     

    
      . (12.10) 

 
Для ДЧХ із максимумом розроблені спеціальні но-

мограми, за допомогою яких за частотою ω2 й максималь-
ним значенням Umax (ω) (див. рис. 12.1) можна оцінити ве-

личину перерегулювання σ і час перехідного процесу tp; 
– оцінювання часу регулювання. Якщо ДЧХ за ви-

глядом близька до трапецеїдальної кривої з максимальною 

частотою ω2 і коефіцієнтом нахилу   
  

  
 , то час перехід-

ного процесу може бути оцінено за такою умовою: 
 

  
     

  

  
 (див. рис. 12.1). 

 

12.2. Кореневі показники якості перехідного  

процесу 

Кореневі показники якості використовують для ана-
лізу тих динамічних властивостей систем автоматичного 
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керування, які безпосередньо пов’язані з вільним рухом 
системи, на основі аналізу значень полюсів і нулів її пере-
датної функції (розміщення їх на комплексній площині). 

Розв’язок однорідного диференціального рівняння, 

яке описує вільний рух системи й зображення якого є дрі-

бно-раціональною функцією, може бути одержано за до-

помогою формул розкладання Хевісайда. Запишемо вираз 

для перехідної характеристики системи з передатною фун-

кцією W (s) для простих (некратних) коренів 

 

         
 

 
          

    

     
    

 
    

    
  

     

           
       

   ,  (12.11) 
 

де n – порядок характеристичного рівняння; 

si – корені характеристичного рівняння  

(                        
   – похідна від полінома в знаменнику передатної фу-

нкції. 

 

В окремому й дуже поширеному під час практично-

го застосування випадку передатна функція не має нулів 

(чисельник передатної функції є константою) і тоді дина-

міку системи повністю визначають розміщенням полюсів. 

Розглянемо саме цей випадок. 

Перехідний процес у стійкій (працездатній) системі 

керування повинен бути згасаючим. З цієї причини всі 

складові виразу (12.11) повинні мати множник     , що є 

експонентою, у якій дійсна складова кореня    має від’єм-

не значення, тобто корені характеристичного рівняння по-

винні бути в лівій півплощині комплексної площини коренів. 

Кореневими показниками якості перехідного проце-

су є ступінь стійкості, ступінь коливальності, кореневий 

годограф. 
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Ступінь стійкості η характеризує інтенсивність 

загасання тієї складової перехідного процесу (12.11), що 

найбільш повільно змінюється. Нехай, наприклад, харак-

теристичне рівняння системи має два від’ємних дійсних 

корені        і         причому           
(див. рис. 12.4 а). Їм відповідають дві складові вільного 

руху           
     і           

     (див. рис. 12.4 б). 

 

 
Рисунок 12.4 – Поняття ступені стійкості  

монотонних процесів 

 

Як бачимо з графіків перехідних процесів, чим 

меншим є абсолютне значення кореня, тим повільніше за-

гасає відповідна йому складова. Оскільки результуючий 

перехідний процес можна одержати як суму перехідних 

характеристик, і в разі цього складові, що більш швидко 

змінюються, чинять вплив на нього лише в зоні малих зна-

чень часу, то інтенсивність загасання загалом визначають 

складовою, яка найбільш повільно затухає, або найменшим 

за абсолютним значенням коренем характеристичного рів-

няння, тобто                     

Якщо характеристичне рівняння має комплексно 

зв’язані корені (рис. 12.5 а), то складові перехідного процесу 

матимуть коливальний характер           
             

(рис. 12.5 б), а дійсна частина кореня, що є фактично пока-
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зником ступеня стійкості η = α, характеризує експоненту, 

яка огинає коливальний процес. 

 

 
 

Рисунок 12.5 – Поняття ступеня стійкості  

коливальних процесів 

 

Ступінь стійкості можна використовувати для оці-

нювання часу тривання монотонних перехідних процесів. 

Дотична до експоненти 
 

 
      у точці t = 0 відсікає на 

осі абсцис відрізок 
 

 
 (див. рис. 12.4 б). Водночас час регу-

лювання визначають як    
 

 
  за прийнятої угоди щодо 

величини коридору δ = 5 %. 

Як бачимо з рисунка 12.5, два коливальних процеси 

з однаковою дійсною частиною комплексного кореня ма-

ють різну частоту коливань, але однакову криву огинання, 

тобто за однакового ступеня стійкості якість перехідних 

процесів істотно відрізняється. Це вказує на те, що одного 

цього показника для оцінювання якості є недостатньо. 

Ступінь (показник) коливальності μ дає кількісну 

оцінку коливальних властивостей системи. Виділимо на 

комплексній площині коренів характеристичного рівняння 

(рис. 12.6) 2ψ сектор розміром si, у якому будуть розміщені 
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всі полюси системи, й розглянемо ті з них, які розміщу-

ються в межах (обмежені сектором) si = –α ± jβ. 

 

 
 

Рисунок 12.6 – Поняття ступеня коливальності 

 

Ступенем коливальності називають додатне число, 

що чисельно дорівнює тангенсу кута, утвореного від’єм-

ною дійсною піввіссю і прямою, що проходить через поча-

ток координат і максимально віддалений від дійсної півосі 

полюс 

 

            
  

  
  .   (12.12) 

 

Ступінь коливальності μ пов’язаний з оцінкою зага-

сання перехідного процесу ψ (див. (11.12)) таким співвід-

ношенням          
  

 
 , яке нескладно одержати 

підстановкою у (12.11) відповідних значень амплітуд. 

Отже, динамічні властивості стійкої системи пов’я-

зані з розміщенням її полюсів на комплексній площині. 

Водночас необхідно зауважити, що зазвичай не потрібно 

знати точні значення всіх полюсів системи, а достатньо 

визначити межі зоні розміщення коренів: за найближчим 

«лівим» коренем і за максимально віддаленим від дійсної 

осі коренем. 
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Загалом на якість перехідного процесу впливають і 

нулі системи. Зокрема додатні корені многочлена в чисель-

нику передатної функції призведуть до збільшення колива-

льності, а від’ємні – до затягування перехідних процесів. 

Поняття кореневого годографа. Кореневим годог-

рафом називають сукупність траєкторій, описуваних на 

комплексній площині коренями характеристичного рів-

няння системи під час зміни одного з параметрів (коефіці-

єнтів) від 0 до ∞. Кореневі годографи використовують для 

оцінювання впливу параметрів системи (насамперед пара-

метрів налаштувань регуляторів) на якість перехідних 

процесів, а також вони є основою деяких методів синтезу 

систем керування. 

 

12.3. Інтегральні оцінки якості систем  

автоматичного  керування 

Кожен із розглянутих вище прямих і непрямих по-

казників якості характеризує лише одну ознаку (показник 

якості) перехідного процесу. Водночас усі показники по-

в’язані з параметрами регулятора (або системи) складними 

залежностями, які зазвичай мають суперечливий характер: 

зміна будь-якого з параметрів призводить до покращання 

одних показників якості та погіршення інших. Ця обстави-

на істотно ускладнює вибір параметрів регулятора. Тому в 

інженерній практиці широко використовують інтегральні 

показники (оцінки) якості, що відображають (або інтегрують 

у собі) одночасно багато з розглянутих вище показників. 

Інтегральною оцінкою якості називають визначе-

ний інтеграл за часом (від 0 до ∞) від деякої функції керова-

ної величини x (t) або, здебільшого, сигналу помилки ε (t) 

 

              
 

 
.  (12.13) 
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Підінтегральну функцію f [x (t), t] вибирають так, 

щоб інтеграл якнайкраще характеризував якість і найпрос-

тіше виражався через коефіцієнти передатної функції за-

мкненої системи. Щоб інтеграл був таким, що сходиться, 

тобто мав обмежене значення, у функцію f [x (t), t] вводять 

не абсолютні значення x (t) або ε (t), а їхнє відхилення від 

кінцевих усталених значень. 

Інтегральна оцінка (12.13) ураховує як величину 

динамічного відхилення, так і тривалість перехідних про-

цесів. Чим менша за величиною оцінка, тим краща якість 

перехідного процесу. 

Найпростішою інтегральною оцінкою є лінійна інте-

гральна оцінка JЛ. Якщо перехідна характеристика є моно-

тонною, то можна очікувати, що якість перехідного процесу 

тим краща, чим менша площа, обмежена кривою перехідно-

го процесу й усталеним значенням керованої величини 

(рис. 12.7 а). У цьому сенсі лінійна інтегральна оцінка чи-

сельно дорівнює площі, що обмежена кривою зміни віль-

ної складової керованої величини та лінією рівня нового 

усталеного значення x (∞  

 

                
 

 
.  (12.14) 

 

 
Рисунок 12.7 – Інтегральні оцінки якості перехідних  

процесів: а) лінійна; б) модульна; в) квадратична 
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Недоліком лінійної інтегральної оцінки JЛ є те, що її 

можна застосовувати лише для аперіодичних перехідних 

процесів. Інтеграл (12.14), обчислений для аперіодичної 

кривої 1 (на рисунку 12.7 б горизонтальне штрихування), 

явно менший за інтеграл, обчислений для знакозмінної 

кривої 2 (хоча якість перехідного процесу 2 за перерегу-

люванням краща), крім того, для незгасаючого гармоній-

ного процесу, який відповідає вкрай незадовільному пере-

хідному процесу, JЛ = 0, що дає мінімальну оцінку якості 

(якнайкращу якість перехідного процесу). 

На підставі цього для коливальних перехідних про-

цесів бажано застосовувати такі інтегральні оцінки, знако-

змінність підінтегральної функції яких усунуто. Такою 

оцінкою є, наприклад, модульна інтегральна оцінка (на ри-

сунку 12.7 б – пунктирна крива), яка має такий вигляд: 

 

                 
 

 
.  (12.15) 

 

Під час практичного застосування використання 

модульної інтегральної оцінки обмежено труднощами ана-

літичного обчислення інтеграла від модуля. Тому більшого 

поширення через її вибірковість і відносну нескладність 

визначення одержала квадратична інтегральна оцінка та-

кого вигляду: 

 

                   
 

 
,  (12.16) 

 

геометричну інтерпретацію якої подано на рисунку 12.7 в. 

Як можна побачити, різні за величиною ординати 

перехідного процесу входять у критерій із різною вагою 

(завдяки піднесенню до квадрата), унаслідок чого вигляд 

початкової ділянки перехідної характеристики значно бі-

льше впливає на величину інтеграла, ніж її «хвіст». Мен-
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шому значенню квадратичного критерію відповідають пе-

рехідні процеси з меншим перерегулюванням, однак вод-

ночас можна спостерігати повільне загасання. З метою 

усунення цього недоліку застосовують різні покращені мо-

дифікації квадратичного критерію, які використовують ін-

формацію не лише про змінну, але й про її похідні, напри-

клад, такого вигляду: 

 

                      
 

 
,  (12.17) 

 

де θ – ваговий коефіцієнт, який вибирають відповідно до 

бажаного часу наростання перехідного процесу.  

 

Як лінійну, так і квадратичну оцінку якості можна 

обчислити й без побудови перехідного процесу за частот-

ною характеристикою системи та перетворенням Фур’є вхі-

дного сигналу з використанням формули Релея. Однак цей 

метод дуже трудомісткий і зараз не має застосування. 

Необхідно зазначити, що абсолютні значення будь-

якої інтегральної оцінки самі собою не є цікавими. Їх, на-

самперед, застосовують для зіставлення якості перехідних 

процесів під час різних варіантів налаштувань однієї і тієї 

ж самої або подібних за структурою систем. 

Усі розглянуті інтегральні показники також викори-

стовують для визначення оптимальних значень параметрів 

регулювальних пристроїв систем автоматичного керуван-

ня. Оптимальними параметрами вважають такі, що відпо-

відають мінімуму значення інтегрального показника. 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Які є групи непрямих показників якості перехід-

них процесів? 

2. За якими характеристиками можуть бути одержа-

ні частотні показники якості? 
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3. Про що свідчить наявність розриву на дійсній ча-

стотній характеристиці? 

4. Якою повинна бути дійсна частотна характерис-

тика для монотонного перехідного процесу? 

5. Якою повинна бути дійсна частотна характерис-

тика, щоб перерегулювання не перевищувало 18 %? 

6. Якщо перехідний процес у системі загасає, то 

яким значенням коренів характеристичного рівняння це 

відповідає? 

7. За яким із коренів характеристичного рівняння 

визначають ступінь стійкості? 

8. Якому значенню дорівнює кореневий показник 

ступеня стійкості перехідного процесу? 

9. Що характеризує кореневий показник якості – 

ступінь стійкості? 

10. Що характеризує кореневий показник якості – 

ступінь коливальності? 

11. Як називають траєкторію, яку описують корені 

характеристичного рівняння на комплексній площині під 

час змінювання одного з параметрів системи? 

12. Чим викликана необхідність застосування інтег-

ральних оцінок якості? 

13. Чому дорівнює лінійна інтегральна оцінка для 

незгасаючого перехідного процесу? 

14. Який основний недолік лінійних інтегральних 

оцінок усувають модульна та квадратична оцінки? 

15. Для яких систем доцільно використовувати інте-

гральні оцінки якості? 
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Тема 13 

СТІЙКІСТЬ СИСТЕМ  

АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

Практичну придатність систем автоматичного керу-

вання визначають стійкістю (тобто працездатністю) та 

прийнятною якістю керування за різних зовнішніх збурень, 

що можуть порушувати перебіг їхньої нормальної роботи. 

Правильно спроєктована система має стійко працювати за 

будь-яких або, принаймні, досить великих зовнішніх збу-

рень, тому під час дослідження системи керування насам-

перед з’ясовують її стійкість, як мінімум стійка система 

або не стійка, а в кращому разі – визначають запас стійкості. 

За цих обставин часто виникає окреме завдання визначен-

ня зон стійкості, тобто тих значень параметрів системи 

(переважно параметрів регулятора), за яких вона буде, без-

умовно, стійкою. 

 

13.1. Загальне поняття стійкості 

У найпростішому разі поняття стійкості системи 

пов’язано з її здатністю з певною точністю повертатися в 

початковий стан після припинення зовнішнього впливу. 

Зазвичай за цих обставин вважають, що система піддається 

керуванню (керована), тобто вона буде завжди передбачу-

вано реагувати на вхідний вплив. Якщо система нестійка, 

вона ніколи не повертається до стану рівноваги, з якої за 

деяких причин вона вийшла. Прикладом нестійкої фізичної 

системи є автомобіль, що рухається слизькою дорогою. 

Щодо стійкості розрізняють три типи систем: 

– стійкі – це системи, які завжди після зняття збу-

рення повертаються в початковий стан рівноваги; 

– нейтральні – це системи, які після зняття збурен-

ня повертаються в інший стан рівноваги, який відрізняєть-

ся від початкового стану; 
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– нестійкі – це системи, у яких після зняття збурен-

ня не встановлюється новий стан рівноваги. 

Таку класифікацію систем добре ілюструє приклад 

механічної системи «куля – поверхня» (рис. 13.1). 

 

 
 

Рисунок 13.1 – Ілюстрація поняття стійкості систем: 

а) стійка; б) нестійка; в) нейтральна 

 

Тут положення рівноваги кулі характеризує точка А0. 

Під час відхилення в положення А1 за умови стійкої системи 

(рис. 13.1 а) куля, безумовно, намагається повернутися до 

початкового стану; за умови нестійкої системи (рис. 13.1 б) 

куля не повертається до початкового стану ніколи, а за умови 

нейтральної системи (рис. 13.1 в) стан кулі є байдужим. 

Більш складний випадок стану рівноваги ілюструє рису-

нок 13.2, на якому у випадку а) тип системи визначають ве-

личиною початкового відхилення, а у випадку б) – напрямом 

відхилення. Такі стани рівноваги називають напівстійкими. 

Вони характерні для нелінійних систем. 
 

 
 

Рисунок 13.2 – Напівстійкий стан рівноваги 
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На підставі цього для нелінійних систем вводять та-

кі поняття щодо стійкості: 

– система стійка «у малому», коли лише констату-

ють факт наявності стійкості (рис. 13.2 б), але межі зони 

стійкості не визначено; 

– система стійка «у великому», коли межі стійкості 

визначено (рис. 13.2 а), тобто відомі величини початкових 

відхилень, за яких система повертається до початково-

го стану; 

– система стійка «загалом», коли вона повертаєть-

ся до вихідного стану за будь-яких початкових відхилень 

(див. рис. 13.1 а). Для деяких класів систем стійкість «за-

галом» називають абсолютною стійкістю. 

 

13.2. Стійкість руху системи за Ляпуновим 

13.2.1. Поняття фазового простору 

Під час розглядання стійкості руху дуже корисним 

виявилося введення деяких наочних понять та уявлень ге-

ометричного характеру, основним із яких є поняття фазо-

вого простору, уведене академіком Андроновим. 

Фазовим простором називають такий простір, у 

якому прямокутними координатами точки є величини, що 

визначають миттєвий стан системи й називаються фазови-

ми координатами. 

Метод фазового простору може бути ефективно за-

стосовано як для лінійних, так і для нелінійних систем. 

Будь-яке диференціальне рівняння n-го порядку 

можна записати у вигляді системи n лінійних диференціа-

льних рівнянь першого порядку (у нормальній формі Коші) 

                                             x ϵ R
m
, що 

описує перехідний процес за наявності збурень 

x (t) = (x1, x2, …, xm), і деякого початкового стану 

(y10, y20, …, yn0). 
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Фазовими координатами зазвичай обирають вихідну 

координату системи y1 та її похідні. 

Точку фазового простору, що відповідає стану сис-

теми в певний момент часу t, називають точкою, що зо-

бражує. 

Зміна стану системи в часі буде відповідати руху 

точки, що зображує, у фазовому просторі за певною траєк-

торією, яку називають фазовою траєкторією. 

Кожному перехідному процесу в системі, який ви-

значають конкретні початкові умови, а отже координати 

початкової точки, відповідає певна фазова траєкторія у фа-

зовому просторі й навпаки. 

Сукупність фазових траєкторій для всіх можливих 

у цій системі початкових умов називають фазовим пор-

третом. 

Метод фазового простору дістав найбільшого по-

ширення під час дослідження систем другого порядку. За 

таких умов фазовим простором є площина. 

 

13.2.2. Поняття стійкості руху систем 

Поняття стійкості можна поширити й у разі руху 

системи (під рухом йдеться про зміну вихідної координати) 

уздовж деякої заданої траєкторії. Аналогом стану рівноваги 

за цих обставин є незбурений рух y (t), викликаний лише ке-

рувальним впливом і властивостями системи (рис. 13.3). Зо-

внішнє збурення, що впливає на систему, може викликати 

в деякий момент відхилення від заданої траєкторії руху (пе-

реміщення з точки А в точку Б). Фактичний рух системи з 

цього моменту y* (t) називають збуреним рухом.  

Незбурений рух y (t) називають стійким, якщо після 

короткочасного впливу зовнішніх сил збурений рух y* (t) 

після закінчення деякого часу ввійде в задану зону       
           , де ε – будь-яка мала величина. Потрібно 
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пам’ятати, що близькість траєкторій не є достатньою умо-

вою досягнення стійкості. Це ілюструє рисунок 13.3, де 

точки траєкторії t1 і t*2, незважаючи на близькість у прос-

торі, відповідають різним моментам часу. 

 

 
 

Рисунок 13.3 – Збурений і незбурений рух системи 

 

Нехай вільний рух системи (тобто такий, що зале-

жить лише від властивостей системи) описано системою 

диференціальних рівнянь у формі Коші 

 
   

  
                 , (13.1) 

 

де yi – узагальнені координати системи, що характеризу-

ють її поточний стан і які однозначно визначаються почат-

ковим станом у момент часу t0 – початковими умовами 

y10, y20, …, yn0  
 

Кожній сукупності початкових умов відповідає 

єдине (окреме) рішення системи рівнянь (13.1) для всіх 

t > t0 (теорема Коші) 

 

                         .  (13.2) 
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З іншого боку, розв’язок (13.2) описує деякий рух 

системи, який визначає лише початковий стан. Це і є не-

збурений рух системи. 

Щоб одержати збурений рух, необхідно змінити по-

чаткові значення змінних y10, y20, …, yn0, надавши їм неве-

ликі за модулем прирости εi, тобто y*i0 = yi0 + εi. Отже, 

будь-який інший рух системи, відмінний від незбуреного, є 

збуреним. 

Введемо нові змінні, що дорівнюють різниці між 

вихідними координатами системи в збуреному та незбуре-

ному станах, які називають відхиленнями або варіаціями 

 

        
          .  (13.3) 

 

За такої умови початкове значення відхилень εi (хо-

ча б одне з них) називають збуренням εi = xi0. 

З урахуванням введених понять можна сформулю-

вати визначення стійкості руху системи за Ляпуновим: 

незбурений рух називають стійким щодо варіацій xi (t), 

якщо для будь-якого довільно заданого додатного ε, яким 

би малим воно не було, можна знайти інше таке додатне 

число δ(ε) , що за будь-яких збурень xi0, коли     
    

   , 

та за будь-якого t ≥ t0 буде виконуватися нерівність 

   
       

   , інакше рух є нестійким. 

Практично це означає, що якщо під впливом на сис-

тему досить малих початкових збурень, збурений рух, у 

підсумку, буде як завгодно мало відрізнятися від незбуре-

ного, то це означає, що незбурений рух є стійким. В іншо-

му разі, якщо будь-які скільки завгодно малі збурення при-

зводять до великих неузгоджень між збуреним і незбуре-

ним рухом, то незбурений рух буде нестійким. 

Інакше кажучи, система є стійкою, якщо її реакція, 

на обмежена за величиною збурення, теж є обмеженою. 
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Якщо також виконується умова              , то 
незбурений рух називають асимптотично стійким. 

 

13.3. Загальна математична умова стійкості  

лінійних систем 

Як було зазначено вище, стійкість визначається ха-
рактером руху системи після припинення дії зовнішнього 
збурення, що вивело її із стану рівноваги. Такий рух сис-
теми називають вільним. Він відбувається завдяки внутрі-
шній енергії системи й залежить лише від її властивостей 
(параметрів). 

Вільний рух лінійної або лінеаризованої системи ав-
томатичного керування описують загалом однорідним ди-
ференціальним рівнянням (з нульовою правою частиною) 
такого вигляду: 

 

  
      

      
        

                ,  (13.4) 
 

де y (t) – вільна складова вихідної (керованої) величини 
системи, яка за початкових умов y (0) = y0; ý (0) = ý0; …;  
y

n –1
 (0) = y0

m – 1
. 

 
Вимушена складова вихідної величини, що зале-

жить від вигляду зовнішнього впливу й від вигляду правої 
частини рівняння (13.4), на стійкість системи не впливає. 

Розглядаючи вільний рух із математичного погляду, 
можна дати такі визначення поняття стійкості з урахуван-
ням поведінки вільної складової y (t): 

– система стійка, якщо вільна складова y (t) із ча-
сом наближається до нуля; 

– система нестійка, якщо вільна складова y (t) із 
часом необмежено збільшується; 

– система є на межі стійкості, якщо вільна скла-
дова y (t) із часом не прямує ні до нуля, ні до нескінче-
нності.  
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Загальним розв’язком диференціального рівнян-

ня (13.4) є сума доданків, які повністю визначено значен-

нями коренів його характеристичного рівняння 

 

   
     

          ,  (13.5) 
 

де коефіцієнти a0, a1, …, an залежать лише від параметрів 

елементів системи й способу їхнього з’єднання. Їх можна 

записати в такому вигляді: 

 

             
   ,  (13.6) 

 

де Ck – сталі (константи), які залежать від початкових 

умов; 

Pk – корені характеристичного рівняння (13.5), які мо-

жуть бути дійсними (pk = ak), уявними (pk = jβk) або ком-

плексно зв’язаними (pk = ak ± jβk). 

 

Перехідна складова рівняння (13.6) за умови, що час 

t → ∞ наближається до нуля лише в тому разі, якщо кож-

ний доданок         . Характер кожної k-ї функції часу 

(експоненти) повністю залежить від виду кореня pk. На ри-

сунку 13.4 зображено можливі випадки розміщення коре-

нів pk на комплексній площині, а графіки відповідних їм 

функцій подано всередині кіл. 

Аналіз рисунку 13.4 дає можливість сформулювати 

загальну математичну умову стійкості: для стійкості лі-

нійної системи автоматичного керування необхідно й дос-

татньо, щоб дійсні частини всіх коренів характеристичного 

рівняння системи були від’ємними (інакше кажучи, щоб 

усі корені характеристичного рівняння системи розміщу-

валися в лівій частині комплексної площини, як часто ка-

жуть, були «лівими»). 
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Рисунок 13.4 – Вплив коренів характеристичного рівняння 

на складові його вільного руху 

 

Стійкість системи залежить лише від вигляду й ро-

зміщення коренів характеристичного рівняння й не зале-

жить від характеру зовнішніх впливів на систему, тобто 

стійкість – це внутрішня властивість системи, що не зале-

жить від зовнішніх умов. 

Оскільки будь-який доданок розв’язку (13.6) за до-

датних коренів характеристичного рівняння необмежено 

зростає, то якщо хоча б один корінь має додатну дійсну 

частину (тобто розміщується в правій частині комплексної 

площини), то система загалом буде нестійкою. 

Уявна вісь jβ є межею стійкості на комплексній 

площині коренів. Якщо характеристичне рівняння має пару 

чисто уявних коренів (pk, k + 1 = ±jβk), а всі інші корені роз-

міщено в лівій частині комплексної площини, то в системі 

встановлюються незгасаючі гармонійні коливання з круго-

вою частотою       . 
За таких умов кажуть, що система перебуває на ко-

ливальній межі стійкості. 
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Якщо характеристичне рівняння має нульовий корінь 

(pk = 0), то система перебуває на аперіодичній межі стійко-

сті. Якщо таких коренів два, то система є нестійкою. 

Застосовуючи сформульовану вище умову для оці-

нювання стійкості реальних систем автоматичного керу-

вання, не потрібно забувати, що лінійні диференціальні 

рівняння вигляду (13.4) зазвичай одержують унаслідок 

спрощень і лінеаризації вихідних нелінійних рівнянь. Ви-

никають такі питання: якою мірою оцінка стійкості за лі-

неаризованим рівнянням буде справедливою для реальної 

системи і чи не вплинуть суттєво на результат аналізу від-

кинуті під час лінеаризації члени розкладання? Відповідь 

на них дав математик А. М. Ляпунов у 1892 р. у роботі 

«Загальна задача про стійкість руху». Він сформулював і 

довів таку теорему: якщо характеристичне рівняння лінеа-

ризованої системи має хоча б один нульовий корінь або 

одну пару уявних коренів, то зробити висновки про стійкість 

реальної системи, спираючись на лінеаризоване рівняння, 

не можна. Відкинуті під час лінеаризації малі члени мо-

жуть зробити систему нестійкою, і тому казати про стій-

кість реальної системи в таких випадках необхідно лише 

на основі аналізу початкового нелінійного рівняння. В усіх 

інших випадках загальна умова стійкості справедлива як 

для лінійних, так і для лінеаризованих систем. 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Що насамперед необхідно з’ясувати під час дос-

лідження САК? 

2. Яка основна ознака нестійкої системи в найпрос-

тішому разі? 

3. Як поводить себе нейтральна система після при-

пинення впливу збурення? 
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4. Як називають стан системи, для якої стійкість си-

стеми залежить від величини зовнішнього збурення або 

напрямку його відхилення? 

5. Якщо рух САК є незбуреним, то які впливи діють 

на систему? 

6. Яка причина виникнення збуреного руху в систе-

мі керування? 

7. До чого буде прямувати із плином часу збурений 

рух системи, якщо система є стійкою? 

8. Яке диференціальне рівняння описує вільний рух 

системи? 

9. Від чого залежить характер вільного руху системи? 

10. Якими є необхідна й достатня математична умо-

ва стійкості системи? 

11. Чи залежить властивість лінійної системи бути 

стійкою від характеру та величини зовнішніх збурень? 

12. Яким кореням характеристичного рівняння від-

повідає коливальна межа стійкості, а яким – аперіодична? 
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Тема 14 

КРИТЕРІЇ СТІЙКОСТІ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 

 

Основним недоліком використання загальної мате-

матичної умови стійкості є необхідність визначення всіх 

коренів (точніше сказати, їхніх знаків) характеристичного 

рівняння досліджуваної системи. У разі нескладного вира-

зу або за наявності сучасних засобів обчислювальної тех-

ніки це, загалом, є нескладним завданням. Водночас під 

час практичного застосування можуть виникати випадки 

(до деякого часу це було основною причиною), коли мож-

ливість використання ЕОМ відсутня або немає математич-

ного опису системи, а є лише результати експерименталь-

них досліджень. 

Для таких випадків було розроблено численні мето-

ди, які дають можливість відносно простими способами 

й багато коли, що важливо, без допомоги ЕОМ із мініма-

льними витратами праці встановлювати факт стійкості 

системи, а інколи навіть з’ясовувати, як впливають на 

стійкість ті або інші параметри системи, не вдаючись до 

обчислення коренів. Такі методи називають критеріями 

стійкості. 

Необхідно зазначити, що історія становлення критері-

їв стійкості бере свій початок ще у ХVІІІ столітті й пов’язана 

не з теорією автоматичного керування, а з математикою, а 

точніше, з питаннями дослідження стійкості розв’язків лі-

нійних диференціальних рівнянь. 

Залежно від того, за якими характеристиками здійс-

нюють оцінювання стійкості, усі критерії стійкості поді-

ляють на такі дві групи: 

– алгебраїчні, ґрунтовані на аналізі характеристич-

ного рівняння досліджуваної системи; 

– частотні, які дають можливість надати оцінку 

стійкості системи за виглядом частотних характеристик. 
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З математичної погляду всі критерії є еквівалентни-

ми. Вибір і використання будь-якого з них – це питання 

доцільності в конкретних умовах. 

 

14.1. Алгебраїчні критерії стійкості 

Ця група критеріїв дає можливість робити висновки 

щодо стійкості системи за коефіцієнтами її характеристич-

ного рівняння (поліномом у знаменнику передатної функції) 

 

        
     

                .  (14.1) 

 

Необхідною умовою стійкості системи будь-якого 

порядку є додатність (однаковість) усіх коефіцієнтів її ха-

рактеристичного рівняння (14.1), тобто a0 > 0, a1 > 0, …,  

an – 1 > 0, an > 0. 

Доведення цієї умови випливає з теореми Безу щодо 

можливості подання будь-якого многочлена вигляду (14.1) 

у вигляді добутку співмножників 

 

                            ,  (14.2) 

 

де λ1, λ2, …, λn – корені многочлена (полюси передатної 

функції). 

 

Якщо система стійка, то всі корені мають бути або 

дійсними від’ємними, або комплексно зв’язаними з 

від’ємною дійсною частиною. У першому випадку λi = –α, 

тоді s – λi = s + α; у другому випадку λi, i + 1 = –α ± jω і  

(s – λi) · (s – λi+1) = (s + α + jω) · (s + α – jω) = (s + α)
2
 + ω

2
. 

Нескладно помітити, що після розкриття дужок 

у (14.2) усі одержані коефіцієнти будуть додатними. З цих 

міркувань випливає, що наявність хоча б одного від’ємного 

коефіцієнта можлива лише за умови наявності коренів із до-

датною дійсною частиною. 
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Додатність (однаковість) усіх коефіцієнтів харак-

теристичного рівняння є загалом необхідною умовою 

стійкості. І лише для систем 1-го та 2-го порядків вона є 

одночасно й достатньою умовою. 

Для одержання необхідних і достатніх умов стійко-

сті систем будь-якого порядку розроблено такі алгебраїчні 

критерії: Рауса, Гурвіца, Льєнара – Шіпара, Неймарка. 

 

14.2. Критерій стійкості Рауса 

Критерій запропоновано у вигляді деякого правила 

або алгоритму формування з коефіцієнтів характеристич-

ного рівняння (14.2) у вигляді таблиці 14.1. 

 

Таблиця 14.1 – Правила заповнення таблиці  

коефіцієнтів Рауса 

   i / k 1 2 3 4 

– 1                      … 

– 2                      … 

    

         
3 

     

           

     

           

      
           

… 

    

         
4 

     

           

     

           

     

           
… 

… … … … … … 

 

Критерій Рауса формулюють так: щоб система бу-

ла стійкою, необхідно й достатньо, щоб коефіцієнти пер-

шого стовпця таблиці Рауса c11, c12, c13, … були однакового 

знака. Якщо ця умова не виконується, то система є нестій-

кою, а кількість змін знака в першому стовпці дорівнює 

кількості правих коренів. 

Перевагою критерію є простота застосування неза-

лежно від порядку характеристичного рівняння. Він також 
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зручний для програмування на ЕОМ. Недоліками є мала 

наочність і складність аналізу ступеня стійкості системи. 

 

14.3. Критерій стійкості Гурвіца 

Критерій ґрунтований на аналізі визначників, скла-

дених у певний спосіб із коефіцієнтів характеристичного 

рівняння системи (14.2). 

Спочатку будують головний визначник Гурвіца за 

таким правилом (рис. 14.1): 

– уздовж головної діагоналі зліва направо вистав-

ляють усі коефіцієнти характеристичного рівняння, почи-

наючи з a1 до an (важливо: не з a0, а з a1!); 

– від кожного елемента діагоналі вгору й униз до-

будовують стовпці визначника так, щоб індекси зменшу-

валися зверху вниз; 

– на місце коефіцієнтів з індексами, меншими за 

нуль або більшими за n, ставлять нулі. 

 

 
 

Рисунок 14.1 – Головний визначник Гурвіца 

 

Виділяючи в головному визначнику діагональні мі-

нори, як це подано на рисунку 14.1, одержують визначники 

Гурвіца 

          
    

    
     

      

      

     

. 
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Кількість визначників Гурвіца дорівнює порядку 

характеристичного рівняння n, а номер визначають за ста-

ршим коефіцієнтом на діагоналі. 

Критерій стійкості Гурвіца формулюють так: щоб 

система була стійкою, необхідно й достатньо, щоб всі ви-

значники Гурвіца мали знак, що збігається зі знаком пер-

шого коефіцієнта характеристичного рівняння, тобто щоб 

за умови a0 > 0 вони всі були додатними 

 

                           (14.3) 

 

Якщо всі визначники більше за нуль, а Δn = 0, то сис-

тема перебуває на межі стійкості (якщо an = 0 – аперіодична 

межа стійкості; Δn – 1 = 0 – коливальна межа стійкості). 

Критерій Гурвіца застосовують до порядку n ≤ 5. 

За великих порядків n збільшується кількість визначників, 

і процес розрахунків стає трудомістким. 

Недоліком критерію Гурвіца є мала наочність; пере-

вагою – зручність для реалізації на ЕОМ і можливість оде-

ржання аналітичних виразів для визначників, що дає мож-

ливість використовувати критерій для дослідження впливу 

параметрів системи на стійкість. 

 

14.4. Зони стійкості 

Часто під час проєктування та налаштування САК 

виникає окреме завдання аналізу стійкості – визначення 

допустимих (за умовою стійкості) меж зміни деяких пара-

метрів системи. Як такі параметри зазвичай розглядають 

коефіцієнти і сталі часу пристрою керування (параметри 

регулятора), які можна цілеспрямовано змінювати під час 

налаштування системи. Ці параметри однозначно пов’язані 

з коефіцієнтами характеристичного рівняння системи й 

тому можуть бути параметрами варіювання. 
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Допустимі межі варіювання параметрів системи ви-

значають за допомогою побудови зон стійкості – зон 

у просторі варійованих параметрів системи керування, 

кожній точці якої відповідають лише ті корені характе-

ристичного рівняння, що розміщені в лівій частині ком-

плексної площини. 

Поверхню, що обмежує зону стійкості, називають 

межею зони стійкості. Вигляд зони стійкості й вигляд її 

межі визначають кількістю варійованих параметрів. Так, за 

одного параметра варіювання α зоною стійкості є відрізок 

прямої, а межею – точки α1 і α2 на кінцях цього відрізка 

(рис. 14.2 а). За умови двох варійованих параметрів α і β зо-

ною стійкості є частина площини, а межею – наприклад, лінія 

ОА і додатна вісь параметра β (рис. 14.2 б). Межу з боку зони 

стійкості штрихують. 

 

 
 

Рисунок 14.2 – Приклади зон стійкості: 

а) за одного параметра; б) за двох параметрів 

 

Для знаходження межі зони стійкості зручно корис-

туватися критерієм Гурвіца (хоча можна й іншими спосо-

бами, наприклад, методом D-розбиття). Як приклад розг-

лянемо систему з таким характеристичним поліномом: 

 

             .   (14.4) 
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Згідно з критерієм Гурвіца для стійкості цієї систе-

ми повинні виконуватися умови (14.3), які може бути по-

дано (з урахуванням a0 = 1 > 0) у вигляді таких виразів: 

 

            

   
    

    
                   ,  

    

     
     
     

       .  (14.5) 

 

Аналіз одержаних виразів доводить, що визнач-

ник Δ1 завжди буде більший за нуль, а визначник Δ3, за-

уважуючи додатні значення коефіцієнтів рівняння, визна-

чають величиною Δ2, а лише знак Δ2 залежить від значень 

варійованих параметрів. За такої умови межу стійкості ви-

значають за рівнянням Δ2 = 0, звідки нескладно одержати 

залежність β = α / 3. Графічне подання зони стійкості по-

дано на рисунку 14.3. 

 

 
 

Рисунок 14.3 – Зона стійкості системи 

 

Такий графічний підхід є одним із найефективніших 

очних методів розмежовування параметрів між стійким і 

нестійким станами системи. 
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Питання для самоперевірки 

1. Який основний недолік загальної математичної 

умови стійкості систем? 

2. На які два основні види поділяють критерії 

стійкості? 

3. На аналізі чого засновано алгебраїчні критерії 

стійкості? 

4. У чому полягає необхідна умова стійкості з пог-

ляду алгебраїчного критерію? 

5. На аналізі чого заснований алгебраїчний критерій 

Гурвіца? 

6. Які коефіцієнти характеристичного рівняння ви-

писують уздовж діагоналі головного визначника Гурвіца? 

7. Які за знаком повинні бути всі визначники Гурві-

ца для стійкої системи? 

8. У чому переваги алгебраїчного критерію Гурвіца? 

9. У координатах яких змінних будують зоні стій-

кості систем? 

10. Яким кореням характеристичного рівняння від-

повідає будь-яка точка в зоні стійкості? 
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Тема 15 

ЧАСТОТНІ КРИТЕРІЇ СТІЙКОСТІ 
 

Частотні методи дослідження стійкості ґрунтуються 

на зв’язку розміщення коренів характеристичного рівняння 

D (s) із графіком комплексної функції D (jω) за умови змі-

нення частоти від 0 до ∞. Це графоаналітичні методи, що 

дають можливість за виглядом частотних характеристик 

САК зробити висновки щодо їхньої стійкості. Їхніми пере-

вагами є нескладність геометричної інтерпретації, наоч-

ність і відсутність обмежень на порядок диференціального 

рівняння. 

В основу всіх частотних критеріїв покладено наслі-

док із відомого в теорії функцій комплексної змінної 

принципу аргументу. 

 

15.1. Принцип аргументу 

Нехай є комплексний поліном n-го ступеня (14.1). 

Відповідно до теореми Безу його можна навести в такому 

вигляді: 

 

                            ,   (15.1) 
 

де si = α1 + jωi – корені рівняння (14.1); 

s – довільна точка на комплексній площині. 

 

Кожен i-й корінь на комплексній площині 

(рис. 15.1) геометрично зображують вектором, що вихо-

дить із початку координат і закінчується в точці si = α1 + jωi. 

Його довжина дорівнює модулю комплексного числа     , а 

кут із додатним напрямком дійсної осі – аргументу або фа-

зі arg (si). 

Оскільки довільна точка s на комплексній площині є 

вектором із довільним, нефіксованим положенням кінця, 

то за такої умови будь-яка різниця s – si є різницею векто-



182 

рів, яку зображують на комплексній площині так, як це по-

дано на рисунку 15.2. 

 

 
 

Рисунок 15.1 – Зображення вектора кореня 

 

 

 
 

Рисунок 15.2 – Геометричне зображення різниці векторів 

 

Якщо змінювати значення s довільно, то кінець век-

тора s – si буде переміщуватися вздовж комплексної пло-

щини, а його початок буде залишатися нерухомим, оскіль-

ки si – це конкретне незмінне значення (один із коренів  

рівняння). Якщо на вхід системи подавати гармонійні ко-

ливання з частотою ω, то s = jω, а характеристичний полі-

ном (15.1) набуде такого вигляду: 

 

                                .  (15.2) 

 

За такої умови кінці різниць векторів jω – si будуть 

перебувати на уявній осі (рис. 15.3). Якщо змінювати час-
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тоту ω від –∞ до +∞, то кожен елементарний вектор jω – si 

буде повертатися щодо свого початку si на кут +π для «лі-

вих» і –π для «правих» коренів (рис. 15.4). 

 

 
 

Рисунок 15.3 – Ілюстрація різниць векторів рівняння 

 

 
 

Рисунок 15.4 – Пояснення принципу аргументу 

 

Нехай із n коренів m – розташовано в правій півп-

лощині, а в лівій півплощині їх (n – m), тоді кут повороту 

вектора D (jω) під час змінювання частоти ω від –∞ до +∞, 

зважаючи на чинник додавання аргументів під час пере-

множення векторів, дорівнює такому виразу: 

 

               
                      . (15.3) 

 
Цей вираз визначає принцип аргументу: змінення ар-

гументу вектора характеристичного полінома D (jω) під час 
змінювання частоти від –∞ до +∞ дорівнює різниці (n – m) 
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коренів рівняння D (jω) = 0, що лежать у лівій півплощині, 
й кількістю m коренів цього самого рівняння, що лежать у 
правій півплощині, помноженій на π. 

Якщо змінювати частоту від 0 до +∞, то змінення 
аргументу буде вдвічі меншим. 

Оскільки кількість коренів рівняння D (jω) = 0 й те, 
які вони за знаком, апріорі невідомо, то частотні критерії 
використовують висновки з принципу аргументу для ана-
лізу зовнішнього вигляду частотних характеристик систем. 

 

15.2. Частотний критерій стійкості Михайлова 

Це є, фактично, геометричною інтерпретацією прин-
ципу аргументу (15.3), відповідно до якого маємо, що якщо 
всі корені характеристичного рівняння системи розташо-
вано в лівій півплощині, тобто m = 0, то 

 

             
     

 

 
       

 

 
 .  (15.4) 

 
Критерій стійкості Михайлова формулюють так: 

для того щоб система була стійкою, необхідно, щоб век-
тор D (jω) = 0 у разі змінювання частоти від 0 до +∞ пове-

рнувся на кут 
 

 
   ніде не обертаючись на нуль. За такої 

умови кінець вектора опише на площині криву, яку нази-
вають годографом Михайлова. Для побудови годографа 
вираз (14.1) записують із заміною s на jω у такому вигляді: 

 

                                       

           ,   (15.5) 

де n – порядок полінома D (s); 
X (ω); Y (ω) – дійсна та уявна частини функції Михайло-

ва відповідно. 

 

Для стійкої системи годограф починається на дода-

тній півосі за умови D (0) = an, і під час змінювання часто-
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ти від 0 до +∞ послідовно проходить проти годинникової 

стрілки вздовж спіралі n квадрантів комплексної площини 

з переходом у нескінченність у n-му квадранті. Приклади 

годографів Михайлова для стійких систем (1 – 4)-го поряд-

ків наведено на рисунку 15.5 а. 

 

 
 

Рисунок 15.5 – Приклади годографів Михайлова: 

а) стійких систем (1 – 4)-го порядків; б) нейтральної  

системи 3-го порядку й нестійкої системи 4-го порядку 

 

Якщо це правило порушують (наприклад, кількість 

квадрантів, які проходить крива, не дорівнює n або пору-

шують послідовність проходження квадрантів (рис. 15.5 б)), 

то така система є нестійкою. Якщо годограф проходить 

через початок координат, то система перебуває на межі 

стійкості (див. рис. 15.5 б). 

Критерій зручний своєю наочністю. Його використо-

вують, якщо є можливим одержати математичний опис за-

мкненої системи автоматичного керування. 

Аналіз поведінки годографа Михайлова для стійких 

систем свідчить, що під час послідовного проходження йо-

го через квадранти координатної площини дійсна й уявна 

осі перетинаються ним по черзі (послідовно). Точки пере-

тину (рис. 15.6) є коренями таких рівнянь: 

 

X (ω) = 0; Y (ω) = 0.    (15.6) 
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Рисунок 15.6 – Корені, що перемежуються 

 

З цієї причини критерій Михайлова формулюють 

так: система буде стійкою тоді, коли дійсна X (ω) та уяв-

на Y (ω) частини функції Михайлова, прирівняні до нуля, 

матимуть усі дійсні корені й такі, що перемежуються, зага-

льна кількість яких дорівнює n (див. рис. 15.6). За ω = 0 по-

винні виконуватися такі умови: X (0) > 0; Y (0) = 0. 

 

15.3. Частотний критерій стійкості Найквіста 

Цей критерій заснований на зв’язку властивості 

стійкості замкненої системи з поведінкою амплітудно-

фазової частотної характеристики (АФЧХ) розімкненої си-

стеми, у яку входять послідовно з’єднані ланки від входу 

системи до точки замикання зворотного зв’язку (рис. 15.7), 

тобто можна робити висновок щодо стійкості замкненої 

системи за поведінкою АФЧХ розімкненої системи. Цим 

критерій Найквіста принципово відрізняється від частот-

ного критерію Михайлова, який, як відомо, дає ознаки 

стійкості власне досліджуваної системи. Саме в цьому є 

його головна перевага, оскільки дослідження розімкненої 

системи автоматичного керування більш просте, ніж за-

мкненої системи, і його можна проводити експериментально. 
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Рисунок 15.7 – Структурна схема замкненої системи 

 

Водночас на застосування критерію Найквіста на-

кладають такі обмеження: 

– ступінь чисельника передатної функції розімкненої 

системи не повинен перевищувати ступеня знаменника (для 

реальних фізичних систем таку умову виконують завжди); 

– система повинна бути охоплена одиничним зворо-

тним зв’язком. 

Нехай передатна функція розімкненої системи за 

умови одиничного від’ємного зворотного зв’язку Wзз (s) = 1 

має вигляд співвідношення двох поліномів 

 

     
                

                
 

    

    
    .   (15.7) 

 

Передатну функція замкненої системи за каналом 

керування можна записати так: 

 

      
    

      
 

         

           
 

    

         
.   (15.8) 

 

Характеристичне рівняння розімкненої системи (яке 

має порядок n) визначають як Q (s) = 0, а замкненої систе-

ми – R (s) + Q (s) = 0. За такої умови характеристичне рів-

няння замкненої системи матиме той самий порядок n, що й у 

розімкненої системи, за умови, що випливає з (15.8). 
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Розглядаючи вираз 1 + W (s) у знаменнику передат-

ної функції замкненої системи, можна побачити, що він є 

відношенням характеристичних поліномів замкненої та 

розімкненої систем 

 

         
    

    
 

         

    
 

     

     
     .  (15.9) 

 

Отже, вектор частотної характеристики виразу 

D (j   = 1 + W (j  , який іноді називають вектором Найк-

віста, містить у собі властивості розімкненої та замкне-

ної систем. З іншого боку, це є фактично АФЧХ розімкне-

ної системи, яка зміщена на одиницю вправо вздовж дій-

сної осі. 

Нехай характеристичне рівняння замкненої системи 

має m «правих» і (n – m) «лівих» коренів, а характеристич-

не рівняння розімкненої системи має k «правих» і (n – k) 

«лівих» коренів. 

Під час змінювання частоти ω від –∞ до +∞ змінен-

ня кута повороту вектора відповідно до принципу аргуме-

нту визначають за таким виразом: 

 

              
                            

                        .   (15.10) 

 

Оскільки для стійкої замкненої системи m = 0, то за 

такої умови сумарний поворот вектора D (jω) навколо по-

чатку координат можна описати таким виразом: 

 

             
        ,   (15.11) 

 

де k – кількість «правих» коренів характеристичного рів-

няння розімкненої системи. 
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Під час змінювання частоти ω від 0 до +∞ одержимо 

таке рівняння: 

 

             
          

 

 
.   (15.12) 

 

З рівняння (15.12) бачимо, що поведінка вектора 

Найквіста D (jω) буде суттєво залежати від стійкості розі-

мкненої системи. 

Загальне формулювання критерію стійкості Найк-

віста таке: щоб після замикання одиничним зворотним 

зв’язком система була стійкою, необхідно й достатньо, 

щоб вектор Найквіста (15.9) під час змінення частоти від 0 

до +∞ повернувся навколо початку координат (охопив по-

чаток координат) у додатному напрямку (за годинниковою 

стрілкою) k / 2 разів. Зокрема, якщо розімкнена система є 

стійкою, то сумарний кут повороту вектора Найквіста має 

становити 0° (оскільки k = 0). 

Під час практичного застосування досліджують по-

ведінку не вектора Найквіста D (jω), а АФЧХ розімкненої 

системи W (jω), зважаючи на те, що відповідно до (15.9) 

визначають виразом W (jω) = D (jω) – 1. 

На рисунку 15.8 а подано криву, яку описує кінець 

вектора Найквіста в разі змінювання частоти від 0 до +∞ 

для стійкої в розімкненому стані системи. Неважко пере-

конатися, що вектор Найквіста опише кут, що дорівнює 

нулю лише тоді, коли його годограф не охоплює початок 

координат. Перенесемо умовно початок координат у точ-

ку з координатами [1; j0] (рис. 15.8 б). За такої умови змі-

нення аргументу вектора Найквіста буде дорівнювати ну-

лю, якщо АФЧХ розімкненої системи не буде охоплювати 

точку з координатами [–1; j0], яку називають критичною 

точкою. 
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Рисунок 15.8 – Перетворення годографа вектора Найквіста 
 
З урахуванням умови (15.10) розрізняють три випа-

дки застосування критерію Найквіста: 
1) розімкнена система є стійкою. Такій системі ві-

дповідає умова 
 

             
         .   (15.13) 

 
Критерій стійкості формулюють так: для стійкос-

ті замкненої системи необхідно й достатньо, щоб АФЧХ 
розімкненої стійкої системи під час змінювання частоти 
від 0 до +∞ НЕ охоплювала критичну точку з координата-
ми [–1; j0]. 

Різні варіанти поведінки АФЧХ системи, яка є стій-
кою в розімкненому стані, після замикання її одиничним 
зворотним зв’язком подано на рисунку 15.9. 

 

 
 

Рисунок 15.9 – Варіанти поведінки АФЧХ  
стійкої в розімкненому стані системи 
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З рисунка 15.9 бачимо таке: 

– замкнена система буде стійкою; 

– замкнена система буде абсолютно стійкою за 

будь-яких змін параметрів системи; 

– замкнена система буде на межі стійкості (АФЧХ 

проходить через критичну точку з координатами [–1; j0]); 

– замкнена система буде нестійкою; 

2) розімкнена система на межі стійкості (наяв-

ність нульових або чисто уявних коренів). 

Цей випадок характерний особливостями, що вини-

кають унаслідок виникнення нульових полюсів. Подамо 

передатну функцію розімкненої системи в такому вигляді: 

 

     
    

      
,   (15.14) 

 

де ν – порядок астатизму (кількість нульових полюсів), що 

має всі корені на лівій півплощині. 

 

За умови ω = 0 АФЧХ розімкненої системи 

W (jω) = ∞ і простежити поведінку кривої АФЧХ в околі 

цієї точки неможливо. Під час змінювання частоти від –∞ 

до +∞ спостерігають рух годографа кривої вздовж уявної 

осі знизу вгору, а за умови ω = 0 відбувається нескінчен-

ний розрив. У процесі такого руху обійдемо нульовий ко-

рінь (рис. 15.10) уздовж півкола нескінченно малого радіу-

са   так, щоб цей корінь залишився ліворуч, тобто уявно 

віднесемо його до лівої півплощини. Під час руху вздовж 

цього півкола в додатному напрямку незалежна змінна 

змінюється за таким законом (за умови v = 1): 

 

         ,    (15.15) 
 

де фаза змінюється від  
 

 
 до  

 

 
. 
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Рисунок 15.10 – Обхід розриву АФЧХ 

 

Підставивши вираз (15.15) у передатну функцію 

(15.14) замість множника s у знаменнику, одержимо таке: 

 

     
    

     
        

    

    
      ,  (15.16) 

 

де R → ∞, якщо ρ → 0, а фаза ψ (ω) змінюється від  
 

 
 

до  
 

 
. 

 

Отже, в околиці нульового кореня годограф W (jω) є 

частиною кола (дуга) нескінченно великого радіуса, рух 

уздовж якого відбувається під час збільшення частоти у 

від’ємному напрямку. 

Критерій стійкості формулюють так: для оціню-

вання стійкості замкненої системи, у разі якщо розімкнена 

система нейтрально стійка, необхідно АФЧХ W (jω) розі-

мкненої системи доповнити дугою нескінченно великого 

радіуса на ділянці розриву, починаючи з менших частот, у 

від’ємному напрямку (проти годинникової стрілки) й після 

одержання замкненої кривої для визначення стійкості пот-
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рібно скористатися варіантом критерію Найквіста для сис-

тем, стійких у розімкненому стані. 

На рисунку 15.11 подано варіанти використання 

критерію Найквіста для нейтральних у розімкненому стані 

систем. Після замикання система буде: 1 – стійкою; 2 – на 

межі стійкості; 3 – нестійкою; 

 

 
 

Рисунок 15.11 – Варіанти поведінки АФЧХ  

нейтральної в розімкненому стані системи 
 

3) розімкнена система нестійка (наявність k «пра-

вих» коренів). 

За цієї умови сумарний поворот вектора годографа 

розімкненої системи описують таким виразом: 

 

             
           

 

 
.   (15.17) 

 

Якщо замкнена система стійка, то відповідно 

до (15.17) АФЧХ розімкненої системи охоплює критичну 

точку в додатному напрямку k / 2 разів. 

Критерій стійкості Найквіста формулюють так: 

система, нестійка в розімкненому стані, буде стійкою в за-

мкненому стані, якщо АФЧХ W (jω) розімкненої системи 
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під час змінювання частоти від 0 до +∞ охоплює критичну 

точку в додатному напрямку k / 2 разів, де k – кількість 

правих полюсів розімкненої системи. 

Визначення кількості обхватів критичної точки є 

непростим завданням, особливо в разі систем високого по-

рядку. Тому в практичних додатках застосовують інше 

формулювання критерію Найквіста, засноване на аналізі 

переходів характеристики через дійсну вісь: система, не-

стійка в розімкненому стані, буде стійкою в замкненому 

стані, якщо різниця між кількістю додатних і від’ємних 

переходів АФЧХ розімкненої системи через дійсну вісь 

дорівнює k / 2. 

Правило визначення переходів (за Ципкіним) форму-

люють так: перехід годографа W (jω) через відрізок дійсної 

півосі (–∞; –1), тобто лівіше критичної точки, у разі збіль-

шення частоти зверху вниз вважається додатним, а знизу 

вгору – від’ємним. 

Якщо годограф W (jω) починається на відрізку (–∞;  

–1) за умови ω = 0 або закінчується за умови ω = –∞, то це 

вважають за половину переходу. 

 

Питання для самоперевірки 
 

1. Який принцип покладено в основу використання 

частотних критеріїв? 

2. На який кут повернеться годограф вектора на 

комплексній площині в разі змінювання частоти від 0 до 

+∞, якщо корінь розміщений у лівій півплощині? 

3. На який кут повернеться годограф вектора на 

комплексній площині під час змінювання частоти від 0 до 

+∞, якщо корінь розміщений у правій півплощині? 

4. Де повинен починатися й у якому напрямку пове-

ртатися годограф Михайлова? 

5. У чому важлива перевага критерію Михайлова? 
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6. Що можна зазначити про стійкість системи  

4-го порядку, якщо годограф Михайлова послідовно про-

ходить через 1, 2, 1 і закінчується на 4-му квадранті? 

7. Стійкість якої системи визначають за критерієм 

Найквіста? 

8. Яка основна перевага критерію Найквіста? 

9. Які два обмеження необхідно враховувати під час 

застосування критерію Найквіста? 

10. Чи можна використовувати критерій Найквіста 

за умови замикання системи одиничним зворотним зв’язком? 
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Тема 16 

ЗАПАС СТІЙКОСТІ Й АНАЛІЗ  

ЗА ЛОГАРИФМІЧНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 

16.1. Аналіз стійкості за логарифмічними  

характеристиками 

Частотний критерій Найквіста також можна вико-

ристовувати щодо логарифмічних характеристик (ЛАЧХ). 

Привабливість цього способу полягає в тому, що побудова 

логарифмічної АЧХ, зокрема асимптотичної, є значно про-

стішою, ніж звичайної АФЧХ. 

Як було подано вище, стійкість замкненої системи 

тісно пов’язана з кількістю переходів АФЧХ розімкненої 

системи W (jω) через відрізок (–∞; –1) від’ємної дійсної 

півосі. Ця піввісь у звичайній АФЧХ відповідає фазовому 

зсуву (–π i), i = 1, 2, .... Тому момент переходу звичайної 

АФЧХ через відрізок (–∞; –1) відповідає перетину ЛФЧХ 

однієї з ліній ±π (2i + 1), i = 1, 2, … (рис. 16.1). 

 

 
 

Рисунок 16.1 – Відповідність  

між звичайною та логарифмічною АФЧХ 

 

З погляду стійкості ці переходи безпечні, якщо від-

буваються праворуч від точки [–1; j0], тобто коли модуль 

амплітуди АФЧХ менший за одиницю W (jω) < 1. За такої 

умови ординати ЛАЧХ є від’ємними (A (ω) < 1). Отже, для 

дослідження стійкості достатньо побудувати ЛАЧХ у діа-
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пазоні додатних значень A (ω) (тобто меншим за частоту 

зрізу ωзр). 

Формулювання критерію стійкості таке: якщо ро-

зімкнена система стійка або нейтральна (на межі стійкос-

ті), то для її стійкості в замкненому стані необхідно й дос-

татньо, щоб кількість переходів ЛФЧХ через лінію –π за 

додатних значень ЛАЧХ була парною (зокрема й такою, 

що дорівнює нулю). 

Варіанти логарифмічних частотних характеристик 

розімкненої системи подано на рисунку 16.2. Тут частотна 

характеристика 1 відповідає абсолютно стійкій системі в 

замкненому стані, оскільки кількість переходів ЛФЧХ че-

рез лінію в межах додатних значень дорівнює нулю, харак-

теристика 2 умовно відповідає стійкій системі в замкнено-

му стані (кількість переходів 2), характеристика 3 відпові-

дає знаходженню замкненої системи на межі стійкості, а 

характеристика 4 відповідає нестійкій системі в замкнено-

му стані. 

За таких обставин перехід ЛФЧХ через лінію –π 

знизу вгору вважають додатним, а навпаки – від’ємним. 

 

 
 

Рисунок 16.2 – Визначення стійкості  

за логарифмічною АФЧХ 
 

За умови нестійкої розімкненої системи (k «правих» 

коренів) необхідно й достатньо, щоб різниця між кількістю 
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додатних і від’ємних переходів через лінію –πν, ν = 1, 2, … 

дорівнювала k / 2. 

За наявності нульових коренів (нейтральна в розі-

мкненому стані система) ЛФЧХ доводять до рівня 0° ду-

гою нескінченно великого радіуса, після чого використо-

вують формулювання критерію для стійкої розімкненої 

системи. 
 

16.2. Поняття й визначення запасу стійкості  

системи 

Для нормальної роботи будь-яка система керування 

повинна мати достатній запас стійкості для того, щоб ком-

пенсувати можливі похибки розрахунків її налаштувань, 

викликані такими чинниками: 

– ідеалізація і спрощення рівнянь математичного 

опису; 

– лінеаризація рівнянь математичного опису; 

– помилки визначення параметрів математичної мо-

делі (коефіцієнтів) і їхній технологічний розкид; 

– змінення параметрів реальних систем унаслідок 

старіння тощо. 

Запас стійкості можна оцінити за розміщенням ко-

ренів характеристичного рівняння – чим далі вони розта-

шовані в лівій півплощині від уявної осі, тобто від межі 

стійкості, тим більший запас. Водночас для визначення за-

пасу стійкості можна використати також і критерії стійкос-

ті. Форма кількісної оцінки запасу стійкості залежить від 

того, який із критеріїв використовують. Здебільшого з ін-

женерною метою для визначення запасу стійкості викори-

стовують критерій Найквіста (у звичайному та логариф-

мічному варіантах). 

Щодо величини запасу стійкості за умови викорис-

тання критерію Найквіста судять за віддаленням кривої 

годографа АФЧХ розімкненої системи від критичної точки 
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з координатами [–1; j0] за такими двома показниками 

(рис. 16.3): 

– запасом стійкості за фазою γ; 

– запасом стійкості за модулем h. 

 

 
 

Рисунок 16.3 – Визначення запасу стійкості 

 

Запас стійкості за фазою визначають як величину 

кута (фазового зсуву)              на частоті зрізу си-

стеми ωзр, за якої          . 

Запас стійкості за амплітудою – це величина відрі-

зка на осі абсцис h між критичною точкою з координатами 

[–1; j0] і годографом АФЧХ розімкненої системи. 

На вигляд графіка АФЧХ, а отже, й на величину за-

пасу стійкості різні параметри системи впливають різною 

мірою. Водночас вплив коефіцієнта підсилення розімкне-

ної системи K, безумовно, є однозначним – змінення K ніяк 

не впливає на фазу, а лише на величину амплітуди (мо-

дуль). З цієї причини під час практичного застосування ча-

сто для змінення величини запасу стійкості використову-

ють саме цей параметр. 

Критичний коефіцієнт підсилення – коефіцієнт під-

силення розімкненої системи K, за якого АФЧХ пройде 

через критичну точку з координатами [–1; j0], тобто вийде 

на межу стійкості. 
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Для деяких систем керування (зазвичай із внутріш-

німи зворотними зв’язками) втрата стійкості може відбу-

тися як у разі збільшення коефіцієнта підсилення, так і за 

умови його зменшення (рис. 16.4). 

 

 
 

Рисунок 16.4 – Дзьобоподібна АФЧХ 
 

Щоб система мала необхідний запас стійкості за за-

даними значеннями γ і h, навколо критичної точки з коор-

динатами [–1; j0] будують деяку «заборонену зону» у ви-

гляді сектора (рис. 16.5), куди АФЧХ розімкненої проєкто-

ваної системи не повинна заходити. 
 

 
 

Рисунок 16.5 – «Заборонена зона» 

 

Геометрію «забороненої зони» у певних розрахун-

ках, наприклад, під час коригування системи керування 

можна використовувати як опорну конструкцію за умови 

формування бажаної результуючої АФЧХ-системи. 
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16.3. Стійкість систем керування із запізненням 

Як уже було згадано раніше (див. п. 7.9), передатна 

функція ланки чистого (транспортного) запізнювання має 

вигляд              , де τ – час запізнювання. Системи, 

що містять такі ланки, називають системами із запізню-

ванням. 

Розглянемо систему (рис. 15.7), до прямого ланцюга 

якої під’єднана ланка чистого запізнювання. Передатна 

функція розімкненої системи із запізнюванням має вигляд 

 

                 
    

    
    ,  (16.1) 

 

а передатна функція замкненої системи 

 

       
      

          
 

        

                
     

     
.  (16.2) 

 

Як бачимо з (16.2), характеристичне рівняння сис-

теми через наявність множника         є не поліномом, а 

трансцендентною функцією оператора s і має безліч коре-

нів, що добре бачимо під час розкладання останнього в не-

скінченний ряд 

 

             
    

  
 

    

  
  .  (16.3) 

 

Знаходження коренів виразу з таким множником є 

складним і тому критерії Рауса й Гурвіца в їхній звичайній 

формі непридатні. Крім того, додатні значення коефіцієн-

тів рівнянь навіть 1-го й 2-го порядків уже не є достатньою 

умовою стійкості системи загалом. 

У цьому разі можна використати частотні критерії, 

але з урахуванням деяких особливостей. Так, зокрема, 
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умова стійкості Найквіста для подібних систем справедли-

ва, але вигляд АФЧХ значно складніший. 

Розглянемо АФЧХ системи із запізненням 

 

                                    

                .  (16.4) 

 

З (16.4) бачимо, що наявність ланки запізнювання 

не змінює модуля системи, а лише вносить додатковий 

від’ємний фазовий зсув, пропорційний частоті τω. 

Це дає можливість спочатку побудувати АФЧХ сис-

теми без запізнювання, а потім кожен вектор модуля A (ωi) 

повернути на кут τωi, як це подано на рисунку 16.6. Тут 

спостерігають ефект закручування спіралі, що загалом по-

гіршує умови стійкості. 

 

 
 

Рисунок 16.6 – Побудова АФЧХ системи із запізнюванням 

 

На підставі цього можна визначити поняття «кри-

тичного» запізнювання τкр як такого, під час якого система 

виходить на межу стійкості. 
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Питання для самоперевірки 
 

1. На якому відрізку дійсної осі визначають знак пе-

реходу за правилом Ципкіна? 

2. Як визначають переходи за правилом Ципкіна на 

звичайній АФЧХ? 

3. Як визначають переходи за правилом Ципкіна на 

логарифмічній АФЧХ? 

4. Що називають запасом стійкості за фазою на зви-

чайній АФЧХ? 

5. Що називають запасом стійкості за модулем на 

звичайній АФЧХ? 

6. Що називають запасом стійкості за фазою на ло-

гарифмічній АФЧХ? 

7. Що називають запасом стійкості за модулем на 

логарифмічній АФЧХ? 

8. Через яку точку проходить АФЧХ розімкненої 

системи в разі критичного коефіцієнта підсилення? 

9. Якими параметрами визначають «заборонену зо-

ну» для забезпечення необхідного запасу стійкості? 

10. Як впливає під’єднання ланки запізнювання на 

стійкість системи? 

11. Як зміниться фазовий зсув системи після під’єд-

нання ланки чистого запізнювання? 
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Тема 17. ПРАКТИЧНА РОБОТА 1. 

ВИЗНАЧЕННЯ ПЕРЕДАТНИХ ФУНКЦІЙ  

ЕЛЕМЕНТІВ СИСТЕМИ  

АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

У ТАК елементи автоматичних систем щодо їхніх 

динамічних властивостей подають за допомогою динаміч-

них ланок. Під динамічною ланкою йдеться про математи-

чну модель штучно виділеної частини системи, яку харак-

теризують певним (найпростішим) алгоритмом передавання 

сигналу зі входу ланки на її вихід (рис. 17.1). 

 

 
 

Рисунок 17.1 – Схематичне зображення динамічної ланки 

 

Вхідну величину ланки позначають xвх (t) або x1 (t), 

а вихідну величину – xвих (t) або x2 (t). 

Вхідна та вихідна величини відповідають фізичним 

величинам, що відображають вплив попередньої ланки на 

цю ланку (xвх (t)) і вплив цієї ланки на наступну (xвих (t)). 

Передавання сигналу ланкою відбувається лише в одному 

напрямку – сигнал передається зі входу ланки на її вихід. 

Вихід однієї ланки може бути входом іншої ланки. Рівнян-

ня динаміки елемента системи (ланки) визначає залежність 

його вихідної величини xвих (t) від вхідної величини xвх (t). 

Його зазвичай подають у диференціальній формі. Ланкою 

САК може бути технічний пристрій будь-якої фізичної 

природи, конструкції та призначення. Тому складання рів-

няння динаміки конкретної ланки є предметом відповідної 

галузі технічних наук (механіки, електротехніки, теплоте-

хніки тощо), до яких потрібно звертатися щоразу. Якщо 

відомі динамічні ланки (математичні моделі окремих час-

тин системи) і їхні зв’язки між собою, то можна одержати 
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математичну модель (рівняння динаміки) системи автома-

тичного керування. 

Якщо задано диференціальне рівняння, що описує 

залежність вихідної величини елемента від вхідної, то пе-

редатну функцію ланки W ( ) визначають за допомогою 

перетворення Лапласа за нульових початкових умов. 

Розглянемо визначення передатної функції ланки на 

прикладі диференціального рівняння електричного RL-лан-

цюга (рис. 17.2) 

 

 
  в     

  
  в        в    ,   (17.1) 

 

де   =   ⁄ ( 1 +  2) – стала часу; 

k = R2 / (R1 + R2) – коефіцієнт підсилення ланки. 

 

 
 

Рисунок 17.2 – Електричний RL-ланцюг 

 

Запишемо початкове диференціальне рівняння в опе-

раційній формі (тобто в зображеннях за Лапласом), викори-

стовуючи такі теореми перетворення Лапласа: 

– теорему про додавання (лінійність перетворення) 

 

                                        ; 
 

– теорему про інтегрування 

 

         
 

 
  

    

 
; 
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– теорему про диференціювання (за нульових поча-

ткових умов) 

 

                 . 

 

Тут                         
 

 
 – зображення 

за Лапласом функції часу ƒ (t); p = σ + j  – комплексна 

змінна перетворення Лапласа. 

Відповідно до наведених теорем функції часу, що 

входять до диференціального рівняння, замінюють на їхнє 

зображення за Лапласом, а операції диференціювання (ін-

тегрування) за нульових початкових умов – множенням 

(діленням) на комплексну змінну p зображень функцій, від 

яких беруть похідну (інтеграл). 

Диференціальне рівняння (17.1) в операційній фор-

мі за нульових початкових умов має такий вигляд: 

 

       в        в    .  (17.2) 

 

Передатну функцію ланки (системи) W (p) визна-

чають як відношення зображень за Лапласом вихідної 

Xвих (p) та вхідної Xвх (p) величин за нульових початкових 

умов 

 

     
 в     

 в    
,   (17.3) 

 

тобто передатну функцію можна визначити із рівняння ди-

наміки ланки, записаного в операційній формі, і рівнян-

ня (17.3) набуде такого вигляду: 

 

     
 в     

 в    
 

 

    
.  (17.4) 
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Якщо елемент системи має дві вхідні величини, 

потрібно визначити дві передатні функції (за кожним 

входом). 

Нехай диференціальне рівняння елемента подано в 

такому вигляді: 

 

 
     

  
                   ,   (17.5) 

 

де y (t) – вихідна величина; 

x (t), f (t) – відповідно регулювальний і збурювальний 

впливи (знак «–» свідчить, що під час збільшення f (t) від-

бувається зменшення y (t)). 

 

Покладаємо, що y = yx – yt. Тоді рівняння (17.5) роз-

биваємо на два рівняння 

 

 
      

  
             ;    (17.6) 

 
      

  
             ,    (17.7) 

 

яким відповідають такі дві передатні функції: 

 

   
    

     

    
 

  

    
;   (17.8) 

   
    

     

    
 

  

    
,   (17.9) 

 

де yx – вихідна величина, що зумовлена регулювальним 

впливом x за умови f = 0; 

yf – вихідна величина, зумовлена збурювальним впли-

вом f за умови x = 0. 

 

Приклад 17.1. Визначити передатну функцію W (p) 

елемента системи автоматичного керування за заданим рі-

внянням динаміки 
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        . 

 

Розв’язання: передатну функцію динамічної ланки 

(моделі елемента системи) визначають як відношення зо-

браження за Лапласом вихідної величини до зображення за 

Лапласом вхідної величини ланки за нульових початкових 

умов W (p) = X2 (p) / X1 (p). Для визначення передатної фу-

нкції необхідно часові функції замінити їхніми зображен-

нями за Лапласом 

 

                        ; 
      

  
         

       

           . 

 

Запишемо рівняння динаміки у формі зображень за 

Лапласом 

 

                      , 

 

звідки отримаємо вираз для передатної функції 

 

      
     

     
 

 

      
. 

 

Приклад 17.2. Визначити передатну функцію W (p) 

елемента системи автоматичного керування за заданим рі-

внянням динаміки 

 

 
      

  
                 . 

 

Розв’язання: передатну функцію динамічної ланки 

(моделі елемента системи) визначають як відношення зо-
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браження за Лапласом вихідної величини до зображення за 

Лапласом вхідної величини ланки за нульових початкових 

умов W (p) = X2 (p) / X1 (p). Для визначення передатної фу-

нкції необхідно часові функції замінити їхніми зображен-

нями за Лапласом 

 

         
     

 
               

      

  
       . 

 

Запишемо рівняння динаміки у формі зображень за 

Лапласом 

 

              
         

 
, 

 

звідки отримаємо вираз для передатної функції 

 

     
     

     
 

 

       
. 

 

Приклад 17.3. Визначити передатну функцію W (p) 

елемента системи автоматичного керування за заданим рі-

внянням динаміки 

 
      

  
               . 

 

Розв’язання: передатну функцію динамічної ланки 

(моделі елемента системи) визначають як відношення зо-

браження за Лапласом вихідної величини до зображення за 

Лапласом вхідної величини ланки за нульових початкових 

умов W (p) = X2 (p) / X1 (p). Для визначення передатної фу-

нкції необхідно часові функції замінити їхніми зображен-

нями за Лапласом 
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       . 

 

Запишемо рівняння динаміки у формі зображень за 

Лапласом 

 

             
     

 
, 

 

звідки отримаємо вираз для передатної функції 

 

     
     

     
 

   

  
. 
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Тема 18 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 2. 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕОДНОРІДНИХ  

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Деякі теоретичні відомості описано в пп. 5.2, 5.3. 
 

18.1. Теореми та властивості перетворення  

Лапласа 

Основними теоремами і властивостями перетворен-
ня Лапласа є такі: 

1) теорема лінійності 
 

                     ;   (18.1) 

                                       ;  (18.2) 
 
2) теорема щодо кінцевого й початкового значення 

оригіналу 
 

                      ;   (18.3) 

                       ;   (18.4) 

 
3) теорема запізнення оригіналу. Якщо функцію f (t) 

змістити на величину τ від початку координат (рис. 18.1), 
то таку функцію називають функцією з аргументом, що 
запізнюється, й записують як f (t – τ). 

Зображення функції з аргументом, що запізнюється, 
має такий вигляд: 

 

                ;   (18.5) 
 

4) теорема зміщення 
 

               ,   (18.6) 

де α – величина зміщення в комплексній площині; 
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Рисунок 18.1 – Графік функції з аргументом, 

що запізнюється 

 

5) теорема подібності 

 

       
 

 
  

 

 
         ;   (18.7) 

   
 

 
                ;   (18.8) 

 

6) диференціювання оригіналу за нульових почат-

кових умов 

 

 
      

                   ,   (18.9) 

де n – порядок похідної; 

 

7) інтегрування оригіналу за нульових початкових 

умов 

 

        

 
      

    

 
;   (18.10) 

 

8) диференціювання зображення зводиться до мно-

ження оригіналу на (–t)
n
 

 

                 ;   (18.11) 
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9) інтегрування зображення 

 

 
    

 
        

 

 
;    (18.12) 

 

10) теорема згортки оригіналів. Якщо 

 

                         ,   (18.13) 

 

то 

 

               
 

 
            ,  (18.14) 

 

де τ – змінна інтегрування. 

 

У таблиці 6.1 наведено перетворення Лапласа для 

основних функцій, що найбільш часто трапляються під час 

аналізу систем автоматичного керування. 

 

18.2. Операційний метод розв’язання лінійних 

неоднорідних диференціальних рівнянь зі сталими  

коефіцієнтами 

Розглянемо ЛНДР II порядку. 

 

   
      

          ,    (18.15) 
 

де ai – сталі коефіцієнт; x = x (t) – невідома функція; x (t) і 

f (t) є оригіналами. 

 

На підставі перетворень Лапласа та теореми про 

диференціювання оригіналу (18.9) одержимо 

 

         ; 

                ;   (18.16) 

                          . 
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Початковими умовами є такі: 

 

         
       ;   (18.17) 

         .    (18.18) 

 

Якщо підставити (18.16) і (18.18) у (18.15) і заміни-

ти початкові умови на значення з (18.16), то одержимо 

таке операторне рівняння: 

 

    
                                      

     .    (18.19) 

 

Знайдемо розв’язок операторного рівняння (18.19) 

 

     
                    

           
.   (18.20) 

 

За формулами і правилами операційного числення 

від зображення X (p) переходимо до оригіналу x (t), який є 

розв’язком рівняння (18.15) з початковими умовами (18.17), 

тобто розв’язком задачі Коші. 

 

18.3. Приклад розв’язання диференціального  

рівняння 

Нехай об’єкт керування описано диференціальним 

рівнянням і має такі граничні умови: 
 

0,1    + 0,2   + 0,5  = 0,8 ,  (0) = 0,       = 0. (18.21) 
 

Розв’язати диференціальне рівняння аналітичним 

методом і за допомогою операційного числення. 
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18.3.1. Розв’язання аналітичним методом 

Маємо лінійне неоднорідне диференціальне рівнян-

ня другого порядку (18.21). Розв’яжемо відповідне йому 

однорідне рівняння 

 

0,1 "+ 0,2    0,5  = 0.  (18.22) 

 

Цьому рівнянню відповідає таке характеристичне 

рівняння: 

 

                .  (18.23) 

 

Знайдемо корені рівняння (18.23) 

 

     
                          

       
 

            

   
   

 
           

   
      ; 

        ; 
        . 

 

Отже, рівняння (18.23) має два комплексних корені. 

Тоді розв’язок рівняння (18.22) можна записати в такому 

вигляді: 

 

                          ,  (18.24) 
 

де y0 (t) – розв’язок відповідного рівнянню (18.21) однорі-

дного рівняння. 

 

Частинний розв’язок рівняння (18.21) має такий 

вигляд: 

 

       . (18.25) 
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Тоді y′ч (t) = y"ч (t) = 0. Підставляємо значення yч (t), 

y′ч (t) та y"ч (t) до (18.21) й одержуємо 

 

                     ; 

  
   

   
    . 

 

Отже, загальний розв’язок рівняння (18.21) має та-

кий вигляд: 

 

                              .  (18.26) 

 

Визначимо С1 та С2 із початкових умов 

 
  

 
                              

                           ,  (18.27) 

 

 
               

  
 
              

  

 

       ;        . 

 

У підсумку загальний розв’язок рівняння (18.21) 

має такий вигляд: 

 

                                 . (18.28) 

 

18.3.2. Розв’язання за допомогою операційного  

числення 

Нехай  ( ) ≑  ( ), тоді 

 

     ≑            ; 

y"(  ≑  2    ( ) –      (0)           (18.29) 
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   ≑
   

 
. 

 

Підставивши ці вирази в рівняння (18.21), одержимо 

таке рівняння: 

 

                                
   

 
, (18.30) 

 

звідки маємо такий вираз: 

 

     
   

                 
 

    

              
 

 

 
   

 
                        

                 
.  (18.31) 

 

За методом невизначених коефіцієнтів складемо си-

стему рівнянь і розв’яжемо її 

 

 
         
         
         

   

 

 
        
        

      

   

 

     
           

              
 

   

 
 

          

            
 

   

 
   

      
   

          
 

           
   

 
.  (18.32) 
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Отже, y (t) набуде такого вигляду: 

 

                   
 

 
             ; (18.33) 

 

або 

 

                                . (18.34) 

 

  



219 

Тема 19 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 3. 

ЧАСОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЛАНОК (СИСТЕМ) 

АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
 

19.1. Перехідна функція ланки (системи) h (t) 

Перехідною функцією ланки (системи) ℎ ( ) нази-

вають реакцію ланки (системи) на одиничний ступінчастий 

вплив (рис. 19.1 а), тобто це перехідний процес на виході 

xвих (t) за одиничного стрибка на вході xвх (t) за нульових 

початкових умов. 

 

 
 

Рисунок 19.1 – Графічне зображення 

одиничного ступінчастого впливу (а) 

та одиничного миттєвого імпульсу (б) 

 

Вхідний одиничний ступінчатий вплив x1 (t) = 1 [t] 

описують функцією Хевісайда σ (t) 

 

           
      
      

   

 

Перехідну функцію h (t) можна визначити розв’я-

занням диференціального рівняння ланки (системи) зви-

чайним або операційним методами. Для визначення h (t) 
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операційним методом у рівняння (17.3) підставимо зо-

браження одиничної ступінчастої функції  в      

         
 

 
 та знайдемо зображення перехідної функції 

 

          
    

 
.   (19.1) 

 

Отже, зображення перехідної функції ланки (систе-

ми) дорівнює передатній функції, поділеній на комплексну 

змінну перетворення Лапласа p. Перехідну функцію h (t) 

визначають як обернене перетворення Лапласа (тобто ори-

гінал) від зображення H (p) 

 

                      

 
.   (19.2) 

 

Для розглянутого прикладу ланки з передатною 

функцією (17.4) перехідну функцію визначаємо з такого 

виразу: 

 

         
 

       
 .   (19.3) 

 

Методи визначення оригіналу функції за відомим її 

зображенням наведено в п. 19.3. 

 

19.2. Імпульсна перехідна (вагова) функція ланки 

(системи) w (t) 

Ваговою функцією w (t) називають реакцію ланки 

(системи) на одиничний миттєвий імпульс δ (t) на вході 

ланки (системи), тобто на миттєвий імпульс нескінченно 

великої амплітуди й одиничної площі, який називають де-

льта-функцією або функцією Дірака. 
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Оскільки одиничний імпульс δ (t) може бути одержа-

ний диференціюванням одиничного стрибка δ (t) = d 1 [t] / dt 

або в операційній формі δ (t) = p ∙ L {1 [t]} = p / p = 1, то 

зображення вагової функції ланки (системи) дорівнює від-

повідній передатній функції 

 

                      .   (19.4) 

 

Отже, для одержання вагової функції w (t) потрібно 

знайти оригінал (обернене перетворення Лапласа), що від-

повідає передатній функції 

 

              ,   (19.5) 
 

де  −1{W(p)} – знак оберненого перетворення Лапласа. 

 

Для ланки з передатною функцією (17.4) вираз для 

визначення вагової функції (19.5) запишемо в такому ви-

гляді: 

 

         
 

    
 .   (19.6) 

 

19.3. Визначення оригіналу функції за її  

зображенням (обернене перетворення Лапласа) 

Розглянемо деякі способи оберненого перетворення 

Лапласа, які дають можливість під час практичного засто-

сування нескладно визначати оригінал функції за її зобра-

женням, тобто такі, що є простими інженерними методами 

визначення перехідної h (t) та вагової w (t) функцій ланки 

(системи) за відомою передатною функцією W (p). 

Найпростіше оригінал функції можна визначити за 

таблицею перетворень Лапласа, якщо зображення є табли-

чним. У таблиці 5.1 наведено оригінали та зображення Ла-
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пласа для деяких простих функцій, що здебільшого трап-

ляються в задачах ТАК. 

Якщо зображення за Лапласом є дробово-раціональ-

ною функцією p, то таку функцію можна розкласти на еле-

ментарні дроби й, скориставшись теоремою про додавання, 

обмежитись оберненим перетворенням Лапласа елемента-

рних зображень, наведених у таблиці 5.1. 

 

Використання теореми про розкладання 

Початкове зображення може бути подано в такому 

вигляді: 

 

     
    

    
, 

 

де B (p) – поліном чисельника; 

D (p) – поліном знаменника (характеристичний полі-

ном). 

 

Якщо рівняння D (p) = 0 не має нульових коренів, а 

корені є дійсними й некратними, то оригінал функції ви-

значають за такою формулою: 

 

      
     

      
     

   ,   (19.7) 
 

де pi – корені характеристичного рівняння D (pi) = 0; 

 

                
        

     

  
      

. 

 

Для знаходження оригіналу з виразу (19.7) необхід-

но виконати такі дії: 

– знайти корені p1, p2, …, pn знаменника (D (pi) = 0); 

– знайти похідну D  (pi); 
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– підставити послідовно корені p1, p2, …, pn в D  (pi) 

і B (pi) та знайти значення дробів B (pi) / D  (pi); 

– скласти суму (19.7). 

 

Знаходження оригіналу за наявності комплексних 

коренів 

Якщо серед коренів рівняння D (pi) = 0 є комплексні 

спряжені корені pk = α + jβ та pk + 1 = α – jβ, то підставляємо 

їхні значення у D  (pi) і B (pi) та для кожної пари комплекс-

но спряжених коренів знаходимо відношення 

 
     

      
 

    

    
     ;  

       

        
 

    

    
     .  

 

Запишемо комплексні числа в показниковій (векто-

рній) формі 

 
     

      
       

 

та 

 
       

        
      , 

 

де                      , тоді серед доданків у су-

мі (19.7) будуть міститися доданки такого вигляду: 

 

                          . 

 

Скориставшись тотожністю Ейлера e
 j z

 = cos (z) + 

+ j sin (z), одержимо такі вирази: 

 

                             ; 
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                              . 

 

Отже, після математичних перетворень одержимо 

такий вираз: 

 

                           

                                        . 

 

Якщо характеристичний поліном D (p) має n дійс-

них коренів і s пар комплексно-спряжених коренів, то ви-

раз для оригіналу функції (19.7) набуде такого вигляду: 

 

         
                        

   
 
   , (19.8) 

 

де n – кількість дійсних коренів;  

pi – дійсні корені; 

s – кількість пар комплексно спряжених коренів; 

αk і βk – відповідно дійсна та уявна частини пари ком-

плексно спряжених коренів pk; 

 

   
     

      
        

    
                 ; 

rk і qk – відповідно дійсна та уявна частини виразу 

B (pk) / D  (pk) за комплексно-спряжених коренів. 

 

Якщо, крім розглянутих вище, характеристичний 

поліном має нульовий корінь, тобто D (p) = p ∙ D1 (p), то ви-

раз (19.7) набуває такого вигляду: 

 

     
    

     
  

     

         
    

 , 
 

де pi – корені рівняння D1 (p) = 0; 

B (0) = B (p) за умови p = 0; 

D1 (0) = D1 (p) за умови p = 0. 
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Приклад 19.1. Визначити вагову функцію w (t) лан-

ки із такою передатною функцією: 

 

     
 

      
.    (19.9) 

 

Розв’язання: вагову функцію відповідно до (19.5) 

визначають з такого виразу: 

 

                   
 

      
 .   (19.10) 

 

У цьому прикладі для наочності використаємо зо-

браження табличної функції. Початкове зображення пода-

ємо у вигляді суми елементарних дробів 

 
 

      
 

 

 
 

 

   
 

           

      
, 

 

де коефіцієнти A і B підлягають визначенню. 

 

Для виконання останньої рівності потрібно прирів-

няти чисельники початкового та результуючого дробів: 

 

           . 

 

Прирівнюємо коефіцієнти за однакових ступенях 

комплексної змінної р правої та лівої частин одержаної рі-

вності 

 

          ; 

          
 

та отримаємо систему алгебраїчних рівнянь щодо невідо-

мих коефіцієнтів A і B 

 



226 

       ; 

           . 

 

Початкове зображення запишемо в такому вигляді: 

 
 

      
 

 

 
 

 

 
 

 

   
 . 

 

Оригінали елементарних зображень у правій части-

ні рівності знаходимо за таблицею 5.1 і, використовуючи 

теорему про додавання, запишемо шуканий вираз для ва-

гової функції 

 

         
 

      
  

 

 
        . 

 

Приклад 19.2. Визначити вагову функцію w (t) лан-

ки з такою передатною функцією: 

 

     
      

           
. 

 

Розв’язання: запишемо вираз для знаходження ваго-

вої характеристики 

 

                   
      

           
 . 

 

Початкове зображення подамо у вигляді суми еле-

ментарних зображень, оригінали яких є в таблиці 5.1. 

 
      

           
 

 

   
 

    

    
   

 
                  

           
. 
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Прирівнявши чисельники початкового й результую-

чого дробів, одержимо систему алгебраїчних рівнянь щодо 

невідомих коефіцієнтів A, B і C 

 

                         ; 

          ; 

           ; 

          , 

 

звідки A = 2,5; B = −1,5; C = 0,5. 

Отже, розкладання W (p) на суму елементарних 

дробів має такий вигляд: 

 

     
      

           
   

    
 

   
    

 

    
    

 

    
. 

 

Знаходимо з таблиці 5.1 оригінали зображень еле-

ментарних функцій і записуємо вираз для вагової функції 

 

                                     . 

 

Приклад 19.3. Визначити оригінал функції за таким 

зображенням: 

 

     
   

       
, 

 

де B (p) = p + 3, D (p) = p
2
 + 6p + 5. 

 

Розв’язання: оригінал функції за заданим зображен-

ням знаходимо відповідно до вищевикладеної методики: 

– знаходимо корені знаменника D (p) = 0 

 

p1 = −1; p2 = −5; 
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– знаходимо похідну: D  (p) = 2p + 6; 

– підставляємо p1 і p2 в D  (p) та B (p) і знаходимо 

значення дробів: 

 
     

      
 

      

       
 

 

 
; 

     

      
 

      

       
  

 

 
; 

 

– складаємо суму (19.7) 

 

     
 

 
    

 

 
    . 
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Тема 20 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 4. 

ОДЕРЖАННЯ ЧАСТОТНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
 

20.1. Перетворення Фур’є 

В основі перетворення Фур’є лежить надзвичайно 

проста ідея – майже будь-яку періодичну функцію можна 

подати сумою окремих гармонійних складових (синусоїд і 

косинусоїд із різними амплітудами A, періодами Ti, часто-

тами ω). Приклад однієї з таких функцій S (t), що склада-

ється з гармонік Ci (t), наведено на рисунку 20.1. 

 

 
 

Рисунок 20.1 − Подання прямокутного імпульсу сумою 

гармонійних складових 
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Поняття «зобразити в частотній області деяку фун-

кцію від часу» і «намалювати спектр цієї функції» − рівно-

значні. Якщо подивитися на рисунок 20.1 уздовж горизон-

талі зліва направо, то відбувається перехід від функції часу 

до її спектра завдяки перетворенню Фур’є. Нижня частина 

рисунка є ілюстрацією одного з основних принципів пере-

творення Фур’є: спектр сумарної функції часу дорівнює 

сумі спектрів її гармонійних складових. 

Безперервне перетворення Фур’є (інтеграл Фур’є) має 

такий вигляд: 

 

                 

  
  ;   (20.1) 

      
 

  
            

   
  ,   (20.2) 

 

де S (ω) − спектр сигналу s (t). 

 

20.2. Частотні характеристики 

Частотні характеристики описують усталені виму-

шені коливання на виході ланки, викликані гармонійним 

збуренням на вході. Розглянемо коливальний режим. 

Нехай на вхід ланки подано таке гармонійне збу-

рення: 

 

              ,    (20.3) 
 

де xmax, ω – амплітуда та кутова частота цього збурення. 
 

Після закінчення перехідного процесу на виході 

ланки будуть існувати гармонійні коливання з тією ж са-

мою частотою, що й вхідні коливання, але відрізнятимуть-

ся загалом за амплітудою й фазою. Тобто в сталому режимі 

вихідна величина ланки має такий вигляд: 

 

                ,   (20.4) 
 

де ymax – амплітуда вихідних сталих коливань. 



231 

У разі фіксованої амплітуди вхідних коливань амп-

літуда й фаза сталих коливань на виході ланки залежать від 

частоти коливань. Якщо поступово збільшувати від нуля 

частоту коливань і визначати значення, що встановилися 

для амплітуди та фази вихідних коливань для різних час-

тот, можна одержати залежність від частоти відношення 

амплітуд А та зсуву фаз φ вихідних і вхідних сталих коли-

вань. Такі залежності називають, відповідно, А (ω) – амплі-

тудно-частотною характеристикою (АЧХ) та φ (ω) – фа-

зочастотною характеристикою (ФЧХ). 

Типовий вигляд АЧХ і ФЧХ для звичайних інерцій-

них ланок подано на рисунку 20.2 а і б відповідно. 

 

 
 

Рисунок 20.2 – Частотні характеристики: а) АЧХ; б) ФЧХ 

 

У таких ланках через їхню інерційність АЧХ зі збі-

льшенням частоти зрештою зменшується до нуля. За таких 

обставин чим менша інерційна ланка, тим довша її амплі-

тудно-частотна характеристика, тобто тим більша смуга 

частот, що пропускає ланка, або, інакше кажучи, його сму-

га пропускання. 

Спектр частотної характеристики можна розглядати 

в межах від 0 до ∞, але практично смугу пропускання об-
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межують значенням частоти, за якої значення амплітуди 

становить А (ω) = 0,707 А (0). Вважають, що в діапазоні від 

–ωП до +ωП елемент системи керування пропускає гармо-

нійний сигнал без помітного ослаблення. Отже, смуга про-

пускання – ΔωП = 2ωП. Наявність максимуму в АЧХ свід-

чить про резонансні властивості ланки. Частоту, що відпо-

відає максимуму амплітудної характеристики, називають 

резонансною (ωр). Частоту, на якій коефіцієнт підсилення 

вхідного сигналу дорівнює одиниці, називають частотою 

зрізу ωз. 

Фазочастотна характеристика демонструє фазові 

зміщення, що вносить елемент системи керування на різ-

них частотах. У звичайних інерційних ланках за додатних 

значень частоти ω ФЧХ завжди є від’ємною (φ < 0), тобто 

вихідні коливання відстають за фазою від вхідних, і це від-

ставання збільшується зі збільшенням частоти. 

Звичайні амплітудна й фазова частотні характерис-

тики можуть бути об’єднані в одну характеристику – амплі-

тудно-фазову частотну характеристику (АФЧХ), використо-

вуючи А (ω) і φ (ω) як полярні координати (рис. 20.3).  

Будують її на комплексній площині. Кожна точка АФЧХ 

відповідає певному значенню частоти ω. Сукупність усіх 

точок під час змінювання частоти від нуля до нескінченно-

сті є безперервною лінією (яку називають годографом), що 

відповідає частотній передавальній функції W (jω). Зна-

чення ω для кінцевої кількості точок характеристики нано-

сять уздовж характеристики, як подано на рисунку 20.2. 

Маючи АФЧХ, можна по цих точках побудувати характе-

ристики А (ω) і φ (ω). 

АФЧХ будують як для додатних, так і для від’ємних 

частот. Якщо в передатній функції W (jω) замінити «jω» на 

«ω», то одержимо спряжену комплексну величину. Тому 

АФЧХ для від’ємних частот є дзеркальним відображенням 

АФЧХ для додатних частот щодо дійсної осі. На рисун-
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ку 20.3 АФЧХ для від’ємних частот подано пунктирною 

лінією. 

 

 

Рисунок 20.3 – Годограф амплітудно-фазової  

частотної характеристики (АФЧХ) 

 

АФЧХ можна будувати і в прямокутній системі ко-

ординат, тобто в комплексній площині. За таких умов ко-

ординатами будуть подані на рисунку 20.3 проєкції U і V 

вектора А на відповідні осі. Залежності U (ω) і V (ω) нази-

вають відповідно дійсною й уявною частотними характе-

ристиками. 

Аналітичні вирази для розглянутих вище частотних 

характеристик можна нескладно одержати з передавальної 

функції. Якщо у вираз функції передавальної ланки W (s) 

підставити s = jω, то одержимо комплексну величину 

W (jω), яка є функцією від частоти ω та є амплітудно-

фазовою частотною (або просто частотною) характеристи-

кою ланки. Її модуль є амплітудно-частотною характерис-

тикою А (ω), а аргумент – фазочастотною характеристи-

кою φ (ω). 
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                .   (20.5) 

 

Вираз (20.5) визначає шуканий зв’язок передаваль-

ної функції з частотними характеристиками ланки, зазна-

ченими вище: модулем частотної функції W (jω) є А (ω), а 

аргументом – φ (ω). 

Якщо подати W (jω) не в показниковій, а в алгебраї-

чній формі, то можна записати таке: 

 

                ,   (20.6) 
 

де U (ω) і V (ω) – дійсна й уявна частотні характеристики, 

які є координатами амплітудно-фазової характеристики в 

комплексній площині. 

 

Відповідно до (20.5) і (20.6) зв’язок між наведеними 

вище частотними характеристиками має такий вигляд: 

 

                 ;   (20.7) 

          
    

    
;   (20.8) 

                ;   (20.9) 

                .   (20.10) 

 

Порядок одержування виразу для перерахованих 

вище частотних характеристик за передатною функцією 

ланки нескладний. Після підстановки до виразу для пере-

давальної функції s = jω одержуємо 

 

      
     

     
 

            

            
,   (20.11) 

 

де індексами R і Q позначено частини відповідних компле-

ксних величин у чисельнику та знаменнику. 
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Позбувшись комплексності у знаменнику, остаточ-

но маємо 

 

      
                            

  
       

    
   

           ,    (20.12) 

 

де 

 

     
                     

  
       

    
;   (20.13) 

     
                     

  
       

    
.   (20.14) 

 

20.3. Приклади побудови амплітудно-частотної 

характеристики 

Приклад 20.1. Нехай диференціальне рівняння і 

граничні умови, що описують об’єкт, мають такий вигляд: 

 

                      ;  (20.15) 

      ;        . 

 

Визначити амплітудно-фазові характеристики об’є-

кта. Побудувати амплітудно-фазову, амплітудно-частотну 

та фазочастотну характеристики. 

Розв’язання: можна перейти до функції передання, 

оскільки є заданими нульові початкові умови 

 

     ≑          ;    (20.16) 

      ≑           ;    (20.17) 

  ≑      .    (20.18) 

 

Підставивши ці вирази у (20.15), одержимо таке рі-

вняння: 
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                                          ; (20.19) 

     
       

              
;    (20.20) 

     
    

    
 

   

              
;   (20.21) 

 ≑   ,    (20.22) 
 

де j – уявна одиниця. 

 

Передатну функцію W (jω) подаємо в такому вигляді: 

 

      
   

                  
 

   

                
 =  

 
                      

                                      
   

 
          

                      
     

                    .  (20.23) 

 

Визначимо дійсну Re (ω) та уявну Im (ω) частини 

 

      
          

                    ;   (20.24) 

      
      

                    .   (20.25) 

 

Звідси АЧХ (A (ω)) і ФЧХ (φ (ω)) набудуть такого 

вигляду: 

 

     
                       

                    ;   (20.26) 

           
     

     
        

      

           ,  (20.27) 
 

де φ – кут повороту. 

 

За одержаними виразами побудуємо АФЧХ 

(рис. 20.4), АЧХ (рис. 20.5) і ФЧХ (рис. 20.6). 
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Рисунок 20.4 – Годограф амплітудно-фазової  

частотної характеристики 
 

 
 

Рисунок 20.5 – Амплітудно-частотна характеристика 
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Рисунок 20.6 – Фазочастотна характеристика 
 

Приклад 20.2. Нехай диференціальне рівняння і 

граничні умови, що описують об’єкт, мають такий вигляд: 

 

                 ;  (20.28) 

       . 

 

Визначити амплітудно-фазові характеристики об’єк-

та. Побудувати амплітудно-фазову, амплітудно-частотну 

та фазочастотну характеристики. 

Розв’язання: можна перейти до функції передання 

за формулою (20.16), оскільки є заданими нульові почат-

кові умови. 

Підставивши ці вирази в (20.28), одержимо таке рі-

вняння: 

 

                                              ;  (20.29) 

     
       

          
;    (20.30) 
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;   (20.31) 

 ≑   ,    (20.32) 
 

де j – уявна одиниця. 

 

Передатну функцію W (jω) подаємо в такому вигляді: 

 

      
   

              
 

   

            
 =  

 
                 

                            
   

 
       

             
  

     

             
.   (20.33) 

 

Визначимо дійсну Re (ω) та уявну Im (ω) частини 

 

      
       

               ;   (20.34) 

      
      

               .   (20.35) 

 

Звідси АЧХ (A (ω)) і ФЧХ (φ (ω)) набудуть такого 

вигляду: 

 

 

     
              

             ;   (20.36) 

           
      

               
 

 
 .   (20.37) 

 

За одержаними виразами побудуємо АФЧХ 

(рис. 20.7), АЧХ (рис. 20.8) та ФЧХ (рис. 20.9). 
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Рисунок 20.7 – Годограф АФЧХ для рівняння (20.28) 
 

 
 

Рисунок 20.8 – Амплітудно-частотна характеристика 

для рівняння (20.28) 
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Рисунок 20.9 – Фазочастотна характеристика 

для рівняння (20.28) 

 

Маючи графіки АЧХ і ФЧХ системи можна перехо-

дити до подальшого аналізу властивостей системи, напри-

клад, дослідженню її стійкості або оцінювання непрямих 

показників якості. 
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Тема 21 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 5. 

ПЕРЕТВОРЕННЯ СТРУКТУРНИХ СХЕМ  

І ВИЗНАЧЕННЯ ПЕРЕДАТНИХ ФУНКЦІЙ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

Структурною схемою називають графічне зобра-

ження математичної моделі САК у вигляді сполучення ла-

нок, яка демонструє, з яких динамічних ланок складається 

система і як вони пов’язані між собою. Структурна схема в 

найбільш наочній формі демонструє математичний бік пе-

ретворення змінних за часом сигналів окремими елемента-

ми та всією системою загалом. Структурну схему САК 

можна одержати з функціональної схеми, якщо відомі пе-

редатні функції та параметри всіх елементів системи. 

Часто САК мають складну структуру і є багатокон-

турними, що ускладнює операцію визначення передатних 

функцій системи, а отже, і аналіз її динаміки. Для зручнос-

ті розрахунків характеристик автоматичних систем необ-

хідно перетворити структурну схему системи до будь-

якого бажаного вигляду, здебільшого – до одноконтурної 

схеми. Для цього використовують спеціальні правила пе-

ретворення структурних схем. 

Наведемо найпростіші перетворення структурних 

схем, використовуючи правила визначення передатних 

функцій для таких типових сполучень ланок: 

– послідовне сполучення 

 

            
   ;   (21.1) 

 

– паралельне сполучення 

 

            
   ;    (21.2) 
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– ланка, що охоплена зворотним зв’язком 

 

     
     

               
,    (21.3) 

 

де W1 (p) – передатна функція ланки, охопленої зворотним 

зв’язком; 

Wзз (p) – передатна функція ланки в каналі зворотного 

зв’язку; 

знак «–» відповідає додатному зворотному зв’язку, знак 

«+» – від’ємному. 

 

Передатна функція розімкненої системи Wроз (p) 

дорівнює добутку передатних функцій усіх ланок, що вхо-

дять до замкненого контуру 

 

                     ,   (21.4) 

 

а для системи з одиничним зворотним зв’язком 

(Wроз (p) = 1) 

 

              .   (21.5) 

 

Після визначення передатної функції розімкненої сис-

теми знаходять такі передатні функції замкненої системи: 

 

– за вхідним впливом 

 

     
    

    
 

      

                   
 

      

           
  (21.6) 

 

або для (Wзз (p) = 1) 

 

     
       

           
;    (21.7) 
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– за помилкою системи 

 

      
    

    
 

 

           
;   (21.8) 

 

– за збуренням 

 

      
    

    
 

     

           
.   (21.9) 

 

Вирази (21.6)–(21.9) мають однакові знаменники, 

які визначають характеристичне рівняння D (p) замкненої 

системи. Якщо загалом передатну функцію розімкненої 

системи записати в такому вигляді: 

 

        
    

    
, 

 

то для одержання характеристичного рівняння потрібно до 

знаменника передатної функції розімкненої системи дода-

ти її чисельник 

 

              . 

 

Приклад 21.1. Визначити передатну функцію лан-

цюга з послідовним з’єднанням ланок 
 

, 

 

якщо передатні функції кожної з ланок мають такий вигляд: 

 

        ;       
       

 
;       

  

     
. 
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Розв’язання: передатну функцію послідовного 

з’єднання ланок визначають добутком (21.1) передатних 

функцій ланок, які входять до послідовного з’єднання 

 

     
    

    
                    

 

Підставимо вирази для Wi (p) 

 

        
       

 
 

  

     
 

                

          
. 

 

Позначимо k1 = k2 =k, тоді одержимо, що 

 

     
    

    
 

          

          
. 

 

Приклад 21.2. Визначити передатну функцію лан-

цюга з послідовним і паралельним з’єднанням ланок, 
 

 
 

якщо передатні функції кожної з ланок мають такий вигляд: 

 

               
 

 
;       

 

    
. 

 

Розв’язання: спочатку визначимо передатну функ-

цію паралельного з’єднання ланок за формулою (21.2) 

 

          
 

 
 

     

 
. 
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Зараз ланцюг є послідовним з’єднанням ланок із пе-

редатними функціями W1 (p), Wпар (p) та W3 (p). 
Відповідно до формули (21.1) запишемо остаточний 

вираз для передатної функції ланцюга 
 

       
     

 
 

 

    
 

        

         
. 

 
Приклад 21.3. Визначити передатну функцію лан-

цюга з послідовним з’єднанням ланок і з ланкою, що охоп-
лена зворотним зв’язком, 
 

 
 
якщо передатні функції кожної з ланок мають такий вигляд: 
 

                                    
       

       
. 

 
Розв’язання: спочатку визначимо передатну функ-

цію ланки, що охоплена від’ємним зворотним зв’язком, за 
формулою (21.3) 

 

        
     

              
 

  

        
 

  

       
, 

 
де введено позначення T3 = k2 · r. 

 
Зараз ланцюг є послідовним з’єднанням ланок із пе-

редатними функціями W1 (p), Wлзз (p) і W3 (p). Відповідно 
до формули (21.1) запишемо остаточний вираз для переда-
тної функції ланцюга 

 

        
  

       
 

       

       
 

                

                  
. 
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Подібним до наведених прикладів перетворенням 
паралельних і місцевих зворотних зв’язків структурну 
схему САК перетворюють на одноконтурну (рис. 21.1), що 
дає змогу нескладно визначити передатні функції САК. 

 

 
 

Рисунок 21.1 – Приклад одноконтурної 
структурної схеми САК 

 

На рисунку 21.1 наведено такі позначення: 
Wпр (p) – передатна функція ланок у прямому лан-

цюзі керування; 
Wзз (p) – передатна функція ланок у зворотному 

зв’язку; 
Wf (p) – передатна функція в каналі збурення; 
δ (p) = X (p) – Yзз (p) – зображення сигналу розбіж-

ності (помилка системи). 
 

Приклад 21.4. Визначити передатну функцію розі-
мкненої системи Wроз (p), передатну функцію замкненої 
системи за вхідним впливом Φ (p) і передатну функцію за-
мкненої системи за помилкою Φδ (p), якщо структурна 
схема САК має такий вигляд: 
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Передатні функції кожної з ланок мають такий  

вигляд: 

 

                
       

 
        

  

       
. 

 

Розв’язання: структурна схема САК є одноконтур-

ною, тому без попередніх перетворень визначимо передат-

ну функцію розімкненої системи за формулою (21.4) 

 

           
       

 
 

  

       
 

                

          
 

             

          
, 

 

де kроз = k1 ∙ k2. 

 

Зворотний зв’язок САК не є одиничним, тому пере-

датну функцію замкненої системи за вхідним впливом ви-

значимо за формулою (21.6) 

 

     
      

           
 

              

 

    
                

          

 
                       

                             
. 

 

Передатну функцію замкненої системи за похибкою 

визначимо за формулою (21.8) 

 

      
 

           
 

 

    
                

          

 
          

                             
. 

 

Якщо структурна схема САК має типові з’єднання 

ланок (послідовне, паралельне або місцеві зворотні 

зв’язки), спочатку необхідно виконати перетворення стру-

ктурної схеми, щоб перетворити її до одноконтурної, а по-

тім – визначати передатні функції розімкненої та замкненої 

систем. 
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Тема 22 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 6. 

ПОБУДОВА ЛОГАРИФМІЧНИХ ЧАСТОТНИХ  

ХАРАКТЕРИСТИК РОЗІМКНЕНОЇ СИСТЕМИ 

 

Розглянемо одержання частотних характеристик на 

прикладі передатної функції розімкненої системи 

 

        
             

             
                

,  (22.1) 
 

де kроз = 10 с
–1

; T1 = 0,1 c; T2 = 0,5 c; T3 = 0,01 c; ζ = 0,7. 

 

За наведеного значення ζ можна не враховувати 

горба амплітудно-частотної характеристики коливальної 

ланки, величина якого не перевищує 3 дБ. 

Амплітудну й фазову частотні характеристики розі-

мкненої системи визначають за такими виразами: 

 

     
    

 
 

      
   

       
            

    
 
     

      
;    

(22.2) 
                              

       
     

    
   

.     (22.3) 

 

Логарифмічну амплітудно-частотну характеристику 

(ЛАЧХ) розімкненої системи визначають такою сумою: 

 

                    
 

   
,   (22.4) 

 

де Li (ω) – ЛАЧХ і-ї ланки системи. 
 
Одиницею виміру L (ω) є децибел (відкладають на осі 

ординат), а на осі абсцис відкладають частоту ω [c
–1

] у ло-
гарифмічному масштабі. 
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Вираз для ЛФЧХ (зберігається у вигляді (22.3) без 
змін) також запишемо у вигляді алгебраїчної суми 

 

           
 

   
,   (22.5) 

 

де φi (ω) – ЛФЧХ і-ї ланки. 
 

Під час побудови ЛФЧХ відлік кутів φ іде за віссю 
ординат у звичайному масштабі в кутових градусах або 
радіанах. За віссю абсцис відкладають частоту в логариф-
мічному масштабі. 

Характеристики L (ω) та φ (ω) будують на одному 
бланку, водночас φ (ω) розташовують точно під L (ω). 

ЛАЧХ і ЛФЧХ можна побудувати за вираза-
ми (22.2)–(22.4) або безпосередньо за заданою передат-
ною функцією, використовуючи відомі асимптотичні хара-
ктеристики окремих ланок. 

Розглянемо методику побудови асимптотичних ха-
рактеристик за заданою передатною функцією розімкне-
ної системи (рис. 22.1). 

1. Визначити частоти спряження ω1, ω2, …, ωn, де 

   
 

  
, та відкласти їхні значення вздовж осі частот. 

2. На частоті ω = 1 відкласти ординату, яка дорів-
нює 20 lg (kроз), де kроз – коефіцієнт підсилення розімкненої 
системи, позначивши задану точку А. 

3. Через точку А провести пряму з нахилом  
(–υ 20 дБ/дек), де υ – порядок астатизму системи від осі 
ординат до першої частоти спряження. Цей відрізок є ни-
зькочастотною асимптотою ЛАЧХ. Якщо перша частота 
спряження менша за одиницю (тобто лежить зліва від час-
тоти ω = 1 на осі частот), то через точку А пройде продов-
ження низькочастотної асимптоти. 

4. Після кожної частоти спряження необхідно змі-
нювати нахил ЛАЧХ: 
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– на –20 дБ/дек, якщо частота спряження визнача-
ється сталою часу ланки першого порядку у знаменнику 
Wроз (p) (аперіодична ланка); 

– на +20 дБ/дек, якщо частота спряження визнача-
ється сталою часу ланки першого порядку в чисельнику 
(форсувальна ланка); 

– на ±40 дБ/дек для ланок другого порядку (аперіо-
дична другого порядку, коливальна) (знак «+», якщо ланка 
розміщена в чисельнику Wроз (p), знак «–», якщо ланка ро-
зміщена у знаменнику). 

5. Для побудови точної ЛФЧХ розрахунок потрібно 
робити за формулою (22.3), а дані розрахунку звести в таб-
лицю 22.1, за результатами розрахунку побудувати графік 
сумарної характеристики. 

 

 
 

Рисунок 22.1 – Приклад побудови асимптотичних  
логарифмічних частотних характеристик 

розімкненої системи 
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Таблиця 22.1 – Результати розрахунку для побудови 

ЛФЧХ 

 
 

Приклад 22.1. Побудувати асимптотичні ЛАЧХ та 

ЛФЧХ розімкненої системи, якщо передатна функція розі-

мкненої системи має такий вигляд: 
 

        
    

               
, 

 

де kроз =10
–1

 с; T = 0,05 с. 

 

Розв’язання 

1. Визначимо та відкладемо на осі абсцис частоти 

спряження: ω1 = 1 с
–1

; ω2 = 20 с
–1

. 

2. Визначимо ординату точки А: на частоті ω = 1 с
–1

 

відкладаємо ординату 20 lg (kроз) = 20 дБ. 

3. Визначаємо початковий нахил: порядок астати-

зму υ = 0, тому початковий нахил буде дорівнювати 

0 дБ/дек; через точку А проводимо пряму, паралельну осі 

частот, від осі ординат до першої частоти спряження ω1. 

4. На частоті спряження ω1 змінюємо нахил на  

–20 дБ/дек, оскільки частота ω1 визначається сталою часу 

ланки першого порядку (p + 1) у знаменнику передатної 

функції розімкненої системи. 

5. На частоті спряження ω2 знову змінюємо нахил 

на –20 дБ/дек, оскільки частота ω2 визначається сталою 

часу ланки першого порядку (p + 1) у знаменнику передат-

ної функції розімкненої системи, результуючий нахил буде 

дорівнювати –40 дБ/дек. 

Побудова ЛФЧХ:                     . 
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Графіки асимптотичних ЛАЧХ та ЛФЧХ наведено 

на рисунку 22.2. 

 

 
 

Рисунок 22.2 – Графіки асимптотичних ЛАЧХ  

і ЛФЧХ розімкненої системи 

 

Приклад 22.2. Визначити початковий нахил (дБ/дек) 

логарифмічної амплітудно-частотної характеристики та по-

чаткове значення фазочастотної характеристики φроз (ω) ро-

зімкненої системи з такою передатною функцією: 
 

        
                   

                                 
. 

 

Розв’язання: початковий нахил логарифмічної ам-

плітудно-частотної характеристики залежить від порядку 

астатизму системи й визначається за виразом –υ 20 дБ/дек, де 

υ – порядок астатизму системи. 

Для заданої передатної функції порядок астатизму 

υ = 2, тому початковий нахил характеристики буде  

–40 дБ/дек. 
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Система містить інтегрувальну ланку другого по-

рядку, аперіодичну ланку першого порядку, коливальну 

ланку та дві ланки, що форсують. Фазочастотну характери-

стику (ФЧХ) розімкненої системи визначають сумою фа-

зочастотних характеристик ланок, що входять до розі-

мкненої системи: φроз (ω) = φ1 (ω) + φ2 (ω) + … + φn (ω). 

Початковими значеннями ФЧХ для інтегрувальної ланки 

другого порядку є 2 ∙ (–90
0
) = –180

0
; для аперіодичної лан-

ки першого порядку – 0
0
; для коливальної ланки – 0

0
; для 

ланки, що форсує, – 0
0
. 

Початкове значення φроз (ω) = −180° + 0° + 0° + 0°. 

 

Приклад 22.3. Визначити кінцеве значення, до якого 

прямує фазочастотна характеристика розімкненої системи 

φроз (ω), якщо розімкнена система є послідовним з’єдна-

нням динамічних ланок із такими передатними функціями: 
 

      
            

                
; 

      
     

 
        

        

      
. 

 

Розв’язання: передатну функцію розімкненої систе-

ми з послідовним з’єднанням ланок визначають за таким 

виразом: 

 

                          ; 

        
            

                  
 

     

 
 

        

      
   

 
                             

                          
. 

 

Система містить інтегрувальну ланку, аперіодичну 

ланку, коливальну ланку й три ланки, що форсують. Фазо-

частотну характеристику розімкненої системи визначають 
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сумою фазочастотних характеристик ланок, що входять до 

розімкненої системи: φроз (ω) = φ1 (ω) + φ2 (ω) + … + φn (ω). 

Значеннями, до яких прямують ФЧХ окремих ла-

нок, є такі: для інтегрувальної ланки (−90°); для аперіоди-

чної ланки першого порядку (−90°); для коливальної ланки 

(−180°); для кожної ланки, що форсує, (+90°). 

Кінцеве значення має  такий вигляд: 

 

                                      

     . 
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Тема 23 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 7. 

ОЦІНЮВАННЯ ТОЧНОСТІ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

У ТАК зазвичай точність автоматичних систем оці-

нюють за усталеними помилками, тобто за помилками в 

усталеному режимі, який настає після завершення перехід-

ного процесу. 

Усталені похибки САК визначають, використовую-

чи теорему щодо кінцевого значення функції 

 

 у т                             ,  (23.1) 
 

де Φδ (p) – передатна функція замкненої системи за помил-

кою; X (p) – зображення вхідного впливу. 

 

Якщо визначають усталену помилку системи, зумо-

влену збуренням f (t), то у формулі (23.1) використовують 

відповідно передатну функцію за збуренням Φf (p) і зобра-

ження збурення F (p). 

За сталого вхідного впливу x (t) = x0 = const і, отже, 

     
  

 
 за формулою (23.1) визначимо статичну помил-

ку САК δст. 

Якщо на вхід системи подати вплив, що змінюється 

зі сталою швидкістю x (t) = x1 · t, то      
  

  
 і кінцеве 

усталене значення (23.1) називають швидкісною помилкою 

САК δшв. 

Динамічною помилкою САК δдин називають кінцеве 

усталене значення (23.1) за подання на вхід впливу, який 

змінюється зі сталим прискоренням x (t) = x2 · t
2
 і, отже, 

     
   

  
. 
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Приклад 23.1. Визначити швидкісну помилку САК 

із передатною функцією такої розімкненої системи: 
 

        
 

                       
. 

 

Розв’язання: передатну функцію замкненої системи 

за помилкою визначимо за формулою 

 

      
                   

                       
  

 

і підставимо її та зображення вхідного впливу      
  

  
 у 

формулу (23.1) 

 

  в         
                   

                       
 

  

   
  

 
. 

 

Якщо на вхід САК подати гармонічне вхідне збу-

дження 

 

             ,    (23.2) 
 

де Am, ωx – відповідно амплітуда та частота вхідного впли-

ву, то помилка САК також матиме гармонічний характер 

 

                  ,   (23.3) 
 

де δm, φδ – відповідно амплітуда й фаза помилки. 

 

Інколи визначають лише амплітуду помилки δm. Для 

вхідного впливу (23.2), частота якого ωx є у смузі низьких і 

середніх частот, де підсилення розімкненої системи більше 

за одиницю, тобто   роз         доцільно використову-

вати наближений вираз для визначення амплітуди δm. Пе-
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редатну функцію замкненої системи за помилкою в цьому 

разі запишемо в такому наближеному вигляді: 

 

        
 

             
 

 

         
.   (23.4) 

 

Тоді з урахуванням (23.2) і (23.4) амплітуду помил-

ки δm визначимо за таким виразом: 

 

                    
  

           
.   (23.5) 

 

Величину             можна визначити аналітич-

ним шляхом, або, використовуючи ЛАЧХ розімкненої сис-

теми L (ω), за таким виразом: 

 

              
     

  , 
 

де L (ωx) – ордината ЛАЧХ на частоті вхідного впливу ωx. 
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Тема 24 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 8. 

ОЦІНЮВАННЯ СТІЙКОСТІ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

 

Стійкість – це властивість систем повертатися в 

попередній стан рівноваги після виведення системи з нього 

й після припинення змінювання вхідного впливу (збурен-

ня). Лінійна система, яка є стійкою за малих впливів (збу-

рень), буде стійкою й під час великих впливів (збурень). 

Нелінійна система може бути стійкою за малих впливів і 

нестійкою за умови великих впливів. 

Умовою стійкості лінійних неперервних САК є ная-

вність від’ємних дійсних коренів або комплексно-спря-

жених коренів із від’ємними дійсними частинами характе-

ристичного рівняння (характеристичного полінома) замкне-

ної системи. Тобто щоб визначити, чи стійка система,  

необхідно прирівняти характеристичний поліном замкне-

ної системи до нуля, знайти його корені. Залежно від зна-

ків коренів можна зробити такі висновки: 

– якщо всі корені розташовані в лівій напівплощині 

комплексної площини коренів, система є стійкою; 

– якщо є хоча б один корінь у правій напівплощині,– 

система є нестійкою; 

– якщо є хоча б одна пара коренів на уявній осі 

комплексної площини коренів (пара уявних коренів), сис-

тема розташована на межі стійкості. 

Під час практичного застосування зручно користу-

ватися непрямими, без знаходження коренів характеристи-

чного рівняння, методами оцінювання стійкості, які нази-

вають критеріями стійкості. 
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24.1. Алгебраїчний критерій стійкості Гурвіца 

Для оцінювання стійкості використовують характе-

ристичний поліном замкненої системи. Стійкість оцінюють 

за коефіцієнтами характеристичного полінома. 

Розглянемо такий характеристичний поліном за-

мкненої системи: 

 

                
               . 

 

Необхідною умовою стійкості є додатність усіх 

коефіцієнтів характеристичного полінома ai > 0 за умо-

ви an > 0. 

Достатню умову стійкості формулюють так: за-

мкнена система буде стійкою, якщо за умови ai > 0, усі 

n визначників Гурвіца будуть додатними, де n – порядок 

характеристичного полінома Δn > 0; Δn – 1 > 0; …; Δ1 > 0. 

Якщо хоча б один визначник буде від’ємним, сис-

тема буде нестійкою. Якщо хоча б один визначник дорів-

нює нулеві, система буде на межі стійкості. 

Отже, для оцінювання стійкості потрібно записати 

n визначників Гурвіца й перевірити їхній знак. Визначники 

Гурвіца складають із коефіцієнтів характеристичного по-

лінома замкненої системи. 

Для оцінювання стійкості спочатку записуємо голо-

вний визначник Гурвіца n-го порядку за такими правилами: 

– за головною діагоналлю записуємо коефіцієнти 

характеристичного полінома, починаючи з другого (an – 1) і 

далі зі зменшенням індексів до а0 включно; 

– стовпці вгору від головної діагоналі заповнюють 

коефіцієнтами з індексами, що зменшуються, а стовпці 

вниз від діагоналі – коефіцієнтами з індексами, що збіль-

шуються; 

– місця відсутніх коефіцієнтів заповнюють нулями. 
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Визначники більш низького порядку одержують із 

визначників більш високого порядку, викреслюючи один 

рядок знизу й один стовпчик справа. 

 

    

                     

                   

 
 
 

     

   

 

     

     

 

     

     

 

 
 

   

. 

 

Приклад 24.1. Нехай передатна функція розімкне-

ної системи має такий вигляд: 
 

         
    

                   
. 

 

Параметри САК мають такі значення: kроз = 10 с
–1

; 

T1 = 0,1 c; T2 = 0,05 c. 

Характеристичний поліном має такий вигляд: 

 

                              

     
       

          ; 

                  ; 

                 ; 

     ; 

             . 

 

Необхідна умова стійкості виконується, оскільки 

ai > 0. 

Достатня умова 
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                 ; 

     
    

    
               

                                    . 

 

Для головного визначника ∆n і визначника ∆n – 1 ви-

конується умова ∆n = a0 ∆n – 1, тому якщо виконується не-

обхідна умова (a0 > 0) та умова ∆2 > 0, то й головний ви-

значник буде додатним ∆3 > 0. Це означає, що система є 

стійкою. 

 

24.2. Частотний критерій стійкості Михайлова 

Для оцінювання стійкості використовують характе-

ристичний поліном замкненої системи, записаний у компле-

ксній формі, D (jω) – комплексний вектор. У разі змінювання 

частоти від 0 до +∞ будуть змінюватися модуль (довжина 

вектора) та аргумент (фазовий кут) комплексного вектора 

D (jω) так, що кінець комплексного вектора буде описувати 

на комплексній площині криву, яку називають годографом 

Михайлова. 

Система буде стійкою, якщо під час змінювання 

частоти від 0 до +∞ годограф Михайлова проходить послі-

довно n квадрантів проти годинникової стрілки, починаю-

чи з дійсної додатної осі, де n – порядок характеристично-

го рівняння (рис. 24.1). 

 

 
 

Рисунок 24.1 – Годограф Михайлова за різних n 
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Якщо зазначена умова не виконується, система не є 

стійкою. Якщо крива проходить через початок координат, 

система є на межі стійкості. 

 

24.3. Побудова годографа Михайлова 

Для побудови годографа Михайлова потрібно вико-

нати такі дії: 

1) записати характеристичний поліном 

 

                
               ; 

 

2) записати характеристичний поліном у комплекс-

ному вигляді, підставивши p = jω 

 

                                         ; 

 

3) записати дійсну та уявну частини комплексного 

характеристичного полінома  

 

              
      

       
     ; 

               
      

       
     ; 

 

4) визначити частоти, на яких годограф перетинає 

дійсну та уявну осі: 

– Q (ω) = 0 → ωдійсн – годограф перетинає дійсну 

вісь (ω0 ; ω2 ; ω4 ; …); 

– P (ω) = 0 → ωуявн – годограф перетинає уявну вісь 

(ω1 ; ω3 ; ω5 ; …). 

За таких умов використовують лише дійсні додатні 

значення частоти. Якщо визначене значення частоти є уяв-

ним, то годограф не перетинає цієї осі; 

5) визначити значення дійсної та уявної частин, що 

відповідають таким визначеним частотам: 
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– ω0 ; ω2 ; ω4 ; …   P (ω) – визначаємо абсциси 

графіка; 

– ω1 ; ω3 ; ω5 ; …  Q (ω) – визначаємо ордина-

ти графіка. 

Якщо система стійка, то відповідно до визначення 

стійкості за критерієм Михайлова годограф почергово пе-

ретинає то дійсну, то уявну вісь. 

Наслідок критерію стійкості Михайлова: система 

буде стійкою, якщо частоти, на яких годограф Михайлова 

перетинає то дійсну, то уявну вісь, задовольняють нерівно-

сті: ω0 < ω1 < ω2 < ω3 < ω4 < … < ωn. 

 

Приклад 24.2. Розглянемо приклад 24.1. 
 

         
    

                   
; 

                              

     
       

          ; 

                  ; 

                 ; 

     ; 

             . 

 

Відповідно до наведеної вище методики запишемо 

 

         
       

          ; 

                                    ; 

              
                  

 . 

 

Визначаємо частоти, на яких годограф перетинає 

дійсну та уявну осі 

 

             ; 

         
             

          ; 
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                ; 

         у в ; 

        
                    . 

 

Наслідок критерію Михайлова такий: 

 

                      . 

 

Отже, умова стійкості виконується, і система є 

стійкою. 
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ПРИКЛАДИ ЗАВДАНЬ  

ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ СТУДЕНТІВ 

 

Завдання 1. Визначити передатну функцію W (p) 

елемента системи за заданим рівнянням динаміки, де x1 (t) і 

x2 (t) – відповідно вхідна та вихідна величини відповідно 

до варіанта. 

 

Варіант Рівняння динаміки 
Значення 

параметрів 

1 2 3 

1 
 

       

   
 

      

  
  

         

T = 0,01 c; 

k = 10 c
–1 

2 

  

      

  
        

   

      

  
       

T1 = 0,1 c; 

T2 = 10 c 

3 

 
      

  
        

  
      

  
 

T = 10 c; 

k = 10 c
–1 

4 

 
      

  
        

           

T = 0,5 c; 

k = 100 c
–1 

5 

       

   
  

  
      

  
       

T = 1 c 

6 

 
      

  
        

 
      

  
       

T = 10 c 
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1 2 3 

7 
  

      

  
  

   

      

  
       

T1 = 0,1 c; 

T2 = 0,05 c 

8 
 

       

   
 

      

  
  

 
      

  
       

T = 5 c 

9   
 
       

   
   

      

  
  

                

T1 = 1,25 c; 

T2 = 0,5 c; 

k = 10 c
–1 

10 
  

       

   
  

   

      

  
       

T1 = 2 c; 

T2 = 0,1 c 

11 
 

      

  
        

  
      

  
 

T = 5 c; 

k = 5 c
–1 

12 

      

  
  

                

– 

13  
       

   
 

      

  
   

       

T = 1 c; 

k = 10 c
–1 

14   
 
       

   
   

      

  
  

              

T1 = 0,2 c; 

T2 = 0,1 c 

15 
 

      

  
  

 
      

  
       

T = 0,1 c 
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1 2 3 

16 
 

       

   
 

      

  
  

 
      

  
       

T = 0,5 c 

17 
 

      

  
        

   

      

  
          

k1 = 10 c
–1

; 
k2 = 5 c

–1
; 

T = 10 c 

18 
  

       

   
  

   

      

  
       

T1 = 0,05 c; 
T2 = 0,1 c 

19 
       

                
– 

20 
  

      

  
        

  
      

  
 

T1 = 2 c; 
Τ = 0,3 с 

21 
 

      

  
  

                

T = 0,02 c 

22 
  

      

  
        

   

      

  
       

T1 = 1 c; 
T2 = 0,1 c 

23 

       

   
  

  
      

  
       

T = 0,5 c 

24 
  

      

  
  

                  

T1 = 0,1 c; 
T2 = 0,05 c 

25 
 

      

  
        

                

T = 0,01 c 



269 

Завдання 2. Знайти розв’язок двох диференціальних рі-

внянь аналітичним методом і за допомогою операційного 

числення за таких умов: 

 

     
     

  
             .  

 
Варіант Рівняння 1 Рівняння 2 

1 2 3 

1  
   

   
   

  

  
         

   

   
   

  

  
    

2   
   

   
   

  

  
           

   

   
   

  

  
    

3    
   

   
    

  

  
              

   

   
    

  

  
      

4    
   

   
    

  

  
           

   

   
    

  

  
   

5    
   

   
    

  

  
             

   

   
 

  

  
    

6  
   

   
   

  

  
          

   

   
  

  

  
    

7 
   

   
    

  

  
         

   

   
   

  

  
     

8    
   

   
  

  

  
              

   

   
  

  

  
       

9 
   

   
 

  

  
          

   

   
  

  

  
    

10  
   

   
   

  

  
            

   

   
   

  

  
      

11   
   

   
   

  

  
           

   

   
  

  

  
    

12  
   

   
   

  

  
         

   

   
  

  

  
   

13  
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1 2 3 

14  
   

   
  

  

  
        

   

   
   

  

  
    

15  
   

   
   

  

  
           

   

   
    

  

  
      

16  
   

   
   

  

  
         

   

   
   

  

  
     

17  
   

   
   

  

  
         

   

   
  

  

  
    

18    
   

   
    

  

  
             

   

   
   

  

  
    

19   
   

   
   

  

  
        

   

   
  

  

  
    

20 
   

   
 

  

  
         

   

   
    

  

  
      

21  
   

   
   

  

  
          

   

   
  

  

  
     

22  
   

   
   

  

  
        

   

   
  

  

  
    

23 
   

   
  

  

  
         

   

   
  

  

  
    

24 
   

   
    

  

  
            

   

   
  

  

  
    

25 
   

   
  

  

  
        

   

   
   

  

  
    

26 
   

   
  

  

  
         

   

   
  

  

  
    

27  
   

   
   

  

  
        

   

   
   

  

  
    

28 
   

   
  

  

  
         

   

   
  

  

  
   

29 
   

   
  

  

  
        

   

   
   

  

  
      

30 
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Завдання 3. Визначити вагову w (t) та перехідну 

h (t) характеристики елемента системи за заданим рівнян-

ням динаміки, де x1 (t) і x2 (t) – вхідна та вихідна величини 

відповідно згідно з варіантом. 

 

Варіант Рівняння динаміки 
Значення 

параметрів 

1 2 3 

1 

 
       

   
 

      

  
  

 
      

  
       

T = 5 c 

2 
  

 
       

   
   

      

  
  

                

T1 = 1,25 c; 

T2 = 0,5 c; 

k = 10 c
–1 

3 

  

       

   
  

   

      

  
       

T1 = 2 c; 

T2 = 0,1 c 

4 

 
      

  
        

  
      

  
 

T = 5 c; 

k = 5 c
–1 

5 

      

  
  

                

– 

6 
 

       

   
 

      

  
   

       

T = 1 c; 

k = 10 c
–1 

7 
  

 
       

   
   

      

  
  

              

T1 = 0,2 c; 

T2 = 0,1 c 
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1 2 3 

8 
 

      

  
  

 
      

  
       

T = 0,1 c 

9 
 

       

   
 

      

  
  

 
      

  
       

T = 0,5 c 

10 
 

      

  
        

   

      

  
          

k1 = 10 c
–1

; 
k2 = 5 c

–1
; 

T = 10 c 

11 
  

       

   
  

   

      

  
       

T1 = 0,05 c; 
T2 = 0,1 c 

12 
       

                
– 

13 
  

      

  
        

  
      

  
 

T1 = 2 c; 
Τ = 0,3 с 

14 
 

      

  
  

                
T = 0,02 c 

15 
  

      

  
        

   

      

  
       

T1 = 1 c; 
T2 = 0,1 c 

16 

       

   
  

  
      

  
       

T = 0,5 c 
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1 2 3 

17 
  

      

  
  

                  

T1 = 0,1 c; 
T2 = 0,05 c 

18 
 

      

  
        

                

T = 0,01 c 

19  
       

   
 

      

  
  

         

T = 0,01 c; 
k = 10 c

–1 

20 
  

      

  
        

   

      

  
       

T1 = 0,1 c; 
T2 = 10 c 

21 
 

      

  
        

  
      

  
 

T = 10 c; 
k = 10 c

–1 

22 
 

      

  
        

           

T = 0,5 c; 
k = 100 c

–1 

23 

       

   
  

  
      

  
       

T = 1 c 

24 
 

      

  
        

 
      

  
       

T = 10 c 

25 
  

      

  
  

   

      

  
       

T1 = 0,1 c; 
T2 = 0,05 c 
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Завдання 4. Визначити амплітудно-фазові характери-

стики об’єкта за варіантом. Побудувати амплітудно-фазову, 

амплітудно-частотну та фазочастотну характеристики. 
 

Варіант Рівняння 1 Рівняння 2 

1 2 3 

1  
   

   
   

  

  
         

   

   
   

  

  
     

2  
   

   
   

  

  
         

   

   
  

  

  
    

3    
   

   
    

  

  
             

   

   
   

  

  
    

4   
   

   
   

  

  
        

   

   
  

  

  
    

5 
   

   
 

  

  
         

   

   
    

  

  
      

6  
   

   
   

  

  
          

   

   
  

  

  
     

7  
   

   
   

  

  
        

   

   
  

  

  
    

8 
   

   
  

  

  
         

   

   
  

  

  
    

9 
   

   
    

  

  
            

   

   
  

  

  
    

10 
   

   
  

  

  
        

   

   
   

  

  
    

11 
   

   
  

  

  
         

   

   
  

  

  
    

12  
   

   
   

  

  
        

   

   
   

  

  
    

13 
   

   
  

  

  
         

   

   
  

  

  
   

14 
   

   
  

  

  
        

   

   
   

  

  
      

 



275 

Продовження таблиці 

1 2 3 

15 
   

   
 

  

  
       

   

   
 

  

  
   

16  
   

   
   

  

  
         

   

   
   

  

  
    

17   
   

   
   

  

  
           

   

   
   

  

  
    

18    
   

   
    

  

  
              

   

   
    

  

  
      

19    
   

   
    

  

  
           

   

   
    

  

  
   

20    
   

   
    

  

  
             

   

   
 

  

  
    

21  
   

   
   

  

  
          

   

   
  

  

  
    

22 
   

   
    

  

  
         

   

   
   

  

  
     

23    
   

   
  

  

  
              

   

   
  

  

  
       

24 
   

   
 

  

  
          

   

   
  

  

  
    

25  
   

   
   

  

  
            

   

   
   

  

  
      

26   
   

   
   

  

  
           

   

   
  

  

  
    

27  
   

   
   

  

  
         

   

   
  

  

  
   

28  
   

   
  

  

  
        

   

   
  

  

  
    

29  
   

   
  

  

  
        

   

   
   

  

  
    

30  
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Завдання 5. Визначити передатну функцію розімкне-
ної системи Wроз (p), передатну функцію замкненої системи 

за задавальним впливом Φ (p) і передатну функцію замкненої 

системи за помилкою Φδ (p) відповідно до варіанта. 
 

В
а

р
іа

н
т

 

Структурна схема САК 

Значення 

сталої часу  

та  

коефіцієнта  

підсилення 

1 2 3 

1 

 

k = 10 с
−1

; 
T1 = 0,05 с; 
T2 = 0,02 с; 
T3 = 0,01 с; 
T4 = 0,1 с; 

ζ = 0,7 

2 

 

k = 1 с
−1

; 
T1 = 0,05 с; 
T2 = 0,5 с; 
T3 = 1 с; 

T4 = 0,01 с 

3 

 

k = 1 с
−1

; 
T1 = 0,05 с; 
T2 = 0,5 с; 
T3 = 1 с; 

T4 = 0,01 с 
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1 2 3 

4 

 

k1 = 10 с
−1

; 
k2 = 0,5 с

−1
; 

T1 = 0,01 с; 
T2 = 0,1 с; 
T3 = 1 с; 
ζ = 0,7 

5 

 

k = 10 с
−1

; 
T1 = 1 с; 

T2 = 0,1 с; 
T3 = 0,01 с; 
τ = 0,01 с; 

ζ = 0,7 

6 

 

k1 = 0,1 с
−1

; 
k2 = 10 с

−1
; 

τ = 0,2 с; 
T = 0,1 с 

7 

 

k1 = 2 с
−1

; 
k2 = 50 с

−1
; 

T1 = 1 с; 
T2 = 0,1 с; 
T3 = 0,01 с 
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1 2 3 

8 

 

k = 10 с
−1

; 
T1 = 0,01 с; 
T2 = 0,02 с; 

T3 = 1 с; 
ζ = 0,7 

9 

 

T1 = 0,01 с; 
T2 = 1 с; 
τ = 0,1 с; 

ζ = 0,7 

10 

 

k = 100 с
−1

; 
T1 = 1 с; 

T2 = 0,02 с 

11 

 

k1 = 2 с
−1

; 
k2 = 5 с

−1
; 

T1 = 0,05 с; 
T2 = 0,25 с; 
T3 = 0,01 с 
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1 2 3 

12 

 

k1 = 100 с
−1

; 
k2 = 0,1 с

−1
; 

T1 = 1 с; 
T2 = 0,02 с 

13 

 

k1 = 100 с
−1

; 
k2 = 0,1 с

−1
; 

τ = 0,1 с; 
T = 0,2 с 

14 

 

k = 100 с
−1

; 
T1 = 5 с; 

T2 = 0,1 с; 
T3 = 0,01 с; 
T4 = 0,02 с 

15 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 5 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с; 

T4 = 0,02 с 
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1 2 3 

16 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 10 с
−1

; 

T1 = 0,01 с; 

T2 = 0,1 с; 

ζ = 0,7 

17 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

τ = 1 с 

18 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

T2 = 1 с; 

T3 = 0,01 с 

19 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 0,5 с; 

T2 = 0,01 с 



281 

Продовження таблиці 

1 2 3 

20 

 

k = 1 с
−1

; 

T1 = 0,5 с; 

T2 = 0,01 с; 

T3 = 0,1 с 

21 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 0,1 с
−1

; 

T = 0,01 с; 

τ = 0,1 с 

22 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 5 с
−1

; 

T1 = 0,02 с; 

T2 = 1 с 

23 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 0,5 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

T2 = 0,05 с; 

T3 = 0,01 с 
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24 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

T2 = 2 с; 

T3 = 0,02 с; 

T4 = 0,01 с 

25 

 

k1 = 50 с
−1

; 

k2 = 2 с
−1

; 

T1 = 1 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с 
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Завдання 6. Побудувати ЛАЧХ і ЛФЧХ розімкне-

ної системи, використовуючи структурні схеми і значення 

параметрів САК, відповідно до варіанта. 
 

В
а

р
іа

н
т
 

Структурна схема САК 

Значення 

сталої часу 

та  

коефіцієнта 

підсилення 

1 2 3 

1 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 10 с
−1

; 

T1 = 0,01 с; 

T2 = 0,1 с; 

ζ = 0,7 

2 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

τ = 1 с 

3 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

T2 = 1 с; 

T3 = 0,01 с 
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1 2 3 

4 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 0,5 с; 

T2 = 0,01 с 

5 

 

k = 1 с
−1

; 

T1 = 0,5 с; 

T2 = 0,01 с; 

T3 = 0,1 с 

6 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 0,1 с
−1

; 

T = 0,01 с; 

τ = 0,1 с 

7 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 5 с
−1

; 

T1 = 0,02 с; 

T2 = 1 с 
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1 2 3 

8 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 0,5 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

T2 = 0,05 с; 

T3 = 0,01 с 

9 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 0,1 с; 

T2 = 2 с; 

T3 = 0,02 с; 

T4 = 0,01 с 

10 

 

k1 = 50 с
−1

; 

k2 = 2 с
−1

; 

T1 = 1 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с 

11 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 0,05 с; 

T2 = 0,02 с; 

T3 = 0,01 с; 

T4 = 0,1 с; 

ζ = 0,7 
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1 2 3 

12 

 

k = 1 с
−1

; 

T1 = 0,05 с; 

T2 = 0,5 с; 

T3 = 1 с; 

T4 = 0,01 с 

13 

 

k = 1 с
−1

; 

T1 = 0,05 с; 

T2 = 0,5 с; 

T3 = 1 с; 

T4 = 0,01 с 

14 

 

k1 = 10 с
−1

; 

k2 = 0,5 с
−1

 

T1 = 0,01 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 1 с; 

ζ = 0,7 

15 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 1 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с; 

τ = 0,01 с; 

ζ = 0,7 
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16 

 

k1 = 0,1 с
−1

; 

k2 = 10 с
−1

; 

τ = 0,2 с; 

T = 0,1 с 

17 

 

k1 = 2 с
−1

; 

k2 = 50 с
−1

; 

T1 = 1 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с 

18 

 

k = 10 с
−1

; 

T1 = 0,01 с; 

T2 = 0,02 с; 

T3 = 1 с; 

ζ = 0,7 

19 

 

T1 = 0,01 с; 

T2 = 1 с; 

τ = 0,1 с; 

ζ = 0,7 
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1 2 3 

20 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 1 с; 

T2 = 0,02 с 

21 

 

k1 = 2 с
−1

; 

k2 = 5 с
−1

; 

T1 = 0,05 с; 

T2 = 0,25 с; 

T3 = 0,01 с 

22 

 

k1 = 100 с
−1

; 

k2 = 0,1 с
−1

; 

T1 = 1 с; 

T2 = 0,02 с 

23 

 

k1 = 100 с
−1

; 

k2 = 0,1 с
−1

; 

τ = 0,1 с; 

T = 0,2 с 
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24 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 5 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с; 

T4 = 0,02 с 

25 

 

k = 100 с
−1

; 

T1 = 5 с; 

T2 = 0,1 с; 

T3 = 0,01 с; 

T4 = 0,02 с 
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Завдання 7. Визначити усталені помилки САК, як-
що задано передаточну функцію розімкненої системи й ви-
гляд задавального впливу, відповідно до варіанта. 

 

В
а

р
іа

н
т
 

Передатна функція  

розімкненої системи 

Значення 

сталої часу, 

коефіцієн-

та підси-

лення 

Заданий 

вхідний 

вплив 

1 2 3 4 

1         
           

               
 

kроз = 100 c
–1

; 
T1 = 5 c; 

T2 = 0,01 c
–1

; 
T3 = 10 c 

      

        

        

2 

         

 
           

            
           

 

kроз = 10 c
–1

; 
T1 = 1 c; 
T2 = 5 c; 

T3 = 0,01 c; 
ζ = 0,7 

           

3         
    

               
 

kроз = 10 c
-1

; 
T1 = 1 c; 

T2 = 0,05 c 

      

            

4         
    

               
 

kроз = 60 c
–1

; 
T1 = 0,1 c; 
T2 = 10 c 

      

         

5          
            

    
            

 

kроз = 50 c
–1

; 
T1 = 0,5 c; 
T2 = 1 c; 
ζ = 0,7 

      

          

6         
            

              
 

kроз = 0,1 c
–1

; 
T1 = 1 c; 

T2 = 10 c; 
T3 = 0,2 с 

        

7         
            

          
 

kроз = 30 c
–1

; 
T1 = 2 c; 

T2 =0,01 c 

      

          

8         
    

               
 

kроз = 25 c
–1

; 
T1 = 5 c; 
T2 = 0,1 c 
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1 2 3 4 

9         
           

               
  

kроз = 50 c
–1

; 

T1 = 0,2 c; 

T2 = 1 c; 

T3 = 0,01 c 

      

        

10 
         

  
    

            
            

 

kроз = 10 c
–1

; 

T1 = 1 c; 

T2 = 0,2 c; 

ζ = 0,7 

      

       

11         
                  

               
  

kроз = 100 c
–1

; 

T1 = 0,1 c; 

T2 = 0,7 c; 

T3 = 1 c; 

T4 = 0,05 c 

      

         

12         
            

            
kроз = 70 c

–1
; 

T1 = 2 c; 

T2 = 0,1 c 

      

       

       

13         
     

               
  

kроз = 20 c
–1

; 

T1 = 1 c; 

T2 = 0,05 c 
         

14 
         

 
           

          
            

  

kроз = 15 c
–1

; 

T1 = 0,1 c; 

T2 = 5 c; 

T3 = 0,01 c; 

ζ = 0,7 

     
       

       

15         
           

         
  

kроз = 50 c
–1

; 

T1 = 5 c; 

T2 = 0,05 c 

      

         

16         
    

                  
kроз = 120 c

–1
; 

T1 = 0,5 c; 

T2 = 0,01 c 

      

        

17         
           

    
            

  

kроз = 25 c
–1

; 

T1 = 1 c; 

T2 = 0,1 c; 

ζ = 0,7 

      

            

18         
           

              
  

kроз = 40 c
–1

; 

T1 = 0,2 c; 

T2 = 5 c; 

T3 = 0,05 c 
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1 2 3 4 

19         
           

                 

kроз = 1 c
–1

; 

T1 = 0,1 c; 

T2 = 2 c; 

T3 = 0,01 c 

      

        

20         
                  

         
  

kроз = 10 c
–1

; 

T1 = 0,2 c; 

T2 = 0,01 c; 

T3 = 0,05 c 

      

       

       

21         
           

               
  

kроз = 100 c
–1

; 

T1 = 0,1 c; 

T2 = 1 c; 

T3 = 0,01 c 

      

            

22 

         
    

                      
  

kроз = 10 c
–1

; 

T1 = 1 c; 

T2 = 0,01 c; 

T3 = 0,1 c 

      

     

         

23         
           

         
  

kроз = 50 c
–1

; 

T1 = 1 c; 

T2 = 0,05 c; 

T3 = 1 c 

      

        

24         
            

               
  

kроз = 10 c
–1

; 

T1 = 0,01 c; 

T2 = 0,05 c; 

T3 = 1 c 

      

       

25 

        
    

                     
  

kроз = 20 c
–1

; 

T1 = 0,01 c; 

T2 = 0,05 c; 

T3 = 0,01 c 
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Завдання 8. Оцінити стійкість САК, якщо задано 

передатну функцію розімкненої системи, відповідно до ва-

ріанта за критерієм Гурвіца – варіанти 1–12; за критерієм 

Михайлова – варіанти 13–25. 

 

В
а
р

іа
н

т
 

Передатна функція розімкненої системи 

1 2 

1          
  

                      
  

2          
           

               
  

3          
       

           
  

4          
               

                        
  

5          
          

                
  

6         
                  

                         
  

7         
          

            
  

8          
  

                      
  

9          
                

           
  

10          
          

               
  

11         
           

                         
  

12          
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1 2 

13          
          

                 
  

14          
        

                      
  

15          
        

                 
  

16          
          

           
  

17          
                

              
  

18          
                   

                       
  

19          
  

                      
  

20          
           

               
  

21          
           

                 
  

22          
          

               
  

23          
               

           
  

24          
       

                
  

25          
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