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Ðîçãëÿíóòî ñèíòåç àëãîðèòì³â îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ë³í³éíîãî òðåíäó íà 
ôîí³ çàâàä ³ç ñèìåòðè÷íèì ðîçïîä³ëîì ³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ìàêñèì³çàö³¿ 
ïîë³íîìà. Äîñë³äæåíî òî÷í³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè îö³íîê, ùî îòðèìóþòüñÿ, òà 
ïðîâåäåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ¿õ åôåêòèâíîñò³ ç ìåòîäîì íàéìåíøèõ 
êâàäðàò³â. 

 
ÂÑÒÓÏ 

×àñîâ³ ðÿäè, ÿê³ òðàïëÿþòüñÿ â áàãàòüîõ äîñë³äæåííÿõ, ïîðÿä ç 
ôëóêòóàö³ÿìè ³ íåðåãóëÿðíîñòÿìè ìàþòü äåÿêó çàãàëüíó òåíäåíö³þ çì³í, 
ÿêó â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàçèâàþòü òðåíäîì. Ó áàãàòüîõ ñèòóàö³ÿõ, 
êîëè òåîð³ÿ íå ìîæå íàçâàòè ÿâíèé âèä òðåíäó ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó, òèì íå 
ìåíø ³ñíóº ìîæëèâ³ñòü íàáëèçèòè òðåíä ïîë³íîìîì äîñòàòíüî íèçüêî¿ 
ñòåïåí³. Â íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó ð³âíîì³ðíîãî çðîñòàííÿ àáî ñïàäàííÿ 
çíà÷åíü ðÿäó àäåêâàòíå ïðåäñòàâëåííÿ òðåíäà ìîæå äàòè ïîë³íîì ïåðøî¿ 
ñòåïåí³, òîáòî ë³í³éíà ôóíêö³ÿ [1]. 

Ë³í³éíèé òðåíä º îäí³ºþ ³ç íàéïîøèðåí³øèõ ìîäåëåé, ÿêà òðàïëÿºòüñÿ 
â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ð³çíîìàí³òíèõ ãàëóçåé. Çîêðåìà, â ðàä³îô³çèö³ 
òðåíä çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ àïðîêñèìàö³¿ ³ ïðîãíîçó õîäó äîáîâî¿ êðèâî¿ 
íàïðóæåíîñò³ ïîëÿ íà äàëüí³õ ³îíîñôåðíèõ òðàñàõ òà äëÿ êîíòðîëþ ñòàíó 
îçîííîãî øàðó; â ðàä³îòåõí³ö³ - ïðè îö³íþâàíí³ çàâàäîñò³éêîñò³ 
àëãîðèòì³â îïðàöþâàííÿ ñèãíàë³â â ñèñòåìàõ, ùî ìîäåëþþòüñÿ; â 
àâòîìàòè÷íîìó óïðàâë³íí³ – äëÿ êîðåêö³¿ êåðóþ÷îãî âïëèâó íà ñèñòåìó 
íà ï³äñòàâ³ àíàë³çó ¿¿ íåñòàö³îíàðíîãî ñòàíó; â åêîíîì³÷íèõ ðîçðàõóíêàõ - 
ïðè âèä³ëåíí³ îñíîâíèõ òåíäåíö³é ðîçâèòêó ðèíê³â ³ âèäàëåíí³ 
ðåçóëüòàò³â ä³¿ âèïàäêîâèõ ÷èííèê³â ³ ò.ä. 

Ñåðåä êîìïëåêñó ïðîáëåì, ùî òðàïëÿþòüñÿ ïðè îïðàöþâàíí³ 
íåñòàö³îíàðíèõ ñèãíàë³â, âàæëèâîþ º çàäà÷à ³íòåðïîëÿö³¿ (â³äíîâëåííÿ) 
çíà÷åíü êîðèñíîãî ñèãíàëó (òðåíäó), ùî áåðåòüñÿ íà òë³ çàâàä. Îäíèì ç 
ìîæëèâèõ øëÿõ³â ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ º â³äíîâëåííÿ ôîðìè ñèãíàëó íà îñíîâ³ 
îö³íþâàííÿ éîãî ïàðàìåòð³â. Ïðè öüîìó òðàäèö³éíèì ñïîñîáîì 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îö³íþâàííÿ º çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó íàéìåíøèõ 
êâàäðàò³â. Ïðîòå îö³íêè ïàðàìåòð³â, ÿê³ îòðèìóþòü ó öüîìó âèïàäêó, º 
åôåêòèâíèìè ëèøå òîä³, êîëè âèïàäêîâà ñêëàäîâà ðîçïîä³ëåíà çà 
íîðìàëüíèì (ãàóñîâèì) çàêîíîì [2].  

Â³äïîâ³äíî ïðîáëåìà îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ë³í³éíîãî òðåíäó çà óìîâè 
ä³¿ íåãàóñîâèõ çàâàä çàëèøàºòüñÿ àêòóàëüíîþ. 
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ÏÎÑÒÀÂËÅÍÍß ÇÀÄÀ×² 
Íåõàé ñïîñòåð³ãàºòüñÿ âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, ÿêèé 

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

nnn xSy += , 0,( 1)Nn −∈ ,                          (1) 

äå nS  – â³äë³êè ñèñòåìàòè÷íî¿ ñêëàäîâî¿ (êîðèñíîãî ñèãíàëó, òðåíäó); 

 nx  – àäèòèâíà çàâàäîâà ñêëàäîâà;  N  – îá’ºì âèá³ðêè. 

Äî àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ íàëåæàòü äâà ïðèïóùåííÿ: 
− òðåíä äîáðå àïðîêñèìóºòüñÿ ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ, òîáòî 

nTaaSn 10 += ,  äå T  – ïåð³îä äèñêðåòèçàö³¿; 

− nx  – íåêîðåëüîâàí³ â³äë³êè ñèìåòðè÷íî-ðîçïîä³ëåíîãî íåãàóñîâîãî 
(åêñöåñíîãî) ñòàö³îíàðíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ÿêèé îïèñóþòüñÿ 
äèñïåðñ³ºþ 2χ  ³ êóìóëÿíòíèìè 4-ãî 4γ  (êîåô³ö³ºíòîì åêñöåñó)  òà 6-ãî 

ïîðÿäê³â 6γ . 

Ìåòîþ ðîáîòè º â³äøóêàííÿ îö³íîê âåêòîðíîãî ïàðàìåòðó { }10,aa=ϑ  

ë³í³éíîãî òðåíäó çà çàäàíèìè âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè ny  îá’ºìó N  òà 
àíàë³ç ¿õ òî÷íîñò³. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ çàñòîñóºìî ìåòîä 
ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà (ìåòîä Êóí÷åíêî) [3] ïðè ñòåïåíÿõ 1 4s −= . 

 

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ 

Îö³íþâàííÿ ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â 

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, êëàñè÷íå ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îö³íþâàííÿ 
ïàðàìåòð³â ë³í³éíîãî òðåíäó, ÿêà â òàêîìó ïîñòàâëåíí³ º åêâ³âàëåíòíîþ 
îö³íþâàííþ ïàðàìåòð³â ë³í³éíî¿ ðåãðåñ³¿, áàçóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ 
ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. Ðåçóëüòóþ÷³ îö³íêè òîä³ çàïèñóþòüñÿ [4] ó 
âèãëÿä³ 
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Äëÿ óí³ô³êàö³¿ òà êðàùîãî ñïðèéíÿòòÿ ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàò³â 

çàñòîñóºìî òàê³ ñïðîùåííÿ: 
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²ç óðàõóâàííÿì âèðàç³â (3), îö³íêè (2) íàáóäóòü òàêîãî âèãëÿäó: 
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Îö³íþâàííÿ ìåòîäîì ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà ïðè s=1  

Ë³í³éíà îö³íêà âåêòîðíîãî ïàðàìåòðó { }10,aa=ϑ  ìåòîäîì ìàêñèì³çàö³¿ 

ïîë³íîìà ïðè ì³í³ìàëüí³é ñòåïåí³ 1=s  çíàõîäèòüñÿ [3] ³ç ðîçâ'ÿçàííÿ 
ñèñòåìè äâîõ ð³âíÿíü:  
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jninnjinji mmmF  – òàê çâàí³ [3], 

êîðåëÿö³éí³  ìîìåíòè âèïàäêîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ny . 
Çíàéøîâøè ïîõ³äí³ ïî÷àòêîâèõ ³ êîðåëÿö³éí³ ìîìåíòè, ëåãêî 

îòðèìàòè ê³íöåâ³ âèðàçè äëÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ð³âíÿíü (5): 
 

2

)(
1

1
)(

0 χ
=ϑ

r
n
ak ,       

2

)(
1 )(

1 χ
=ϑ

nT
k n

a

r
.                         (6) 

 
Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè êîåô³ö³ºíò³â (6) ó â³äïîâ³äí³ ð³âíÿííÿ ìàêñèì³çàö³¿ 

ïîë³íîìà (5), ³ ç âðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (3), ñèñòåìà äâîõ ð³âíÿíü 
äëÿ çíàõîäæåííÿ îö³íîê äâîõ ïàðàìåòð³â ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿä³ 
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Ðîçâ’ÿçóþ÷è äàíó ñèñòåìó ð³âíÿíü ìåòîäîì Êðàìåðà, îòðèìóºìî â 

àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ îö³íêè ïàðàìåòð³â òðåíäó: 
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Ïîð³âíþþ÷è âèðàçè (8) ³ (4), ìîæåìî êîíñòàòóâàòè ¿õ ö³ëêîâèòó 

³äåíòè÷í³ñòü, ùî ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî îö³íêè, îòðèìàí³ ìåòîäîì 
ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà ïðè 1=s , ïîâí³ñòþ çá³ãàþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, ÿê³ 
îòðèìóþòüñÿ ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â.  

Äîñë³äèìî âëàñòèâîñò³ öèõ îö³íîê.  
Â³äïîâ³äíî äî ìåòîäó ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà [3] äëÿ çíàõîäæåííÿ 

äèñïåðñ³é îö³íîê ïàðàìåòð³â ñïî÷àòêó íåîáõ³äíî ñôîðìóâàòè ìàòðèöþ 
ê³ëüêîñò³ äîáóòî¿ ³íôîðìàö³¿ âèãëÿäó  
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Åëåìåíòè ö³º¿ ìàòðèö³ â çàãàëüíîìó âèãëÿä³ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 
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Òîä³ àñèìïòîòè÷í³ äèñïåðñ³¿ îö³íîê ïàðàìåòð³â 0a  òà 1a  ïðè ¿õ 

ñóì³ñíîìó îö³íþâàí³ áóäóòü ëåæàòè íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³ âàð³àö³éíî¿ 
ìàòðèö³ îö³íîê, ÿêà äîð³âíþº îáåðíåí³é ìàòðèö³ ê³ëüêîñò³ äîáóòî¿ 
³íôîðìàö³¿, òîáòî 

1−= sNsN JV ,      )1,1(2
)( 0 sNsa V=σ ,       )2,2(2

)( 1 sNsa V=σ .                 (11) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (6) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ),( 10
)(

1
aak n

pϑ , 1,2p = , à 

òàêîæ ïîõ³äí³ ìîìåíò³â çà â³äïîâ³äíèìè ïàðàìåòðàìè, ìîæíà çíàéòè 
åëåìåíòè ìàòðèö³ ê³ëüêîñò³ äîáóòî¿ ³íôîðìàö³¿ 
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àíàë³òè÷í³ âèðàçè àñèìïòîòè÷íèõ äèñïåðñ³é  îö³íîê ïàðàìåòð³â 0a  òà 1a : 
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Âèðàçè âèãëÿäó (13) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äàë³ äëÿ ïîð³âíÿííÿ 
òî÷í³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê ð³çíèõ àëãîðèòì³â îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â 
òðåíäó. 

 

Îö³íþâàííÿ ìåòîäîì ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìó ïðè s=2  

Ñóì³ñíà îö³íêà ïàðàìåòð³â 0a  òà 1a  ïðè äðóã³é ñòåïåí³ ñòîõàñòè÷íîãî 

ïîë³íîìà îá÷èñëþºòüñÿ ç ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè äâîõ ð³âíÿíü âèãëÿäó: 
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Îïòèìàëüí³ êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿíü ñèñòåìè (14) áóäóòü ìàòè âèãëÿä 
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îö³íîê ïðè 2=s  áóäóòü çá³ãàòèñÿ ç îö³íêàìè, çíàéäåíèìè ïðè 1=s  ³ ç 
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îö³íêàìè ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. Â³äïîâ³äíî îäíàêîâîþ áóäå ³ 
òî÷í³ñòü öèõ îö³íîê (âåëè÷èíà ¿õ äèñïåðñ³é). 

 

Îö³íþâàííÿ ìåòîäîì ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìó ïðè s=3  

Ïðè ñòåïåí³ ïîë³íîìà 3=s  îö³íêà âåêòîðíîãî ïàðàìåòðó { }10,aa=ϑ  

çíàõîäèòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìó âèãëÿäó: 
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Êîåô³ö³ºíòè 1-ãî ð³âíÿííÿ îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè: 
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Êîåô³ö³ºíò³â 2-ãî ð³âíÿííÿ ìîæóòü áóòè ïîäàí³ ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè 1-ãî  
òàêèì ÷èíîì: 
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Ç’ÿñóºìî, ÿêó òî÷í³ñòü ìàþòü íîâ³ îö³íêè.  
Âèêîðèñòîâóþ÷è âàãîâ³ êîåô³ö³ºíòè âèãëÿäó (18) ³ (19) íà îñíîâ³ 

ôîðìóëè (10), çíàéäåìî åëåìåíòè ìàòðèö³ ê³ëüêîñò³ äîáóòî¿ ³íôîðìàö³¿ 
ïðè 3=s : 
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Ïîð³âíþþ÷è âèðàçè âèãëÿäó (20) ³ (12), ìîæåìî â³äçíà÷èòè, ùî 
ê³ëüê³ñòü äîáóòî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðè 3=s  çì³íþºòüñÿ ó ïîð³âíÿíí³ ç 1=s  íà 
âåëè÷èíó, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæíèêîì ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ.  

ßê ³ ðàí³øå, çíàþ÷è åëåìåíòè ìàòðèö³ ê³ëüêîñò³ äîáóòî¿ ³íôîðìàö³¿ 

NJ3 , ëåãêî çíàéòè âàð³àö³éíó ìàòðèöþ NV3  îö³íîê, ä³àãîíàëüí³ åëåìåíòè 
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Ç âèðàç³â (21) ³ (22) âèäíî, ùî íà â³äì³íó â³ä âèïàäêó 2=s , ïðè 
ñòåïåí³ ïîë³íîìà 3=s  äèñïåðñ³ÿ îö³íîê çìåíøóºòüñÿ ùîäî äèñïåðñ³¿ 
ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ³ çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè êóìóëÿíòíèõ 
êîåô³ö³ºíò³â 4γ  òà 6γ . 

Íà ðèñ.1 íàâåäåí³ ãðàô³êè çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà çìåíøåííÿ 
äèñïåðñ³¿ 3g  â³ä êîåô³ö³ºíòà åêñöåñó 4γ  ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ 6γ . 

Çàçíà÷èìî, ùî ä³àïàçîí çì³íè êóìóëÿíòíèõ êîåô³ö³ºíò³â îáìåæåíî ¿õ 
îáëàñòþ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü [3]. Íàâåäåí³ çàëåæíîñò³ ³ëþñòðóþòü ñòóï³íü 
åôåêòèâíîñò³ îö³íîê ïàðàìåòð³â 0a  ³ 1a , ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ìåòîäîì 

ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà ïðè 3=s  ùîäî êëàñè÷íèõ îö³íîê, çíàéäåíèõ çà 
äîïîìîãîþ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. Àíàë³çóþ÷è ö³ çàëåæíîñò³, 
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî òî÷í³ñòü îáîõ ìåòîä³â çá³ãàºòüñÿ ëèøå â 
îäíîìó âèïàäêó, êîëè çàâàäà º ãàóñîâîþ (ïðè 064 =γ=γ ). Ïðè 
çá³ëüøåíí³ ñòóïåíÿ íåãàóñîâîñò³, òîáòî âåëè÷èíè êóìóëÿíòíèõ 
êîåô³ö³ºíò³â, òî÷í³ñòü îö³íîê çðîñòàº. Îñîáëèâî çíà÷íèì ñòàº öå 
çðîñòàííÿ (äèñïåðñ³ÿ îö³íîê àñèìïòîòè÷íî ïðàãíå äî íóëÿ) ïðè 
íàáëèæåíí³ âåëè÷èíè êóìóëÿíòíèõ êîåô³ö³ºíò³â äî ìåæ ñâî¿õ îáëàñòåé 
äîïóñòèìèõ çíà÷åíü.  

 

 
Ðèñóíîê 1 – Çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà çìåíøåííÿ äèñïåðñ³¿ 3g   

â³ä ïàðàìåòð³â åêñöåñíî¿ çàâàäè 
 

 
Îö³íþâàííÿ ìåòîäîì ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà ïðè s=4  
Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü, îòðèìàí³ ïðè çàñòîñóâàíí³ ÷åòâåðòî¿ ñòåïåí³, 

ïîêàçóþòü, ùî àëãîðèòìè îö³íþâàííÿ ïðè ñòåïåíÿõ 3=s  ³ 4=s  
çá³ãàþòü, à â³äïîâ³äíî îäíàêîâèìè º ³ âåëè÷èíè äèñïåðñ³é öèõ îö³íîê. ßê 
³ ó âèïàäêó ç åêâ³âàëåíòí³ñòþ îö³íîê 1=s  ³ 2=s  ïîä³áíà âëàñòèâ³ñòü 
îáóìîâëåíà òîòîæí³ñòþ íóëþ ïàðíèõ îïòèìàëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â ð³âíÿíü 
ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà, ùî º íàñë³äêîì ð³âíîñò³ íóëþ íåïàðíèõ 
ïî÷àòêîâèõ ìîìåíò³â åêñöåñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç ñèìåòðè÷íèì 
ðîçïîä³ëîì. 

 
ÂÈÑÍÎÂÊÈ 

Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåíèõ äîñë³äæåíü º îòðèìàííÿ 
ïðèíöèïîâî íîâîãî ñïîñîáó çíàõîäæåííÿ îö³íîê ïàðàìåòð³â ë³í³éíîãî 
òðåíäó â óìîâàõ ä³¿ çàâàä ³ç ñèìåòðè÷íèì ðîçïîä³ëîì. Íåë³í³éí³ îö³íêè, 
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îòðèìàí³ ³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ìàêñèì³çàö³¿ ïîë³íîìà, 
õàðàêòåðèçóþòüñÿ ï³äâèùåíîþ, ó ïîð³âíÿíí³ ç êëàñè÷íèìè îö³íêàìè 
ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â, òî÷í³ñòþ. Çìåíøåííÿ äèñïåðñ³¿ îö³íîê 
â³äáóâàºòüñÿ ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè çàâàäîâà ñêëàäîâà ìàº ðîçïîä³ë, 
â³äì³ííèé â³ä íîðìàëüíîãî. Ô³çè÷íèé çì³ñò çðîñòàííÿ òî÷íîñò³ ïîëÿãàº ó 
îïòèìàëüíîìó âðàõóâàíí³ òîíêî¿ ñòðóêòóðè çàâàäè ó âèãëÿä³ àïð³îðíèõ 
çíà÷åíü êóìóëÿíòíèõ êîåô³ö³ºíò³â âèùèõ ïîðÿäê³â, ùî äîñÿãàºòüñÿ çà 
ðàõóíîê äîäàòêîâèõ íåë³í³éíèõ ïåðåòâîðåíü ³ äåÿêîãî óñêëàäíåííÿ 
àëãîðèòìó îö³íþâàííÿ. 

 
SUMMARY 

ESTIMATION OF LINEAR TREND PARAMETERS AT THE ACTION OF KURTOSIS 
NOISES BY THE METHOD OF POLYNOMIAL MAXIMIZATIONS 

S.V. Zabolotnyi, V.O. Selin 

The synthesis of algorithms of estimation linear trend parameter on the background of 
noises with symmetrical distribution with the use of the Method of Polynomial Maximizations is 
considered. Precise features of received estimation are researched and comparative analysis of 
their efficiency with Least Square Method is made. 
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