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(57) Спосіб визначення параметра коливань нелі-
нійної дисипативної коливальної системи, за яким
задають перше початкове значення амплітуди
коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи, вимірюють перший і другий часові інтер-
вали зміни амплітуди коливань, задають перше
кінцеве значення амплітуди коливань системи,
вимір першого часового інтервалу і числа циклів
коливань в цьому інтервалі проводять при зміні
амплітуди від її першого початкового значення до
першого кінцевого значення, далі задають друге
початкове і друге кінцеве значення амплітуди ко-
ливань, вимір другого часового інтервалу і числа
циклів коливань проводять при зміні амплітуди
коливань від її другого початкового значення до
другого кінцевого значення, змінюють інерційність
нелінійної дисипативної коливальної системи і
проводять вищевказану сук упність операцій по
визначенню першого і другого часових інтервалів і
чисел циклів коливань в кожному часовому інтер-
валі при зміні амплітуди коливань від її першого
початкового значення до першого кінцевого зна-
чення, від другого початкового значення до друго-
го кінцевого значення відповідно, який відрізня-
ється тим, що додатково (k-1) разів (k = 2, 3, 4, ...)
проводять вимір першого часового інтервалу і чи-
сла циклів коливань в цьому інтервалі при зміні
амплітуди коливань від її першого початкового
значення до першого кінцевого значення, (k-1)
разів проводять вимір другого часового інтервалу і
числа циклів коливань в цьому інтервалі при зміні
амплітуди коливань від її другого початкового зна-

чення до другого кінцевого значення, після зміни
інерційності нелінійної дисипативної коливальної
системи (k-1) разів проводять виміри першого і
другого часових інтервалів і чисел циклів коливань
в цих інтервалах, а частоту w0 вільних коливань
лінійної породжувальної системи визначають по
співвідношенню:
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де: tiD , ,...)3,2k;k,1i(ti ==D  - групи першого і дру-
гого часових інтервалів при зміні амплітуди коли-
вань від її першого початкового значення до пер-
шого кінцевого значення, від другого початкового
значення до другого кінцевого значення відповід-
но;

ni, ,...)3,2k;k,1i(ni ==  -  числа циклів коливань в
групах першого і другого часових інтервалів відпо-
відно;

t*iD , ,...)3,2k;k,1i(t*
i ==D  - групи першого і другого

часових інтервалів при зміні амплітуди коливань
від її першого початкового значення до першого
кінцевого значення, від другого початкового зна-
чення до другого кінцевого значення відповідно
при зміні інерційності нелінійної дисипативної ко-
ливальної системи;

*
in , ,...)3,2k;k,1i(n *

i ==  - числа циклів коливань в
групах першого і другого часових інтервалів відпо-
відно при зміні інерційності нелінійної дисипатив-
ної коливальної системи.

Корисна модель відноситься до області маши-
нобудівної, авіаційної і космічної техніки, а саме до
способів визначення параметрів вільних коливань
нелінійних дисипативних коливальних систем із

кінцевим числом ступенів вільності,  і може бути,
зокрема, застосована при визначенні моментів
інерції за допомогою механічних коливальних сис-
тем.
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Відомий спосіб визначення параметра коли-

вань нелінійної дисипативної коливальної систе-
ми, за яким задають перше початкове значення
амплітуди коливань нелінійної дисипативної коли-
вальної системи, вимірюють перший і другий ча-
сові інтервали зміни амплітуди коливань [Гернет
М.М., Ратобильский В.Ф. Определение моментов
инерции. - М.: Машиностроение, 1969, с.84, 85,
207, 209].

Недолік відомого способу - недостатня точ-
ність, яка пояснюється помилками за рахунок при-
йнятого допущення про те, що коефіцієнт KR ані-
зохронності коливань не залежить від амплітуди
коливань.

За прототип вибрано спосіб визначення пара-
метра коливань нелінійної дисипативної колива-
льної системи, за яким задають перше початкове
значення амплітуди коливань нелінійної дисипати-
вної коливальної системи, вимірюють перший і
другий часові інтервали зміни амплітуди коливань,
задають перше кінцеве значення амплітуди коли-
вань системи, вимір першого часового інтервалу і
числа циклів коливань призводять при зміні амплі-
туди коливань від її першого початкового значення
до першого кінцевого значення, потім задають
друге початкове і друге кінцеве значення ампліту-
ди коливань, вимір другого часового інтервалу і
числа циклів коливань призводять при зміні амплі-
туди коливань від її другого початкового значення
до другого кінцевого значення, після чого зміню-
ють інерційність нелінійної дисипативної колива-
льної системи і призводять вищевказану сукуп-
ність операцій для системи з іншою інерційністю,
визначення параметра нелінійної дисипативної
коливальної системи призводять при урахуванні
амплітуд і чисел циклів коливань, часових інтер-
валів, що вимірюються [Ав. св. СССР №1703990,
MПK G01H 11/00, 1992].

Недолік відомого способу є недостатня точ-
ність визначення параметра коливань нелінійної
дисипативної коливальної системи, що поясню-
ється неврахуванням похибок виміру, фіксації та
запам’ятовування часових інтервалів та чисел
циклів коливань при зміні амплітудних значень
коливань, а також недостатнім по множині інфор-
маційним масивом даних для зменшення похибок
визначення параметра коливань шляхом усеред-
нення.

В основу корисної моделі поставлене завдан-
ня удосконалення способу визначення параметра
коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи шляхом підвищення точності визначення
параметра коливань, а саме, частоти вільних ко-
ливань лінійної породжувальної системи за раху-
нок проведення додаткових технологічних опера-
цій по реєстрації і вимірюванню масивів часових
інтервалів і чисел циклів коливань, які формують
розширений інформаційний масив, що дає підста-
ви для формування нового алгоритму перетво-
рень, які призводять до зменшення впливу похи-
бок вимірювання на результат визначення частоти
вільних коливань лінійної породжувальної систе-
ми.

Поставлене завдання вирішується тим, що в
способі визначення параметра коливань нелінійної
дисипативної коливальної системи, за яким зада-

ють перше початкове значення амплітуди коли-
вань нелінійної дисипативної коливальної систе-
ми, вимірюють перший і другий часові інтервали
зміни амплітуди коливань, задають перше кінцеве
значення амплітуди коливань системи, вимір пер-
шого часового інтервалу і число циклів коливань в
цьому інтервалі призводять при зміні амплітуди від
її першого початкового значення до першого кін-
цевого значення, далі задають друге початкове і
друге кінцеве значення амплітуди коливань, вимір
другого часового інтервалу і числа циклів коли-
вань призводять при зміні амплітуди коливань від
її другого початкового значення до другого кінце-
вого значення, змінюють інерційність нелінійної
дисипативної коливальної системи і призводять
вищевказану сукупність операцій по визначенню
першого і другого часових інтервалів і чисел циклів
коливань в кожному часовому інтервалі при зміні
амплітуди коливань від її першого початкового
значення до першого кінцевого значення, від дру-
гого початкового значення до другого кінцевого
значення відповідно, згідно з корисною моделлю,
додатково (k-1) разів (k = 2, 3, 4, ...) призводять
вимір першого часового інтервалу і числа циклів
коливань в цьому інтервалі при зміні амплітуди
коливань від її першого початкового значення до
першого кінцевого значення, (k-1) разів призводять
вимір другого часового інтервалу і числа циклів
коливань в цьому інтервалі при зміні амплітуди
коливань від її другого початкового значення до
другого кінцевого значення, після зміни інерційно-
сті нелінійної дисипативної коливальної системи
(k-1) разів призводять виміри першого і другого
часових інтервалів і чисел циклів коливань в цих
інтервалах, а частоту w0 вільних коливань лінійної
породжувальної системи визначають по співвід-
ношенню:
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де: tiD , ,...)3,2k;k,1i(ti ==D  - групи першого і
другого часових інтервалів при зміні амплітуди
коливань від її першого початкового значення до
першого кінцевого значення, від другого початко-
вого значення до другого кінцевого значення від-
повідно;

ni, ,...)3,2k;k,1i(ni ==  - числа циклів коливань в
групах першого і другого часових інтервалів відпо-
відно;

t*iD , ,...)3,2k;k,1i(t*
i ==D  - групи першого і дру-

гого часових інтервалів при зміні амплітуди коли-
вань від її першого початкового значення до пер-
шого кінцевого значення , від другого початкового
значення до другого кінцевого значення відповідно
при зміні інерційності нелінійної дисипативної ко-
ливальної системи;

tn*
i , ,...)3,2k;k,1i(tn *

i ==  - числа циклів коли-
вань в групах першого і другого часових інтервалів
відповідно при зміні інерційності нелінійної диси-
пативної коливальної системи.
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Застосування запропонованого способу ви-

значення параметрів коливань нелінійної дисипа-
тивної коливальної системи разом з усіма суттє-
вими ознаками, включаючи відмінні, забезпечує
підвищення точності визначення частоти вільних
коливань лінійної породжувальної системи за ра-
хунок проведення додаткових технологічних опе-
рацій по реєстрації і вимірюванню масиву часових
інтервалів і чисел циклів коливань, які формують
розширений інформаційний масив, що дає підста-
ву до формування нового алгоритму алгебраїчних
перетворень, які призводять до зменшення впливу
похибок вимірювання на кінцевий результат ви-
значення частоти вільних коливань лінійної поро-
джувальної коливальної системи.

Розробка нового алгоритму визначення пара-
метра коливань нелінійної дисипативної колива-
льної системи базується на наступних теоретич-
них викладках.

Розглянемо математичну модель, що відпові-
дає нелінійній дисипативній коливальній системі в
формі автономного диференціального рівняння
другого порядку

)
dt
dx,x(fx2

02dt

x2d
e=w+ , (1)

де х - узагальнена координата , w0 - частота
вільних коливань лінійної породжувальної систе-

ми; )
dt
dx

,x(f  - функція від х і
dt
dx

, e - малий позити-

вний параметр.
Рішення x=Xacosy рівняння (1) в першому на-

ближенні визначається із рівнянь першого набли-
ження відносно амплітуди Ха і фази y [Боголюбов
H.H., Митропольский Ю.А. Асимптотические мето-
ды в теории нелинейных колебаний. - М.: Физмат-
гиз, 1963. - c.36-49]

)aX(1A
dt

adX
e= , )aX(1B0dt
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У відомих дослідженнях [Ав.св. СССР
№1703990, МКИ G01H11/00. - Опубл. 07.01.92. -
Бюл. №1; Пузько И.Д., Хворост В.А. Параметрична
ідентифікація нелінійних коливних систем// Маши-
нознавство. - 1999. - №7(25). - С.36-40] із системи
(2) рівнянь першого наближення після нескладних
перетворень отримано інтегральне рівняння для
визначення w0, а саме:

ò -+Dw=p

*

a

0a

X

X
adX)aX(1

1A)aX(1Bt0n2 , (4)

де
0aX , *aX  - початкове і кінцеве значення

амплітуд Ха коливань відповідно; n - число коли-
вань при зміні амплітуди від значення

0aX  до зна-

чення *aX ; Dt - часовий інтервал, що відповідає

зміні амплітудного значення від
0aX  до *aX .

Приймаючи до уваги той факт, що часові ін-
тервали Dit, числа ni циклів коливань, які відпові-
дають фіксованим часовим інтервалам Dit, та амп-
літудні значення

1aX ,
2aX ,

3aX ,
4aX  вимірюються

при наявності похибок, із рівняння (4) отримаємо
таку систему рівнянь

ò x+-
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1ti01fin , (5)

ò x+-
p

+D=
4a

3a

X

X
)t(iadX)aX(2B)aX(1

2A
2
1ti01fin , (6)

ò x+-
p

+D=
2a

1a

X

X
)t(*iadX)aX(3B)aX(1
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1ti*02fi*n , (7)
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X

X
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4A

2
1ti

*
02fi

*n , (8)

де:
1cm2)01f2( -=p , 1)mm(c2)02f2( -D+=p , (9)

Dm - додаткова маса; ni, Dit; )k,1i(tiin =D  - чи-
сла циклів та часові інтервали при коливаннях
маси m і при зміні амплітуди коливань від значен-
ня

1aX  до
2aX  та від значення

3aX  до
4aX  відпо-

відно;  n*
i, D*

it; )k,1i(t*n i
*

i =D  -  числа циклів та ча-
сові інтервали при коливаннях маси (m+Dm)  і при
зміні амплітуди коливань від значення

1aX  до
2aX

та від значення
3aX  до

4aX  відповідно; )t(ix ,

)t(ix , )t(i
*x , )t(i

*
x , випадкові процеси, що мають

нульове математичне сподівання М[ )t(iz ]  =  0  і

кінцеву дисперсію М[ )t(2
ix ]  <  С,  С =  соnst,  (і= k,1 ;

k=2,3,...).
На підставі системи рівнянь (5)-(8) отримаємо

такі мінімізуючи функції:

å ò
=

-
p

-D-=
k

1i

X

X

2]adX)aX(1B)aX(1
1A

2
1ti01fin[1S

2a

1a

, (10)

å ò
=

-
p

-D-=
k

1i

X

X

2]adX)aX(2B)aX(1
2A

2
1ti01fin[2S

4a

3a

, (11)

å ò
=

-
p

-D-=
k

1i

X

X

2]adX)aX(3B)aX(1
3A

2
1ti*

02fi*n[3S
2a

1a

, (12)

å ò
=

-
p

-D-=
k

1i

X

X

2]adX)aX(4B)aX(1
4A

2
1ti

*
02fi

*n[4S
4a

3a

, (13)

Мінімізуючи функції S1,  S2,  S3,  S4 формують
таку систему нормальних рівнянь відносно неві-
домих частот f01,  f02, де для спрощення знаки сум
введені без індексів
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òååå -D
p

=D-D
2a

1a

X

X
adX)aX(1B)aX(1

1Ati2
1

ti2
01ftiin , (14)

òååå -D
p

=D-D
4a

3a

X

X
adX)aX(2B)aX(1

2Ati
2
1ti

2
01ftiin , (15)

òååå -D
p

=D-D
2a

1a

X

X
adX)aX(3B)aX(1

3Ati*2
1

ti2*02*fti*i*n , (16)

òååå -D
p

=D-D
4a

3a

X

X
adX)aX(4B)aX(14Ati

*
2
1

ti
2*

02*fti
*

i
*

n ,(17)

Приймаючи до уваги (3), із системи (14), (15),
(16), (17) рівнянь отримаємо такі рівняння, в яких
не входять інтегральні складові

þ
ý
ü

=-
=-

2G02f4R01f3R
1G02f2R01f1R

(18)

де

åååå

åååå

åååå

åååå

DD-DD=

DD-DD=

DD-=DD=

DD-=DD=

;t
*
ii

*
ntitiint

*
i2G

;t*ii*ntitiint*i1G

;tit2*
i4R;t*it2

i3R

;tit2*
i2R;t*it2

i1R

(19)

Із системи рівнянь (18) з допомогою детермі-
нантів отримаємо співвідношення для визначення
w0,

)4R1R3R2R(
)1G4R2G2R(

20 -
-

p=w , (20)

де R1,  R2,  R3,  R4,  G1,  G2 - визначаються спів-
відношеннями (19).

Таким чином, співвідношення для визначення
со0 при урахуванні (19), (20) набуває вигляду
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æ
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ú
û

ù
÷
ø
ö

ç
è
æ DD-DDDD-

-
ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
DD-DDDD

p=w

åååååååå

åååååå

åååååå

t
2*

it2
it*

itit
2*

it
2
it

*
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t*
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*
intitiint*

it2*
iti
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.

(21)

Спосіб визначення параметра коливань нелі-
нійної дисипативної коливальної системи реалізу-
ють на підставі наступного алгоритму:

1) Формують режим вільних коливань дослі-
джуваної нелінійної дисипативної коливальної си-
стеми. Задають значення першої початкової Ха1 і
першої кінцевої Ха2 амплітуд вільних коливань
нелінійної дисипативної коливальної системи.

2) При фіксації зміни амплітуди вільних коли-
вань від першого початкового значення Ха1 до
першого кінцевого значення Ха2 фіксують перший
часовий інтервал D1t  і число n1 циклів (періодів)
коливань в цьому часовому інтервалі.

3) Повторюють реалізацію режиму вільних ко-
ливань нелінійної дисипативної коливальної сис-
теми додатково (k-1) разів, де k=2, 3, ... і при кож-
ній реалізації вимірюють часовий інтервал Dit

(і= k,2 ) і числа nі циклів в кожному часовому інтер-

валі Dit, що відповідає зміні амплітуди коливань від
першого початкового значення Ха1 до першого
кінцевого значення Ха2.

4) При фіксації зміни амплітуди вільних коли-
вань нелінійної дисипативної коливальної системи
від другого початкового значення Ха3 до другого
кінцевого значення Ха4 фіксують і реєструють дру-
гий часовий інтервал t1D  і число циклів 1n  коли-

вань, що відповідає часовому інтервалу t1D .
5) Повторюють реалізацію режиму вільних ко-

ливань нелінійної дисипативної коливальної сис-
теми (k-1) разів і при кожній реалізації фіксують і

реєструють часові інтервали tiD )k,2i( = і числа in

циклів в кожному часовому інтервалі tiD ,  що від-
повідає зміні амплітуди коливань від другого поча-
ткового значення Ха3 до другого кінцевого значен-
ня Ха4.

Таким чином, формують дві групи "k" часових
інтервалів і "k" чисел циклів відповідно.

6) Змінюють інерційність нелінійної дисипати-
вної коливальної системи шляхом жорсткого
з’єднання з масою "m" системи додаткової маси
Dm при умові Dm<<m, що змінює частоту вільних
коливань.

7) Формують один раз режим вільних коливань
(m+Dm) масової нелінійної дисипативної колива-
льної системи. Задають значення першої початко-
вої і першої кінцевої амплітуд Ха1, Ха2 відповідно
вільних коливань коливальної системи.

8) При фіксації зміни амплітуди вільних коли-
вань по п.7 від значення Ха1 до значення Ха2 фік-
сують і реєструють часовий інтервал D1*t  і число
n1* циклів коливань, що відповідає часовому ін-
тервалу D1*t.

9) Повторюють реалізацію режиму вільних ко-
ливань нелінійної дисипативної коливальної сис-
теми (k-1) разів, де k=2, 3, ... і при кожній реалізації
фіксують і реєструють часові інтервали Di*t і числа
n1* циклів коливань відповідно кожному часовому
інтервалі Di*t, що відповідає зміні амплітуди коли-
вань від першого початкового значення Ха1 до
першого кінцевого значення Ха2.

10) Формують один раз режим вільних коли-
вань (m+Dm) масової нелінійної дисипативної ко-
ливальної системи. Задають значення другої по-
чаткової і другої кінцевої амплітуд Ха 3, Ха4
відповідно вільних коливань коливальної системи.

11) При фіксації зміни амплітуди вільних коли-
вань по п.  10  від значення Ха3 до значення Ха4

фіксують і реєструють часовий інтервал 1D *t і чис-

ло 1n * циклів коливань, що відповідає часовому

інтервалу 1D *t.
12) Повторюють реалізацію режиму вільних

коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи (k-1) разів , де k=2, 3, ... і при кожній реа-

лізації фіксують і реєструють часові інтервали iD *t

і числа in * циклів коливань відповідно в кожному

часовому інтервалі iD *t, що відповідає зміні амплі-
туди коливань від другого початкового значення
Ха3 до другого кінцевого значення Ха4.  Таким чи-
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ном, формують знову дві групи "k" часових інтер-
валів і "k" чисел циклів відповідно.

Кожний із множини "2k" часових інтервалів Dit,

iD t (і= k,1 )  і кожний з множини "2k"  часових інтер-

валів Di*t  і iD *t вимірюють при наявності похибок
вимірів.

На підставі вищезазначеного необхідно сфор-
мувати клас мінімізуючих функцій для визначення
оцінки w

)
0 параметра w

)
0 і методом найменших

квадратів отримати систему рівнянь для визна-
чення оцінки w

)
0.

Таким чином, фіксуючи інформаційні масиви

чотирьох груп часових інтервалів Dit, iD t, Di*t, *iD t

(і= k,1 ), чотирьох груп чисел nі, in , *
in ,

*
in  (і= k,1 )

циклів коливань, що відповідають зафіксованим

часовим інтервалам Dit, iD t, Di*t, *
iD t, кожен з яких

відповідає зміні амплітуди коливань від першого
початкового значення Ха1 до першого кінцевого
значення Ха2 (інтервали Dit, Di*t,), від другого поча-
ткового значення Ха3 до другого кінцевого значен-

ня Ха4 (інтервали iD t, *
iD t), шляхом формування

регресійних залежностей при застосуванні метода
найменших квадратів визначається оцінка частоти
вільних коливань лінійної "породжувальної" систе-
ми, що відповідає досліджувальній нелінійній ди-
сипативній коливальній системі із співвідношення:
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Новим в алгоритмі є проведення операцій ви-
мірювання, фіксації і запам’ятовування часових
інтервалів і чисел циклів коливань додатково (k-1)
разів (k=2, 3, 4, ...) для двох груп часових інтерва-
лів при зміні амплітуди коливань від її першого
початкового значення Ха1 до першого кінцевого
значення Ха2 і для двох груп часових інтервалів
при зміні амплітуди коливань від її другого почат-
кового значення Ха3 до другого кінцевого значення
Ха4, що дозволяє сформувати на підставі регре-
сійних залежностей систему нормальних рівнянь і
отримати оцінку частоти вільних коливань лінійної
породжувальної системи.

Спосіб визначення параметра коливань нелі-
нійної дисипативної коливальної системи реалізу-
ється наступним чином:

1. Установлюють випробуваний об’єкт на ру-
хомій платформі вібростенда електродинамічного
типу.

2. Послідовно реалізують "k" режимів вільних
коливань досліджувальної нелінійної дисипативної
коливальної системи при зміні амплітуди коливань
коливальної системи масою "m" від першого поча-
ткового значення Ха1 до першого кінцевого зна-
чення Ха2.

3.  В множині "k"  режимів вільних коливань по
п. 2 фіксують множину "k" часових інтервалів D1t  і
множину "k"  чисел n1 (і= k,1 ) циклів коливань, де
k=2, 3, ....

4. Послідовно реалізують "k" режимів, де k=2,
3, ..., вільних коливань досліджувальної нелінійної
дисипативної коливальної системи при зміні амп-
літуди коливань від другого початкового значення
Ха3 до другого кінцевого значення Ха4.

5.  В множині "k"  режимів вільних коливань по

п. 4 фіксують множину "k" часових інтервалів tiD  і

множину "k" чисел in  (і= k,1 ) циклів коливань, де
k=2, 3, ....

6. Змінюють інерційність нелінійної дисипатив-
ної коливальної системи шляхом жорсткого
з’єднання з масою "m" системи додаткової маси
Dm при виборі маси Dm із умови Dm<<m.

7. Послідовно реалізують "k" режимів вільних
коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи масою (m+Dm)  при зміні амплітуди коли-
вань від першого початкового значення Xa1 до
першого кінцевого значення Ха2.

8.  В множині "k"  режимів вільних коливань по
п. 7 фіксують множину "k" часових інтервалів Di*t і
множину "k"  чисел nі*(і= k,1 ) циклів коливань, де
k=2, 3 ....

9. Послідовно реалізують "k" режимів вільних
коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи при зміні амплітуди коливань від другого
початкового значення Ха3 до другого кінцевого
значення Ха4.

10. В множині "k" режимів вільних коливань по

п. 9 фіксують множину "k" часових інтервалів t
*
iD  і

множину "k" чисел
*
in  (i= k,1 ) циклів коливань, де k

= 2, 3 ....
11. З допомогою вимірювально-

обчислювального комплексу призводять обробку
інформаційного масиву зафіксованих сигналів на
підставі співвідношень, які формуються системою
нормальних рівнянь, отриманих з допомогою ме-
тоду найменших квадратів, і визначають частоту
вільних коливань лінійної породжу вальної систе-
ми.
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